MAGASABBFOKU ALGEBRAI EGYENLETEK KOZELITO
MEGOLDASAROL

TURAN PAL lev. tag
Elfadta az 7950. december 1-én tartott osztdlyiilésen

Magasabbfokt algebrai egyenletek megoldasdnak sziikségességére a geo-
metria, a csillagdszat, a statisztika, az elméleti fizika és gyakorlati technika
szamos kérdése vezet. Az elsére vonatkozodlag elég a masodrendil feliiletek
fétengelyei irdnyanak meghatarozasara utalnom. A csillagaszati alkalmazésokra
mar az a tény is utal, hogy az olyan n-edfoku algebrai egyenleteket, melyek egy
szamokbdl allé n-edrendd determinansbdl igy keletkeznek, hogy az 4tlés elemek
mindegyikébdl x-et levonunk, szekularis egyenleteknek nevezziik. A statisztikara
vonatkozdlag csak Gumbel német statisztikus vizsgalataira utalok, a népesedés
statisztikdjara vonatkozélag. J6l ismert a mechanikdbél, hogy egy véges sok
tomegpontbdl all6 rendszert egyensilyi helyzetébdl kissé kimozditva, a mozgas
meghatdrozasara egy magasabbfokii algebrai egyenlet megoldasa sziikséges,
ahol a komplex gyokok is 1ényeges szerepet jatszanak. A technikai fizikdbol vett
két igen érdekes példat koszonhetek Egervdry professzor kozlésének. Az elsé
egy tengelyen forgé n darab kerékre vonatkozik. Az 1. n. kritikus szdgsebességek
meghatarozédsa egy 2n-edfokii algebrai egyenletbdl torténik. A kés6bbiek szem-
pontjabdl nem érdektelen mar most megjegyezniink, hogy itt gyakorlatilag
legfontosabb a legkisebb kritikus szogsebesség értéke, ami a megfeleld algebrai
egyenlet legkisebb gyokének meghatarozasat kivanja. A masik példa n szamd
induktive kapcsolt rezgfkérre vonatkozik, ami sok technikai problémaban jon
el ; a jelenség leirasa itt is 2n-edfokd algebrai egyenletre vezet, ahol természe-
tesen éppen a komplex gyokok meghatarozédsa a fontos. Hogy e kérdés valoban
foglalkoztatja a fizikusokat, azt pl. Schdfke német fizikus értekezése is mutatja,
mely 1948-ban jelent meg a Mathematische Nachrichten c. berlini akadémiai
folydirathan ; ebben a két rezgékor esetét részletesen téargyalja. A spektro-
szkdpiabdl jol ismert, hogy egy vonalas szinkép magneses térben egyszerii
vonalakra esik szét, és igy a multiplett termek szétbomlasanak vizsgélata
magasabbfoki algebrai egyenlethez vezet. Mindezen tények és a matematika
sok bels6 teoretikus kérdése érthetdvé teszik azt a sok erdfeszitést, mely a babi-
I6niaiak 6ta tortént az algebrai egyenletek megoldasara. Nem lehet itt célom,
hogy e fejlédést még csak nagy vonalaiban is vazoljam ; mar eleve csak azokra
a megolddsi médokra szlikitem mondanivaléimat, melyek numerikus kiszami-
tasra alkalmas kozelit6 modszerekkel foglalkoznak. Ezek nagyjab6l harom
csoportra oszhaték. Az els6be a Newfonnal kezd6d6 iteraciés moédszerek tartoz-
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nak. Maga a Newton-féle eljaras abban all, hogy az f(x) = O egyenlet megolda-
sdra kiindulunk az y = f(x) gorbe egy (x,, f(x,)) pontjabél, és itt meghtizzuk az
érint6t. Ha az érint6 x = x,-ben metszi az abszcissza-tengelyt, akkor azt az
eljarast az (x,, f(xp))pontra alkalmazzuk és igy tovabb. Ennek az eljardsnak
— ¢és az Osszes tobbi iterdcids eljarasnak — tobb hatranya van. Az els6 az, hogy
az eljaras altalaban nem konvergens a kezddéérték tetszbleges megvalasztasa
esetén. Ez 4ll el6 pl. minden olyan valds egyiitthatds polinomnéal valés kezdérték
mellett, melynek nincs valoés gyoke, amit persze a megoldanddé egyenletbdl
nem lehet el6re tudni. Itt tehat nem egyes polinomok extravaganciairél van szé.
Es, ha az eljaras val6s gydk esetén esetleg konvergdl is, altaldban nem lehet
megmondani egy bizonyos k-szamit lépés utan, hogy a gyok a k-adik 1épés ered-
ményétdl legfeljebb milyen tavol van. Reménytelen feladat ezt az eljarast ugy
modositani, hogy adott & precizi6t elbirva ettdl fiiggden fix szamu lépésben vagy
egy valds gyoknek e-nyi kornyezetébe jussunk, vagy allithassuk, hogy nincsen
valés gydk. Komplex gydk ok esetén mindeme nehézségek még lényegesen foko-
zédnak. A masodik tipusuak egyike, mely mar komplex gyokék meghataro-
zasara is alkalmas, Melentyev szovjet matematikustol valé — én Hajds professzor
kozlésébdl ismerem. Ez abban 4all, hogy a megoldand6 f(z) = O egyenletbe z
helyett (x, -+ iy)-t irunk valamilyen fix x,-val és az euklidesi algoritmussal
megkeressiik a

Rf(x + 1y) Tf(% + iy)

legnagyobb kozos osztéjat. Ha van ilyen, és az (y — y,)" alakd, akkor (X, -+ iy,)
f(z)-nek épp k-szoros gybke. Ha a legnagyobb kozds oszté nem ilyen egyszerii
alakd, akkor tehat egy ujabb egyenlet valds gydkeinek meghatarozdsara van
sziikség. Ha a legnagyobb ko6z0s oszté nulladfokd, akkor mds x, értékekkel
ismételend6 az eljards, és interpoldciéval olyan x,-t kell keresni, melynél az
euklidesi algoritmus utolsé maradéka 0. A fellép6 operaciok egyszeriisége mellett
azonban egy adott ¢ preciziOhoz tartozd operdciék szdma itt sem korlatozhato,
és igy a kozelitéérték approximaciéjanak foka altaldban nem itélheté meg.
A mddszerek harmadik csoportja, melyet itt kissé részletesebben 6hajtok
diszkutalni, Bernoulli Ddnielt6l indult ki. Az 6 gondolatat a XIX. sz4zad elején
egymastol fiiggetleniil és kb. egyid6ben Iényegesen tovabbfejlesztették Dandelin,
Lobacsevszkij és Graeffe ; az irodalomban a médszer Graeffe—Bernoulli médszer
néven ismert. Ha a megoldandé egyenlet f(z) =0, és gyokei 2;, 2,, ..., 2,,
akkor e modszer elsé 1épése abban all, hogy képezi rekurzive az

frin @ = D" (V2 (—V7)

kifejezéseket, az 1. n. Graeffe-transzformaltakat [ =0, 1,..., (v— 1)-re’
Konnyen belathat6, hogy /7 fellépése csak latszolagos, minden Graeffe-transz-
formalt n-edfokd polinom, melynek egyiitthatéit tehat ismerjiik és a »-edik
transzformalt gyokei éppen
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lly médon a gyokok abszolit értékei elvben meg volnanak hatarozva ; magukat
a gyokoket meghatarozhatjuk, ha olyan h helyet taldlunk, hogy

la—h| <|z,—h|<...<|z,—h] 4)

legyen; ekkor a ¢ (§)=/f, (§+h) =0 gyokei & =2, —h (v=1,2,---,n), 2}
teljesiil, azaz ¢ (&) v-edik Graeffe-transzformaltjat

' n

- (p'V (5) = 2 bj;y fj
j=0

~vel jeldlve

S

j—1rp

]zj—h}=|5j|=v1_1;12

©)

bjsy

Tehat a z; gyokok csak a (3) és (5) alatti megfeleld korok metszéspontjai lehetnek ;
hogy ezek koziil melyik felel meg, az elvileg helyettesitéssel nyerhetd.

A fenti eljarassal kapcsolatban, mely eléggé atment a gyakorlatba, rogton
tobb kérdés adodik. El6szor is nincs modszeriink annak eldontésére, hogy (2)
teljesiil-e, tehdt a modszer hogyan alkalmazhatd. E kifogas érdekes modon
explicite csak 1939-ben meriilt fel San- Juan egy dolgozataban ; Runge enciklo-
pédia-cikkében még egy sz6 sincs a modszer érvényességi korlatozasardl és még
Fricke 1924-ben megjelent algebrdja a Graeffe-Bernoulli-médszert ismertetve
6vatosan bér, de gy ir, a (2) feltevésr6l, mintha azt el lehetne hagyni. Pedig
konnyl olyan polinomot taldlni, melyre a mddszer kimondottan rossz ered-
ményre vezet. Legyen f, (2) = 22 —1. Ennek minden Graeffe-transzformaltja
onmaga, azaz a (3) alatti limeszek vagy értelmetlenek, vagy értékiik O a helyes
1 helyett. Masrészt fenti # meghatarozasara sincs mddszeriink. Tovabba a (3)
és (5) alatti formulak gyakorlati szimitasra mar csak azért sem alkalmasak, mert
benniik limesz szerepel. Gyakorlati szamitdsra csak ugy lehetnének alkalmasak,
ha adott ¢ preciziéhoz meg lehetne adni £-t6l és akar az egyenlettdl fiiggd olyan
v-t, hogy ¥ Graeffe-lépéssel mar egy gyok s-nyi pontossaggal meghatdrozhatd.
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Az el6bbi példa szerint még az sem vdarhaté az altaldnos esetben, hogy ilyen
modon a gyokok abszoluit értékei approximalhatdok legyenek a mondott értelemben.
Az el6z6 példa kézenfekvé médositdsaval kénnyii tetszbleges nagy »-hoz oly
egyenletet konstrualni, melyre (2) teljesiil, és mégis v Graeffe-lépés utan a kapott

2V
aj— 1
=y szamok |z;|-t6l ﬁ-nél messzebb vannak; vagyis még (2)

qjy
teljesiilése esetén sem elégiti ki a mddszer a gyakorlati szamolasra vonatkoz6
elvi kovetelésiinket.

A Graeffe-Bernoulli-mdédszer olyan mddositdsa, mellyel az dsszes gyokok
a fenti értelemben approximalhatdk, mindmaig nem ismert. Ha ellenben a gyokok
elsé eredményei utdn Ostrovski oldotta meg téle fiiggetleniil, 1940-ben, egy
160 oldalas dolgozatban. Ez persze egyben megoldja a valds gydkok approxi-
maciéjanak hasonl6 alakban felvetett kérdését is. Ostrovski eljarasa a Newton-
majorans fogalman alapszik. Egy f(?) = ¢, + ... + ¢, polinom Newton-féle
majordnsan azon pozitiv egyiitthatos

M(fy= x T;?
j=o -

polinomot érti, mely pl. grafikusan a kovetkez6kép szerkeszthet6 meg:
Képezziik a

P,== (j, log |¢;|) j=0,1,...,n 6)

pontokat és ezek legkisebb konvex majordnsat. Ez ugy torténik, hogy
(0, log | ¢y|)-b6l kiindulva meghiizzuk a pozitiv abszcissza-tengellyel legkisebb,
esetleg negativ szoget alkot6 olyan félsugarat, hogy az Gsszes P-k még ez alatt
legyenek, de mar legalabb egy P; ezen rajta legyen. Ha a rajtalevé Pk koziil a
legkisebb abszcisszajii (j,, log | ¢, |), akkor az ebbdl kiindulé félsugarak koziil
vegylink megint olyat, hogy az 0Osszes j,-nél nagyobb indexii Pk ez alatt
fekiidjenek, de legaldbb egy P; rajta legyensi.t. Ez a processzus véges sok
lépésben befejez6dik, a kapott tortvonal feliilrgl konvex, Py-bdl indul ki, és
P,-ben végz6dik. Akkor ezen tortvonalnak a j abszcisszahoz tartozé ordinatdja
lesz log T, (azaz |co| = Ty, |¢,| = T,,). Ezen T-k segitségével tudja Ost-
rovski az fy(2) = ay+... 4 a,_; 2" +2" = Oegyenlet 2, 25, ..., 2, gyokei-
nek abszolit értékeit kozelitéleg meghatarozni. Ismertessiik eredményét rovid-
ség kedvéért csak a legnagyobb abszolit értékii |z,,| esetében. f,(2)-nek elsd
v Qraeffe-transzformaltjat képezve legyen

n
M(h)=x Tj» &

j=o0

az f,(2) »-edik Graeffe-transzformalt Newton-majoransa, ahol persze T, , = 1
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Ekkor |2,| kozelité értéke egyszerfien T2 ), lesz, éspedig tigy, hogy

(L)z—y < |zl < N -

A tGbbi gytkokre hasonlé egyenlftlenségeket adott meg. Ezek jelentdsége nem-
csak abban all, hogy az approximacié foka ebben az elméletben elészér volt
becsiilhetd, hanem, hogy az alsé és fels6 becslések fiiggetleniil fy(2) egyiitthatéitdl,
csak a fokatél és »-t6l fiiggnek. Ha pl. egy hetedfoki egyenletnél |z,|-et
19,-nyi pontossagig akarjuk megkozeliteni — ami praktikus célokra megfelel —,
ez elérhet§, ha 8 Graeffe-lépést tesziink, -fiiggetleniil attél, hogy milyenek az
egyenlet egyiitthatéi; a sziikséges elemi operacik szama persze szintén eldre
megadhato.

Az eljaras keresztiilvitelénél hibaforrds a rajzolas is. Ennek kikiisz6bolé-
sére Ostrovski tisztan aritmetikus mddszert is megad. Nyilvén elég az el6bbi
poligor csticsait ismerni ; ezek abszcisszait nevezi f6indexeknek. Egy (j, log| a;])
pont 0 < j < n mellett akkor és csak akkor lesz csticsa a poligonnak, azaz

j akkor €s csak akkor lesz féindex, ha

L
a; aj—u | #
aj

> max
0<pugj

min
O<ps=n—j

Qj+p

Ez az eljards legkellemetlenebb része; a gyokvonasok a kozonséges tipusu
szdmologépekkel direkt nem végezhetdk el, és az eljaras legalabb n és legfeljebb
n? szamu gyokvonast tesz sziikségessé. Tehdt annak ellenére, hogy az eljaras
elméletileg mar semmi kivannivalét nem hagy maga utan, sziikség van olyan
eljarasra, mely a kivant elméleti elény6k mellett kevesebb gyokvonast igényel,
és igy gyakorlatilag jobban hasznalhaté. _

Egészen masiranyt vizsgalatok kapcsan, Ostrovski eredményeinek isme-
rete el6tt, vettem észre, hogy ilyen eljarés valéban talalhatd, sét ilyen eljarasok
egész skalaja adhat6é meg. Bizonyitasok nélkiil csak egy ilyen szabaly megaddsara
fogok szoritkozni, mely azonban karakterisztikus, és ennek numerikus keresztiil-
vitelére vonatkoz6 megjegyzésekre, dsszehasonlitva azt Ostrovski médszerével.
Ha ismét f, (2) = O n-edfoku egyenlet a megoldandé, melyben az n-edfoku
tag egyiitthatéja 1, és melynek z,, ..., 2, gydkeire |z| < |2 |<...Z|2,),
akkor | 2n ‘ approximaciéjara készitsiik el most is el6szér f, (2) elsé v Graeffe-
transzforméltjat. Ha az utolso

f: (Z) = ao’: + al:zz + ... +§an~lw 2! + ap,y 2, any = 1,

akkor képezziik az S, S,, . . . Sy, mennyiségeket az
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Sl + L =0
S2 + Qn 1,9 Sl + 2an—2,v =0

So+apy, Sy +...+na,, =0 9

SZn + An_1,v 82n—1 + .ot Ay, v Sn =0

R
rekurziv formuldk alapjan. Ekkor |2,| kozelit§ értéke (max|sj| i )2 lesz ;

1=5j=<2n

pontosabban szélva
(L)z = i <2
e 1 T
n 112 10
(max [S;] -0

1<j=2n

IA

Ami a hibakorlatokat illeti, a hatarok (10)-ben pontosan megegyeznek az
Ostrovski-féle hatarokkal ; nagyon valdszinii azonban, hogy (10)-ben a felsé
korlat 1-gyel pétolhaté. Ezt abban a specidlis esetben, mikor fy(2) valds egyiitt-
hatés, és ennek maximalis abszolit értékii gyokei kdzott van valés is, valéban
be is lehetett bizonyitani a nacik altal 22 éves kordban meggyilkolt, rendkiviil
tehetséges baratom, Schweitzer Miklds egy gondolata segitségével, melyet velem
1942-ben kozolt levélben. Az a skélaja az ilyen szabalyoknak, melyekre céloztam,

1 \o—»
abban 4all, hogy a |z,,|-et approkszimal6 kifejezést ( max |S; |T)2 alakban

N

1<j=Zcn
vessziik fel, ahol ¢ egy numerikus 4llandé, mely > 1; a fels6 hibakorlat (10)-ben
novekv@ c-vel valdsziniileg csokkenthetd.

Térjlink at a szdmitasi eljards elemzésére és Ostrovski moédszerével val6

n
praktikussagi 0Osszehasonlitasra. G(x) = X d, x” polinom Graeffe-transzfor-
V=0

maltjdnak képzése a G (x) G (—x) szorzas elvégzésébdl all, ami (n 42_ 2)szém1'1

szorzast jelent szamolégépen. Ez a szam rogtén csokkenthet§ azon észrevétel
altal, hogy e szorzat a paros és paratlan kitevGjil hatvanyok szétvalasztasaval

(2 day X% A Xdayy X2”+1) (2 doy x¥ — Zdays x2v+l)
v v v v
2v<n 2v+1Sn 2vr<n 2v+1<n
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alakba irhat6, azaz

( Z‘dzv X 2v)2 _ (Zdzv 1 x2l’ + 1)2
2v<n v+1<n

4 n n—1
ami csak (2 +2[7] ) -+ (2 +£ 2 ]) szamu szorzast jelent, tehat kb. felét az

elébbinek. Bizonyos koriilmények kozott lényegesen megroviditi a Graeffe-
transzformalt meghatarozésat Pdl Sdndornak, az Alkalmazott Matematikai
Intézet tagjanak egy szellemes megjegyzése, amellyel ez a meghatarozas szdmok
szorzasara vezethet§ vissza azon egyetlen feltevés mellett, hogy az egyiitthatok
véges tizedestortek. Ez persze rogton maga utan vonja azt, hogy alkalmas szammal
val6é szorzassal minden egyiitthaté egész lesz. A polinomot mindjart ebben
az alakban felvéve, a Graeffe-transzformalt képzése nyilvan négy olyan szorzas
elvégzését jelenti, melyben pozitiv egyiitthatés polinomokat kell Gsszeszorozni;
elég tehat pozitiv egyiitthatés polinomok szorzésara szoritkozni.
Ha ezek

I, Y, 051 <K, 051" K, (11)

v=0 v=0
akkor el8szor is hatarozzuk meg azon legkisebb egész k-t, melyre
10% > (my + 1) (my + 1) K2. (12)

Pdl gondolata abban all, hogy a két Osszeszorzandé (11) alatti polinomba x
helyett 10*-t tesz, és egyszeriien a kapott szdmokat szorozza Gssze szamolégépen.
A (12) feltétel teljesiilése biztositja, hogy a kapott szorzatban a legkisebb helyi-
értékii k jegy alkotta szdm lesz a szorzatpolinom konstans tagja, a kovetkezd
k jegy alkotta szam a szorzatpolinomban x egyiitthatdja s i. t.

A modszer kovetkez6 lépése az S,-k szamitdsa a (9) alatti rekurziv képle-
tekb6l. Mivel itt csak Osszeadasokrél és szorzdsokrdl van szé, szamolégéppel
dolgozva e Iépés nem okoz elvi nehézséget. Itt legfeljebb arrél lehet sz6, hogy
vajjon nem elég-e mar az els6 n-darab S értékének ismerete ahhoz, hogy egy
(10)-hez hasonld szabdly legyen felallithaté, ami a szamitas lényeges roviditését
jelentené. llyen szabdlyt valéban taldltam; azonban |Zn| kozelitG-értéke

i

gyanént('max ‘SJITI) -t véve a (10) alatti helyett, jelenleg csak a
1<j=n

1 o(1 1 1y]2~ »
{log 5 ( " + 5T n) [ mennyiséget tudom biztositani, mint felsé relativ

hibakorlatot. Nagyon valészinii, hogy ez is helyettesithet6 22~7-vel, sot esetleg
¢z *-vel, ahol ¢ egy n-tél fiiggetlen numerikus allando, mely < 2.

A befejezd 1épés az egyetlen, ahol gydkvonds kell. Ezek szama a (10)
alatti szabaly alkalmazédsdval 2n, ami az elbb mondottak szerint n-re is csok-
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-

kenthetd, mig Ostrovski modszerével e szdm a legkedvez6bb esetben n 4 1,
és a legkedvezbtlenebb esetben n2 + 1, ami tehat lényegesen nagyobb lehet.
Ez anndl is inkabb esik a latba, mert mind a Graeffe-transzformaltak egyiitthatéi,
mind az S, szdmok igen nagyok, tehat a logaritmussal valé gyékvonas komoly
hibaforras, a szdmolégép pedig nem tud direkte kozelité k-adik gyokdt vonni
egy a szambdl, csak az

a

xk—1

1
Xey1 = ;{— (k—1) x, +

iteracié segitségével. Egyaltalan az a tény, hogy olyan nagy szdmok lépnek fel
a QGraeffe-transzformaltak képzésénél, mind Ostrovski mddszerét, mind a (10)
alatti szabaly alkalmazasat csak igen nagy kapacitdsti szamoldgépeknél teszi
praktikussa. Az egyiitthaté-kerekitésnek természetes modszere, mint Ostrovski
kimutatta, a Graeffe-transzformaltak képzésénél igen nagy hibdkra vezet.
Ostrovski példaja

()= (z—134 A@D=D@) —4 -9 1052
Ekkor @ (2), ill. A (?) 5-ik Graeffe-transzformaltjai
- G ()=02—1D4, A;() = 24— 12,823 + 24122 — 12,82} 1,

melyek eltérése szemldtomast lényeges. Tehat a Graeffe-transzformaitak ponto-
san szdmolandok, legfeljebb az utolsét kivéve. Mas a helyzet az S;-k szamita-
sanal. Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy valds egyiitthatds f, (2)-r6l van
s20. (9) elsd egyenletébdl a, , , megfeleld kerekitésével S;-re also és felsd becslés
nyerhetd. Ezek segitségével (9) mésodik egyenletébél S,-re nyeriink alsé és felsd

becslést ; pl. az also becslést 1igy, hogy S, helyébe az el6bb nyert { 2 } becslést
irjuk, aszerint, hogy a,_,, {pe&4v 1. Ezt folytatva, minden S;-re egyszerden
kezelhetd alsé és fels6 kozelitG értékeket nyerhetiink hibakorlatokkal, azaz a

max |S; |T
1 <I<2n

-re also és felsd becslés nyerhetd. Ez persze az |z,, -re (10) altal adott korlatokat
valamivel rontja, de még mindig explicite megadhaté korlatokat ad szdmara.

A modszernek egy tovabbi elénye is lehet Ostrovskiéval szemben. Mint
tudjuk, a szpektroszképidban fellépd csupa valés gyGki szekuldris egyenletek
olyanok, hogy az egyiitthatok nem szamok, hanem bizonyos paraméterek
fiiggvényei. Tegyiik fel, pl. hogy az egyiitthaték egy t paraméter racionalis fiigg-
vényei. Ekkor, Ostrovski modszerét kovetve, a paraméter kiilonbozd értékei
mellett a Newton-poligonok egészen mdasok lehetnek, tigy, hogy a gyGkoknek
i-t0l valo fiiggése egyaltaldn nem attekinthetd. A (10) alatti médszert alkalmazva
mind a Graeffe-transzforméltak egyiitthatéi, mind. az S,-k, t-nek explicite meg-
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adott racionalis fiiggvényeiként jelentkeznek. Vagyis az |S,| v mennyiségek,
mint f-nek egyszer(i alakd fiiggvényei allanak el6ttiink, és ezek fels¢ burkoléja
adja a maximalis abszolit értékii gyok fliggését t-t6l uralhaté hibdval.

Tavol &ll télem, hogy fenti eredmények gyakorlati alkalmazhatdsagat
tulbecsiiljem, bar kétségtelen, hogy bizonyos esetekben jél hasznalhaték lesznek
és az alapelv esetleg egy megoldégép konstrukciojanak alapjaul szolgalhat.
Arrél sem akarok itt beszélni, hogy az a mddszer, mellyel ezeket a megallapita-
sokat nyertem, a matematika milyen mas részeiben ad uj és érdekes eredménye-
ket. Csak arrél akarnék még néhany szét szélni, hogy milyen célkitiizések vezettek
ehhez a médszerhez. A célkitiizések lényegileg a primszdmok eloszlasara vonat-
koztak, ezt pedig az, aki a tiszta és az alkalmazott matematika éles elvalasztasat
tartani akarnd, feltétleniil a tiszta matematika koérébe sorolnd. Még jobban
koriilhataroltan a Riemann-féle zeta-fliggvényre vonatkoztak, mely mar eddig
is az analizis oly sok fejezetének adott erés impulzusokat; gondoljunk csak
Hadamard, Lindeldf és H. Bohr munkaira. Az el6bb vazolt eredmények mégis
azt mutatjak, hogy az e célkitiizések é&ltal Iétrehozott médszerek oly kérdéseknél
is tudnak 1ij szempontokat €és eredményeket produkalni, melyeket a technikai
gyakorlat vet fel. Ezen eredmények tehat tjabb szerény aldtamasztast adnak
ahhoz az allitashoz, hogy a tiszta és alkalmazott tudomény kozti hatar egyaltaldn
nem éles. Es itt nem is arra gondolok, amit legtobbszor érviil szoktak felhozni,
hogy a tiszta matematika egyes alkotdsait, mint pl. a csoportelméletet, csak
joval felfedeztetésiik utdn alkalmaztdk direkte a fizikaban. Senki sem gondol
arra, hogy egy hidrogénatom energianivéi koziil a primszam index{iek valamilyen
fizikai sajatsaggal vannak Kkitiintetve. De arra igenis lehet gondolni — mint
ahogy az jelen esetben is tértént —, hogy mddszerek, melyeket pl. primszamelmé-
leti kérdések megoldésara csindltak, alkalmazhatok lesznek gyakorlati kérdések,
. vagy olyan elméleti kérdések megolddsaban, melyek a gyakorlathoz kozelebb
allanak. Van erre a magaménal sokkal jobb péida is. Vinogradov szintén prim-
szamproblémak, elsésorban a nevezetes Goldbach-sejtés megoldasara alkotta
meg hatalmas erejti trigonometrikus-szita moédszerét, és Linnik alkalmazni
tudta a mddszert a valészintiségszamitdsban, a matematikdnak abban a fejeze-
tében, melyben minden tétel predesztindlva van gyakorlati alkalmazésra.
De e gondolatokkal tulajdonkép nyitott kapukat dongetek. Bdvebb fejtegetésiik
teljesen felesleges ; a tények dnmagukért beszélnek.

Budapesti Edtvis Lérdnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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