SAJATERTEK-FELADATOK PERTURBACIOSZAMITASA

SZOKEFALVI-NAGY BELA lev. tag
Eldadta az 1950. december 1-én tartott osztdlyiilésen.

A perturbiciészamitas azzal a kérdéssel fogialkozik, miképpen valtoznak
meg az Ayp = Ap sajatértékprobléma megolddsai: a A sajatértékek és a ¢
sajatfiiggvények vagy sajatvektorok, ha az A, operatort perturbaljuk, azaz
egy téle kevéssé kiilonboz6 A(e) operdtorral helyettesitjiik; ¢ itt egy valds
paraméter, A(0) = A, Természetesen mind az eredeti, mind a perturbélt
operatorrol feltessziik, hogy rajuk nézve a sajatértékprobléma megoldhato,
azaz hogy a Hilbert-tér Hermite-féle, pontosabban : dnadjungdit operéatorai.
A Rayleigh altal az akusztikéban, Schrodinger 4ltal pedig a kvantummechanika-
ban alkalmazott perturbéciészamitas abbdl az alapfeltevésbdl indul ki, hogy
ha a perturbalt operdtor az ¢ paraméter kis értékeire az

AE)= A+ €A, + A, +...

hatvanysorral allithato el6, azaz ha a perturbacid reguldris, akkor az A ()
sajatértékei és sajatvektorai is az ¢ hatvanysoraival allithatok el6, azaz szintén
reguldrisak. Pontosabban, az alapfeltevés az, hogy ha 4, az A, operator elszi-
getelt m-szeres sajatértéke, akkor kis é-ra az A(e)-nak a A, kdrnyezetében a
megfelel6 multiplicitdsokkal szdmitva ugyancsak m darab sajatértéke van, és
ezek, valamint a hozzajuk tartozé m ortogondlis normalt sajatvektor az & hat-
vanysoraival allithatok el§ az e paraméter kis értékeire. Ha ez az alapfeltevés
teljesiil, akkor e hatvanysorok egyiitthatéit (melyek szamok, ill. vektorok),
egy rekurziv egyenletrendszer segitségével szamithatjuk ki, amelyet tigy nyeriink,
hogy az

A eE) =4 2@, (¢, p@E)=1

egyenletekbe behelyettesitjiik az A (¢) adott és a A (¢) €s @ (¢) keresett hatvany-
sorait €s az ¢ egyenl§ hatvanyainak egyiitthatéit dsszehasonlitjuk.

Nem sziandékszom ezeket a szdmitasokat most elismételni, hiszen minden
kvantummechanikdval foglalkozé tankdnyvben megtaldlhaték. Ezek a szami-
tasok azonban formadlisak, azaz nem vetik fel azt a kérdést, hogy az igy egyiitt-
hatérél egyiitthatéra kiszdmitott hatvanysorok egydltaldn konvergensek-e,
vagy hogy a sorok elsg-, masod- stb. rendd tagjain&l megallva, a kapott
kozelitések milyen pontossdguak. Ez az ilyen szadmitasok megbizhatosagat
kérdésessé teszi. Sziikséges tehat a perturbaciészamitds pontosabb matematikai
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analizise. Sziikséges els6sorban annak a fentemlitett alapfeltevésnek az igazol4sa,
hogy az operator regularis perturbacitja a sajatértékek és sajatvektorok regu-
laris felhasadasat eredményezi. De ezenfeliil sziikséges az is, hogy az illet§
hatvanysorok konvergencidjanak gyorsasagara is felvilagositast nyerjiink,
explicit hibabecslésekkel az elsd, masodik stb. kozelitésre vonatkozélag.

llyen iranyu matematikai vizsgélatokat F. Rellich kezdeményezett, s
1936 és 1942 kozt megjelent dolgozataiban! az emlitett problémdakra elfszor
adott kielégité valaszt. El6ad6 sokkal egyszerlibb mddszerrel épitette fel kés6bb
az elméletet?, modszere pontosabb hibabecsléseket szolgaltat és a Rellichét6l
eltéréen, alkalmazhaté a spektrumi tetszéleges elszigetelt darabja perturbaci6ja-
nak a vizsgalatara. A kovetkezékben vazolni fogom e mddszer 1ényegét ; eld-
adasom rovidre szabott keretei miatt sziikségképpen féleg a kvalitativ vonat-
kozasokra szoritkozom és a hibabecsléseknek csupan a lehetdségére mutatok ra.

Az A (¢) perturbalt operdtor hatvéanysorfejtésében szereplé A, egyiitt-
hatok legyenek a Hilbert-tér korlatos, vagy nem korlatos dnadjungélt operétorai,
melyek értelmezve vannak a Hilbert-tér minden olyan f elemére, amelyre az
eredeti A, operdtor értelmezve van. Tegyiik fel tovabb4a, hogy léteznek olyan
nem negativ a, b, p allandék, hogy minden ilyen f-re:

lAd|=<p" @ 11+ 0] Agt]) k=1,2,..). (1)

Ezek a feitételek nem 6nkényesek ; meg lehet ugyanis mutatni, hogy minden
olyan esetben, amikor a perturbalt operator értelmezési tartomanya az ¢ -t6l
fiiggetlen (tehat ugyanaz, mint az A, operatoré), ilyen @, b, p allandok léteznek.
Jegyezziik meg, hogy abban az egyszer(i esetben, amikor A(e) = A, +¢ A,
(azaz, amikor A, = Ay;=...=0), a p vélaszthato 0-nak.

Tegyiik fel, hogy a A, valés szam az Aj-nak egy elszigetelt sajatértéke,
azaz, hogy ennek valamely (4, —d, 2, + d) kornyezetébe az A, spektrumanak

d
mas pontja nem esik. Ha K jelenti a komplex sikban a4, koriil Esugérral irt

kort, akkor a K kor minden z pontja az A, spektrumatdl legalabb g tavolsagra
van ; kovetkezésképpen létezik az

1
RzO =

Ao—Z .

19 Matematikai és Természettudomanyi Osztalyanak Kozleménye . III o
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2
operator és korlatos: |R,,[< R Felhasznalva az

AE)—2=(A—2) + (A() — A) = [1 + (A(e) — A R] (A —72)
azonossagot és hivatkozva az (1) alatt feltett egyenl6tlenségekre, belathato,
hogy az ¢ megadhatdan kis értékeire 1étezik

I
Re ()= 2=

is, s0t hogy az ¢ szerint hatvanysorba fejthet6 :

Rz(€)=Rzo+8Rzl+£2R22+-°'; (2)

az R,, egyiitthatok folytonosan fiiggnek a K koron valtozd z ponttél, norméik
azonban a z-t4l fiiggetleniil megbecsiilhet6k a megfeleléen szerkesztett, nume-
rikus egyiitthatékkal biré hatvanysor egyiitthatdival.

[ ]
Ha A() = JA dE; (¢) az A(e) spektrélfelbontdsa, akkor

-—Q

Y
R = [ o dE@),

és igy a
1

2ni

6 R 3)

K

d d
konturintegral egyenl6 a K kor altal a A-tengelyb6l kivagott 4= (Ao— 5 Aot 5)

intervallumhoz tartozé P(e) = Elo+ d (&) — E ,10_% (e) spektréalprojektorral.
2

Behelyettesitve a (3) alatti integrélba a (2) alatti hatvanysorfejtést és tagonként
integralva (ami szabad), adddik e spektralprojektor sorfejtése :

P(e) =Py +¢e Py + &2Py+ ...,

ismét egyszer(i becslésekkel a P, egyiitthatok (amelyek a P, kivételével dltaldban
nem projektorok) normdira.

A P,=P(0), ill. a P(s) spektralprojektorhoz tartozé spektralaltért
jeloljiik My-lal, ill. M(e)-nal. A, spektruminak A-ban egyetlen pontja a A,
lévén, az M, alteret az Agp-nak a A, sajatértékéhez tartoz6 sajatvektorai alkotjak.

“Mérmost a P, egyiitthaték normaira kapott becslések alapjan meg tudjuk
adni az ¢ = 0 egy olyan kis kornyezetét, amelyben levg e-okra

[PE@—P<1,
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s amelyekre ennélfogva képezhetd az
1
U@E)=P(e) [1 +P0(P('S)_P0)Po] 2 P,

operator. Kis ¢-okra U (¢) is az ¢ hatvanysoraba fejthetd, s vele egyiitt az U*(e)
adjungalt operator is. Kimutathatd, hogy U(e) az adjungaltjaval a kovetkezd
kapcsolatban van :-

U* (@) U (e) =P, U) U* (e) =P (9),

amib6l az kovetkezik, hogy U (e) az M, alteret izometrikusan az M(e) altérre
képezi le, U*(e) pedig ennek a leképezésnek az inverzét szolgaltatja. Ennélfogva
ezekre a kis e-okra az M (g) altér dimenzidja egyenld kell, hogy legyen az M,
altér dimenzidjaval, azaz a A,-nak, mint az A, sajatértékének a multiplicitasaval.

Ha tehat ez a multiplicitas véges, mondjuk m-mel egyenld, akkor az M(e)
spektralaltér is m-dimenzids, és ebbdl kovetkezik, hogy a szakaszba nem eshet
az A (¢) folytonos spektrumdnak pontja, hanem csak a pontspektrumanak,
mégpedig véges sok sajatérték, amelyek multiplicitdsainak Gsszege m.

Ha specidlisan A, az Agnak egyszeres sajatértéke, akkor igy -ban az
A (e)-nak is csak egy egyszeres sajatértéke van: 2 (e). Ha g, az A,-nak a 4,-hoz
tartozé normalt sajatvektora, akkor ¢(g)= U(e)po az A (¢)-nak a A(e)-hoz
tartozd, ugyancsak normalt sajatvektora. U(e)-nal egyiitt ez a @ (¢) vektor is
az ¢ hatvanysordval allithaté eld, ugyszintén a A(e) sajatérték is, hiszen

M) =(AE) ), 2¢);

a p(¢) ésa A(e) sordnak egyiitthatéi explicite megbecsiilhetdk.

Ezzel egyszeres sajatérték esetében a programmunkat végrehajtottuk.

Tobbszoros sajatérték esetében a bizonyitast teljes indukcidval végezziik.
Feltessziik, hogy az m-nél kisebb multiplicitasi elszigetelt sajatértékek a hozza-
juk tartozé sajatvektorokkal egyiitt regularisan hasadnak fel, s bebizonyitjuk,
hogy ez akkor a A, m-szeres sajatértékre is all.

Tekintsiik evégbdl a

CEO=U*E®AEQUE

operatort. U (¢) az M, alteret az M (¢) altérbe viszi at, A (¢) az M(e) alteret
onmagaba képezi le, U* (¢) pedig az M (e)-t visszaviszi My-ba; ennélfogva
C(e) az M, m-dimenzi6s altér nmagaba vald, nyilvan 6nadjungélt leképezése.
Az A(e)-nal és az U(e)-nal egyiitt C(e) is kis e-ra hatvanysorral allithato el :

Cle)=Cy+eCy+ ...

az elsé egyiitthato: Co= U*(0) AyU (0) = PyA Py = AyP,.
Lehetséges, hogy nemcsak a C,, hanem az osszes tobbi C, egyiitthatd is
a Py-nak skaléris tobbszorose, s veliik egyiitt a C(e) is, azaz C(e) = 4 (¢) P,

19*




202 SZOKEFALVI-NAGY BELA

Ebben az esetben akarhogy vélasztunk is Mg -ban egy {(po""} i=1,..., m
teljes normalt ortogondlis vektorrendszert,

C &) P = 2(e) o €3 igy A(e) U(e) 9y = 4 (e) U (e) o
Eszerint ekkor a
() = UE)g,” (i=1,...,m)

vektorok, melyek az U(e) izometrikus tulajdonsdga miatt az M(e) altérben
szintén teljes normalt ortogonalis rendszert alkotnak, mindannyian az A(e)-nak
a A(e) sajatértékhez tartozo sajatvektorai. Ebben az esetben tehat a A, m-szeres
sajatérték a perturbacié kovetkeztében nem hasad fel, hanem csupan elmozdul
a M) helyzetbe. C(e)-nal és Uf(e)-nal egyiitt, mint azonnal lathatd, a A(e)
sajatérték és a hozzatartozd ¢(¢) sajatvektorok is kis e-ra az & hatvany-
soraival dllithaték el6.

Ezzel elintéztiik azt az esetet, amikor mindegyik C, egyiitthaté a P,
skalaris t6bbszdrose. Marad az az eset, amikor a C, és esetleg még a rakdvetkezd
néhany egyiitthaté a P, skalaris tobbszordse, pl.

CIZMPO: Czlzlzpm ey Cs—1=ls——1P0;

de mar C; nem ilyen. Ez azt jelenti, hogy a C.-nek, mint az m-dimenziés M, tér
onadjungdalt operatordnak, van legalabb két kiilonbozo6 sajatértéke, s kovet-
kezésképpen a sajatértékei mind m-nél kisebb multiplicitastiak. Alkalmazhatjuk
tehdt az indukciés feltevésiinket az M, térbeli

Cs(e)=Cs +eCon + ...

regularis perturbaciéproblémara, mégpedig a C; mindegyik sajatértéke esetében.
f[gy adodik, hogy van C,(e)-nak My-ban egy {v®()} (i=1, ..., m) teljes
normalt ortogondlis sajatvektorrendszere, tigyhogy mindegyik sajatvektor és

a hozzatartozé x'°(¢) sajatérték kis e-ra az e hatvanysoraval dllithaté eld.
De akkor

CEw(e) = X9ep™(e), ahol 20(e) = Ao+ ek + ...+ &7 Ay + %00,

és igy
A@) U (©)y2(e) = A%(e) U ()y*(e),
azaz ekkor a
¢(e) = U(e)y(e) (i=1,...,m)

vektorok, melyek az M(s) altérben teljes normalt ortogondlis rendszert alkot-
nak, az A(e)-nak a A%(e) sajatértékekhez tartozé sajatvektorai. Az eldalli-
tasbol 1athatd, hogy e sajatvektorok és a sajatértékek az & paraméternek szintén
regularis fiiggvényei.

Ezzel a tobbszoros sajatértékek esetére is befejeztiik a bizonyitast. Meg-
jegyezziik, hogy a tobbszords sajatértékek esetében kapott sorfejtések egyiitt-
hatéinak megbecslése nehézkesebb, mint az egyszeres sajatértékek esetében.
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Abban a leggyakoribb esetben azonban, amikor a tObbszords sajatérték mar
az els6 kozelitésben egyszeresekre hasad szét (azaz, amikor a C, =P, A, P,
operatornak az M, térben csupa egyszeres sajatértéke van), sikeriil egyszeriien
ilyen explicit becsléseket nyerni.

Hogy a most bizonyitott tétel egyaltaldban nem magatdl értet6dd, az
legjobban abbdl lathatd, hogy ha a perturbélt operétor {6bb paraméter regularis
fliggvénye, akkor altaldban csak az egyszeres sajatértékek valtoznak meg
szintén reguléris médon, a tobbszordsek nem. Példa erre a 2-dimenzids térben
az az operator, amelynek a matrixa

2 0 1
A(81’£2):61‘1 0)+62 (1 2).

Minthogy A(0,0) = 0, a perturbalatlan operdtornak a 0 kétszeres sajatértéke.
Ez felhasad az A (g, &;) két sajatértékére: e, +e, - /e + 2, amelyek
az (g, &) = (0,0) kornyezetében nem fejthet6k hatvanysorba az (e, &,) szerint.

A perturbacid-elmélet tovabbi feladataihoz tartozik a spektrum nem
helyezett sajatértékek vizsgalata, amely pl. az Auger-effektus szempontjabol
nagyfontossagu probléma. Ezek a problémak mdas mddszereket igényelnek és
lényegesebben nehezebben foghatok meg matematikailag. Ujabban K. Friedrichs-
nek sikeriilt e téren is sikereket elérnie?. E vizsgalatok ismertetésére ebben az
elad4sban nem térhetek Kki.

Szegedi Tudomdnyegyetem,
Bolyai- Intezele.
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