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i. Mint jolismert, a kinetikus gazelmélet a gazokat igen nagy n szamu
(10% nagysagrendii pro dm*) mozgd részecske osszességének fogija fel. Ha ezek

Xy 0, Yo,0, 20 ‘l’:'—’—l,2,.. L N
kezdeti koordinatait és
xy,ll, y,r,u, 2.',,‘0 V= 1,2;.. LN

kezdbsebességeit megadottnak vessziik, akkor a mechanika alapelvei szerint a
rendszer >0 idépontokban mar meg van hatdrozva. De ilyen modon levezetni
a gazok legegyszeriibb tulajdonsagait a legnagyobb nehézségekbe {itkozott
mindmaig. Egy ilyen tulajdonsag pl. az, hogy egyaltalan beszélhetiink a gaz
stirtiségérdl, mely kiilsd behatdsok nélkiil nem fiigg az id6t6l ,kevés“ idéponttol
eltekintve. Ez azt jelenti, a természet a gazrészecskék osszetorlodasat csak kevés
idépontban engedi meg; ha pl. egy ilyen id6pontot valasztunk kezdeti idépont-
nak, akkor ebbdl kiindulva ,,rovid“ id6n beliil helyreall az egyensiily, a részecskék
»egyenletes“ eloszldsa a gdztérben. Ezt azonban levezetni a mechanika alap-
elveib6l nem sikeriilt. Az elsd ezirdanyu eredmény H. Steinhaus* lengyel mate-
matikustdl szdrmazik, aki egy egyszerii modell esetén vizsgalta a kérdest.
A részecskék az 0 modelljében pontszeriiek, egyenld tomegiiek, koztiik vonzo
vagy taszité er6t nem vesz figyelembe, részecskék kozti iitkdzések nincsenek;
a részecskék egy kocka alaku mozdulatlan edénybe vannak bezarva és annak
falain a rugalmas iitkozés szabalyai szerint ver6dnek vissza. Ezesetben a részecs-
kék a falon valo iitkozéstdl eltekintve egyenesvonali egyenletes mozgast végez-
nek; Steinhaus modelijében ezen sebességek linedris fiiggetlenségét is felteszi
még. Ezen modellre Steinhaus szigoruan ki tudta mutatni, hogy legalabb a
részek tomegkozéppontja a kocka kozéppontjanak ,kozelében“ marada 0 <¢ < T
idétartam alatt, kivéve ,aranylag kevés“ idot. Ezen allitas a részecskék egyen-
letes eloszlasanal kevesebbet allit, abbél levezethetd; beldle azonban a részecs-
kék egyenletes eloszlasa nyilvan nem kovetkezik. Steinhiaus eredménye mégis
jelentds, mert megcafolja azt a hiedelmet, hogy a kinetikus gazelmélet alap-

* H, Steinhaus: Sur les fonctions independantes (VII.) Studia Math. T. X (1948) p.
1—20. Szerzdk figyelme e targyra Rényi Alfrédnek ,A valésziniliségszamitds megalapozdsa-
rol“ ¢. dolgozata alapjan iranyult, mely a Matematikai Lapok 1949. I. évfolyamdban jelent
meg. Ehelyiitt fejezziik ki koszdnetiinket \igy neki, mint Jdnossy Lajos és H. Steinhaus pro-
fesszoroknak értékes megjegyzéseikért.
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kérdéseiben a mechanika alapelvei a részecskék nagy szama miatt nem alkal-
mazhatok, tjabb alapfeltevésekre van sziikség. Vagy, ahogy 6 még talalébban
kifejezi ,...notre example peut denc servir pour réfuter un préjugé assez
répandu, a savoir que 'ignorance de I'état initial ait la force magique neces-
saire pour engendrer les formules désirées et qu’on ne peut pas faire de statisti-

«

que sinon au dépens de la connaissance des trajectoires individuelles. ... “.

2. A kovetkezOkben egyik hasonlé modell esetén a részecskék egyenletes
eloszlasat fogjuk kimutatni, (persze ,kis“ dsszhosszii iddintervallumoktol elte-
kintve). A 3. pontban ismertetni fogjuk a targyalasunk alapjaul szolgaldé modellt;
ezt azon kettds kovetelmény szem eldtt tartdsdval értelmeztiik, hogy egyrészt a
szamitdsok technikai része ne legyen tiltengd, mdasrészt a fizikai realitisnak
minél tobb vonatkozdsban megfeleljen. A 4. pontban a modelire vonatkozd
megjegyzések lesznek éspedig arra vonatkozolag is, hogy a modell milyen meg-
kotéseitol lehetne megszabadulni a szamitdsok komplikalasa aran, az 5. pont-
ban e dolgozat credményét egy elébbi dolgozatunkéval hasonlitjuk ! ossze. A
6. 7. és 8. pontok a tétel kimondasat, a bizonyitashoz sziikséges segédfogal-
makat ill. a Koksma—Sziisz és Konig—Sziics-féle segédtételeket fogjak tartal-
mazni €s végiil a 9. 10. 11. 12. pontok a tétel bizonyitasat.

3. A részecskék legyenek most is pontszeriiek egyenld tomegiiek, melyek
kozott vonzo vagy taszito er6k nem lépnek fel és melyek egy 7-oldalti mozdulat-
lan kockaalakt edénybe vannak zdrva. A falon az iitkozések most is rugalmas
iitkozésnek megfeleléek; ha a beesés egy élre, vagy €ppen egy csticsba torténik,
akkor értelmezziik ket folytonossagi meggondoladsok alapjan. A részecskék kozotti
rugalmasnak feltételezett binar titkozéseket minden tovabbi nélkiil megengedjiik;
a terndr vagy magasabbrendii titkozéseknél, melyek szdma ,kicsi“ a bindr-ekhez
képest, tegyiik fel, hogy minden részecske egyszeriien folytatja atjat, mint ahogy
azt a csillagaszatban fel szoktdk tenni. A részecskék kezdeti helyzetére vonat-
kozolag nem tesziink fel semmit; a kezddsebességeket viszont vegyiik fel

X0 a(m)(1+/b(n)
yio= a1 +ib@)V2  j L2..,n @G
zio=a(n)(1+jb(n)V3

alakban, ahol

2 101
=

b(n)y- n ™ (3.2)

4. A bindr és terndr iitkozések kozotti megkiilonboztetés csak latszdlagos.
Ha ugyanis pontosan két egyenld tomegii részecske rugalmasan iitkozik, akkor,
mint ismeretes, azok egyszeriien felcserélik irdnyaikat és sebességeiket; azaz
ha a részecskék indexeit felcseréljitk az iitkozés pillanatdban, akkor mondhat-
juk, hogy a két részecske folytatja utjat, mintha mi sem tortént volna. Vagyis
a jelzett koriilmények kozott a mozgds tényleg olyan, mintha iitkozés esetén
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onathaték volnanak és igy az {itkbzésektol latszolag teljesen eltekinthetiink
épplgy, mint Steinhaus modelljében. Modelliink azonban épp ezért egyben
hatranyban van Stfeinhaus modelljéhez képest, mint azt H. Steinhaus megije-
gyezte. Az 6 modelljénél minden részecske helyzete minden id6pontban megad-
hato, azaz az 6 modelije egy teljesen determinisztikus modell. A mi modelliink-
ben ez nem 4ll teljesen; megmarad azonban egy hasonld, gyengébb tulajdon-
sdga, melyet gyenge determinizmusnak nevezhetiink. Nevezziink két részecskét
a t -1 pillanatban konjugéltnak, ha 6k mar elébb osszeiitkoztek és terjesz-
szitk ki e kapcsolatot tranzitivvd azdltal, hogy, ha a, részecske a,-vel konju-
galt, a, pedig as;-al a {=-1 pillanatban, akkor a,-et a,-al is konjugaltnak tekint-
sitk. Ezen fogalom bevezetésével modelliink gyenge-determinisztikus volta abban
all, hogy egy fix a, részecskére és f=-f, idépontra csupan egy olyan (& n, <)
térbeli pontot tudunk megadni, melyen vagy «, vagy valamelyik konjugaltja all.

Modelliink legkevésbbé természetes vondsa kétségteleniil a (3.1)—(3.2)
kezdOsebességeloszlds. Ehhez két dolgot jegyezhetiink meg. Az els6é az, hogy
eleddig az is kétséges volt, hogy egy szigort matematikai kép tudja-e egydltaldn
imitalni a természetet abban, hogy benne részecskék tetszbleges kaotikus kezdeti
rendezetlenségbdl ,hosszi“ id6n at egyenletesen eloszlottba menjenek at ,kevés“
id6 hijan. Tehat a kovetkezOk jelentdsége abban all, hogy valamelyest ala-
timasszak azt a véleményt, hogy elvileg a kinetikus gazelmélet alaptényei tiszfdn
mechanikailag nyerhet6k; a valodsziniiségi meggondoldsok csupan a matematikai
nehézségek athidalasara valok, melyek mar a kockatodl kiilonbozé alaki edény
esetén fellépnek e problémaban is. A masik az, hogy a bizonyitas kis modosi-
tasaval kiadodnék az is, hogy a (3.1)—(3.2) sebességeloszlasnak a 6n-dimenzids
sebességtérben egy egész kornyezete adhatd meg tgy, hogy azok mellett a
részecskék egyenletes eloszlasira mondottak lényeges valtozas nélkiil fenn-
maradjanak. Ezen kornyezetet megkaphatjuk, ha a (3.1)—(3.2)-ben szerepld
1, /2 ill. ] 3 tényezoket oly &, 9, ¢,-al helyettesitjiik, melyekre

—1i=n", |H—V2 =n", |9—]3i=n" (4.1)

Hasonl6 a Steinhaus altal megadott kezddsebességekre nem allhat fenn, mert
a 6n-dimenzids sebességtér barmely pontjanak tetszéleges kis kornyezete tar-
talmaz csupa racionalis koordinataji pontot, ami nyilvin nem egy Steinhaus
altal megadott pont. A megadott sebességek olyanok, hogy kb. egyenldk, a
realitasnak megfelelden és értékeik is redlisak; ilyen kezdeti sebességeloszla-
sok nagyobb osztdlyait is ki lehetne jeivlni, de ezzel sem foglalkozunk itt.
Rényi és Steinhaus azon kérdésére azonban, hogy a hossza ideig egyenletes
eloszlast biztositd kezddsebességek bizonyos értelemben mindeniitt siir{in
vannak-e eloszolva a sebességtérben, ezideig nem tudunk valaszolni.

A részecskék pontszeriiségére vonatkozo feltevés a szerepld iddtartam
végessége miatt elvileg elejthetd. Ha u. i. a részecskék ,elég kicsik“, akkor a
kezddhelyzet alkalmas vdlasztisa meilett még az is elérhetd, hogy a modell
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az elbre kijelolt idotartamon beliil iitkozésmentes legyen. Ezzel sem fogunk
foglalkozni itt.

5. E dolgozat a ! alattinak Dbizonyos értelemben folytatdsa. A ! alatti
dolgozatban a matematikai Iényeg leheté kidomboritdsara helyeztiik a fosulyt,
a becslések minimumra csokkentésével. Ennek megfelelden a valasztott kezdeti
sebességek abnormisan nagyok voltak. E dolgozat becslései komplikaltabbak;
ezen az aron vihetd keresztiil a modszer redlisabb kezdOsebességek mellett.
A javitas a (11.9) formulaban mutatkozik meg; az itt szereplé | m-faktor ott
m™ volt. A modellel kapcsolatos tobb megjegyzés '-ben nem szerepelt. Viszont
az oftani litkozésmentes és nem-iitkdzésmentes A és B modellek helyett itt csak
az utobbit targyaljuk. Ennek oka az, hogy a modellnek nem a determinisztikus
voltat tartjuk leglényegesebbnek, hanem azt a kovetelményt, hogy az egyenletes
eloszlas ténye a mechanika alapelveibdl levezethetd legyen.

6. Mieldtt kimondanank tételiinket pontosan, mondjuk meg, mit értlink
a részecskék egyenletes eloszldsan a f: -f, iddpontban az E-kockaban, ahol E
legyen az

x=0,1 p—=0,t z2=0, 6.1)
sikok 4ltal behatdrolva. Legyen K az
oGEXEP, SY=5, @ =2=p3 . (6.2)

altal értelmezett tégla és K* a K kobtartalma; jeloljiikk tovabba N(%,, K)-val a
részecskék szamat K-ban a f- - {, id6pontban. Az n részecskét akkor és csak
akkor fogjuk E-ben egyenletesen eloszlottnak nevezni ¢ - {,-ra, ha minden K-ra
NG K) K
; n 5| '

1A

(6.3)
! )
A valésagban n '° 10 “-nagysagrendii, ami 1" ,-os ingadozasnak felel meg.
Ennek segitségével most mar kimondhatjuk tételiinket.

A 3.-ban értelmezett gdzmodell részecskéi a
1

0-t<n* (6.4)
idokizben a (6.3) értelemben egyenletesen vannak eloszolva, kivéve oly idd-

intervallumokat, melyek Osszhossza
41

< ¢,n* log n, (6.5)
...) n-tdl fiiggetlen numerikus dllando.*

7. Milyen modon lehet a kérdést analitikailag megfogni? Ehhez Kdnig
Dénes és Sziics Adolf * egy gondolata segit hozzd. Ez arra az esetre vonat-

ahol ¢, (és késobb c,, c,

3

* A tétel ebben aformajaban csupan matematikai tétel, mert a ¢; allandé numerikus
értékét nem adja meg, csupan az n-tét valo fiiggésre nyujt felvilagositadst. Annak persze
nincs akadalya, hogy a becsléseket numerikusan vigyiik keresztiil, ami azonban a dolgozat
terjedelmét megkétszerezné.
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kozik, mikor egyetlen P pontrol van sz, mely E-ben mozog (x,, ., 2,) kezd6-
helyzetbd! kiindulva, (x,, yo, 2») kezdOsebességgel és a falakon rugalmasan
visszaver6dik és kritériumot ad meg arra vonatkozolag, hogy az igy mozgéd
pont milyen ¢* idépontokban tartdzkodik E-nek egy eldre adott K tégldjaban.
Kritériumuk, mely elegdns geometriai okoskodassal nyerhetd, a kovetkezo.
Jelentse E’ azon kockat, melyet az

x=—=0, 25 y:O,Z?{ 2=10,2n (71)

sikok hatarolnak és két téglat K'-t és K”-t, melyek élei < 21 és melyek az
a=x<p GEY=4 @, =2=8
ill.
o =x=g ay =y=py af =z=p,

altal vannak hatarolva, akkor nevezziink kongruensnek mod E’, ha a szb
kozonséges értelmében

a;==«; mod 27, B =3/ mod 27, yi=y; mod 2n
Jj- 1,23
Egy fix K’ téglaval ilyen értelemben kongruens téglak Osszességét jeloljiik
Q(K’)-vel. Ha adva van a (6.1) alatti £ kockdban egy K tégla, azt Kdnig és
Sziics tikrozik az

X = 7T, y==m, Z2==7
sikokra, az
(x my=w),  (x=mz=n), (p=m 2w
élekre és a
(1, 7, 1)
pontra vonatkozdlag; ezaltal a (7.1) alatti £’ kockaban nyerik a
K(=K), K, K, .. ., Ky (7.2)
téglakat, melyek egymashoz idegenek. Marmost ahelyett, hogy N pontnak
E-ben a valosagban lefolyd mozgasat tekintenék, tekintik ehelyett az
X ==X, + X.f, V= Yo+ Vol, Z == 20+ 2t
altal adott mozgast; kritériumuk egyszeriien azt mondja ki, hogy P akkor és
csak akkor van K’-ban a t=1t’ iddpontban, ha az
X = Xo+ Xt Y= Yo+ Vot’, Z=2y+ 2t
altal adott pont benne van a
QK (= Q(K)), Q(KY), ..., Q(Ky)

halmazok valamelyikében, vagyis a

; Q(K)) (1.3)

’

halmazban.
Mivel modelliink el6bbi szerint olyan, hogy az iitkdzésektol eltekinthetiink
a részecskék eloszlasa szempontjabdl, ez rogton redukélja részecskéinknek a
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t-=t’ idopontba valo eloszlasanak kérdését arra, hogy — az (1.1) és (1.2)
alatti jeloléssel élve — az

X, = X0+ X,;,nf,, Yy = 'y,’_()—f—_}.’p,nl‘,, 21,:.21,,()—{—2",',01’ (74)

v-=1,2,...,n

pontok koziil hany esik bele a (7.3) halmazba. Ezek F(n, Q) szama nyilvan
konnyen nyerhetd lesz, ha ismerjitk azok szdmat, melyek Q(K)-ba esnek; elég
tehat ezt vizsgalni. Jeloljikk ezt F(n, K)-val.

8. Ha (7.4) véges pontsorozat helyett végtelen sorozat ail, akkor e kérdés
vizsgalata H. Weyl * szerint

N
Jj=t

alakt osszegek becslésére vezethetd vissza, ahol »,, v, »; fix egészek és az
Osszeg viselkedése N — oo-re vizsgdlando. Véges pontsorozat esetén Wey!
kritériumaban a limeszt nyilvan egyenlotlenséggel kell valami modon potolni.
Eloszor Van der Corput és Koksma talaltak ilyen tételt; ennek bizonyitasat *
csak az egydimenzids esetre vdazoltdk, a k-dimenzids eset bizonyitasat nem
publikaltdk. 1948-ban egészen mas kérdésekkel kapcsolatban jutottunk ® ugyan-
ehhez a kérdéshez Van der Corput és Koksma eredményérdl valé tudomas
nélkiil; modszeriinket azéta egymastdl figgetlentl kiterjesztették a k-dimenzios
esetre Koksma ® és Sziisz Péter* disszertacidjabau. Eredményiik az itt egyediil
szitkséges hdrom-dimenzios esetben kis moddositassal a kovetkezo.

Az el6z6 pont jeloléseivel, ha m egész és = ¢,, akkor megfelel6 numerikus
c-vel

n

ey tl=el i

N N N 1 RS i(hyajthey+hyz;

Tz = nna“%m(l-H/lll)(l+iﬁz|)(1+ihsi)!%e( it

9. Most ratérhetiink (6.4)—(6.5) alatti allitdsunk bebizonyitaséra.

A 7. végén emlitett F(n, K) gyanant azon részecskéket véve, melyek az
edényben t—{, id6pontban K-ba esnek, adodik (8.1)-b6l, ha m--m(n) egész,
akkor

F(n, K)y—
(8.1)

K’C

fF(n,K)—(zn—).sn‘!<c, 1 -+

Um-1
S SIS 1 .

T = g (U101 (V4 1A2]) (T4 As])
|

FONT pi b ot gtz e () (L4 B 00) Gkl ) 240 1 8)

I

* Ennek egy rovid kivonata meg fog jelenni az I. Magyar Mat. Kongresszus kiad-
vanyaban ,Az egyenletes eloszlas egy problémdjardl“ cimen. Ebbdl a (8.1) alatti ¢, konnyeb-
ben becsiilheté meg.
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ill.
| K* n
!F(’I,Q)——y;g“nfﬂ/\gc-_,(nl_{‘l_—*—
LD S 3 ! :
+|hT§"l = |h3‘1>§m(1 +m) (14 Aof) (14 Thy))

n |

o \‘ ef{hx-"’j,()"'hz!/j,o'Hlxxzj,(ﬁ"u” O A7 b)) Grathy Vothy V;)} ‘ .
=
Bevezetve a rovidebb

Z‘ etz iy ghaz; gHta )14 OO Gertha Y 4R ) 8) | Ww(t, by, by, hy)

Jj=l1
jelolést és F(n, Q) helyett az id6to] valo fliggést kifejez6 N(¢, Q)-t hasznalva
fenti egyenlStlenség a kovetkezébe megy at

*

‘ K* ( n o
N(t, Q)— —ST:“ ’1! < 8(,'2 fm ;1:1‘ =T
5 1
A : t,hy, hy, h.
T = ns (T ) TR Ty | ¥ e e 1)

hyhahy== 0
ahol m==m(n) > c,, fiiggését pontosan késdbb fogjuk meghatirozni. Ha még
T = T(n)-rol is csak késébb diszpondlunk véglegesen, f-szerinti integracioval
adodik

T
0 K* y\ nT |
A(T):J .N(t,K)— e n|dr=8e) b
h 9.1)
T
. . . 1 ' el
{ |111‘|gm |11;\T§’m ]hEm(l”i_‘hlf)(lx 1,112|)(1+‘h:;|);) “)(_’ b e 3)‘ ‘,.

Iy lyhg=0

De a Cauchy-féle egyenlétlenségbol

i T
(| 1wt b, hoy by dt) <T | [t b, by h)Pdt < T2+
0 0
r
4T Z “ e;a(.,)r(,‘.wj_,)z,(n)(hl+hg1’"2+huV§)dt} <Tn-+
I=j, a=n 0
e
4T d ! <nT*+
e =i < I.=n . . | A i ‘q nis
PEASEEY a(n) (jo— ) b(n) - R, 2+ hy) 3]

1
* a(n) b(n)| b+ h,)/2 + h, )31 4 Tnlogn,
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azaz
T

‘|‘|1/b(t, i, hy, By) dt< Thn }~2]/

“Tnlogn
a(m)b(n) i+ h,) 213

Ezt (9.1)-be téve adddik
y nT

J(T) < 8¢, ' F—i“ ]" T ng n lOg m-:-
/_T_IllOg Il N\ \C N\ 1
) alm) b(n) w T - (9.2
, a(n) b(fl) hl:m |112E1;1 ]1,{\3 m (1 } T/l] 1)(‘l a\L /12\)(1 _.{ hu ) ( )
Ny hyhy= 0
i

| ;/1>1-»i~v Y21 h)3 [

10. (9.2) jobboldalan &llo osszeg legyen S és foglalkozzunk ennek meg-
becsiésével. EIobb kimutatjuk, hogy, ha a, és @, az 1, 2, 3 szamok koziil veit
két kiilonbdz6 és

1 1
Z— N\ , — @01
|h1‘1f_:':’m |hg‘;m (] %lhli((l o hl) l "Illlal—l_hil (121
hyhy=3=0
akkor #
Z <c,} mlogm. (10.2)
U. i. a fiy="0-nak megfeleld részosszeg
" 1 1 o) 1
< v\/‘ Ty T RVaranl \j—T* C5
h:m l-*q“l\ V’h‘ <2ﬁfl (1‘%‘/1)]//1
h=0

és ugyanez all a fi,~— 0-nak megfeleléen. Vagyis

\m‘ \n)‘ 1 ——L" -
h;:é-:’m ’72:17’1 (l +‘h1|)(1 +|h2|) l \/zllle—{—hgl(}g

=0 M0

Z <20+

De
Va4 Y a| b a,—h,) a.] =|a ki —a,h3) = nemnegativ egész,  (10.3)
mivel

a—ak=-0
-bol ‘

h, ..
"o TR racionalis

* A becslés mddositasaval kimutathaté lenne, hogy Z egy m-t6l fiiggetlen korlat alatt
marad, de ez a lényeges S Osszeg jobb becslésére nem vezet.
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volna. Igy kovetkezik, hogy (10.3) jobboldala =1, azaz

lh—lﬁ? < | Vai—hl @) < max (| 7, Vi) | V2+13<
- M 1, ‘(l.‘

<1.8max () i, h')
és igy
7. 2C.—ﬁ:7-2 - max (Vhy, Vi)

== Q)T h) (10.4)

Tekintve, hogy
L~ max (J iy, b hy) H ~ Jh_ N
e (U ) (- hy) =Tk TR
<9 N ]; log h, < ¢} 'm log m.
i L I ’
(10.4)-b61 (10.2) kovetkezik.

11. Ezutan ratérhetiink a (9.2)-ben szerepld S Osszeg becslésére és
kimutatjuk, hogy

<

S < ¢;} mlog m. (11.1)

Becsiiljiik elobb azon tagok adalékat, melyekre i, == 0. Ez (10.2)-vel becsiil-
heté. Teljesen ugyanigy becsiilhetd azon tagok adaléka is, melyekre /,=0
ill. h,=—0. fgy adodik

S < 3c,)mlog m+
im 1 1
SONTNT N . : , — - (11.2
s (W m) (e Ay ) (T Ay | h--h) 250y 3 (112

lyhahig3 0

Nézziik a megmaradt Osszegben azon tagok adalékat, melyekre

h>0,,>0, ;>0
Ez nyilvan

LT ! R R
By 1 By Jig=1 (1 /11)(] hi)(l 'ﬁh’) l max (/11, /12, /l,)
m b, I, 3 2
5 1 ool 1 g gl

— \ Bt Cq-
(LYY iy e Ve e T = (THh))hy ’

Ugyanez all azon tagok adalékédra is, ahol minden /; negativ. A megmaradt
osszegben tehat pontosan két fi; egyenld el6jelii. Tehat

m wm "

—_ . '3 1
S < 0k 1 +6 2 v
<¢lm og m-+ u,r.nti?(aa Itl ha=1 113 1 (14 )14 |h])(1 -+ hy)) (11.3)
1

l \hlla +‘h)l/az'—hsl‘7d ’
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mogotti osszeg legyen S’; ha roviden
Va4 ) a,= o, (11.4)
akkor S’ az
RPN T U (11.5)
=y = 1k (1 +hy )l o—n)a,
alakba is irhato. Rogzitve i, és h,-t vizsgaljuk a i, szerinti Osszegezést, melyet
bontsunk szét az '

. 1
si— X L
Vishylnso— Ve (144) ] o—ny | a,
Sl = N I S (11.6)
) | = 1 Yo (1-Hh) | io—n,)ay)

w+—]—-]« (ra_hsVnakm Ve, (1 T /l-;) l h; a —m
tagok Osszegére; egyes Osszegek lehetnek iiresek, mikoris értékiik 0. Ekkor
nyilvan
2 N ’ , ~
CERE S R

- 1<7r<)n ]—"/Z 7— 1§E'” 1 %/14
Vi Va,

13
azaz
Si+ 8 < 4log(m-1). (11.7)
S, becslésére jegyezziik meg, hogy
(Va4 Y ay -+ by @y ) a4+ bV ay— V) YV a—hV ay+ ) ay)
S a— ) aa—hVay = (@ A @i — a2 —da, a, R
tehat racionalis egész. Ez O nem lehet, mert 2,4, 5 O miatt ezesetben

(11.8)

a b+ ali—a,h?

0<Va,a.=- 2,'11/'12 3%~ racionalis
volna; tehat (11.8) jobboldala legaldbb 1 és igy
1
'V ay -+ bV a,—hy)a,| =

(h, Vax + hy| ay+hy ]/a%)a
ill.
1 _ 2
——,—;é(”’+h L(l )'!
1’ j—hs ) as|

Mivel S; legfeljebb egy tagot tartalmazhat, tehat
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' 2w —{— 1 V—a_* )_é (2(0 + 1 VES )% B [ %
) < 2 2 |/a3 (2(0 -+ —47\/(13 ) <
]/03 l— 8

1+ 7 _4,
<oV -+ 14 Vhy+1). |
Ebbal, (11.7)-b6l, (11.6)-bol és (11.5)-b8l kovetkezik, hogy

g o~ 1y log (m - 1)+ eV Ity -1 4oVl A1) <
ol 4= hy
X m 1 wm 1 i . (119)
<c 5103/11—1— N N <o, mlogm
" & lﬁ—ll‘ihlh lll—l—llx‘ ]l &
12. Ezutan a (6 4)—(6.5) alatti allitds bizonyitasa gyorsan befejezhetd. (9.2)-bol
$ nT VTnm log n

ATy <ey) - +TVnlog* m--logm ROLORE (12.1)

Ha marmost R Jelentx azon 1d6por1tok halmazat [0, 7]-ben, melyekre

9

N(z‘ K)——L(,-— = nv,
és R ennek méretét, akk01 nyilvan

A(T) = R*nm
azaz ebbdl és (12.1)-bol

> P

=)V = .
R*=<cyn 77 ) JnT VT log n--Ymn®™ log*n|.

I m--1
Legyen 1
T- n* sec,
ami kb. 1 nap ¢és
. 16
ne
m=-{-——-17=
logn

Ekkor

41
R* < ¢ n® log n.
Q.e.d.
Megjegyzés a korrekturdndgl. A (9.1) alatti J(T) integral vizsgdlata helyett az

T
.‘ " l
Nt —5n n| dt

értéket vizsgalva a becslések egyszeriibbek és jobbak lettek volna.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
Budapesti Eétvos Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.

21 Matematikai és Fizikai Osztadlydnak Kézleményei. 1II. o.
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