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BEVEZETÉS 

E dolgozat négy részből áll. Az első részben (1. §) a klasszikus Poisson-
féle sztochasztikus folyamatot a szokásosnál lényegesen kevesebb feltevésből 
vezetjük le. A W,.(t) (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) függvények differenciálhatóságát [Wi.(t) 
annak valószínűségét jelenti, hogy pontosan к esemény következzék be egy 
/-hosszúságú időintervallumban], nem tételeztük fel ; a vizsgált események 
"ritkaságát" a 

feltétellel vezetjük be (a jóval nagyobb megszorítást jelentő W,',(0)+ W[(0) = 0 
feltétel helyett). A bizonyítás az általában használatos differenciálegyenletek 
helyett függvényegyenletek segítségével történik. 

A második rész (2. §) a nemfolytonos, egész értékű Markov-féle additiv 
folyamat legáltalánosabb alakjának származtatását tartalmazza. A következő folya-
matokat vizsgáljuk: a folyamat időben homogén, az egymást nem fedő id őinterval-
1 uniókban történő események számai független valószínűségi változók. Az ese-
mények ritkaságára vonatkozólag semmit sem tételezünk fel. Az ilyen folya-
matok általános alakját ugyanazokkal a módszerekkel nyerjük, mint az 1. §-ban. 
Kimutatjuk, hogy a legáltalánosabb ilyen típusú folyamat megszámlálható sok 
független Sí, (k- 1 , 2 , . . . ) folyamat összege, ahol egy közönséges Poisson-
folyamat, ahol azonban egy "eseményen" к esemény egyidejű bekövetkezését 
értjük. Más szavakkal, ha 

./•(". 0 i . ' u - ( / ) < • ' " ( 2 ) 
/£=0 

a folyamat karakterisztikus függvényét jelenti, akkor 

/(«,/) =//exp (tck(e'k"— 1) (3) 
A-= 1 

od о: 
ahol CkШ0 é s £ c k < ° ° . Ilyen diszkrét {M4(/)J eloszlásokat, lia Y k * véges, 

/.•=1 к. 1 
összetett Poisson-eloszlásoknak fogunk nevezni. 

A harmadik rész (3. §) ezeknek az összetett Poisson-eloszlásoknak elemibb 
uton való származtatását tartalmazza, az időparaméter bevezetése nélkül. Ki-
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mutatjuk, hogy lia egy egyetlen p paramétertől függő diszkrét (egész értékű) 
eloszlásfüggvényekből álló halmaz a kompozíció műveletére nézve zárt (vagyis 
ha két a halmazhoz tartozó eloszlásfüggvény kompozíciója is a halmazhoz 
tartozik), akkor a halmaz összetett Poisson-eloszlások egy halmaza. Bebizo-
nyítjuk azt is, hogy e halmaz bármely tagjának a szórása nem kisebb, mint 
a középértéke s egyenlőség csakis közönséges Poisson-eloszlás esetében áll 
fenn. Ez azt jelenti, hogy a Poisson-eloszlások halmazát — az események 
„ritkasága" helyett — ugy jellemezhetjük, hogy az oly egész értékű eloszlás-
függvények halmaza, amelyek közül bármely kettő kompozíciója is a halmazhoz 
tartozik, továbbá adott középérték mellett a szórás minimális. Ez utóbbi fel-
tevés az események ritkaságára vonatkozó feltevést helyettesíti. 

A negyedik rész (4. §) néhány, az összetett Poisson-eloszlásra vonatkozó 
megjegyzést tartalmaz. Kimutatjuk, hogy ezek A. Hincsin- általánosított Poisson-
eloszlásaiban benne foglaltatnak, továbbá, hogy az összetett Poisson-eloszlások 
halmaza Pólya-Eggenberger3 és /. Ney man1 "ragályos" eloszlásait, valamint 
H. Pollaczek-Geiringernek5 a Poisson-eloszlásra adott általánosítását is tartalmazza. 

Az 1. § módszerei és eredményei Rényi A.-tól származnak. Ezekből 
kiindulva Aczél J. a 2 §. eredményeit nyerte. A 2 §.-ban tárgyalt általánosított 
Poisson-folyamatok értelmezésére к független esemény egyidejű bekövetkezéséből 
álló független Poisson-folyamatok szuperpozíciójaként A. N. Kolmogorov hívta 
fel a fentemlített két szerző figyelmét*, akik ez uton mondanak köszönetet ezért 
az értékes megjegyzésért. A 3 §. eredményei (beleértve ezeknek az eloszlások-
nak megszámlálható sok Ár-szoros eseményekből álló Poisson-folyamatok 
kompozíciójaként való értelmezését) teljes egészükben Jánossy Z..-tól származnak, 
aki függetlenül néhány hónappal előbb találta őket. A szerzők köszönetet 
mondanak Császár Ákosnak egy értékes megjegyzéséért. 

1. § A klasszikus Poisson-féle sztochasztikus folyamat 

Tekintsünk időben történő eseményeket (pl. részecskék becsapódását, 
telefonhívásokat, stb.) és tegyük fel a következőket: 
A.) A folyamat időben homogén, vagyis annak a valószínűsége, hogy egy 
(tut2) időintervallumban pontosan к esemény történik, csak az intervallum 
hosszától: t f—A-től és Ár-tól függ. E valószínűséget U4(/)-vel jelöljük 
(к = 0,1, 2 , . . .). Nyilvánvalóan 

Wk(t)^0 és £ И4(0= 1, ha /ÍÉ0, (1.1) 
i. 11 

továbbá 
U/„(0) = 1 és innen W,(0) = 0, к = 1 , 2 , . . . (1.2) 

B.) A folyamat Markov-féle, vagyis a (tut.2) időintervallumban történő esemé-

* Személyes közlés az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson (1950. szept. 1.) 
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nyek száma független a (t., tt) időintervallumban történő események számától, 
hacsak A < t ^ ' U ^ U . 
C.) Az események ritkák. Ezen a következőt 

Й , 1 — Wo(t) 1 ( L 3 ) 

másszóval, hogy annak a valószínűsége, hogy a (0, t) intervallumban pontosan 
egy esemény történjék f - * 0 - r a aszimptotikusan egyenlő annak a valószínű-
ségével, hogy ugyanebben az intervallumban legalább egy esemény történjék. 
Ez ekvivalens 

fennállásával, ami azt jelenti, hogy két vagy több esemény valószínűsége egy 
elég rövid időintervallumban egy esemény valószínűségéhez képest tetszőlegesen 
kicsiny. (1.3) helyett, — mint az a bizonyításból látszani fog — elegendő volna a 
(1.3)-nál nyilvánvalóan gyengébb 

WJt) , „ _ . 
" m J o U p 1 - 4 ( 0 = 1 ( L 3 a ) 

feltevés is. 
Azt állítjuk, hogy A), B) és C)-ből következik, hogy 

« M ö - ^ . (1-5) 

vagyis Poisson-eloszlással van dolgunk : Я > 0 az időegység alatt történő 
események számának várható értéke, (az események „időbeli sűrűsége"). 
Bizonyítás : 
B)-ből következik, hogy annak a valószínűsége, hogy a (0, f + s) időinter-
vallumban nem történik esemény, egyenlő annak a valószínűségnek, hogy 
(0, Ö-ben nem történik esemény és annak a valószínűségnek, hogy (t, f + s)-ben 
nem történik esemény, a szorzatával. Innen A)-ból 

WJt+s)= WH(t) U/„(.sj (1.6) 
(1.1) és miatt, miután az (1.6) függvényegyenlet korlátos meg-
oldásai mind q' alakúak (0<L<7^1) kapjuk, hogy 

W«(t) = e >J ahol Я > 0 (1.7) 
Hasonlóképpen: ha a (0, t + s) időintervallumban pontosan egy esemény 

történik, ez kétféleképpen lehetséges : vagy (0, f)-ben történik egy esemény és 
(t,t + s)~ben nem, vagy (0, f)-ben nem történik esemény és (t, f + s)-ben egy 
esemény történik. Ezért A)-ból és B)-ből 

'w,(/ + s) = W ( 0 W , ( s ) + l K „ ( 0 l U ( s ) (1.8) 
Innen és (1.7)-ből 

+ s) - WJt)e *° + WJs)e v (1.9) 
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Legyen 
fit)- e^'Wft) (1.10) 

akkor 
fit + s) f(t)+f(s). (1.11) 

Ismeretes, hogy e függvényegyenlet korlátos megoldásai 

Д О = Cit ( 1 . 1 2 ) 
alakúak ; ezért 

W1(t) = C1text (1.13) 

W„(0-t és VU,(0-t (1.7), illetve (1.13) segítségével kifejezve és (1.13)-ba írva 

Г fp~u с 
Hm E d e C i = = 1 ( 1 1 4 ) 

adódik és így nyerjük, hogy 
C, = Я. 

(1.5) tehát к ---• O-ra és A r = l - r e van bizonyítva. 
Tegyük fel, hogy (1.5) к 0, 1, 2 , . . . , n— l-re igaz ; bebizonyítjuk, hogy 

akkor igaz n-re is. Nyilvánvalóan 

W„ (t + s) У Wi-(t) W„(s) (1.15) 
/,_- n 

Az indukciós feltevés miatt 
Г n 2('+s) 

W,.(t + s) - W„ (t)e + W„ (s)e + - — ((/ + s)" -1"—s") (1.16) 

Legyen 

(Xt)" 
J \4 c Wn\l) — 

akkor 

f ( t ) = e > - > W l l ( t ) - K ^ r (1.17) 

f(t + s)--f(t)+f(s) (1.18) 

(1.17) értelmében f(t) korlátos6, ezért f(t) c„t és 

w " ( t ) ' [ m j - + c j ) e " (1.19) 

(1.19) értelmében W„(t) differenciálható és 

VT;,(0) = c„ ( 1 . 2 0 ) 

Azonban (1.4)-ből következik, hogy MA,(0) 0 (пШ 2), ezért c„ 0. Innen 
(1.19) és (1.20)-ból következik, hogy (1.5) n-re is igaz, ha к 0, 1 , . . . (n — l)-re 
igaz. így tételünket teljes indukcióval bebizonyítottuk. 
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2. § A véletlen események általános additív Markov-féle folyamata 

Ebben a §-ban az események ritkaságára vonatkozó feltevést elejtjük, 
vagyis csak A) és B) érvényességét tesszük fel, C)-t nem. Pontosan ugyanugy, 
mint az 1. §-ban kapjuk, hogy 

W f t ) (2.1) 
és 

Wi(t) = cltet>- (2.2) 
innen azonban most nem következik = A. Teljes indukcióval befogjuk 
bizonyítani, hogy 

Г!+2»уЬ..+А-гА = /е Л ! r 2 ! . . . Л ! 
G = (i—Л, 2, ... /,) 

(2.3) к l -re (2.2.) érvényessége miatt igaz; k = 2-re (1.15) miatt 

W f t + s) = W,(t)eu + W,(s)ev + c\tse-*«+•) 

Legyen f ( t ) = e" 

akkor / ( / + s ) = f ( t ) + f ( s ) . Mivel f ( f ) korlátos, kapjuk, hogy f ( t ) = c.,t és így 

W2(t) = + c j e u Hasonlóképpen kaphatjuk meg W k ( f ) kifejezését 

к 2,3,... értékeire. Tegyük fel, hogy (2.3) k = 0, 1 , 2 , . . . (n — l)-re fennáll. 
(2.3)-at (1.15)-be helyettesítve 

Wlft+s)=Wl,(t)e*° + Wn(s)eu + 

+ Y 

Legyen 

(c]ty\..(cl.ty
k(c1sr...(cll.ksf"-k 

£ = 1 Г, ! . . . ! p j . . . p u - J 

(2.4) 

rl+2r.2+...+krlc = k 
ßl+2 p2+...+(«-») £>„_,. --il-к 

f ( f ) = e»WH(t)~ Z (c;? " t e f • ' t ' f " <2"5> 
r1+2rs+...+(H-l)r„_1 = » г , ! Г.Л . . . /„ 1 ! 

akkor (2.4)-ből következik, hogy 
f ( t + s ) = f ( t ) + m (2.6) 

tehát 
m = c j (2.7) 

amivel (2.3) k=n-re is be van bizonyítva. (2.3)-ból nyilvánvalóan következik, 
hogy 

c , r i u ; ( 0 ) ( k m 1) (2 .8 ) 

Miután Щ 0 ) = 0 és Wk(t)mO (t> 0), következik 
Wi'fO) = lim W ' j t ) g -о (2.9) 
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és ezért 
C/. i=0 (2 .10 ) 

со 
Be fogjuk bizonyítani, hogy konvergens és összege egyenlő Я-val. 

/. I 
(2.3)-ból 

ь * I S , r ! 
Л < / У ( 2 — ? U : 2 u / , , ( o í ( 2 . П ) 

/.•=о 
ha n > NM'2 és innen 

" V M (2-12) 

Miután (2.12) TV minden értékére igaz, 

e x P í 1 2 " I ' e 2 ' (2.13) 

es innen 
.1/ 

N (V / (2.14) 
Á= 1 

-V 
és (2.10) miatt 2 ^ О,- konvergens. Legyen 

fc=1 

.« = У 
A=1 

СО 7 GO 

a (2.15) 

1 = У IL7.(/) = e / / ( 2 - - ? I = ( 2 .16 ) 
/.• к i L 1 /' ! y 

és így 
со 

/« = Я (2.17) 
Л- 1 

(2.3)-ban Я helyébe ezt az értéket írva kapjuk a végleges képletet 

(cf)\c,t)'\ . .(c,t)4 

2 ^ • • • ^ V ( 2 . 1 8 ) 

Ez a véletlen események legáltalánosabb additiv Markov-féie folyamata, amely egy 
nem negatív számokból álló tetszőleges konvergens összegű c„ sorozattól függ. Egy 
t hosszúságú időintervallumban к esemény valószínűségét a (2.18) formula 
adja meg. 
(2.18)-ból könnyen belátható, hogy bevezetve a 

vï'\t) - ß T f e '" ' (A 0, 1 , . • • ; « = L 2 , . . .) (2.19) 

jelölést 

Ezt a következőképpen értelmezhetjük: legyenek £„(()(« 1 ,2 , . . . ; f > 0 ) 

U'. (0 - 2 4?(0 <f (0 • • • dl(t) П v$\t) (2.20) 
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független, Poisson-eloszlású valószínűségi változók, legyen c j a £„(/) változó 
várható értéke és 

W ) Ш + 2 Ш + — + П Ш + — (2-21) 

(2.20) nyilvánvalóan azt fejezi ki, hogy £.(t) к valószínűségét (2.18) adja 
meg. Miután n£,„(t) egy Poisson-féle folyamat, amelyben egy „esemény"-en n 
esemény egyidejű bekövetkezését értjük, eredményünket úgy fejezhetjük ki, 
hogy a legáltalánosabb homogén Markov-féle folyamat végtelen sok oly füg-
getlen Poisson-folyamat összege, amelynél az n-edik folyamatban „eseményen" 
n esemény egyidejű bekövetkezését értjük és amelynek várható értéke c,,t 

és N / c „ < ° o | . Másképpen, Wh(/) a következőképpen fejezhető ki : 

lP,,(0 = exp — t 2 > „ ) Y Cb,et,.2.. . c u j ( 2 2 2 ) 
1 „ .1 ) hph.r-... + h n ^ k П ! 

2, . . . и 

ahol az összegezés valamennyi oly egész pozitív h -re terjesztendő ki, amelynek 
összege s k. Ezt úgy láthatjuk be, hogy a (2.18) összegben összefoglaljuk 
azokat a fagokat, amelyekben t ugyanazon a hatványon szerepel, azaz amelyekre 
Гг + Г-2-\ h Гк = п. 

Tekintsük most (2.18) karakterisztikus függvényét 

/ ( » • / ) Í . ' U ' , ( / ) r " (2.23) 
к—0 

innen 
/ cc \ 

f(u, t) exp ( t^Ci.(e'"k — 1) (2.24) 
V к—1 ) 

f(u, t) = / / e x p (to, (£"'• - 1 )) (2.25) 
k=1 

Jelölje cp (и, Я) a közönséges Poisson-folyamat karakterisztikus függvényét : 

</(». 2) = Z ; J e l l - = e x p ( / . ( £ • - D ) (2 .26 ) к—о л : 
E jelöléssel (2.25)-öt a következő alakban írhatjuk : 

со 
f(u,t) U4 (ku, to), (2.27) 

к-1 
ami valójában azt fejezi ki, hogy (2.8), (2.21) eloszlása. (2.24) alapján látjuk, 
hogy a (2.18) alakú eloszlások a karakterisztikus függvények következő tulaj-
donságával jellemezhetők : egy ilyen eloszlásfüggvény karakterisztikus függvé-
nyének a logaritmusa g(é") alakú, ahol g(z) egy az egységkörben reguláris 
függvény, amely a következő feltételeknek is eleget tesz : 

g-<")(0)г0(л = 1 , 2 , . . . ) és 
lim g(z) 0 
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Egy t hosszúságú időintervallumban történő események számának várható 
értékét 

M(t) f j > c , , (2.24) 

adja meg. M(f) tehát véges, vagy nem, aszerint, h o g y J ^ A / , konvergál, vagy 

sem. Bennünket természetesen csak az első eset érdekel. Ebben az esetben 
(2.18)-at összetett Poisson-eloszlásnak fogjuk nevezni. 

3. § Az összetett Poisson-eloszlások jellemzése karakterisztikus 
tulajdonságaik alapján 

Tekintsünk egy £ valószínűségi változót, amely csak nem-negatív egész 
értékeket vesz fel, ezek eloszlását egész értékű eloszlásnak fogjuk nevezni. 
Vizsgáljuk az egész értékű eloszlásoknak azt a „családját", amelyek egyetlen 
p paramétertől, az eloszlás várható értékétől függnek. 

Jelöljük P(k, p)-vel а к érték valószínűségét (k = 0, 1, 2 , . . . ) és {P(k,p)}~ 
vel magát az eloszlást. 

Tegyük fel, hogy e család a kompozíció műveletére nézve zárt. Ezen azt 
értjük, hogy két, a családhoz tartozó valószínűségi változó, és E, összege 
is a családhoz tartozik. Ha px E-nek, p, pedig E-nek a várható értékét jelenti, 
akkor nyilvánvalóan £3 = £i + E várható értéke p3 =- px + p,. 

A Poisson-eloszlások ismert családja, amelyre 

P ( k , p ) - P ' ^ (k = 0 , 1 , . . . ) (3.1) 

nyilvánvalóan ezzel a tulajdonsággal bír. 
Felmerül mármost a kérdés, vájjon van-e ezenkívül más eloszlás-család 

is, amely e tulajdonsággal bír? 
A következőkben erre a kérdésre fogunk válaszolni : 
Tétel : Legyen { P ( k , p)} egész értékű eloszlásoknak egy családja, amely 

a kompozició műveletére nézve zárt, ahol p, amely az eloszlás várható értékét 
jelenti, végigfut a valós nemnegatív számokon. Akkor P(k, p) egy összetett 
Poisson-eloszlás, vagyis 

ПП 4 ( 1 V ( M P ( M ) " - • • ( P d , ) l k 

V ,i=l ) r,+2rs+...+frri = l- A ' l-l- ••• '',! 
ahol 

У kdk - 1 (3.3) 
/, I 

A Poisson-eloszlások családját a következő tulajdonságokkal jellemez-
hetjük : p minden rögzített értékére az eloszlás szórása a (3.2) család többi 
eloszlásához képest a legkisebb. 
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Jelölje ll(z, p) a {P(k,p)} eloszlás generátorfüggvényét, vagyis legyen 

n(z,p) = ^P(k,p)zk (z komplex, |z | + l ) (3.4) 
1 t 

Miután feltételeztük, hogy a család a kompozició műveletére nézve zárt, 

H(z, p j U(z, A) - Il(z, A + A) (3.5) 
amiből következik, ha bevezetjük a TI(z, 1 ) = / ( z ) jelölést, 

Щг,р)- ll(z,\y / (z)" . (3.6) 
Miután nyilvánvalóan 

Z P ( k , p ) = 1 (3.7) 
7c =0 

és 

ÉkP(k.p) A (3.8) 
;,.=o 

ezért 
/ ( 1 ) = / ' ( ! ) = 1 (3.9) 

Most bebizonyítjuk, hogy TI(z,p) az egységkörben nem tűnhetik elf 

hacsak p < ^ ~ . 

(3.7) és (3.8)-ből következik 

Р ( 0 , р ) - 1 - р + 5 > - - 1 )/>(*,/>), (3.10) 

ezért 
Р(0,р)Ш\-р (3.11) 

és így (3.8) miatt 

ZP(k,p)<p, (3.12) 
A =2 

innen | z | < l - r e 

i 7/(z, p ) I P(0, p ) - £ P(k, р ) + 1 - 2 р , (3.13) 
A 1 

ezért 177(z, p ) j > 0, ha p < . Azonban ha egy analitikus függvény a zárt 

egységkörben nem tűnik el, akkor a logaritmusa ugyanott szintén analitikus, ezért 

g(*) = j l Q g Tl(z, p) log / ( z ) (3.14) 

is analitikus függvény és 
Jl(z,p) e'-'A, (3.15) 

ahol 

g(z) = j£d„z» ( | z | < 1) (3.16) 
n = 0 

Nyilvánvaló, hogy ha (3.15) igaz p < - / - r e , akko r— (3.6)-re való tekintettel — 
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igaz p minden pozitív értékére. (3.9)-ből következik, hogy ,g(l) = 0, vagyis 
ОС 

*Zd о (3.17) 
7Í =0 

és ezért 
CC 

g(z) X d 0 (3.18) 

Ki fogjuk mutatni, hogy a d„ együtthatók valósak és 

du = 0 ha n = l (3.19) 

Ennek bizonyítása a következőképpen történhetik: legyen 

M - max i g ( z ) \ . (3.20) 

(3.16)-ből következik 

77(2. p) = J ; P(k, p)zk = 1 +pg(z) + plg^Z) + . . . (3.21 ) 
1 = 0 2 ! 

Differenciáljuk mindkét oldalt n-szer és helyettesítsük г =• 0-t. Akkor kapjuk, hogy 
<Я . I, Г, 

n ! P(n, p)= n\ pdH + Z , (3.22) 

ahol 

A - Í - ^ L . <3-23) 
A hatványosorok együtthatóira vonatkozó Cauchy-féle egyenlőtlenség miatt 

. \Di, „|<Ln! Mk (3.24) 

(3.22) mindkét oldalát n ! p-vel osztva adódik 

! P(n,p) 
P 

-d„ pM'2e i !p , (3.25) 

innen 

lim Р ^ П ' Р ) - d, (3.26) 
p—*o P 

Miután Я n e m - n e g a t í v , (3.19) érvényes, z helyébe e'f-t írva és (3.19) és 

(3.20)-at tekintetbe véve 
аз 

Z n d „ = g ' ( 1 ) = 1 (3.27) 
4 = 1 

miatt P(k, p) (3.2) alakú, vagyis egy összetett Poisson-eloszlás {P(k, p)} 
karakterisztikus függvénye 

77 (z, p) = exp [p dn (z" — 1 ) j , (3.28) 
cc 

ahol dnm0 é s ^ n d , , = 1 
4=i 
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A d„ együtthatók különben tetszőlegesek. Ezért végtelen sok család van, 
amely e § tételének feltételeit kielégíti. Minden eloszlás, amely ehhez a 
családhoz tartozik, egy összetett Poisson-eloszlás. (3.28) értelmében 

P(0,p) 

(hasonlítsuk ezt össze a (3.11) egyenlőtlenséggel)! Számítsuk ki a {P(k,p)j 
eloszlás szórásnégyzetét. Nyilvánvalóan 

00 
оУ^п-d,, , (3.29) 

a I 
innen 

со со 
= p \ (3.30) 

и- 1 „-1 

egyenlőség akkor és csakis akkor áll fenn, ha d, \ és ezért d., = d3 = ... = 0. 
így fenti tételünk második állítását, amely szerint a Poisson-eloszlást az jel-
lemzi, hogy szórásnégyzete a legkisebb (az átlagával egyenlő) az összes fel-
tételeket kielégítő [P(k, p)) között, (p rögzített), igazoltuk. 

4. § Speciális összetett Poisson-eloszlások 

Tekintsünk egy összetett Poisson-eloszlást, amelynek a generátorfíiggvénye 

«(г) e x p l / ; 2 . ' < M r - - l | , (4.1) 

ahol 
со 

du s О (Лт= 1 , 2 , . . .) és kdn = 1 (4.2) 
/, 1 

Legyen ^dk= d és = ek 
I. : d 

akkor 

g(z) = exp [pd £ e,. (z* - 1 ) ), (4.3) 
V h 1 J 

ahol 
J C 

ek ^ 0 (к 1, 2 , . . .) és = - 1 . (4.4) 
/, I 

Legyenek független valószínűségi változók, amelyek mind-
egyike az 1 , 2 , . . . értékeket veszi fel eue2... valószínűséggel. Jelöljük Ф„(к)-
val £i + £>H Yín = k valószínűségét, legyen Ф0(0) = 1 és 'P(k) = 0 
(k = 1 , 2 , . . . ) . Nyilvánvalóan Ф, (k ) = ek és 

к 

j=0 
П " 

£„(z) = 1 és gu(z) = 2 1 ">.' (k)zk (n = 1 , 2 , . . . ) (4.6) 
2=1 
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jelöléssel adódik, hogy 
g„(z) = (gfz))" (4.7) 

(4.7) és (4.1 )-ből következik, hogy 

g(z) = е-МеМФ) = ± (PdT(gÁz)Í = е.1>йg (Pd)"h(z) ( 4 g ) 

A =O « ! « ! 

(4.6) két oldaia együtthatóinak összehasonlítása útján következik, hogy 

/ ' (A . P) = Ё {Pdl r — "> W (4-9) 

Vagyis azt találjuk, hogy az előző §-okban tárgyalt összetett Poisson-eloszlások 
Hincsin2 általánosított Poisson-eloszlásainak speciális esetei. A (4.9) formula a 
P(k,p) valószínűségek kiszámítására (a (3.3) formula helyett) szintén hasz-
nálható; különösen P(k,p) aszimptotikus kifejezésének levezetésére, 
esetén. Tekintsünk most néhány speciális összetett Poisson-eloszlást. 

a). Pólya-Eggenberger3 "ragályos eloszlásának" határesete (a negatív-
binomiális eloszlás). Ebben az esetben 

Р (к , p) = (1 ( _ ! ) ' ' (Ô > 0 ) (4.10) 
к 

es 

ahol 
g(z) = É P{k, P)zk = exp ( p Ё d„ (z" — 1 ) ) , (4.11 ) 

/ . и V » 1 J 

f Pő \ 
! i ; pO ! ( « = 1 , 2 , . . . ) • pán ! 1 . JÎ i (« = 1 , 2 , . . . ) (4.12) 

Figyelemreméltó, hogy 4—>-0 esetén ez az eloszlás a közönséges Poisson-
eloszláshoz tart. 

b). I. Neyman „ragályos eloszlása". A Neyman4 által bevezetett 
„ragályos" eloszlás karakterisztikus függvénye 

g(z) = exp p d'édp—A (4.13) ïp»(F(lV)z+l-F(l v))" 
I 

alakú, ahol A, a y sík egy tartományát, illetve annak területét jelenti; e 
CO 

tartományban »?)=L továbbá p > 0, р н Ш 0 és У p„ = 1. 
v=x 

Egyszerű számolással adódik. 

g(z) = exp ( p J j rft (г" - 1 )] , (4.14) 

ahol 

DU I ' L l ) I {F'flpW-F&rjWdtdr,. (4.15) 
il - I; 
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Miután nyilvánvalóan dk IÈO, ezek az eloszlások szintén benne foglaltatnak az 
összetett Poisson-eloszlások osztályában. 

c). Pollaczek-Geiringer5 általánosított Poisson-eloszlásai. Ezek az elosz-
lások azok az összetett Poisson-eloszlások, amelyekre c„ = 0, lia ti Ш N, vagyis 
amelyekre a generátorfüggvény logaritmusa egy polinom. 

Végűi megemlítjük, hogy az összetett Poisson-eloszlások azok a diszkrét, 
korlátlanul osztható eloszlások, amelyeknek csak az 1 , 2 , . . . helyeken van 
ugrásuk. B. de Finetti' jólismert általános képlete (amely A. N. KolmogorovH, 
P. Lévy9 és Lévy-Hincsin képleteinek speciális esete). 

log m = P ï ( e " ' *—1 )d<p(x) (4 .16) 
— x 

log / ( " ) = P A dn (e;" " — 1) (4 .17) 
a i 

- ra redukálódik, ha Ф(х) egy lépcsősfüggvény, az л = 1 , 2 , . . . szakadási 
helyekkel és dl( = Ф(п + 0) — Ф(п—0) ugrásokkal. 

Az a.)—c.) példák mutatják, hogy az összetett Poisson-eloszlások kü-
lönböző típusú eloszlásoknak sok változatát szolgálják. Természetesen igen 
bonyolult probléma megtalálni azt az elosztást, amely adott statisztikai ada-
tokhoz a legjobban illeszkedik. Ha tudjuk, hogy egy elméletileg adott eloszlás 
az összetett Poisson-eloszlások osztályába tartozik, d„ értékei az eloszlásból 
egymásután kiszámíthatók a fél-invariánsokra vonatkozó jólismert formulák 
segítségével. 
Bevezetve a 

ak = к ! P(k, p)e>' (к = 0, 1 , . . . ) és (4.18) 

N к ! dkp (k = 1 , 2 , . . . ) 
jelöléseket, következik, hogy 

és innen 

Н.2 = аг—a( (4.20) 
H3 — a3—За^.,—2а\ 
Я4 = о4—За'2,—4a1ö3+ 1 2ö{ö.,—6 а\ 

stb. 

Figyelembevéve, hogy /) = l o g - Q ^ — r - , d,, értékei meghatározhatók. 
' P) 
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