OSSZETETT POISSON-ELOSZLASOKROL 1.

JANOSSY L. r. tag, RENYI A, lev. tag és ACZEL J.
Eldadtak az 1950 dec. 12-én tartott osztalyiilésen

BEVEZETES

E dolgozat négy részbél all. Az els® részben (1. §) a klasszikus Poisson-
féle sztochasztikus folyamatot a szokdsosndl 1ényegesen kevesebb feltevésbél
vezetjiik le. A Wi(f) (k=0,1,2,...) fiiggvények differencidlhatésagat [W..(t)
annak valosziniiségét jelenti, hogy pontosan k& esemény kovetkezzék be egy
t-hosszisagii iddintervallumban], nem tételeztiik fel; a vizsgalt események
“ritkasagat” a

: Wi (1)

i, —wa ! M
feltétellel vezetjiik be (a joval nagyobb megszoritast jelentd W;(0)+ W;(0)=:0
feltétel helyett). A bizonyitds az dltalaban haszndlatos differencialegyenletek
helyett fiiggvényegyenletek segitségével torténik.

A maésodik rész (2. §) a nemfolytonos, egész értékii Markov-féle additiv
folyamat legaltalanosabb alakjanak szdrmaztatasat tartalmazza. A kovetkez6 folya-
matokat vizsgaljuk: a folyamat idében homogén, az egymast nem fedé id interval-
lumokban torténé események szamai fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Az ese-
mények ritkasdgdra vonatkozolag semmit sem tételeziink fel. Az ilyen folya-
matok altalanos alakjat ugyanazokkal a mddszerekkel nyerjiik, mint az 1. §-ban.
Kimutatjuk, hogy a legaltaldnosabb ilyen tipusu folyamat megszamidlhato sok
fiiggetlen &, (k- :1,2,...) folyamat Osszege, ahol &, egy kozonséges Poisson-
folyamat, ahol azonban egy “eseményen” k esemény egyidejii bekovetkezését
értjik. Mas szavakkal, ha

flu, 1= 2 Wi(t)e'n (2)
k=0
a folyamat karakterisztikus fiiggvényét jelenti, akkor
f,ty= [] exp (ter(e’ —1) 3
k=1

ahol ¢, =0 és > ¢x < oco. llyen diszkrét { W, (¢)} eloszldsokat, ha > ke, véges,
k=1 ko1

dsszetett Poisson-eloszldsoknak fogunk nevezni.

A harmadik rész (3. §) ezeknek az osszetett Poisson-eloszlasoknak elemibb
uton valé szarmaztatasat tartalmazza, az idOparaméter bevezetése nélkiil. Ki-
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mutatjuk, hogy ha egy egyetlen p paramétertdl fiiggd diszkrét (egész értékii)
eloszlasfiiggvényekbdl allé halmaz a kompozicio miiveletére nézve zart (vagyis
ha két a halmazhoz tartozo eloszlasfiiggvény kompozicidja is a halmazhoz
tartozik), akkor a halmaz osszetett Poisson-closzlasok egy halmaza. Bebizo-
nyitjuk azt is, hogy e halmaz béarmely tagjidnak a szdérdsa nem kisebb, mint
a kozépértéke s egyenldség csakis kozonséges Poisson-eloszlds esetében 4ll
fenn. Ez azt jelenti, hogy a Poisson-eloszlasok halmazat — az események
Jritkasaga“ helyett — ugy jellemezhetjitk, hogy az oly egész értékii eloszlas-
fiiggvények halmaza, amelyek kozil barmely kettd kompozicioja is a halmazhoz
tartozik, tovabba adott kozépérték mellett a szords minimalis. Ez utobbi fel-
tevés az események ritkasagara vonatkozo feltevést helyettesiti.

A negyedik rész (4. §) néhdny, az osszetett Poisson-eloszlasra vonatkozé
megijegyzést tartalmaz. Kimutatjuk, hogy ezek A. Hincsin® altalanositott Poisson-
eloszldsaiban benne foglaltatnak, tovabbd, hogy az Osszetett Poisson-eloszlasok
halmaza Pdlya-Eggenberger® és 1. Neyman* ‘“ragilyos” eloszlasait, valamint
H. Pollaczek-Geiringernek® a Poisson-eloszlasra adott altalanositasat is tartalmazza.

Az 1. § modszerei €s eredményei Rényi A.-tol szdrmaznak. Ezekbol
kiindulva Aczél J. a 2 §. eredményeit nyerte. A 2 §.-ban targyalt altalanositott
Poisson-folyamatok értelmezésére k fiiggetien esemény egyidejii bekdvetkezésébol
allo fiiggetlen Poisson-folyamatok szuperpozicidjaként A. N. Kolmogorov hivta
fel a fentemlitett két szerzd figyelmét*, akik ez uton mondanak kdszonetet ezért
az értékes megjegyzésért. A 3 §. eredményei (beleértve ezeknek az eloszlasok-
nak megszamlalhatdo sok k-szoros eseményekbdl allo Poisson-folyamatok
kompoziciojaként valo értelimezését) teljes egésziikben Jdnossy L.-tdl szarmaznak,
aki fiiggetleniil néhany hodnappal elobb taldlta Oket. A szerzék koszonetet
mondanak Csdszdr Akosnak egy értékes megjegyzéséért.

1. § A klasszikus Poisson-féle sztochasztikus folyamat

Tekintsiink id6ben torténd eseményeket (pl. részecskék becsapodasat,
telefonhivdsokat, stb.) és tegyiik fel a kovetkezOket:
A)) A folyamat id6ben homogén, vagyis annak a valdsziniisége, hogy egy
(t,,t,) iddintervallumban pontosan k esemény torténik, csak az intervallum
hosszatdl: - #,—t,-t6l és k-tol fiigg. E valosziniiséget W,.(f)-vel jeloljiik
(k=0,1,2,...). Nyilvanvaléan

Wi(£)=0 és > W,(t)— 1,hat=0, (1.1)
heo )
tovabba
W,(0)- -1 és innen W,(0)=0,k=1,2,... (1.2)

B.) A folyamat Markov-féle, vagyis a (¢,, £,) id6intervallumban tortén6 esemé-

* Személyes kozlés az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson (1950. szept. 1.)
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nyek szama fiiggetlen a (¢,,f,) iddintervallumban torténd események szamatol,
hacsak {, < h=6=1,.
C.) Az események ritkdk. Ezen a kovetkezdt értjiik:
' . W)

1 . 1.3

U P T 0 (1.3)
masszoval, hogy annak a valosziniisége, hogy a (0, f) intervallumban pontosan
egy esemény torténjék f— O-ra aszimptotikusan egyenlé annak a valoszinii-
ségével, hogy ugyanebben az intervallumban legaldbb egy esemény torténjék.
Ez ekvivalens -

D W)

lim =2 —.0. 1.
tllnnb Wl(t) 0 ( 4)

fennallasdval, ami azt jelenti, hogy két vagy tobb esemény valosziniisége egy
elég rovid id6intervallumban egy esemény valosziniiségéhez képest tetsz6legesen
kicsiny. (1.3) helyett, — mint az a bizonyitasbol latszani fog — elegendd volna a
(1.3)-nal nyilvanvaloan gyengébb

: Wi ()

lnfnﬂs(;ip TowAD WD =1 (1.3a)
feltevés is.

Azt allitjuk, hogy A), B) és C)-bol kovetkezik, hogy
)bt ]{e—ﬁ.f

wi— e (15)
vagyis Poisson-eloszlassal van dolgunk: 40 az idéegység alatt torténd
események szaméanak varhatd értéke, (az események ,iddbeli siiriisége*).
Bizonyitds :
B)-b6l kovetkezik, hogy annak a valdsziniisége. hogy a (0, {-+s) iddinter-
vallumban nem torténik esemény, egyenldé annak a valdsziniiségnek, hogy

(0, t)-ben nem torténik esemény €s annak a valosziniiségnek, hogy (¢, { -+ s)-ben
nem torténik esemény, a szorzataval. Innen A)-bol
Wt + s) = Wy (t) Wi(s) (1.6)
(1.1) és O<W,(#)<1 miatt, miutdn az (1.6) fiiggvényegyenlet korlatos meg-
olddsai mind ¢' alakuak (0<_¢<1) kapjuk, hogy
Wy(t)==e*t ahol 2>0 (1.7)
Hasonloképpen: ha a (0, f-+s) iddintervallumban pontosan egy esemény
torténik, ez kétféleképpen lehetséges: vagy (O, f)-ben torténik egy esemény €s
(t, t+s)-ben nem, vagy (0, f)-ben nem torténik esemény és (¢, f-+s)-ben egy
esemény torténik. Ezért A)-bdl és B)-bol
W, (t -+ s) = W, () W,(s) + W, (f) Wi(s) (1.8)

Innen és (1.7)-bol
Wit +5) = WiD)e 2 + Wi(s)e-* (1.9)
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Legyen
f()=e *Wi(t) (1.10)
akkor
fE+3)- fO)+f(s). (1.11)
Ismeretes, hogy e fiiggvényegyenlet korldtos megoldasai
Jt)y=qat (1.12)
alakuak ; ezért
Wi (t) = C te (1.13)
Wo(t)-t és Wi(f)-t (1.7), illetve (1.13) segitségével kifejezve és (1.13)-ba irva
. Cite*t G
,l_l,n?,’l—e*/"-t*T—l' (1.14)
adodik és igy nyerjiik, hogy
C — A

(1.5) tehat k= 0-ra és k=-:1-re van bizonyitva.

Tegytik fel, hogy (1.5) k---0,1,2, ..., n— 1-re igaz; bebizonyitjuk, hogy
akkor igaz n-re is. Nyilvanvaloan

"

Wa(t+s) - > Wit) W, () (1.15)
b0
Az indukcios feltevés miatt
lne A(t+s)
Wi (t+s) = W (e #* -+ Wi(s)e ' + == — ((t+s)' —t'—s") (1.16)
Legyen
; D"
fO)y=e*"W,(t)— (n? (1.17)
akkor
f(E+s)=f({)+1(s) (1.18)
(1.17) értelmében f(¢) korlatos®, ezért f(#)===c.t és
B ),t n B i
W (t) — ((T) oot (1.19)

(1.19) értelmében W,(¢) differencidlhatd és
W;I (O) =y (1 20)

Azonban (1.4)-bol kovetkezik, hogy W,(0):- -0 (n=2), ezért ¢, 0. Innen
(1.19) és (1.20)-bdl kovetkezik, hogy (1.5) n-re is igaz, ha k— 0,1,... (n—1)-re
igaz. Igy tételiinket teljes indukci6val bebizonyitottuk.
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2. § A véletlen események dltaldnos additiv Markov-féle folyamata

Ebben a §-ban az események ritkasdgdra vonatkozd feltevést elejtjik,
vagyis csak A) és B) érvényességét tessziik fel, C)-t nem. Pontosan ugyanugy,
mint az 1. §-ban kapjuk, hogy

Wy(t) = e * 2.1
€s
Wi(t) =c tet? (2.2)
innen azonban most nem kovetkezik ¢,— 4. Teljes indukcioval befogjuk
bizonyitani, hogy

P (F) - e A N (@) (@t)". . (ct)™
Wh (t) ¢ 1'1+2J‘2+.ﬂrk =tk I ! Iy ! o I ! (23)
1EO (=12, .. k)

(2.3) k-—==1-re (2.2.) érvényessége miatt igaz; k— 2-re (1.15) miatt

WL (t+s) = Wa(t)e*s -+ Wo(s)e * - citse #¢)
Legyen f(t)y =e* W,(t)— —t—
akkor f(t+s)= f(t)+f(s). Mivel f(t) korlétos, kap]uk, hogy f(t)= c.t és igy
W, () == ( ar +c z‘) e-** Hasonloképpen kaphatjuk meg W, (f) kifejezését

k=-2,3,... értékeire. Tegyiik fel, hogy (2.3) k-0, 1,2,... (n—1)-re fennall.
(2.3)-at (1 .15)-be helyettesitve

W, (t+s) = W,()e ** + W.(s)e* 4

n-1 r r 0 ok (24)
e L @B @) (@S . (CoS)
+€;(H) Z Z rl!... r.! 0]! Q,,_]‘-!
rA2rpt kg =k )
(71+292“"“*‘("’7")0“—/;*' n-k
Legyen
—. At _ o @)@ . (cat)™! 2.5
f(f) ==@ Wn(t) s %(%41)""_1:7' rl! r._,! ! ( . )
akkor (2.4)-bél kovetkezik, hogy
f(t+ ) =f(t)+ 1(5) (2.6)
tehat .
fO=cut (2.7)

amivel (2.3) k = n-re is be van bizonyitva. (2.3)-bol nyilvdnvaloan kovetkezik,
hogy

G— Wi0)  (k=1) 2.8)
Miutin Wi(0)—0 & Wi()=0 (¢>0), kovetkezik
Wi(0) — lim W) W‘(’) =0 2.9)

t—»0
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és ezért
=0 (2.10)

Be fogjuk bizonyitani, hogy c, konvergens ¢s Osszege egyenld /Z-val.
(2.3)-bol

’JH‘“W)<§Mm_1 @.11)
=1 k =0
ha n> NM* és innen
M .\‘ (C‘l‘)r
111> "—)Se“ (2.12)
st i 1!

Miutan (2.12) N minden értékére igaz,

y h .
exp(t:c,,.),<e’~’ (2.13)
Lo y
és innen
JI‘
R (2.14)

Lot
M

és (2.10) miatt > ¢, konvergens. Legyen
k=1

P OPY (2.15)

k=1

és igy .
‘“ F /: i ‘}_:C,‘. (217)

k—1

(2.3)-ban 4 helyébe ezt az értéket irva kapjuk a végleges képletet

W) = exp (—tki: c,,J N @hE)n @t g g

ammal
M2yt thorp = kD ! r-_:! ol I! !

Ez a véletlen események legaltalinosabb additiv Markov-féle folyamata, amely egy
nem negativ szamokbol all6 tetszéleges konvergens osszegti ¢, sorozattol fiigg. Egy
¢t hosszusdgl idointervallumban & esemény valdsziniiségét a (2.18) formula
adja meg.

(2.18)-bol konnyen belathato, hogy bevezetve a

S0t - (C"t) ent (k—0,1,..5n0—1,2,...) (2.19)
jelolést
w= 2> oo 00 [/ (1) (2.20)

A2t R =k

Ezt a kovetkezOképpen ertelmezhetjik: legyenek &, (f)(n- 1,2,...;t>0)
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fiiggetlen, Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozok, legyen c¢.f a &,(f) valtozd
varhato értéke és

gty EME250 -+ nE O+ - (2.21)
(2.20)- nyilvanvaloan azt fejezi ki, hogy &(f) - k& valosziniiségét (2.18) adja
meg. Miutan n&,(f) egy Poisson-fele folyamat, amelyben egy ,esemény“-en n
esemény egyidejii bekovetkezését értjiik, eredményiinket tgy fejezhetjiik ki,
hogy a legaltalanosabb homogén Markov-féle folyamat végtelen sok oly fiig-
getlen Poisson-folyamat 0sszege, amelynél az n-edik folyamatban ,eseményen*
n esemény egyidejit bekovetkezését értjilkk és amelynek varhatd értéke c, ¢
(c,,>0 és _:c,,<oc). Masképpen, Wi.(f) a kovetkezoképpen fejezhetd ki:

. w1

s "
A A Ch C/;_,...C/,,f
Wi =exp|—t X c,,) hAS. I LU 18 (2.22)
— P 1
| Dyl H I, — 0 =k n:
I lyi1,2, 0 0n

ahol az Osszegezés valamennyi oly egész pozitiv /1,-re terjesztendd ki, amelynek
Osszege <= k. Ezt ugy lathatjuk be, hogy a (2.18) Osszegben ¢sszefoglaljuk
azokat a fagokat, amelyekben ¢ ugyanazon a hatvanyon szerepel, azaz amelyekre
I Fy e b1 == 10

Tekintsiik most (2.18) karakterisztikus fliggvényét

flu, t) = N Wi(t)e'nr (2.23)
="
innen

fu, t) =-exp (z‘: o —1) (2.24)

k=1 /
fl, = 1] exp (e (e 1)) (225)

k=1
Jelolje ¢ (1, 4) a kozonséges Poisson-folyamat karakterisztikus fliggvényét :
E, Jlip-ieiuk

g(u, 2)=- D —exp (et —1)) (2.26)
= k!

E jeloléssel (2.25)-6t a kovetkezd alakban irhatjuk :

f@u,t)- - ]]? ¢ (ku, tey), (2.27)

ami valojaban azt fejezi ki, hogy (2.8), (2.21) eloszlasa. (2.24) alapjan latjuk,

hogy a (2.18) alaki eloszlasok a karakterisztikus fliggvények kovetkezd tulaj-

donsagaval jellemezhetok: egy ilyen eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggve-

nyének a logaritmusa g(e'") alaku, ahol g(z) egy az egységkorben reguldris

fuggvény, amely a kovetkezd feltételeknek is eleget tesz:
gm0)=0(n--1,2,...) és

lim g(z)- O
z—1
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Egy f hossztisdgu iddintervallumban torténd esemenyek szamanak varhato
értékét

Mty =t > ke, (2.24)
k=1

adja meg. M(f) tehat véges, vagy nem, aszerint, hogkac/, konvergal, vagy
k=1

sem. Benniinket természetesen csak az elsd eset érdekel. Ebben az esetben
(2.18)-at Osszetett Poisson-eloszldsnak fogjuk nevezni.

3. § Az Osszetett Poisson-eloszldsok jellemzése karakterisztikus

. tulajdonsdgaik alapjdn

Tekintsiink egy & valoszinfiségi valtozdt, amely csak nem-negativ egeész
értékeket vesz fel, ezek eloszlasat egész értékli eloszlasnak fogjuk nevezni.
Vizsgiljuk az egész értékii eloszlasoknak azt a ,csalddjat, amelyek egyetlen
p paramétertdl, az eloszlas varhatd értékétdl fiiggnek.

Jeloljiik P(k, p)-vel a k érték valosziniiségét (k=-0,1,2,...) és |P(k, p)}-
vel magat az eloszlast. °

Tegyiik fel, hogy e csalad a kompozicid miiveletére nézve zart. Ezen azt
értjiik, hogy két, a csaladhoz tartozo valosziniiségi valtozo, & és & Osszege
is a csaladhoz tartozik. Ha p, &-nek, p, pedig &-nek a varhatd értékét jelenti,
akkor nyilvanvaléan & -=§& +& varhato értéke ps—p, -+ p..

A Poisson-eloszlasok ismert csalddja, amelyre

P(k, p) p"l'{e!’ L (k=0,1,..)) 3.1)

nyilvanvaloan ezzel a tulajdonsaggal bir.

Felmeriil marmost a kérdés, vajjon van-e ezenkiviil mds eloszlas-csalad
is, amely e tulajdonsaggal bir?

A kovetkezOkben erre a kérdésre fogunk vélaszolni:

Tétel: Legyen {P(k, p)} egész értékit eloszlasoknak egy csalddja, amely
a kompozicio miiveletére nézve zart, ahol p, amely az eloszlas varhatd értékeét
jelenti, végigfut a valés nemnegativ szamokon. Akkor P(k, p) egy Osszetett
Poisson-eloszlés, vagyis

Pk, p):exp(‘_p Zd) V) (pd,V(pdz)'..:(pr? (3.2)

pra—
=:1 ret2 gl = A r] ! I '

ahol

Nkd, =1 (3.3)

k=1
A Poisson-eloszlasok csaladjat a kovetkezd tulajdonsagokkal jellemez-
hetjiik : p minden rogzitett értékére az eloszlds szdérasa a (3.2) csalad tobbi
eloszlasdhoz képest a legkisebb.
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Jelolje 1(z,p) a {P(k,p)} eloszlds generatorfiiggvényét, vagyis legyen
11(z, p) ==  P(k, p)2* (z komplex, [z|<'1)  (3.4)
ko1

Miutan feltételeztiik, hogy a csaldd a kompozicid miiveletére nézve zart,

I[(Z, p]) I[(Z; l)l)j [I(Zy pl ‘*‘pﬁ) (35)
amibél kovetkezik, ha bevezetjitk a II(z, 1) = f(z) jelolést,
Tz, p)- - 11(z, 1) = £(2)" (36)
Miutan nyilvénvaléan
> Pk, p)=1 (3.7)
Jem O
és
2 kP(k, p) = p, (3.8)
ezért
fQ) =7 (1)=1 (3.9)

Most bebizonyitjuk, hogy II(z,p) az egységkOrben nem tiinhetik el

hacsak p< L .

2
(3.7) és (3.8)-bbl kovetkezik
PO, p)-=1—p+ X (k—1)P(k, p), (3.10)
k=-1
ezért
PO, p)z=1—p (3.11)
és igy (3.8) miatt
NPk, p)<p, (3.12)
h=2
innen |z|<1-re
|1z, p)| = PO, p)— > Pk, p)=1—2p, (3.13)
k=1
ezért |11z, p)| >0, ha p<—j,12—. Azonban ha egy analitikus fiiggvény a zart
egységkorben nem tiinik el, akkor a logaritmusa ugyanott szintén analitikus, ezért
¢@) = log I1(z, p) — log f(2 (3.14)
is analitikus fliggvény és
I(z, p)=erv@, (3.15)
ahol
g(Z):%;duZ” ([2[=1) (3.16)
1

Nyilvanvalo, hogy ha (3.15) igaz p < 5 Te, akkor — (3.6)-re valo tekintette] —
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igaz p minden pozitiv értékére. (3.9)-bol kovetkezik, hogy g(1) =0, vagyis

>d. -0 (3.17)
n=[(
és ezért
@)= d.(z'—1) (3.18)
no

Ki fogjuk mutatni, hogy a d, egyiitthatok valosak és

d,=0 ha n=1 (3.19)
Ennek bizonyitdsa a kovetkezoképpen torténhetik : fegyen
M-~ ’m|ax g€2). (3.20)
(3.16)-b6!1 kovetkezik
1G9 =3 Pk )2t =1+ pg)+ PEE L @

Differencialjuk mindkét oldalt n-szer és helyettesitsiik z =- O-t. Akkor kapjuk, hogy

nt P(n, p)~ n!pdat 2_ P Div (3.22)

ahol

A hatvanyosorok egytitthatdira vonatkozd Cauchy-féle egyenlétlenség miatt
|\ Dyl <<nt M* (3.24)
(3.22) mindkét oldalat n! p-vel osztva adodik

t _P(’[l]} p) —d, i (pMZeJ[p’ (3_25)
innen ' .
lim 22 g (3.26)
p—0 P
Miutan-2Y2P) pem-negativ, (3.19) érve helyébe e/'-t irva és (3.19) é
> gativ, (3.19) érvényes. z helyébe e'*-t irva és (3.19) és

(3.20)-at tekintetbe véve

>nd,—g'(1)—=1 (3.27)
miatt P(k, p) (3.2) alaku, vagyis egy oOsszetett Poisson-eloszlas ®{P(k, p)}
karakterisztikus figgvénye ’

11 (z, p)==exp (p ;: d.(2"— 1)) , (3.28)

ahol d,=0 és > nd,— 1

n=l
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A d, egyiitthatok kiiionben tetszélegesek. Ezért végtelen sok csalad van,
amely e § tételének feltételeit kielégiti. Minden eloszlas, amely ehhez a
csaladhoz tartozik, egy Osszetett Poisson-eloszlas. (3.28) értelmében

PO.p) e

(hasonlitsuk ezt Ossze a (3.11) egyenlétlenséggel)! Szdmitsuk ki a {P(k, p)}
eloszlas szordsnégyzetét. Nyilvanvaloan .

w
ot =p > d,, (3:29)
ne 1
innen
d=pdnd,=p D nd. = p; (3.30)
n=.1 n=:1

egyenloség akkor és csakis akkor il fenn, ha d,=-1ésezértd,=d;=...=0.
Igy fenti tételiink masodik allitasat, amely szerint a Poisson-eloszlast az jel-
lemzi, hogy szoérasnégyzete a legkisebb (az atlagaval egyenld) az Osszes fel-
tételeket kielégitd { P(k, p)} kozott, (p rogzitett), igazoltuk.

4. § Specidlis Osszetett Poisson-eloszldsok

Tekintsiink egy Osszetett Poisson-eloszlast, amelynek a generatorfiiggvénye

g(2)—exp (p _\i di(zF—1 ) , 4.1
ahol o ) (
=0 (k=1,2,...) és Iil‘kd,,: 1 (4.2)
Legyen _\f di=d és %— == gy
akkor |
2(2) = exp (pd /iil e =1, (4.3)
ahol
=0 (k=1,2,...) és fe,,. = 1. (4.4)

ol
Legyenek &, &, ... &, fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, amelyek mind-
egyike az 1,2, ... értékeket veszi fel e, e,... valosziniiséggel. Jeloljiik @,(k)-
val & -+&--- -+ & =k valosziniiségét, legyen @, (0)=1 ¢és @(k)=0
(k=--1,2,...). Nyilvdnvaléan @, (k) e. és
7\:_‘
([)u(k) = ‘;\_, (1),,1‘1 (j)el.' -
J::(I

"

() =1 és g(2)= Z b (k) (n=1,2,...) (4.6)

k-1
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jeloléssel adodik, hogy
gn(2) = (gl(Z)) (4.7)
(4.7) és (4.1)-bdl kovetkezik, hogy

g(z) — e rdordyl) —p-rd Z _gp_d)_l(l;g"]_(zﬁ_ — o1t ‘lw (pd)n#)_ (48)
=0 . .
(4.6) két oldala egyiitthatoinak Osszehasonlitdsa ttjdn kovctkezik, hogy
pd

Pk, p)— \U»(f% @,(k) (4.9)

Vagyis azt taldljuk, hogy az el6z06 §-okban targyalt Osszetett Poisson-eloszlasok
Hincsin® altalanositott Poisson-eloszldsainak specialis esetei. A (4.9) formula a
P(k, p) valosziniiségek kiszdmitdsara (a (3.3) formula helyett) szintén hasz-
nathato; kiilonosen P(k, p) aszimptotikus kifejezésének levezetésére, p—oc
esetén. Tekintsiink most néhany specidlis Osszetett Poisson-eloszldst.

a). Pilya-Eggenberger® “ragdlyos eloszldsdnak” hatdresefe (a negativ-
binomidlis eloszlds). Ebben az esetben

Pk, p)- (1-Fpd) %(— %) (ﬁpé)h (=" (6>0) (4.10)
k

€s
@)= N X Pk p) =exp {p_ d. (2" — 1)) (4.11)
ahol \
({ :71 - ])(; "
= e | 1+pd) (n=1,2,..)) (4.12)

Figyelemre méltd, hogy d — O esetén ez az eloszlas a kozonséges Poisson-
eloszlashoz tart. ‘

b). I Neyman ,ragdlyos eloszldsa“. A Neyman?* A&ltal bevezetett
»ragalyos“ eloszlas karakterisztikus fiiggvénye

g(Z) - exp (p.[.j‘ n\il

D pulFE n)z4+1—F(E n)"

d;sdr,—A) (4.13)

alaki, ahol A, a &y sik egy tartomanyat, illetve annak teriiletét jelenti; e
tartomanyban 0<" F(§, )< 1, tovabba p >0, p, =0 ¢s D=1

n=x

Egyszer{i szamolassal adodik.

g(2)=exp (p | di (2 —1)) (4.14)

ahol

ne

a2 (1)) Fena—rFeny (4.15)
A
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Miutan nyilvanvaléan d, =0, ezek az eloszlasok szintén benne foglaltatnak az
osszetett Poisson-eloszldsok osztalydban.

¢). Pollaczek-Geiringer® ditaldnositott Poisson-eloszldsai. Ezek az elosz-
lasok azok az Osszetett Poisson-eloszlasok, amelyekre ¢, =0, ha n= N, vagyis
amelyekre a generatorfiiggvény logaritmusa egy polinom.

Véglil megemlitjiik, hogy az Osszetett Poisson-eloszlasok azok a diszkrét,
korlatlanul oszthato eloszlasok, amelyeknek csak az 1,2,... helyeken van
ugrasuk. B. de Finefti” jolismert altalanos képlete (amely A. N. Kolmogorov®,

P. Lévy® és Lévy-Hincsin képleteinek specialis esete).

log fw)=p | (@""—1)db(x) (4.16)
log f(u) ==p N d.(e""—1) (4.17)
w1
-ra redukalddik, ha @(x) egy lépcsOsfiiggvény, az n==1,2,... szakadasi

helyekkel és d, = @(n+-0)— @(n—0) ugrasokkal.

Az a.)—c.) példak mutatjdk, hogy az Osszetett Poisson-eloszlasok kii-
16nboz6 tipusti eloszlasoknak sok valtozatat szolgaljak. Természetesen igen
bonyolult probléma megtalalni azt az elosztast, amely adott statisztikai ada-
tokhoz a legjobban illeszkedik. Ha tudjuk, hogy egy elméletileg adott eloszlas
az Osszetett Poisson-eloszldsok osztdlydba tartozik, d., értékei az eloszlashoél
egymasutan kiszdmithatok a fél-invaridnsokra vonatkozd joélismert formulak
segitségével.

Bevezetve a ,
ai. = k! P(k,p)er (k=0,1,...) és (4.18)
Hi=k! dip (k+=1,2,...)

jeloléseket, kovetkezik, hogy

O akz"' & H/.-Z]'- )
S e (S5 (4.19)
és innen
H1 =,
Hy=a,—a (4.20)
H,=a,—3a,0.—2a;
H, =a,—30:—40,0,+12d}0,—64a}
stb.

Figyelembevéve, hogy p-— d,. értékei meghatarozhatok.

1
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