A LAPLACE-TRANSZFORMACIO ALTALANOSITASA
A VALOSZINUSEGSZAMITASBAN

JANOSSY LAJOS akadémikus
Elbadta az 1951, jinius 11-én tartott osztdlyiilésen

1. § A Laplace-transzformacio elényosen alkalmazhaté egyes valdszinii-
ségszamitasi problémdkndl. A kovetkezOkben meg fogjuk mutatni, hogy az e
transzforméciora vonatkozé jolismert modszerek egy altalanosabb modszer
specialis esetei.

A Laplace-transzformaciot fiiggetlen valdszintiségi eloszldsok szuperpozi-
cibjaként eldallé eredd eloszlas meghatarozdsara hasznaljdk. Tekintsiink & szamu
eloszlast, melyeknek siiriiségfiiggvényei legyenek rendre a,(x), a,(x), ..., ar(x).
Tegyiik fel, hogy a(x)==0, ha x < 0, bér ez a feltevés konnyen elejthet6. Most
meghatarozzuk azt az A.(X) eloszlast, mely megadja a valosziniiségét annak,
hogy a k szamu eloszlas mindegyike egyidejlileg olyan x,, X, ..., x. értékeket
ad, hogy

X=x+x+ - fxn< X |-dX. )
Az A.(X) eloszlads tehat a kovetkezd formuldval van adva:
A(X)dX-—= JJ - J a,(x) ay(xy) - () dx, dxy - - dxi. (2)
X=rtrytobar < X+dX

A fenti integral Laplace-transzformaltjdt konnyen kiszdmithatjuk, azt talaljuk,
hogy

Lw(®) = La,(3) Loy(A). . . Loi(h), 3)
ahol
L) = | e4 Au(x) dx, Lo,(3) = | e a;(x) dx (4)

(i- 1,2,...k). A fenti relacio kiilonosen egyszerii lesz, ha az a,(x),..., ai(x)
eloszlasokat egyenl6vé tessziik egymadssal: a;(x) = a,(x) = --. = ax(x). Ebben
az esetben L, (4)=0L,(4) és Ly ()= L;(%) jeloléssel egyszeriien azt kapjuk,
hogy
Li(A) =[L.A)}. . ()
Az (5)-bdl az elsd és masodik szemi-invariansra a kovetkez& értéket kapjuk :
; )

A=0

02
bﬁmuaﬂ — kB,

A=0-
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ahol

A=—L}(0)- "]'xal(x) ax,

3]

B=Li'(0) = | (x—Aya,(x) dx.
)]
Tehat a k-szoros eloszlds atlagértéke és szorasa pontosan k-szorosa az egyes
eloszlasokénak. A (3) inverz transzformaltja igy irhatd:

Agtim

A g | EILOF a2 6

ly

k elég nagy értékeire (6) asszimptotikus alakja

~ 1 (- kAR2EE
A~ kB ¢ ’
feltéve, hogy |x—kA| nem nagyon nagy. igy tehat A, a Laplace-transzformacio
segitségével mind k& mérsékelten nagy értékeire, mind a k& >~ 1 asszimptotikus
esetben maghatarozhato.

Az (5) és (6) egyenletek altalanosithatéak. Az A, (x) ponfosan k esemény
szuperpozicidja altal el6lallé eredd eloszlds. Gyakran azonban inaga az ese-
mények szdma is valdsziniiségi eloszlast kovet. Tegyiik fel, hogy pontosan k
esemény bebovetkezésének valosziniisége p. (k=0, 1, 2,...). Ekkor az ered®
eloszlds az Ax-k szuperpozicidja lesz, mégpedig

A(x) ; PrAr(X).

Az A(x) transzformaltja, L(4), igy irhato tehat:
L) ==fIL.(A)], (M

ahol
fw  Xpa,
-

f(u) a py-eloszlas generatorfliggvénye; az inverzids képletet alkalmazva:

ApHim

.

AW =g | e L mar ®)
Ay—ix

Fontos kiilonleges eset az, melynél az eloszlasok szdma Poisson eloszlast

kovet, azaz
P
pi=—et ey €s f(u)-—erte-n,

Hyenkor
L(3) erth@®-1
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¢és az atlagértéket ill. szorast kifejezd szemi-invariansok

= —PA,
A0

)
o7 L)

& ' .
T mL,M| - p(B+AY.
SO @)

Maga az inverz transzformacio pedig igy irhato:
Ayt+ix
1 ' . ,
A(x) = 5 .l errirth @ dd, 9)
Ao-tw
Az utobbi eloszlas ismét asszimptotikusan normalis, p —occ-re. Szokdsos mddon
azt kapjuk, hogy
e- (o= pAR2 (B rAY)
V27~ A)p
Az Osszeg szorasa tehat nagyobb, mint egy tag szordsa szorozva a tagok
szamanak Aatlagédval.
2. § Az utébbi meggondoldsok tovabb altalanosithatok. Tekintsiink egy
k tagbdl allo stacionér Markov-féle lancot. a(x,y) legyen a valdsziniiség-
siiriisége annak, hogy valamelyik [épésnél az x--y atmenet torténik. & lépés-
ben torténé X — Y atmenet valosziniisége tehat igy irhato:
A(X, Y) = H e |-a(X, x)a(x, X)) alx..y, Y)dx,dx, - dx; 1. (11)
Abban a specialis esetben, amikor
a(x,y) = a(x—y), (12)
(11) a (2)-re redukalédik. (@,=a,=:---=-a). Ebben az utobbi esethen az
integral Laplace-transzformacié segitségével szamithato ki.
Misrészt azonban, ha a(x, y) nem a specidlis (12) alakt, akkor a (11)
Laplace-transzformdcioja nem vezet célhoz. A kovetkezOkben azonban meg-

mutatjuk, hogy (11) egy éltalanosabb transzformacioval kiszamithato. Tekintsiik
a(x, y)-t a kovetkezd6 masodfaju integrdlegyenlet magjanak :

7.(9)—s | 9(0)-a(x, y) dx =0, (13)

A, (x) ~ (10)

vagy a konjugalt ‘

w0 —s | w(y)ax, y)dy 0 (14)
egyenlet magjanak.

(13) és (14) sajatfiiggvényei felhasznalhatok egy ,altaldnositott Laplace-

transzformacio“ értelmezésére. Valoban, ha azt irjuk, hogy:

J 4.0 A(X, Yy dX = Du(s, V) (15)
vagy

| (V) Au(X, Y)dY = Wi(s, X), (16)

23 Matematikai ¢s Fizifai Osztilydnak Koézleményei. 111, o.
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akkor (11), (13) és (14) segitségével a
D (s, Y)=s"gp,(Y), ill. #(s, X): - s P (X) (7
egyenletre jutunk. A (17) egyenlet emiékeztet (5)-re. Az analogia még szembe-
szokObb lesz, ha a ¢,-k és -k kozott fennallo
[p@u@dx—0 st (18)

orthogonalitasi relaciokat felhasznaljuk, és feltételezziik legalabb is egy pilla-
natra, hogy

.|'([=_s.(x) Yo (x)dx = 1. (19)
Ebben az esetben (17), (18) és (19)-bdl
(])/,-(S) =57,
ahol
()= | | 4 (X)) (V) Ar(X, V) dXdY. (20)
Igy tehat a k tagbol allo lanc transzformalt eloszldsa egyszeril alakban
all el6. (1 s az altalanos esethen megfelel L,(4)-nak a specidlis esetben).
Ha valtozd tagszamu lanccal volna dolgunk, és p, a valodsziniisége annak,

hogy a lanc pontosan k tagbol all, akkor (18) segitségével (17) vagy (20)
helyett azt kapjuk, hogy:

06, V)= g NS5 86 X0 =0 7]1] (@1)

és
b, (s) ::f(il-\ : ) (22)

(Hogy visszajussunk a Laplace-transzformacio specidlis esetéhez, ismét f(é—)—et

fIL,(Z)]-val kell helyettesitentink.)
Hogy az analogidt teljessé tegyiik, meg kell taldlnunk az &ltalanositott
transzformdcio inverzét. Irjuk le (21)-et explicit alakban, (feltételezve, hogy

£(s) --0)
(=4 [#0AX ¥)dX=-0
5]

vagy

Y (X)—- ( ] //q(Y)A(X Y)dY=0. (23)
Osszehasonlitva (23)-at (15)-¢l és (16)-al, azt latjuk, hogy A(X, Y) olyan mag,
melynek sajatfiiggvényei ugyanazok mint az a(x, y) mag sajatfiiggvényei, de

az s sajatértékeket llf( ) sel kell helyettesiteni.
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Marmost a magfiggvények nagy csoportja sajatfiiggvényeinek teljes
sorozata segitségével
N () 9s(Y)
- s
alaka sorba fejthetd. Az Osszegezés Kkiterjesztendd az Osszes s sajatértékekre,
ha pedig a spektrum részben vagy egészen folytonos, akkor megfeleld
integracidval kell helyettesiteni.

Posztuldlva (24)-et, azonnal latjuk, hogy

A Y) = X0 n ], (25)

feltéve, hogy (25) konvergal. (25)-6t (23)-ba helyettesitve természetesen
azonossagokat kapunk, de (25) ugy is megszerkeszthetd, hogy (24)-et (11)-be
helyettesitjiik ¢és fethasznaljuk az orthogonalitisi relaciokat.

Pontosan & tagbol allo lanc kiilonleges esetében

a(x, y)- (24)

A, 3y — X L OI0).

(26)
Hogy a (26)-nak inverz transzformacio-alakot adhassunk, helyettesitsiik be
(17)-et (26)-ba és igy azt talaljuk, hogy

AX,Y) - XqY)i(s, X). (262)
X-et allando paraméternek tekinthetjitk és (26a) megmutatja, hogyan lehet az
A(X, Y) fiiggvényt @i.(s, X) transzformaltjabol kiszamitani. A (6), (8) és (9)-
nek megfelelo altalanositott inverz transzformacidk tehat igy irhatok:

- 1
AX, V)= 2 gu(Y) U0
€s
N\ 1
A Y)Y V) Fl | we(X)
és ha a lanc tagjainak szama Poisson-eloszlast mutat, akkor azt kapjuk, hogy

AX, V)= 2 g (Y)erts Dy (X),
Az analogia a fenti egyenletek és (6), (8), (9) kozott ugy értendd, hogy

Agtio

:** , s(Y) <> e,

Ag- i

75 @)

és Y (X) sulyfiiggvény, amely azért 1ép fel, mert a 4 szerinti integracio helyett
most s-re kell dsszegezni.

A (26) egyenlet felhasznathato arra, hogy k— oo esetében aszimptotikus
eloszlast kapjunk. Ezt a kovetkezOkben mutatjuk meg. A (14) egyenletnek
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mindig van egy trividlis megoldédsa, nevezetesen s=1, y,(y) =1, valoban

|a(x, WAy 1 (27)
" egyszeriien az a(x, y) siiriiségfiiggvény szokasos normalasa.. Tovabba s — 1 az
abszolit értékben legkisebb sajatérték. Ez a kovetkez6képen bizonyithato* (azzal
a feltétellel, hogy a sajatfiiggvények korlatosak): tegyiik fel, hogy w.(x)! = M-
ben — az x = x, esetben all egyenloség —; (14)-bdl
(s (= [s| M = [s]|4ps(x)].

x =X, helyettesitéssel kapjuk, hogy |s|=1. Igy tehat (14)-nek nincs s-— 1-nél
abszolut értékben kisebb sajatértéke. Ha létezik legkisebb sajatérték, akkor az
szitkségképen az s==1. (24) szerint ez egytttal a (13) legkisebb sajatértéke
is. A (25) egyenlet tehat igy irhatd (vegyiik figyelembe, hogy minden gene-
ratorfiiggvénynél f(1)==:1):

AKY) X w0nm| ]

¢s abban a kiilonleges esetben, ha f(s) ==s",

~ (X)) (Y
An(X, Y):([l(y)f';l%'
Ha az s—1 izolalt sajatérték, akkor k& minden hatdron tul vald novekedése

esetén az Osszeg eltlinik és igy
A(X,Y)— ¢ (Y), ha k—oo. (28)

Tehat az aszimptotikus eloszldas a (13) legkisebb sajatértékének megfelels
sajatfiggvény. Ha azonban az s=-1 nem izolalt, hanem sajatértékek folytonos
sdvjanak hatara, akkor az aszimptotikus eloszlast nem sziikségképpen a ¢, (s)
sajatfliggvény adja meg.

3. §. Marmost részletesen megmutatjuk, hogy hogyan all elé6 a Laplace-
transzformdcio mint specidlis eset.

A Laplace-transzformacio akkor hasznos, ha a mag (12) alakd, azaz ha
a mag csak a valtozok kiilonbségétél fiigg. Ebben a kiilonleges esetben (13)
igy irhato:

1) =5 [ atc—y)ax, (20)
wx)=s | vn(atx—y)dy. (30)

A fenti egyenletek formadlisan kielégiilnek a
s (y)=e*, Yy(x)—e*, %=Je’:’a(z) dz. (31)

* Ezért a bizonyitasért Rényi Alfrédnak kell kdszonetet mondanom ; hasonld bizonyi~
tasokat szoktak hasznalni diszkrét Markov-lancok csetében.
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kifejezések helyettesitésével. Ha korlatos sajatfiiggvényekre szoritkozunk, akkor
/-t tiszta imagindrius mennyiségnek kell vdlasztanunk. Negativ z értékekre
azonosan eltiind a(z) fiiggvényekre szoritkozva azt kapjuk tehat, hogy

)=, ()=, = 2
Ha (30)-at a kiilonboz6 kifejezésekbe behelyettesitjiik, vilagosan latjuk azokat
az Osszefliggéseket, melyekre mint irdnyjelzd analogidkra mar ramutattunk.
Részletesen :

(1). Li(0)- 1, és mivel a(2) =0, ez L,(i4) maximalis értéke, és é—-é is,

igy ¢.(x)==1 és s==1 a legkisebb sajatérték.

(2). Behelyettesitve (32)-t (26a)-ba — normaldstol eltekintve — meg-
kapjuk az inverz Laplace-transzformaciot.

(3). A (24), (25), (26) egyenletek azonosak az a(x)-re, A(x)-re és A, (1)-ra
sz0l6 inverz transzformdciokkal.

A Laplace-transzformacio esetében a k —»oo-re 52610 aszimptotikus elosz-
last nem ¢,(y) adja, mivel s--:1 nem izolalt érték.

A Laplace-transzformacio esetében kiilonbozd a,(x), a,(x).--ai(x) valo-
szinfiség-siiriiségeket kapcsolhatunk lanccd. Ezt azért lehet megtenni, mert a
megfelelt sajatfliggvények nem fiiggnek ezeknek a fiiggvényeknek az alakjatol,
maga az a(z) fiiggvény alakja csak a sajatértékeket hatirozza meg. Az altalanos
Markov-lanc kiilonbozo a,(x, ), a,(x, ) s. i. t. atmeneti valdsziniiségekkel ismét
csak akkor targyalhatd egyszertien, ha ezek a fiiggvények olyan magok, melyek-
hez pontosan ugyanazok a sajaffiiggvények tartoznak. Ez lehetséges, pl. az
a(x, yy-nak és az A, (x, y)-nak azonos a sajatfiiggvénysorozata. Az a megszoritis
azonban, hogy az a.(x,y), k=1, 2,3,... fuggvényeknek kozos sajatfiiggvény-
rendszeritk kell hogy legyen, altalaban igen erés.

4. § A Mellin-transzformaciot kapjuk, ha azt koveteljiik, hogy

a(x,y)—=a ( %’

legyen. A Mellin-transzformacio esete azonban nem kiilonbozik lényegesen a

Laplace-transzformacio esetétdl és specidlis diszkusszié nem sziikséges.
Egyszer(i példa az, ahol a(x, y) polinom. Tegyiik fel pl., hogy

) \" Ayux”y", ha 0=x,y=1,

a(x, y):?,,,,“.:u WX =HrVe=

0 egyébként.

A normalési feltétel azt adja, hogy Tcal{j(f — :(1)’ 22 ;jg A sajatfiiggvény-
parok :

it

¢u(y) = L]' Gory, (X)) = ll Wi X7
¥ .
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Az s.-k a (32)-nek (13) ill. (14)-be valo behelyettesxtesevel nyert szekularis
egyenlet gyokei.

Egy konkrét példa a kOVCthZO‘
a(x,y)==1-}x—2xy.
A sajatfiiggvények és sajatértékek az alabblak.

s () e s{nO)w) dy
1 5—3y 1 | 7
—6 2y—1 7x—3 7

A fenti példa mutatja az 0sszes, eddig targyalt tulajdonsagokat :
(1) Az abszolut értékben legkisebb sajatérték a w;(x)-nek megfelelé s- 1.
(2) a(x, y) sajatfiiggvényekbdl alkotott sorba fejthetd :

5—3y (2y—1)(Tx—3)

P ix—2xy=—= 7 7

Az aszimptotikus eloszias

5—3y
7
Tobb tagbol allo polinomok hasonloképen targyalhatok.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Kézponti Fizikai Kutato Intézet *
Kozmikus Sugdrzdsi Osztdlya.
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