KET BIZONYITAS JANOSSY LAJOS EGY TETELERE
RENYI ALFRED lev. tag és TURAN PAL

Janossy Lajos ezen szdmban kozolt dolgozataban bebizonyitja a kovetkezd

tételt: Ha
G(2) =P iz +Po2 oo A pazi o ()

ahol py>0,pez0 (k==1,2,...) és > pr=-G(1) =1 akkor a
k-0

G(r)=z 2
egyenletnek az egységkor belsejében csak egyetlen gyoke lehet és az valos és pozitiv.
Ez a tétel igen egyszeriien adodik ki Jdnossy egyéb eredményeibdl,
azonban a tétel érdekességére vald tekintettel felvetédik a kérdés: hogyan lehet
ezt a tételt kozvetleniil egyszerfien bizonyitani ? Aldbb két egyszerit bizonyitdst
is adunk: az elsd pusztan eclemi algebrai eszkdzOkkel dolgozik és amellett
lehetové teszi az egységkoron fekvd gyokok kérdésének tisztdzdsat is, a masodik
Rouché tételere vald hivatkozédssal szinte egycsapasra adja a tétel allitasat.
Nézziik az elsé bizonyitast: Legyen 2z, a (2) egyenlet egyetlen nem-
negativ és 1-t61 kiilonbozd gyoke: ennek exisztenciajat Jdnossy Lajos dolgo-
zataban teljesen elemi meggondoldsokkal kimutatta, ezek megismétlése felesleges
volna. Vizsgaljuk el0szor a p,=-0 esetet, amikor is z,=.0; ebben az esetben
a (2) egyenlet mindkét oldalat z-vel osztva a
Pl Pz P =1 3)
egyenletre jutunk, amelynek az egységkor belsejében nem lehet gyoke (eltekintve
attol a trividlis esett6l, amikor p, =1, azaz amikor G(2)==2) az egységkor
keriiletén (3)-nak csak olyan gyoke lehet, amely n-ik egységgyok és viszont
abban az esetben, amikor p,=-0 ha m:; 1 modn valoban az 0Osszes n-ik
egységgyokok gyokei a (3) és igy a (2) egyenletnek. Most vizsgaljuk a p,>0
esetet, amikor is 2,:>0; irjuk fel-tehat, hogy

G(Z()) =2y (4)
A (4) azonossagot a (2) egyenletbol kivonva és (2— 2z)-al osztva azt kapjuk, hogy
P2 2) - p(@ 2z Z) = L (5)

Azonban ha j2{="1 és z==1 akkor (5) baloldaldnak abszolut értéke kisebb,
mint ha mindentitt z helyett 1-et irunk és igy kapjuk, hogy ha volna az (5)
azaz a (2) egyenletnek gyoke az egységkorben vagy annak keriiletén 2= 1-en
kiviil, tigy fennallana, hogy

I<p ‘[,U_r(l 'I"Zn) x P,(1 4 Zl}_{—zﬁ) nAREE (6)
A jobboldalon all6 geometriai sorokat sszegezve kapnank, hogy
1 2 ] —2u
< (P =) Pl —2) ) = | e M)

1 —2y 1—2,
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vagyis ellentmondasra jutottunk és igy a (2) egyenletnek nem lehet gyoke sem
az egységkdrben z,-on Kkivill, sem az egységktr keriletén a z==1-en kiviil,
ha p,>0. igy tehat bebizonyitottuk fdnossy tételét, tovabba annak kovetkezd
kiegészitését: ha p,==0 akkor a (2) egyenletnek csak abban az esetben lehet-
nek gyikei az egységkor keriiletén z-—==1-en kiviil, ha létezik olyan m egész szdm,
hogy pw==0 ha m ==1mod n* mely esetben az dsszes n-ik egységgyikok
gyokei a (2) egyenletnek ; ha p,>0 akkor az egysegkir keriiletén nem fekhet
a (2) egyenletnek gyoke z = l-en kiviil.

Attériink a masodik bizonyitisra. Rouché idlismert tétele szerint, ha az
f(2) és g(z) analitikus fiiggvények reguldrisak a C gorbe altal hatarolt D
egyszeresen Osszefliggd tartomdnyban, beleértve annak keriiletét, azaz magat a
C gorbét is, és a C gorbén f(2)] > |g(2)| akkor az f(2) és f(2)-+g(2) fiigg-
vényeknek pontosan ugyanannyi gyoke van a D tartomanyban, ha a gyokoket
multiplicitisaikkal szamoljuk. Alkalmazzuk Rouché tételét az f(2)=~(1-+-¢&)z és
g(2) = — G(2) fiiggvényekre, ahol & >0 tetszOleges. Nyilvdn a feltétel teljesiil,
ha a C gorbének az egységkort valasztjuk és igy kovetkezik, hogy az
(1+8)z—G(2) =0 egyenletnek ugyanannyi gyoke van az egységkorben, mint
az (1-}¢)z=0 egyenletnek, azaz pontosan egy gyoke van. Ha most elvégezziik
az ¢ — 0 hataratmenetet, tekintettel arra, hogy az egyiitthatdk folytonos valtoz-
tatasaval az egyenlet gyokei is folytonosan kell, hogy véltozzanak, kovetkezik,
hogy a z— G(2) =0 egyenletnek legfeljebb egy gyoke lehet az egységkorben.
Azt, hogy ez a gyok valds kell, hogy legyen, tigy lathatjuk be, hogy mivel az
egyenlet egyiitthatoi valosak, ha az egyenletnek volna komplex gyoke, gy
annak konjugaltja is gydk volna, azaz nem egy, hanem két gyok volna, mig
azt, hogy a gybk nem lehet negativ, a kovetkezOképpen lathatjuk be: ha
z=—1(0 < t<1) akkor

G(@@)—z==G(—t)+t (Zp;,) == l“p,{(fd}, (— 1)) > 0.
ke 0 K h=1)

A bizonyitasbol azon éltaldnosabb tény is kovetkezik, hogy a (2) egyen-
letnek az egységkor belsejében pontosan egy gyoke van abban az esetben is»
ha az egyiitthatok nemnegativitisa helyett csupdn azt tessziik fel, hogy

Z{pklg 1, ez esetben természetesen az egyetlen gyok nem szitkségképpen
k=0

valos.
A tétel tobb iranyban altalanosithatd, de erre most nem tériink ki.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
Budapesti Eétvds Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.

* Nyilvdn mindig van egy legnagyobb olyan n==n, szam, amelyre ez teljesiil, kivéve
a G(2)=~z esetet, amikor a feltétel n minden egész értékére teljestil.
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