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Bemutatta RENYI ALFRED az 1951 oktéber 1-én tartott osztalyiilésen

I. BEKOVETKEZES! JELENSEGEK
1. § A probléma kitiizése

Tekintsiink egy Poisson-féle sztochasztikus folyamatot. Legyen az esemé-
nyek el6fordulasdnak stirisége: p. Ekkor annak a valdsziniisége, hogy u és
u+du idopontok kozott egy (vagy legaldbb egy) esemény bekivetkezzék
pdu--o(Ju), hogy ugyanezen idékozben tobb mint egy esemény kovetkezzék
be: o(Ju)*, és igy a bekovetkezések szamanak varhato értéke: pdu '. A kovet-
kezékben a rovidség kedvéért azt fogjuk mondani, hogy annak a valdszintisége,
hogy u és u- du id6pontok kozott egy esemény bekovetkezzék: pdu.

Tekintsiik a Poisson folyamatot 0« u < oo id6kozben és definidljunk a
kovetkezOképpen egy ujabb folyamatot: A O0<u <oo id6kézben eldforduld
események bekovetkezésiik idOpontjdban legyenek egy tdrténésnek elinditoi
(kezddpontjai), mely torténés id6tartama, & legyen valdsziniiségi valtozd, abban
az esetben, ha az esemény olyankor kovetkezik be, midén torténés nincs.
Barmely egy torténés alatt bekovetkezd esemény nem indit el uj torténést.

Mig az események folyamata Markov-féle (Poisson-folyamat), addig a
torténések folyamata nem Markov-féle, mivel a folyamat jovobeli viselkedése
nemcsak a jelen allapottol fiigg, hanem attdl is, hogy hogyan jutott a jelen
allapotba. '

Téargyalasunk konkretizdlasara gondoljunk Geiger—Miiller szdmialoval
szamlalt korpuszkuldkra. A szdmladland6 korpuszkuldk a gaztérben ionokat
hoznak 1étre és ezek az ionok egy l0késszerii kisiilést okoznak. Az egyszer
megindult lokés lefolyasat tovabbi érkezd korpuszkuldk nem befolyasoljak.
Ennélfogva a 1okés id6tartama alatt esetleg érkez0 ujabb részecskékre a sza-
molocsd  érzéketlen. Terminologidnk szerint azt mondjuk, hogy az adott id6-
pontban egy esemény eldfordul, ha abban az idépillanatban érkezik egy
korpuszkula. Az érkezé korpuszkuldk sok esetben, pl. radidaktiv atomok
bomlasanal, Poisson-folyamatot mutatnak. Tdrfénésnek nevezzilk a [okések
idétartamat.

_ o . o(dn) , .. .

* 0(4du) olyan figgvényt jelol, melyre lim ——>-=:0, mig O(4u) clyan fiiggvényt

O(4du) a0 du
Au

melyre korlatos.
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A véletlen események Poisson-folyamatanak és a torténeseknek fogalmat
lasd Rényi Alfréd * munkdjaban. A kiilonbség az idézett és jelen targyalas
kozott abban van, hogy az idézettnél egy torténés iddtartama alatt kezdddhet-
nek tjabb torténések, mig esetiinkben nem.

A kovetkezd problémaval fogunk foglalkozni: Feltételezziik, hogy csupan
a =0 idépont utan bekovetkezd események inditanak el torténéseket, azaz a
torténések folyamatat v -—= 0 idopontban kezd6dének tekintjiik és feltételezziik,
hogy minden egyes torténés id6tartama & ugyanazon H(x) valdsziniiségi elosz-
lasfiiggvénnyel bir. (H(x) annak a val6sziniiségét jelenti, hogy egy torténés
id6tartama &< x legyen). Jelentse W(¢, n) annak a valosziniiségét, hogy a (0, )
idokozben torténd torténések szdma = n legyen, jelentse m(¢) a (0, t) inter-
vallumban kezd6dd torténések szamanak varhatdo értékét, mely ha véges, a
kovetkezOképpen fejezhetd ki:

m(r):l;[]—wa, n)] (1)
és ©(f) a torténések (0, f) idokozbe esd idotartamanak varhato értékét. Ezen
mennyiségeket fogjuk a kovetkez8kben meghatarozni.

Az m(t) és ¢(t) varhatd értékek meghatarozasa céljabsl két fiiggvényt
vezetiink be: Legyen annak a val0sziniisége, hogy « id6pontban legyen egy
torténés: F(u). Ekkor annak a valosziniisége, hogy u« és u--du id6pontok
kozott kezdddjék egy torténés:

N—F@)]pdu-+o(du)].
Ugyanis annak a valosziniisége, hogy (u, u-+ du) id6kozben kezdddjékiegy
torténés egyenld a kovetkezd két fiiggetlen esemény valodsziniiségének szorza-
taval: u idépontban ne legyen torténés, aminek a valosziniisége 1—F(u)
és (u, u+-Jdu) idékozben kezdodjék egy esemény, aminek a valdsziniisége
pu-i-o(du).

A kovetkezOkben annak a valosziniiségét, hogy u és u-|- Ju idO6pontok
kozott kezd6djék egy torténés, igy jeloljik:

fwydu-+-o(du).

fw)y=[1—F(u)]p. @
Annak a valosziniisége, hogy (u,u--Jdu) id6kozben tobb mint egy torténés
kezd6ddjék, mint konnyen belathato: o(< u).
Ezt a kovetkezOkben roviden ngy fejezziik ki, hogy annak a valészini-
sége, hogy u és u-'-du idOpontok kozott kezdddjék egy torténés: f(u)du.

It

2. § f(u) és F(u) meghatdrozdsa
Tegyiik fel, hogy & varhato értéke
= | [1—H(x)) dx ©)

. - . . 0
létezik és véges.
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Mindeneckel6tt felirhatjuk, hogy

F(u)= | fu—x)[1—H(x)] dx. (4)
[}
Ez egyszeriien a kovetkezOképpen indokolhatéo: wu id6pontban akkor van
torténés, ha u—x—dx és u—x idOpontok kozott kezdddik egy torténés,
aminek a valosziniisége : f(u—x)dx és ennek a torténésnek az idGtartama x-
nél nagyobb, aminek a valosziniisége : 1 —FH (x). Ennek a két fiiggetlen esemény
bekovetkezésének a valdszinlisége a kettd szorzata és ezt integralva minden
lehetséges x értékre kapjuk F(u)-t.
(4)-et (2)-be helyettesitve :

fu)=p—p | fa—2x)[1—H(x)] dx 5)
0
masodfajii Volterra-féle integralegyenletre jutunk, mely meghatdrozza f(u)-t.

f(u) ismeretében (2) segitségével megkaphaté F(u).
1. Tétel : Ha

| [1—H(x)] dx

(
integrdl értéke véges « szdim, gy az (5) infegrdlegyenletnek léfezik egy ¢s
csakis egy nemnegativ, korldtos és folytonos f(u) megolddsa.

A masodfaju Volterra-féle integralegyenletek exisztencia-tétele szerint
minden véges (0, u) intervallumban korlatos, mérheté 1 —H(x) fiiggvény mellett
létezik egy és csakis egy korlatos, mérhetd f(v) megoldas ®. Esetiinkben H(x)
eloszlasfiiggvény nem csokkend és 07 H(x)<"1 tehat kielégiti a kovetelmé-
nyeket és igy létezik egy korlatos, mérhet6 f(u) megoldas Konnyen bizonyit-
hato, de (2)-bol is nyilvanvalo, hogy

0<f(w)<p.

Hatra van f(u) folytonossaganak bizonyitdsa. Integralegyenletiink a kovetkezd
alakban is irhato:

fay=p—p | fE)[1—H(u—x)} dx. ©6)

Innen

u

Su - duy—f(u) == p.|‘f(x) [H@u~ Ju—x)—H@u—x)|dx—

—p | f@)[1—H(u+ du—x)] dx (7)

k12

H(x) nem csokkend fiiggvény lévén: H(u-+ Ju—x)—H(u—x)=0, tovabba
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1—H@u+du—x)=0 és 0< f(u)<p, kovetkezbleg

w+Au A

St duy—f) = p2| [ HO) dx— | Hx)dx|4-pdu < 2p2da

it

azaz f(u) folytonos.
f(u) explicit meghatarozdsa sokszor konnyen keresztiilvihetd Laplace-
transzformacioé segitségével. Legyen

W(s) = ‘Ied H(x) ®)
mely i (s) = 0-ra konvergens ¢és "
5(s) - .fe 1 HEldx = ) ©)

mely N(s) = 0-ra ugyancsak konvergens.
A fenti f(u) fiiggvénnyel

¢ (8) == J.e*S“ f(w)ydu (10
konvergens N(s) > O-ra és fenndll !

p p
YO =TT P8O~ 5T r—pp6) (1
mely megengedi f(u) egyértelinii meghatdrozdsdt annak folytonossdgi pontjai-
ban, azaz minden u-ra.
f(z) minden u-ra korlatos és folytonos, tehat létezik ¢.(s), R(s) > O-ra és
az (5) egyenletbdl azonnal kapjuk, hogy

§(8)+4 py(s)#(s) — ’;

ahonnan (11) nyerhet6. A Laplace-transzformaciok elméletébdl ismeretes, hogy
«(s)-bdl f(u) egyértelmilen meghatdrozhaté annak minden folytonossagi helyén.
f(u) és F(u) segitségével a vdarhato értékek egyszeriien meghatarozhatok.

3. § A vdrhato értékek meghatdrozdsa

A (0, t) iddinfervallumban kezdddd torténések vdrhato szdma:

m(t)= | f(u) du (12)

és a (0,t) iddintervallumban kezdodo torténések (0, t) idokozbe esé vdrhato

iddtartama :
t

w(t) = | F(u) du, (13)
0
Bizonyitds : Annak a valosziniisége, hogy (u, u+ du) iddintervallumban
egy torténés kezdoddjék : f(u)du-+-o(du). Annak a valdszinfisége, hogy egynél



BEROVETKEZESI ES KOINCIDENCIA JELENSEGEK TARGYALASA 375

tobb torténés kezdddjék o(u). Konnyen beldthato, hogy a torténések varhato
szamanak kifejezését csupan egynél tobb torténésre tsszegezve a kapott érték:
o(du), ugyanis mint a Poisson-folyamatbol ismert az események varhato
szamanak kifejezését csupan egynél tobb eseményre Osszegezve a kapott érték :
o(Ju) és méginkdbb all ez a torténésekre. Kovetkezdleg az (u, u+ du) inter-
vallumban kezdddo torténések varhaté szama: f(u)Ju-+o(Jdu). Benniinket a
(0, t) intervallumban kezd6d6 torténések varhatdo szama érdekel. Osszuk be a
(0, ) intervallumot u,=0, u,, u,,...,u,=1t osztépontokkal n szamu du-=tn
nagysagu szakaszra. Az i-edik szakaszon kezd6d6 események szdmanak varhatod
értéke: f(u))du—+o(du) és a varhatd érték definicioja szerint:

m(t)= i [fu)du--o(du)).

Mivel f(u) a (0, t) intervallumban korlatos és folytonos, tigy n —oc esetén a,
fenti -Riemann-féle kozelité Osszeg

| f)du

integralhoz konvergal, azaz fennall (12).

A torténések idotartamanak (u,u---Ju) kozbe esd varhatd értékét a
kovetkezOképpen hatarozzuk meg: Harom fajta torténést kiilonboztetiink meg :
1) u idépontban foly6é olyan torténést, mely nem fejezédik be (u, u- 4du)
kozben, ennek a valosziniisége F(u)-|- O(du) és idotartama du. 2) u id6pontban
folyo olyan torténést, mely befejez6dik (u, v+ du) kozben, ennek a valdszinii-
sége O(du) és idbtartama kisebb Ju-nal. 3) (u, u |- du) kozben kezdddo torteé-
néseket, melyek varhaté szama f(u)du+ o(du) és idotartamuk kisebb Ju-nal.

Ugyanis annak a valosziniisége, hogy egy u iddpontban folyo torténés
(u, u-+du) kozben ne fejez6djék be, egyenld annak valdsziniiségével, hogy
u--u idépontban legyen torténés és ennek a torténésnek kezddpontja (O, )
id6kozbe essék, azaz ne essék (u, u-Ju) kozbe. Mivel egy (u--du) ido-
pontban folyamatban Iév0 torténés két egymast kizdrd6 modon johet létre: a
torténés kezdOpontja vagy (o, u) kozbe, vagy (u,u--du) kozbe esik, mely
utdbbinak a valdsziniisége konnyen belathatoan O(Ju), tehdt a keresett valo-
szinliség F(u-+-du)—O(du). Itt F(u) folytonossaga miatt F(u-Fdu)=-
= F(u)-+O(du). Tehat a kérdéses valosziniiség F(u)-tol O(Ju)-val tér el
Tovdbba az, hogy u iddpontban legyen torténés (aminek valosziniisége F(u))
ez két egymast kizdr6 modon lehetséges, vagy nem fejezddik be (u, u 4 du)-
kozben, aminek a valosziniisége mint lattuk : F(u)— O(du) vagy befejezdikl
aminek a valosziniisége az el6bbiekbdl kovetkezbleg O(Lu).

Igy az (u, u - du) kozben folyd torténések e kbzbe es6 varhato idotartama :

F(u)ydu-+o(du).
Osszuk be a (0,f) intervallumot az el6bbi osztopontokkal n részre, ugy a
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varhatd érték definicioja szerint felirhatjuk, hogy
w(t) = N [Fu)du+o(Ju)].
=1

Mivel F(u) a (0,t) intervallumban korlatos (0= F(u)<1) és folytonos, gy

n—oc-re a jobboldal
{

| F(u)du
0

integralhoz konvergal, azaz fennall (13).

1. Megjegyzés. A varhatd értékek (12) és (13) kifejezése segitségével (2)
egyenletbdl kozvetleniil adodik, hogy m(t) és 7(f) kozott fennall a kovetkezd
Osszefliggés :

mt)-+pr(ty=pt (14)

2. Megjegyzés: Ha f(u) Laplace-transzformaltja ¢(s) ismeretes, tigy mint

t

az a Laplace-transzformaciok elméletébdl ismert, m(t)=— (f(u)du Laplace-

transzformaltja « (s) s, melybdl sokszor konnyen meghatéroz‘ﬁat() m(t).
Emiékezetbe idézve azt, hogy ha f(u) Laplace-transzformaltja

Al Ass Ay
R R A PO 15
¢(5)= (S—S; Ts—s)y (s—s,)"" ) (15)
ugy
n my, -1
s (A], 1-As, (lI 'Uu) I“Am " (Lﬂ_')es“,(u—u") ha u=u,
flu) = 1 (m,—1) 16)
IO egyébként
konnyen adodnak az aldbbi példak eredményei.
1. Példa. Legyen &-=« (konstans). Ekkor yw(s)=e>« és
g \j+1
] :__p—¥ \‘( p_)l -scef
(//(S) 1)+S_l)e~sa ﬁ i € ! (17)
ahonnan ]
flu)- e P “,)p‘(uj—'ﬂj )’ (18)
és
], H P (t—aj)
lll(f): — 14 14+ Z._____e bt aj), (]9)
« =0 k—0
2. Példa. Legyen & eloszlasfuggvenye H(x) =1—e "« Ekkor y(s)=
1 .
~ Tfas &
1+as )
o(s) —LA=es) op’ (20)

(-Fep)stest (1 ep)s (1 Lap)(1-ep-i-as)
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ahonnan
4 Hap
. P, e a "
Jlu) = 1-bep 1-}-ep € @n
és
) ( Tiap
Y ,Lf“ip_ P
m(t)y= 1 hap t-1 (14(617)2(1 e ) (22)

4.§ f(u) aszimptotikus viselkedése

2. Tétel: Ha a tirténések iddtarfamdnak dilaga

g

« |[1—H@)]dx (23)
véges, iigy fenndll )
i Y
1’1}11lf(u) BRETTE (24)

Bizonyitds : Mindenekel6tt észrevessziik, hogy fennall a kovetkezd nyil-
vanvalo egyenlotlenség :

[mt)y—1]e=1(t) = m(t)-c. (25)

Ebbdl (14) tekintetbevételével :

ph o m® o ep 1

T Cap = ¢t = 1d4ap "1 lap ¢ (26)
adodik, azaz fennall:

t
om() .1 ’ . pr
fl})l{l r —'an:o i fw)ydu == [Gap (27)

0
Ha (24) fennall, Ggy ez magaval hozza (27) fennélldsit, de forditva nem
kovetkezik (27)-bol (24), csak akkor, ha bebizonyitottuk, hogy lim f(u) hatar-

érték létezik. Tehdt csak két lehetoség van, vagy létezik lim f(u) hatarérték és

ekkor ezt (24) szolgéltatja, vagy f(u)-nak nincs hatdrértéke, midén 1 —» oo.
A bizonyitast Paley-Wiener konyvében* (p. 59, 17. tétel) kimondott
kovetkezd tétel segitségével végezziik el:
Legyen f(u) minden véges (O, u) intervallumon korlatos és mérhetd fiigg-
vény. K(x) tartozzék L(0, oo)-hez, azaz legyen

o 23

| | K(x)]dx < oo. (28)
Legyen ezen fiiggvényekkel '
flu)-+ f]((u —x)f(x)dx— C midén u—»o0 (29)
ekkor ha ' .
[ Kxyesrax=—1, %(s) =0, (30)

{

25 Matematikai és Fizikai Osztalyanak Kozleményei. Il o.
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ugy fennall
f(u)— T U (31)

Es viszont ha K(x)L (0, )-hez tartozik, (30) s- O-ra teljesiil, és (29)-bol
(31) minden feltételiinket kielégitd f(u) esetén kovetkezik, akkor fennall (30).
Legyen most f(u) a (6) integrdlegyenlet megolddsa. f(u)-rol kimutattuk,
hogy korlatos és folytonos. Legyen
K(x)=p[l —H(x)] (32)
ugy ez, tekintettel (23)-ra, kielégiti a K(x)-re vonatkozd feltevést. Ezen fiigg-
vényekkel a (6) integralegyenlet szerint fennall

fay+p [ ) 1 —H@u—x)]dx = p (33)

azaz C= p.
Mivel

s

| K(x) dx p.':[l — H(x)]dx — pe (34)

1}

és C==p, kovetkezoleg fennall (24) hatarérték, ha
|K(x)e *'a’x~~p | [M—HXe*dx p———"—" w(g) —1,9i(s) = 0-ra. (35)

Ez pedig érvényes, mivel s = 0-ra a baloldal e«p==—1 és s=}-0esetén ha volna
olyan s, melyre J(s) = O és nem elégitené ki (35) Osszefiiggést, igy erre fennallna

i) 1

s

P ‘ |

Itt azonban Ji(s) = O-ra |w(s)| =1 és s=0,M(s) > 0-ra |1 %] > 1. Kovet-
kezdleg nincs olyan s, Ji(s) = O érték, mely ne elégitené ki (35) osszefiiggést.
Tehat ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

1. Megjegyzés. A 2. tételt abban az esetben, ha ep <1 Rényi Alfréd
elemi modszerekkel bebizonyitotta. Bizonyitdsa valdsziniileg «p =1 esetére
is kiterjeszthets, ami lehetévé tenné Paley-Wiener mélyebb tételének elkerii-
1ését.

2. Megjegyzés. Mint ismeretes, ha f(u) hatarérték létezik u — oo esetén,
ugy f(u) Laplace transzformaltjat ¢(s)-sel jelolve fenndll

lim f(u) - lim s¢(s). (36)

H> %G

(Lasd pl. Doetsch konyvében® p. 458, 3. tétel). Esetiinkben, middn f(v) a
(6) integralegyenlet megolddsa, ¢(s)-et (11) szolgaltatja és erre fennall :

p _p
L£p#©0O) 14pe’

lim s¢g(s) = (37)
s> 0
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A tétel forditottja altalaban nem igaz. Az idézett konyv® (p. 488, 1. tétel)
azonban kimond egy tételt, melynek segitségével abban az esetben, ha ¢(s)
eleget tesz bizonyos kovetelményeknek, megadhatd f(u) aszimptotikus kifej-
tése @(s) segitségével. A targyaldsunkban szerepld f(u) esetén ez az aszimpto-
tikas sor f(u) hatarértékére redukalddik.

3. Megjegyzés. Ha (26)-ban m(f) helyére beirjuk (12) kifejezést, agy azt
kapjuk, hogy

f .-
' _ P Niu= P
Oéu_l [f(u Lap du = ap (38)

amely (27)-nél erdsebb becslést jelent.

5. § W(¢, n) meghatdrozdsa
W(t, n) t-nek folytonos fiiggvénye. Mivel 0= W(t, n)=1 kivetkezoleg

,(8) = J'e""" W(t, n)dt (39)
] .

Laplace transzformdltja konvergens N (s) > 0-ra és ha

y(s) = e dH(x) (40)

mely N(s)=0-ra konvergens, 1igy fenndll :

R ANCI0)

(P9
mely megengedi W(t, n) meghatdirozdsdt annak minden folytonossdgi hefyén,
tehdt t minden értékere.

Bizonyitds : Mindenekel6tt kimutatjuk, hogy W(¢, n) folytonos. Az az
esemény, hogy a (0, t+ -If) id6kozben kezd6do torténések szama < n, (ami-
nek valoszinliségét W (f - J¢, n)-el jelvljiik) a kovetkezd, egymast kizaré médo-
kon allithato el : (0, t) idoékozben kezdodik n torténés és (¢, f+ dt) kozben nem
kezdodik torténés, aminek a valdsziniisége kisebb 1-nél és nagyobb vagy egyenld
azzal, hogy nem kezdédik esemény, aminek a valosziniisége [1—pdt—o(dt)]
vagy (0, t) idokozben kezdtdik n— 1 térténés és (¢, t - Jt) kozben egy torténés,
aminek a valosziniisége kisebb egyenlé annak a valdsziniiségénél, hogy
(t,t+-<t) id6kozben egy esemény bekovetkezzék és ennek a valdsziniisége :
pAt-i-o(dt) és nagyobb egyenld nullanal (pontosabban o(dt)) vagy (O, t)
kozben kevesebb mint n—1 torténés kezdodjék és (¢, ¢t dt) kozben tobb
mint egy, aminek a valdsziniisége o(dt), azaz

W(t--dt, ny< W(t, n)- W(t,n—1)(pdt :-o(dt)) o(Jdt)

@, (8) = —l—

(41)
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és
W(t+dt, m)y= W, n)[t—pdt—o(dt)] - W(E n—1)o(dt)+-o(d1)
ahonnan
—pdt-Lo(dty< W(t-| Jt, n)— W(t, n) pJdt-i-o(di)
amibdl kovetkezik W(f, n) folytonos volta.

Jeloljitk az u =0 idépontban kezdddé folyamatban az egymasutan kovet-
kezd torténések kezddpontjait rendre w,, u,,..., u,-nel. Ekkor annak a val6-
sziniisége, hogy (0, ) intervallumban legfeljebb n szamu torténés kezdodjék,
egyenld azzal, hogy az n+-1-ik torténés f-t kovetd idépontban kezdddjék, azaz

W(t, n) = P(t < t,5). (42)
Mivel P(f <) -+ P(u,, <t)=-—1 tehat
W(f, ll) = I—P(Il;m o f). (43)

Legyen két egymasutin kovetkezd torténés kezd6pontjainak kiilonbsége :
E=u—u; ,(1=:2,3,...) és & =u, ugy

W(t, n)' - 1_P(“El 'AL'.&Q'.L"‘";‘;:HHEI()- (44)

A §,&, 5, ... valosziniiségi valtozdk fiiggetlenek. Konszekutiv torténések
kezd6pontjai kiilonbségének a bevezetése és ezzel a problémanak fiiggetlen
valoszinliségi valtozok 0Osszege eloszlasfiiggvényének meghatdrozasara valo
visszavezetése tobb szerz6nél megtalalhato, pl. Fortet © munkajaban.

§ sliriiségfiiggvénye: g, (x)—e'p. &, &, ... ugyanazon valosziniiségi
siirliségfiiggvénnyel birnak és ez

g ple e DdH (). (45)
()]
Ugyanis két konszekutiv torténés kezdOpontjainak kiilonbsége ugy lehet x
értékii, hogy a torténés » ideig tart és utdna x—r idotartam elteltével bekovet-
kezik egy esemény, mely egyuttal torténés kezdOpontja is.
gi(x) és g(x) siriiségfiiggvények folytonosak. g,(x) Laplace-transzfor-
maltja ;'l(s):ij)fE és g(x) Laplace transzformaltja ;f(s):brf)f}v w(s). Mind-
kettd konvergens, ha M(s)=0. Mivel &, 5, §,,... valosziniiségi valtozok fiig-
getlenek, a & &+ ... +&,., valoszinliségi valtozo siiriiségfiiggvényének Lap-
lace transzformaltja egyenld az egyes & valtozok Laplace transzformaltjainak
szorzataval, azaz: y,(s)[y(s)]" -nel. Tovabba & -+&--...--§,., valosziniiségi
valtozo eloszlasfiiggvényének Laplace transzformaltjat s-el valé osztassal
nyerjiitk és igy

,,,”(S):,,I__Zx_(SLV(S)]_":i 1 P [’/’(3)]"]

s s s (p sy
mely konvergens, ha N(s) > 0.

(46)
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m,(s) ismeretében W(t, n) meghatdrozhatd minden folytonossagi helyén
s mivel W({, n) folytonos, tehat minden ¢ értékre.

Megjegyzés : (1)-b0l kovetkezik, hogy m(t) Laplace transzformaltja:
N ] =

ol S

i ,(s) \ " 71(8) _ P
s =V Ol = S mT T s T s—ve)

ugyanis ha N(s) >0 »(s)|<1 s igy a sor konvergens. Ez a formula meg-
egyezik a kordbban nyert eredménnyel.

Példdk : 1) &= e (allando). Ekkor y(s)=e"¢ és

(47)

17 p ) s 1 1 gtl pj‘l Seen
B o B R 2T L
ahonnan
TR |
\‘pl ](f—ﬂa)' (-1 e)
W(fn)g»s,:1 G—1nr ¢’ ha ne<t 49
_ ( ha ne=t.
¢ . e , 1 __p va ) — 1 4
2) & eloszlasfiiggvénye H(x)=1-—e "=. Ekkor w(s)= 1T as €s ha

! 3
P

S o [ PR B SR S e
@il =g (p s 1-bes) = = (50)

g1 (p 4= S)J J=1 (1 +e S)’
ahol
. n ah2-J pitl
Aﬁtft*\ﬂ—r“’"*k—/ wp
: D [ /—'1( ) ’ (1 ap)n+h j+1
és
1 nrl k-1
Bi=-—  N(—1 n-tk—j- P '
E aJ 1 ﬁ( ) ( k 1 ’ ‘; I3 (1 _ap)n-kk—/

1 .
ha ., P ougy

1 1 ( D )EHH 2:xtl p,i—l
m,(8)=— ——["— _ N _r 51
©O=5 p+s) T (oFs)y (1)
Ennek megfeleléen ha 75‘ = p gy
n+1 » X
At ! s Bt !
%% t,n - \ — e 1t N T _pta 59
Cm = Gt = G (52)

. 1 .
és ha =D ugy:

RYTES! ;
Nty
Wit n) na (j—l)!e . (53)
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Erdemes megemliteni, hogy az (53) eloszlasfiiggvény ugy nyerhetd a
Poisson-closzlasbol, hogy annak tagijait paronként dsszevonjuk.

Ez a val6sziniiség kozvetleniil visszavezethetd Poisson folyamatra. Ugyanis
W(t, ny =1—P(E &+ - +E4 2 1) hol & sliriiségfiiggvénye g (x)==e *p,
és &), &, ..., &, siriiségfiiggvénye g,(x) * g,(x) azaz g,(x)-nek onmagaval valod
kompozicioja. Mivel g,(x) egy p siiriiséggel jellemzett Poisson folyamatban két
konszekutiv esemény siiriiségfiiggvénye, kovetkezbleg P(§ & + -  +&.=t)
annak a valoszin{isége, hogy { id6tartam alatt legalabb 2n 41 esemény fordul-
jon el6. Ennek a valosziniisége :

t

P(£1+§2+"'+§;r+1§f):: 6’_"”*({2”——,1))-' pduff 1'—_
0

és igy ezuton is igazolhatd (53).
Hasonldképpen allithatd eld (52) is Poisson eloszlasok kompozicidjaként.

6. 8§ Staciondrius folyamatok

Az el6z6 paragrafusokban azt az esetet targyaltuk, midén a folyamat
u -0 idopontban kezdddott és (0, ¢) intervallumban vizsgéltuk a torténések
szdmanak varhato értékét és eloszlasfiiggvényét. Ha ez a folyamat mar végtelen
hosszui ideje tart és egy kiszemelt ¢ hosszlisdgl szakaszban vizsgaljuk a tor-
ténések szamanak varhato értékét és eloszlasfiiggvényét, ugy az fiiggetiennek
adodik a vizsgalt intervallum kezddpontjatol, csupan a vizsgalt szakasz hosz-
szatol fiigg. Ekkor a folyamatot staciondriusnak nevezziik.

A varhato értékek most is egyszeriien meghatarozhatok a kezdddési €s
torténési valosziniiségekkel (12) és (13) formuldk alapjan, melyeknek értéke
most allando, éspedig

R - P
fro him f(u) = 1 ap (55)
és
P o «p o
F*- NITLF(II)— TTap - (56)
Tehat staciondrius folyamat esetén
). . PL_
m(t)- - Ty (57)
és
. apt
*(t) 1-Fap (58)

Jeloljiik most W'(t, n)-el egy f hossziisaga idbintervallumban kezdddd torténé-
sek szamanak valdsziniiségi eloszlasat.
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W*(t, n) folytonos minden t értékre, kovetkezileg

wi(8) = .‘e SSWEE, n) dt (59)
0
Laplace-transzformdltja konvergens ha (s) >0 és

SRR B N L0} 2 S
O iy 1= TED ) o (60)
amely lehetové feszi W*(t, n) meghatdrozdsdt minden folytonos t értékre, azaz
minden t-re.

Bizonyitds : W*(t, n) folytonos volta W(f, n)-hez hasonléan mutathaté ki.

Az el0zd paragrafusban kovetett targyaldshoz hasonléan ugyanazon jelolésekkel
felirhato

W*(t’ n);::'l_P(El+§2+"'_{—;:uﬂéi) (61)

hol azonban §& valdsziniiségi valtozo siirliségi fiiggvénye az eldz6tél eltérGen :
. P n_ 5

£ oy 1G] (62)

Ugyanis, ha valamely torténés iddtartamanak eloszlasfiiggvénye G(x) folytonos
és atlaga w ugy annak a valdszintisége, hogy egy adott idOpontban éppen
folyo torténés legfeljebb x id6tartam mulva befejezédjék stacionarius folyamat
esetében mint ismeretes

_ﬂdx (63)
o '
és ennek siiriiségfiiggvénye
1—G(x)
— (64)

Esetiinkben G(x) a (45) alatt definialt g(x) siirfiségfiiggvényhez tartozé eloszlas-
fliggvény és

xz

’ 1, lap
u= xg(x)dxm;—,—a_k— > (65)
g:(x) Laplace-transzformaltja, mely )i(s) = 0-ra konvergens
P S R ) m/'(sﬂ 66
n(s)= 1+ap [ s s pts|’ (66)

Ennek segitségével az el6z0 paragrafusban kovetett targyaldshoz hasonléan
kapjuk (60)-at:

Megjegyzés : A torténések varhatd szamanak Laplace-transzformaltja
Mmoo LA (67

fI=x]




384 TAKACS LAJOS

azaz
‘- PL
me(t) — Cap
mint elébb nyertiik.
Példa : &=« (konstans). Ekkor y(s)==e"® és

i+l

Nyt

* __]____¥IIZ L( p ) -Neen 4 1 ’ p ) p sce(utl)
(!)H(S)Av S ]+flp P \p+s’ e - 1+t¢p §_T ;:l_g € ==
*l__ p - ,!, i__ n | ] {1 (” }l_k)p’-l =50 _| A
ST 1bap [ ( PTeET ey 1 69
P 1,,(71 B ”+1)+L N _(2—Rp ] )
l4taplsls p P (pFsy
ahonnan
* P
Wit m) - 1+ap I(t p ’T
LNl =R)p eyt
4 o~ =) e (ha en<t)--

y (69)
Sl =1

T R, E(f | il
I;) ]:;1 (n -2 k)}zk—(fl)!(t(llj— 1)) e-nit a(,,+1))] (ha (é(ll—}— 1)<f).
Meglepd, hogy mig staciondrius folyamat esetén a varhato érték kiszamitasa
egyszer(ibb mint nem stacionarius folyamatnal, addig maga az eloszlasfiiggvény
komplikaltabb.

Il. KOINCIDENCIA JELENSEGEK
1. § A probléma kitiizése

Vizsgdljunk egy olyan rendszert, amely s szdma az | részben targyalt
tipusu egyidejitleg végbemend folyamatbol all. Ekkor eléfordulhat, hogy az s
szamu folyamat koziil adott v idépontban 0, 1, 2,..., s szdmu folyamatban van
torténés. Azt mondjuk, hogy a rendszer (s szami folyamat egyiittesen) u idd-
pontban E; allapotban van, ha egyidejiileg j torténés van abban az idépontban.

Definicioképpen azt mondjuk, hogy u id&pontban koincidencia van, ha
legaldbb k(k:-1,2,...,s) szamu egyidejii torténés van, azaz a rendszer E;
allapotban van, hol j = k. Adott idopontban koincidencia kezdédik, ha Ex_1 — E;
atmenet 1ép fel.

Kérdés, mennyi lesz a (0, t) idokozben kezdédd koincidenciak varhato
szdma: m,; () és varhaté idotartama: =, (f).
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2. § A vdrhato értékek meghatdrpzdsa

A varhaté értékek most is meghatarozhatok a kovetkezo két valosziniiség
bevezetésével : Legyen F.(u) annak a valdsziniisége, hogy a rendszer u idd-
pontban E;, E;.1,..., E, dllapotok egyikében legyen. Ekkor annak a valoszinii-
sége, hogyha u id6pontban E,_; allapontban van a rendszer, u-du id6-
pontban E; allapotban legyen a korabban kozolt gondolatmenet szerint konnyen
belathatoan a kovetkezOképpen irhato: fi(u)du-+o(du); roviden annak a
feltételes valoszinlisége, hogy a rendszer, mely u id6pontban E, ., allapotban
van, (u, u-+du) kozben E, allapotba keriiljion: f.(v)du.

Ennek segitségével

t
Mgy (f) = | fx@)du (70)
(1)
és
!
() = | Fi(u)du. (71)
(1]
A bizonyitas (12) és (13) kozolt bizonyitasdhoz hasonlo.
Most
fiwydu = > ) (F)] ' —Fw)] " (s—k-+1)pdu. (72)

Ugyanis az E, {— E, atmenet valosziniisége (i, u-|-du) kodzben egyenlé a
kovetkezé esemény valosziniiségével: u idépontban k—1 folyamatban legyen
torténés és s—k - 1-ben ne legyen, amit Bernoulli ismétléses valdsziniiségekre
vonatkozo formulaja szolgaltat és a szabad s—k -1 folyamat egyikében u és
u--du idépontok kozott kezdddjék egy esemény, amelynek a valdsziniisége
(s—k--1)pdu, mely egyuttal torténés is; azaz

) ps[F 1 JIF@) - —Fa ™. (13)

Megjegyezziik, hogy annak a valosziniisége, hogy u és u+ -du idépontok
kozott s—k -1 szabad folyamat egyikében egy esemény kezdddjék:

‘S_/;lii ! ) (pduy( —pdu) " -Fo(du)- - (s—k- 1)pdu - o(du) és hogy tobb
mint egy esemény kezdddjék, o(<u). Innen rovidség kedvéért azt mondjuk,

hogy annak a valdsziniisége, hogy (u,u-|-du) id6kozben kezdOdjék egy

esemény (s—k+1)pdu.
Annak a valosziniisége, hogy « idopontban koincidencia legyen, egyenld
azzal, hogy k vagy anndl tobb folyamatban legyen torténés, azaz

Fi(u) - ; (j) [F)) [1—F@)] . (74)
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3. § Staciondrius folyamatokbol dllo rendszerek

Az el6zd két paragrafusban az u = 0 id6pontban kezd6dd folyamatokat
vizsgéltuk (0, f) intervallumban. Most tegyiik fel, hogy a folyamatok végtelen
hosszt ideje tartanak és egy kiszemelt # nagysagu intervallumban vizsgaljuk
a jelenséget. Ekkor a varhatd értékek és valdsziniiségi eloszlasok fiiggetienck
az intervallum kezd6pontjatol, csupan annak hosszatol fiiggnek és a folyama-
tokat staciondriusoknak nevezziik.

Ekkor f.(u) és F,(u) értékek allandok lesznek éspedig

S—1y e PRTy St
, fi=ps| g T (5)
és ,
* ; (S *1/ LR
= > n—rr (76)
A varhato értékek : ' .
‘ kot RS
* s—1 ap 1
, e =ps(i il ) [ ',4',,x,5**) t (T7)
és ‘ !
5 - - g s
o _\“?(,,“E -
ok (1) == (1) i rap ) 1w . (78)

Ha egy folyamatban kezd6do torténések siiriiségét a kovetkez6képpen jeloljiik :

i . P

, T Fap (19)

gy 1
mi(t)=s|p_ 1) @@n) '(1—an) "nt (80)

-re jutunk, mely formula-a kisérleti fizika koincidencia szamlalasainél az u. n.
véletlen koincidencidk varhatdé szamat szolgaltatja.

Az itt nyert eredmények felhasznalhaték a gyakorlatban tobb gép egy-
idejii miikodésénél, telefonkozpontok méretezésénél és a kisérleti fizika
részecskeszamlalasainal el6fordulé problémak megoldasara.

Végiil koszonetemet fejezem ki Reényi Alfrédnak szamos értékes meg-
jegyzéséért.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
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