BELOUSZOV EGY TETELEROL Es ANNAK NEHANY
ALKALMAZASAROL

Irta: HOSSZU MIKLOS (Miskolc)

1. §.
V. D. BELouszov [1]' egy el6adasdban a kovetkezod tételt mondta ki:

1. TETEL: Amennyiben egy halmaz négy F, G, H, K miivelet mindegyi-
kére nézve kvdzicsoportot alkot, és ezek kozott fenndll bdrmely x,y,z halmaz-
elemhdrmasra az

1) FIG(x, ), 2] = H[x, K(3, 2)] (x,3,2€Q)
azonossdg, akkor létezik olyan csoport, melynek mindnégy kvdzicsoport izotopja.
A jelen dolgozatban e tételre egy egyszerii bizonyitast és néhany alkal-
mazast adunk. E célbdl eloszor az 1. téteit a kovetkez6 pontosabb alakban
fogalmazzuk meg:
Az (1) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb invertdlhato megolddsa

‘ F(x, )= A(fix, h:k,y),
G(x,y) =11 A(f.gi%, hoy),

H(x, y) = A(}14:x, h»)),

K(x,y) = hy A(fig1x, hok.y), .
ahol A(x,y) tetszdleges csoport miivelet Q felett, tovdbbd f., g, £, hs, ki, k2
telszoleges invertdlhato leképezések Q-n a

3) figa= hoky
megszoritdssal.

@)

BizoNYiTAs : Ertelmezziik az
Lhx=I(x,a), bhx=1I(ax), I=F GHK
leképezéseket, és helyettesitsiink (1)-ben
-1 p— -1,~1
i x=a, y=4g fiu, 2=k h; v,
ill. .
x=gi filu, y—a, z=ki kv,
ill.
1 1 -1, -
x=g, fiu, y=k h'v, z=a,
1 A szogletes zardjelben all6 szdmok a dolgozat végén talalhaté irodalomjegyzékre
utalnak. [1]-ben a tétel bizonyitds nélkiil van kimondva.

4*
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. . A
illetve x=2z-"-a-t, akkor az

VA, S F ks hy o) hK(gy f e, ks hy ')
@ HET T K —f G e, kR,
illetve az
F[G((l, »), a] - H[a: K(y’ a)]
osszefiiggéshez jutunk. Ebbo! kovetkezik, hogy (1) megoldasa csak (2) alaka
lehet, ahol fennall (3) is.

Masrészt nyilvanvalo, hogy (2) ki is elégiti (1)-et tetszoleges asszociativ
A(x, y)-nal és tetszbleges f;, gi, i, ki-val, melyek kozott a (3) osszefiiggés
fennafl. Err6l agy gy6zodhetiink meg, hogy (2)-t (1)-be helyettesitjiik :

AlA(figx, ok y), hakoz) - Alfigix, A(f8:y, haka2)],
és bevezetjik az ‘
u-=figx, v==hky-=—fig.y, w=hkz
jelolést. Ezaltal az 1. tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzések :

1. A bizonyitds F, G, H, K invertdlhatésagat csak az x-= g, ill. y=-a
helyen hasznalja fel lényegében; igy a feltételek enyhitésével a tétel megfeleld
médon altalanosithaté. Ekkor A(x, y) asszociativ, de nem feltétlen invertal-
haté6 minden rogzitett x, ill. y helyen, tehat Q' csupan egy félcsoport izo-
tépja.?

2. Helyettesitsiink x='(c3u,y: wr, 2 ==« w-t, akkor (1)-et az

o, Flewas' G(esu, asv), aw] = ¢, H[e.u, e K(eyr, a,w)]
alakban irhatjuk fel. E képlet '

BYA(x,¥) = e F(ax, ¢sy) = a7 G(e;x, ¢:y) - - e, H(eX, aﬁy) = ;' K(ayX, as5))

asszociativitasat fejezi ki; minthogy F, G, H, K kozott fenn kell allni a (4)
osszefiiggéseknek, Q7 kozos csoport izotdpjanak miiveletét kaphatjuk az (5)
képlet alapjan, ha «; kielégiti az

1 1 =1 —1
o, =f,, @, =g, o =K k,,
—1 —1 -1
it = Ky, ety =gy, Gy ==h,
egyenlet rendszert. E rendszer biztosan megoldhato, pl. az

X=X, =f,...

2 A Q halmazt az (invertalhatd) I(x,y) (Q X Q -~ Q) miiveletre nézve Q! kvdazicso-
portnak nevezziik. Q! az S/ izotdpja, ha van olyan invertilhaté x ~gx, ¢x, vx (Q~ S)

leképezés, mellyel fennall
2%y - Jex vy, xy€Q)-
Ebbdl a y: ¢ ¢ specidlis esetben az izomorfizmus értelmezését nyerjik.
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valasztassal a (2) alatti esethez jutunk. Minthogy a csoport tulajdonsagok
izomorf invaridnsok, egy megoldds létezése maga utan vonja végtelen sok
megoldas létezését. A rendszer megoldhatésagdnak sziikséges és elégséges
feltétele éppen (3).

2. §.

A tovabbiakban néhany alkalmazast mutatunk be. Ismeretes, hogy az
aranyparok beltagjai felcserélhetok. Kérdés, milyen kvazicsoporton érvényes
hasonlo felcserélhet6ség ? Ezzel kapcsolatban a kovetkezd tételeket bizo-
nyitjuk be:

2. TETEL: Bdrmely Q° kvdzicsoport, amely kielégiti a
(6) X0y uorTxoUu==Yor, 0,1 €Q)
dsszefiiggest, egy Abel-féle csoport izotopja, és

X 0 Y= ea(x—1Y), (x,y€ Q)

ahol x— «x (Q— Q) invertdlhato leképezés, mig x—y egy kommutativ cso-
port miivelet inverze.

’ i

3. TETEL: Bdrmely Q¥ kvdzicsoport, amely kielégiti a
(7 X%y UxUC TXkvu=UxY, (x,p,u,v€Q)

osszefiiggést, egy 2 periodusu csoport izotopja, azaz olyané, amelyben minden
elem megegyezik sajdt inverzével.

BizoNviTAs : Ertelmezziik az x==2 oy miivelet inverzét ezen egyenlet
z==xoy-' megoldasaként. Ez kielégiti az (xoy')oy-—=(xoyJoy'=x
Osszefiiggést. Akkor (6)-ot a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

®) | [(Wov)yoy™ou you,

(uov)oyl=(yor)ou.
Ez utébbi (1) specidlis esete, mid6n

Fx,p)=H(y, x)=xoy™, G- K(3,x): xo},
tehat az 1. tétel szerint
xoy  y7t (px-by),
ahol x-y csoport miivelet. Eszerint fennail
EXWY = QU QXY Y-,

Valasszuk y és v-t ugy, hogy wy==yv=-e az egységelem legyen, akkor gx-—gu,
és lathatd, hogy vwu = (¢ u)"'-a, ahol a= ¢y rogzitett elem. Igy érvényes

px-(pp)”-a- gu-(g)"-a 2 px-(gu) " -a—gy-(p) " a, -
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ami tetszdleges x, y, u, v mellett csak ugy lehet, ha
Xy teuot 2 xout =y,
- x-ut=yul-x-y,
kovetkezbleg, ha u -—e-t tesziink,
Xy=yx
teljesiil, vagyis x-y kommutativ. Tehat
Xoy=y (¢px-vy) =y lpx-(¢y) -] - a(x—y),
ahol
ex =y gx-a),
mig x—y az ‘
: x+y=q(px-qy)
kommutativ csoport miivelet inverze.
A 3. tétel hasonlé mdédon bizonyithato, s oft is fennall

\ X#y ==y gx-vy),
csakhogy most
PXYY==pu-Ppv T gX- v =q@Uu-Py,
azaz
Xy o=t O Xv=U-y

érvényes. igy N
X-y=u-x"'-u-y,
ami x = x"'-et szolgaltatja, ha y—u az egységelem.

Viszont egyszeriien meg lehet gy6z6dni arr6l, hogy az ilyen alaki xoy
€s x*y ki is elégiti (6)-ot, illetve (7)-et.

Megjegyzés: Az x oy miiveletre nem tudunk felirni olyan jellemzo fiigg-
vényegyenletet, mely csupdn az xoy miiveletet tartalmazza; ezzel szemben
az xoy~ inverz miiveletre lehet taldlni ilyen Dbelsd jellemzést: ha (8)-ban
u=sov™', y=~1to+"-et helyettesitiink, akkor

so(for ™y =to(son )"

-et nyerjiik, s ez az asszociativ torvény egy viltozata (lasd [2,5]).

3. 8.
Egy el6z6 dolgozatomban foglalkoztam a

© FIG(x, ), H(w, )] = KIM(x, u), N0, ), (5, 4,0€Q)

fiiggvényegyenlettel és ennek néhany specidlis esetével [3]. Az 1. tétel alap-
ian konnyen kovetkezik a
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4, TETEL: A (9) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb invertdlhato megolddsa

F(x,y)==ax+£y,

G(x,y) =" (px+y),
H(x,y)= 87 (ox+wy),

K(x,y)=7vx+9y,

M(x! y) - 7-1((PX + ()‘y),

N(x,y) =0 (px+oy),

ahol x+y tetszéleges kommutativ csoport mijvelet, mig

a, B,7,0, 9, W, 0,0
tetszbleges invertdlhato leképezések Q-n.

(10)

BizoNviTAS : Az u==a rogzitéssel lathato, hogy
Fix,H(@,y), G(xy), K[M(x a)yl, N(xy)
kielégiti (1)-et, tehat az 1. tétel szerint
F(x,y)=ax-+p£y, ’
G(x, Y= a(gx+wy),
K((x,;)))———;'JH(fpdy-,F " S (xry A D)
N, y)=0" (rx+ey), -
Hasonloan szimmetria okok miatt
H(x,y)= 8" (xx+=y),
M(x,y)— 7~ (ux +zy).
Helyettesitsiik ezeket vissza (9)-be:
QX+ Yy -+ yu-trxv=ux—+stu+4rvy+or.
A valtozdk alkalmas rogzitésével lathato, hogy
ux=g¢x-ta, xv=0-+4ov,
tehat ¢x és ov-vel egyszeriisitve e
Wy+yu--b=—atautry.
Ezutan wy, illetve yu-t az egységelemnek valasztva

adadik. Vagyis fennall :
Yy+a-+aut-c=ataut+dt+-vy,
amit mas jelolésekkel az

ytutec=u+d+y
alakban is felirhatunk. Ha u az egységelem, akkor y+4c—=d+y kovetkezik,
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ami minden y esetén csak ugy allhat, ha ¢~ -d a Q* centrumaba esik; igy
c-vel egyszeriisitve
ytu- u+ty

teljesiil, azaz Q* kommutativ. Kovetkezoleg azt irhatjuk, hogy

N(x,p) 07 (rxtop)-— 07 (Wx+d+b40y) =07 (wx—+wy),

H(x,y)- <87 (xx+2y)= 87 (@ wx+c+b+0y) =7 (6x+wmY),

M@, y) —y ux+ay)=y(ex+a+ay) =y (gx+oyp).

Viszont nyilvanvalo, hogy (10) fetszdleges ¢, @, ... invertdlhato fiigg-
vénnyel kielégiti (9)-et, ha x-Iy asszociativ és kommutativ miivelet.

Megjegyzés: Ha (9) folytonos megoldasait keressiik, akkor a (10) meg-
oldasban szerepld fiiggvények is folytonosak, és az x--y csoport miivelet is
folytonos. Minthogy minden egytagu folytonos csoport izomorf a valds additiv
csoporttal, az

F(x,yp)=K(x,y), G- M=—®, H-_N -,
(D[y’ F(xr y)]:x; ?]J[F(x, y)’ X|=y
specidlis esetben a 4. tétel felhasznalasaval a hatszogit szovetek alaptételének
egy j bizonyitasat nyertiik. Ugyanis ekkor @ és & értelmezését figyelembe
véve '
F[q)(x: y)) w(u’ n)] o F[q)(x) Il)’ w(y: //)]

az X=3}, v==5X, b= ([f(y, xl)’ Xy =~ (D(yh ), Vs= zp‘(”: xl)’ Xy == d)(_]h, U)
jeloléssel masként az

Y=F(Qx0, p)=F(X, p1), w==F(x1,¥s5) == F(x3, y) = F(xs, y3) == F (x5, )
alakban irhato, ami a Thomsen-féle abra zdrasaval egyenértékii {4]. Az egy-

tagti folytonos csoportok eloallitdsanak felhasznalasaval egyéb szivésgeometria
tételek bizonyitasara is felhasznalhaté az 1. tétel. '

IRODALOM

['] B. . benoycos: AccounarusHele cuctembl kpasmipynn, Ycnexn Mat Hayk
13 (1958), Brin. 3 (81), 243

[2] M. Hosszu: Some functional equations related with the assotiative law, Publicationes
Math., 3 (1954) 205—214.

[3] M. Hosszu: A generalization of the functional equation of bisymmetry, Studia Math., 14
(1953) 100—106. )

[4] Rapo Ferenc,... (sajtd alatti cikk a kolozsvari Mathematica-ban).

[5] A. Sape: ... (sajté alatti cikk a Publ. Math.-ben).

(Beérkezett : 1958. VIIL. 18.)




	9. kötet / 1. sz.

	HOSSZÚ MIKLÓS: Belouszov egy tételéről és annak néhány alkalmazásáról����������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������


