
BELOUSZOV EGY TÉTELÉRŐL ÉS ANNAK NÉHÁNY 
ALKALMAZÁSÁRÓL 

írta : HOSSZÚ MIKLÓS (Miskolc) 

l . § . 

V. D. BELOUSZOV jl]1 egy előadásában a következő tételt mondta ki: 

1. TÉTEL : Amennyiben egy halmaz négy F, G, H, К müvelet mindegyi-
kére nézve kvázicsoportot alkot, és ezek között fennáll bármely x, y, z halmaz-
elemhármasra az 
(1) F[G(x, y), z] = H[x, K(y, z)] (x, y,z (zQ) 
azonosság, akkor létezik olyan csoport, melynek mindnégy kvázicsoport izotópja. 

A jelen dolgozatban e tételre egy egyszerű bizonyítást és néhány alkal-
mazást adunk. E célból először az 1. tételt a következő pontosabb alakban 
fogalmazzuk meg : 

Az (1) függvényegyenlet legáltalánosabb invertálható megoldása 

/ F(x, y) = A(f x, rík.y), 
m ' G(x, y)—ff1A(flg1x, h2y), 
K ) ) H(x, y) = A(fg,x, h,y), 

l K(x,y) = hofA(fg1x,h2k,y), 
ahol A (x, y) tetszőleges csoport müvelet Q felett, továbbá f,g,,gi,h.2,k,,k± 

tetszőleges invertálható leképezések Q-n a 
( 3 ) f g i = h2k, 
megszorítással. 

BIZONYÍTÁS: Értelmezzük az 
i,x = I(x, a), i2x = I(a, x), Í=F,G,H,K 

leképezéseket, és helyettesítsünk (l)-ben 
X = Ű, y — g,1 f f и, z = k j lhÉ V, 

ill. 
x = gj' fi1 a, y = a, z = kj1 hf1 v, -

ill. 
x^gi'fT'u, y = kf1hj1v, z = a, 

1 A szögletes zárójelben álló számok a dolgozat végén található i rodalomjegyzékre 
utalnak. [ l]-ben a tétel bizonyítás nélkül van kimondva. 
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» 
illetve X = z == a-t, akkor az 

(4> ' H(g;xfTlu, / « + ) = = / , G « Д / Г Ч k?hfv), 
illetve az 

F[G(a, y), a\ = H[a, K(y, Ű)] 
összefüggéshez jutunk. Ebből következik, hogy (1) megoldása csak (2) alakú 
lehet, ahol fennáll (3) is. 

Másrészt nyilvánvaló, hogy (2) ki is elégíti (l)-et tetszőleges asszociatív 
A(x, y)-nal és tetszőleges f,,gi, h/, k:-val, melyek között a (3) összefüggés 
fennáll. Erről úgy győződhetünk meg, hogy (2)-t ( l)-be helyettesítjük: 

A[A(fg,x, h,k,y), h,,k,z\ A[fg,x, A(fg,y, fuk2z)], 
és bevezetjük az 

" =figi x, V = h,k,y =fg-.y, w = h,k,z 
jelölést. Ezáltal az 1. tételt bebizonyítottuk. 

Megjegyzések: 
1. A bizonyítás F,G,H,K invertálhatóságát csak az x=- a, ill. y = a 

helyen használja fel lényegében ; így a feltételek enyhítésével a tétel megfelelő 
módon általánosítható. Ekkor A(x,y) asszociatív, de nem feltétlen invertál-
ható minden rögzített x, ill. y helyen, tehát QT csupán egy félcsoport izo-
tópja.-

2. Helyettesítsünk x==«gW, y - « 4r , z = «r,w-t, akkor (l)-et az 
axF\a2a^x G (щи, аре), a:,w] a, H[a.u, a,lagiK(aiv, a-,w) ] 

alakban írhatjuk fel. E képlet 

(5) A(x, y) = a, F(a,x, aby) = ay1G(a;x, a-,y) «,Н(алх, aBy) - «ë1 K(axx, ar,y) 

asszociativitását fejezi ki ; minthogy F, G, H, К között fenn kell állni a (4) 
összefüggéseknek, Q' közös csoport izotópjának müveletét kaphatjuk az (5) 
képlet alapján, ha «, kielégíti az 

«2«! = / r ' , a,a,, a,a~7 = kf k,, 
«с«г, ' = k2, «.,«., ' gi, аваг = h. ' 

egyenlet rendszert. E rendszer biztosan megoldható, pl. az 

a^x — x, a 2 — f j \ ... 

- A Q halmazt az (invertálható) I(x,y) (QXQ-Q) műveletre nézve Q' kvázicso-
portnak nevezzük. Q1 az SJ izotópja, ha van olyan invertálható x - z x , ipx, 4>x ( Q - ^ S ) 
leképezés, mellyel fennáll 

z/(x, y) - J ( f x , tpy), (x, y Ç Q). 
Ebből a z <P Ф speciális esetben az izomorfizmus értelmezését nyerjük. 
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választással a (2) alatti esethez jutunk. Minthogy a csoport tulajdonságok 
izomorf invariánsok, egy megoldás létezése maga után vonja végtelen sok 
megoldás létezését. A rendszer megoldhatóságának szükséges és elégséges 
feltétele éppen (3). 

2. §. 

A továbbiakban néhány alkalmazást mutatunk be. Ismeretes, hogy az 
aránypárok beltagjai felcserélhetök. Kérdés, milyen kvázicsoporton érvényes 
hasonló felcserélhetöség ? Ezzel kapcsolatban a következő tételeket bizo-
nyítjuk be : 

2. T É T E L : Bármely Q° kvázicsoport, amely kielégíti a 
(6) X о y It о r ^ X о и — у о г, (х, у, и, Г ( Q) 
összefüggést, egy Abel-féle csoport izotópja, és 

xoy = a(x—y), (x,y(Q), 

ahol x—>-ax (Q-+Q) invertálható leképezés, míg x—у egy kommutatív cso-
port művelet inverze. 

3. TÉTEL : Bármely Q* kvázicsoport, amely kielégíti a 

(7) x*y u*r~±x*v= u*y, (x,y,u,v(Q) 

összefüggést, egy 2 periódusú csoport izotópja, azaz olyané, amelyben minden 
elem megegyezik saját inverzével. 

BIZONYÍTÁS: Értelmezzük az x — zoy művelet inverzét ezen egyenlet 
z — xoy-1 megoldásaként. Ez kielégíti az ( x o y - f o y (x о yj о y~l = x 
összefüggést. Akkor (6)-ot a következő alakban írhatjuk fel : 

f(u о v) о у-1] о и у or, 
(и О о) о у-1 = (у о г) о . 

Ez utóbbi (1) speciális esete, midőn 

F(x, y) = H(y, x) = x о у-1, G(x, y) - K(y, x) = x о y, 

tehát az 1. tétel szerint 

xoy y x (cpx-cpy), 

ahol x y csoport művelet. Eszerint fennáll 

rpxipy <pucpvfTq>x-cf>u = cpy-cpv. 
Válasszuk y és u-t úgy, hogy ipy—cpv=--e az egységelem legyen, akkor ipx—cpu, 
és látható, hogy tpu = (cpu)~1a, ahol a — <py rögzített elem. így érvényes 

<px (cpy)~^ а ц а\ц.Г) ' Й jZ срх-(сри) 1 а cpy (<pv)~J а, . 
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ami tetszőleges x, y, и, v mellett csak úgy lehet, ha 

х-у_ 1 = «-?г" 1 фх-и - 1 =y-v~l, 

x-u~1 = y-u~1-x-y~l, 

következőleg, ha и = e-t teszünk, 
x y = y x 

teljesül, vagyis x y kommutatív. Tehát 

хоу у~\<fx-il>y) = x~'[rpx-((py) ' a j a(x—y), 
ahol 

fíx = x~1(<fxa), 
míg x — у az 

x + y~<p-'(cpx-<py) 

kommutatív csoport müvelet inverze. 
A 3. tétel hasonló módon bizonyítható, s ott is fennáll 

x*y = X"x(<pxihy), 
csakhogy most 

(pxipy — <pllipvfl(f>x-ipv = <pit- гру, 
azaz 

X }' = U - v f l X V — и у 

érvényes. így 
x-y = w-x~'«-y, 

ami x=x 1 -et szolgáltatja, ha y = « az egységeiem. 
Viszont egyszerűen meg lehet győződni arról, hogy az ilyen alakú x o y 

és x * y ki is elégíti (6)-ot, illetve (7)-et. 

Megjegyzés: Az x о у műveletre nem tudunk felirni olyan jellemző függ-
vényegyenletet, mely csupán az x о у müveletet tartalmazza ; ezzel szemben 
az x о у - 1 inverz műveletre lehet találni ilyen belső jellemzést : ha (8)-ban 
u = s o v~\ y — t o ? - l - e t helyettesítünk, akkor 

s о (t о -< = t о (s о v - 1 ) - 1 

-et nyerjük, s ez az asszociatív törvény egy változata (lásd [2,5J). 

3. §• 

Egy előző dolgozatomban foglalkoztam a 

(9) F[G (x, y). H(u, v)] = K[M(x, u), N (y, v)\, (x, y, u,vf Q) 

függvényegyenlettel és ennek néhány speciális esetével [3]. Az 1. tétel alap-
ján könnyen következik a 
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4 . T É T E L : A ( 9 ) függvényegyenlet legáltalánosabb invertálható megoldása 
F(x,y) = ccx + ßy, 
G(x,y) = ci-1((fx + ij>y), 
H(x,y) = ß-\ox + o?y), 

1 ' K(x,y) = yx + ôy, 
M(x, у) у-\ч>х + оу), 
N(x, у) = сГ' (Фх + о> у), 

ahol x + у tetszőleges kommutatív csoport müvelet, míg 
a, ß, y, à, cp, Ф, <y, с» 

tetszőleges invertálható leképezések Q-n. 

BIZONYÍTÁS: A Z u = a r ö g z í t é s s e l l á t h a t ó , h o g y 
F[x,H(a,yj\, G(x, y), K[M(x,a),y\, N(x,y) 

k i e l é g í t i ( l ) - e t , t e h á t a z 1 . t é t e l s z e r i n t 
F(x,y) = ax + ßy, 

H e l y e t t e s í t s ü k e z e k e t v i s s z a ( 9 ) - b e : 
cpx +1fjy + + XV = fix + ли + vy ÇV. 

A v á l t o z ó k a l k a l m a s r ö g z í t é s é v e l l á t h a t ó , h o g y 
ux = cpx + a, XV = b + or, 

t e h á t cpx é s o r - v e l e g y s z e r ü s í t y e 
?fjy + yu + b af-nu-f vy. 

E z u t á n Фу, i l l e t v e у u-i az e g y s é g e l e m n e k v á l a s z t v a 
yu — a-\-ли~Ec, i l l . vy—d+ipy + b 

a d ó d i k . V a g y i s f e n n á l l 
ipy + а + -ли -\-с—а + ли -\-d + f>y, 

a m i t m á s j e l ö l é s e k k e l a z 
y+u+c—u+d+y 

a l a k b a n i s f e l í r h a t u n k . Н а и az e g y s é g e l e m , a k k o r y + d + y k ö v e t k e z i k , 

G(x, у) — а-'(срх + Фу), f 
K(x, y) = yx + ôy, t 
N(x,y) = d~\vx + oy), ) 

H a s o n l ó a n s z i m m e t r i a o k o k m i a t t 

H(x,y) = ß \yx + xy), 
M(x, y) = y-[(ux + лу). 
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a m i m i n d e n y e s e t é n c s a k ú g y á l l h a t , h a с d a Q + c e n t r u m á b a e s i k ; i g y 
c - v e l e g y s z e r ű s í t v e 

y + í / = - « + y 
t e l j e s ü l , a z a z Q + k o m m u t a t í v . K ö v e t k e z ő l e g a z t í r h a t j u k , h o g y 

N ( x , y ) = ő~'(vx T p y ) ô~\ifjx + d+b+çy) = 0~\грх-\-шу), 
H(x, y) + \a + irx + c + b + py) = ß \ox + wy), 

м ( x , y ) = y-1(f*x + ny) = у-1 (срх + а-\- л y) = у ' « x + о y). 
V i s z o n t n y i l v á n v a l ó , h o g y ( 1 0 ) tetszőleges a, ß,... i n v e r t á l h a t ó f ü g g -

v é n n y e l k i e l é g í t i ( 9 ) - e t , h a x + y a s s z o c i a t í v é s k o m m u t a t í v m ű v e l e t . 
Megjegyzés: H a ( 9 ) f o l y t o n o s m e g o l d á s a i t k e r e s s ü k , a k k o r a ( 1 0 ) m e g -

o l d á s b a n s z e r e p l ő f ü g g v é n y e k i s f o l y t o n o s a k , é s a z x - f - y c s o p o r t m ű v e l e t i s 
f o l y t o n o s . M i n t h o g y m i n d e n e g y t a g ú f o l y t o n o s c s o p o r t i z o m o r f a v a l ó s a d d i t í v 
c s o p o r t t a l , a z 

F(x, y ) = K(x, y ) , G = M = Ф , H------ N = <P, 

ПУ, F(x, y ) ] = x , Ф [ С ( х , y ) , x ] = y 
s p e c i á l i s e s e t b e n a 4 . t é t e l f e l h a s z n á l á s á v a l a h a t s z ö g ü s z ö v e t e k a l a p t é t e l é n e k 
e g y ú j b i z o n y í t á s á t n y e r t ü k . U g y a n i s e k k o r Ф é s lP é r t e l m e z é s é t f i g y e l e m b e 
v é v e 

С [ Ф ( х , у ) , Щи, v)] = С [ Ф ( х , и), Щу, с ) ] 
a z x = уi, v = x , , у 2 = Ф ( у , х , ) , х 2 = Ф ( у , , у ) , у3 = Щи, х , ) , Х з - Ф ( у 1 ; и) 
j e l ö l é s s e l m á s k é n t a z 

у = F(x,, у 2 ) = С ( х 2 , у , ) , и = - С ( х , , у з ) = С ( х 3 , у , ) С ( х , , у 3 ) = F(x,, у 2 ) 
a l a k b a n í r h a t ó , a m i a T h o m s e n - f é l e á b r a z á r á s á v a l e g y e n é r t é k ű [4 ] . A z e g y -
t a g ú f o l y t o n o s c s o p o r t o k e l ő á l l í t á s á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l e g y é b s z ö v é s g e o m e t r i a 
t é t e l e k b i z o n y í t á s á r a i s f e l h a s z n á l h a t ó a z 1. t é t e l . 
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