KOMPLEMENTUMOS HALOK SZERKEZETEROL
irta: SZASZ GABOR (Szeged)

A halok kiilonféle specialis osztlyai koziil a haloeiméleten belil is, de
még inkdbb annak a matematika mdas agaiban valo alkalmazasai terén, ki-
emelkedd szerepet jatszanak a komplementumos és a relativ komplementumos
halok. Ennek megfeleléen szamos kutatd foglalkozott az ilyen halok szerkeze-
tének vizsgalataval, tovdbba olyan természetii problémakkal, hogy bizonyos
tipusi héalok komplementumos vagy relativ komplementumos voltara milyen
mds (bizonyos esetekben egyszeriibben kimutathato) sziikséges, elegendd,
illetve sziikséges és elegend$ feltételek adhatok meg. Ez a dolgozat is ilyen
természetii kérdéseket targyal.

Az 1. fejezet a targyalds szempontjabol legfontosabb definiciokat tartal-
mazza.

A 2. fejezet eloszor NEUMANN egy klasszikus tételének bizonyos értelmit
megforditasaval foglalkozik. Ez a megforditds lényegileg egy specialis alakd,
komplementumos moduldris halok feletti egyenletrendszer megoldhatosaganak
kimutatasat jelentené; kozben azonban tobbre jutunk abban a tekintetben, hogy
az 1. tételben egy olyan eljardst adunk meg, amely a felvet6dott egyenlet-
rendszer Osszes megolddsainak meghatdrozdsira alkalmas, mégpedig nemcsak
komplementumos moduldris, hanem tetszés szerinti korlatos relativ komplemen-
tumos halok esetében is. A tétel erejét mutatja, hogy beléle, ill. felhasznala-
saval szamos mas eredmény adodik. Igy, a fejezet hatralevd részében, a
komplementumos modularis halékra vonatkoz6 aprobb alkalmazasokon kiviil,
e tételre tamaszkodva igen egyszerii bizonyitdst adunk arra az ismert tételre,
hogy minden egyértelmilen komplementumos moduldris halo disztributiv.

A 3. fejezetben pedig egy DILWORTH-t6] szarmazd s a kettds véges-
ségi kovetelménynek eleget tevé komplementumos hdalok modularitasara
vonatkozé kritérium érvényességét e tétel segitségével a korlatos relativ komp-
lementumos halok osztalyara is kiterjesztjiik. Ebbdl adodik a 6. tétel, amely
szerint egyértelmiien komplementumos nemmoduldris halé nem lehet relativ
komplementumos. Ugyancsak a 3. fejezetben még egy sziikséges és elegendd
feltételt adunk komplementumos halok modularis voltdra vonatkozolag.

A 4. fejezet probléméja a 3. fejezet els6 §-dban ismertetett Dilworth-
féle tételhez analog tétel felallitisa (kozelebbrol, egy bizonyos tipust részhalo
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létezésének kérdése) komplementumos nemdisztributiv moduldris halokra. Egy-
szerii példak mutatjdk, hogy a pontos analégia nem érvényes; ennek megfe-
lelden sziikséges és elegendd feltételt adunk a kivant tipusii részhalo létezé-
sére (8. tétel). A tételbdl rogton adddik egy projektiv geometriai jellegii ered-
mény olyan paronként idegen linearis altérhdrmasok létezésérdl, ill. nemléte-
zésérol, amelyek koziil barmely kettd kifesziti a teret. A tétel érdekessége,
hogy a fent nevezett tipusti halok direkt felbontdsdban szereplé komponensek
hosszisdganak paros vagy paratlan voltaval kapcsolatos.

Az 5. fejezet f6 eredménye az, hogy féligmodularis félkomplementumos
halé barmely elemének maximalis félkomplementumai egyben az illeté elem
komplementumai (9. tétel). Kovetkezményeként egy elegendd feltétel adodik
arra, hogy egy féligmodularis félkomplementumos halé komplementumos
legyen. (llyen kérdésekkel a szerz6 mar régebben is foglalkozott; a jelenlegi
eredmény a régebbieket is magdban foglalja.) Tételiinket rogton alkalmazzuk
olyan végtelen hossziisagn féligmodularis félkomplementumos hal6kra, amelyek-
nek valamennyi, a halo esetleg létezd legnagyobb elemét nem tartaimazo rész-
haléja mar véges hossziisagu.

1. Definiciok

Az absztrakt algebraban &ltalanosan hasznalt fogalmakat illetéleg [10]-re
utalunk.

1. 1. Halo és rendezése. Egy L halmazon legyen érteimezve két mii-
velet, melyeket egyesitésnek és metszésnek neveziink, s \, ill. ~ jellel feje-
ztink ki. L-et hdlonak nevezziik, ha mindkét miivelet asszociativ és kom-
mutativ, tovabbd L barmely a, b elemparjara teljesiilnek az «e..(a@~b)==gq,
a ~(a b)=a elnyelési azonossigok.

Minden haléban bevezethetd egy rendezési relacio a kovetkezd defini-
cioval: a hélo a, b elemparjara legyen a = b akker és csak akkor, haa=a~b
(vagy, ami ezzel ekvivalens, ha a..b~=b). A tovibbiakban mindig err6l a
rendezésr6l van szo.

Az L halé a, b elemparjat dsszehasonlithatonak nevezziik, ha vagy a=<b
vagy a=b teljesiil; ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a, b dsszehasonlit-
hatatlanok, s ezt az al|b jellel fejezziik ki.

Ha az L hal6 valamely q, b elemparjira a<b, de egyetlen olyan x(€L)
elem sincs, amellyel a<x<b teljesiilne, akkor azt mondjuk, hogy a-t kiveti b,
s ezt a tényt az a < b jellel fejezziik ki.

Ha egy hdlénak van olyan eleme, amely minden mas elemnél kisebb
(ill. nagyobb), akkor ezt az elemet a halo legkisebb (ill. legnagyobb) elemének
nevezziik, s o-val (ill. i-vel) jeloljiik. Az o, i elemeket ebben a dolgozatban
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a hald korldtelemeinek, minden mas elemét pedig belsd elemnek fogjuk nevezni.
Az L belsd elemeinek halmazara bevezetjitk az J(L) jelolést.

Egy L halot alulrol (ill. feliilrél) korldtosnak mondunk, ha van o (ill. i)
eleme. A mindkét oldair6l korldtos haléra a korldfos hdlo elnevezést hasz-
naljuk. Alulrél korlatos halé valamely p(==0) elemét pontnak vagy afomnak
nevezziik, ha o—<p.

Egy korlatos L halot afomosnak neveziink, ha az L minden x(==o,/)
eleméhez talalhatdé olyan p, m(€L) elempdr, hogy o <p<x=m~<I.

1. 2. Halé hosszuisaga, elem magassaga. A halo részldncain a halo
rendezett részhalmazait értjilk. A Idncok hosszisdgdt a kovetkezbképpen defi-
nialjuk : véges x,<x; <---<Xx, ldnc esetén a lanc hossza az n szdm, végtelen
sok elembdl] allo lanc esetén pedig az elemek halmazanak szamossaga.

Maximdlisnak nevezziik az R lancot (L-ben), ha R az L egyetlen rész-
lancdnak sem valédi részhalmaza. Az L 4ltal tartalmazott Osszes maximalis
lancok hosszisaganak fels6 hatdra a 1dlo hosszisdga. Aszerint, hogy ez véges-e
vagy végtelen, véges hosszusdgi és véglelen hossziisdgi halokrol beszéliink.

Alulrdl korlatos L halo valamely a elemének magassdgat az 0Osszes
x=a (x€L) elemek altal alkotott részhald hossztisdgaval definialjuk, s d(a)-
val jeloljik. Ha ez véges, akkor a-t véges magassdgii elemnek nevezziik.

1.3. Végességi kovetelmények. Legyen ¢, egy L hald tetszés szerinti
eleme, s definidljuk L-nek egy részlancat a kovetkezd modon: a részianc

ﬁggﬁzge}?(?bb% eleme legyen ¢,, egyébként pedig c. (k=1) legyen L valamely

olyan eleme, amely {E?Sge)é%bb; ¢: 1-nél. Ha barmely ¢,-bél kiindulva, minden
igy képezett ldnc véges hosszisdgu, akkor azt mondjuk, hogy L eleget tesz a
gn(jvekvé'
csokkend
ségi kovetelmény érvényes, akkor azt mondjuk, hogy kettds végességi kivetel-
ménynek ftesz eleget.

% ldncok végességi kivetelményeének. Ha egy haloban mindkét véges-

1.4, Félkomplementum, komplementum, relativ komplementum.
Legyen L alulrdl korlatos halo. Az L valamely a elemének félkomplementuman
értjiik az L minden olyan x elemét, amelyre

) anmx=o.

Ha emellett x ==o0, akkor x az a valodi félkomplementuma. Ha L minden belso
elemének van valodi félkomplementuma, akkor L-et félkomplementumos hdlo-
nak nevezzik.

Legyen ezutan L (nemcsak alulrdl, hanem feliilrél is) korlatos, s a az L
valamely eleme. Ekkor az a komplementumén értjiik az L minden olyan x
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elemét, amely (1) mellett az a . x--i egyenletet is kielégiti. Ha L barmely
elemének van legalabb egy komplementuma, akkor L-et komplementumos hdlo-
nak, ha pedig L minden elemének pontosan egy komplementuma van, akkor
egyértelmiien komplementumos hdlonak nevezziik.

Legyen a,b egy tetszés szerinti L halé olyan elempdrja, amelyre a <b.
Ekkor az a=r=5 (r¢L) feltételeknek eleget tevd r elemek halmaza L-nek
részhalbja, amelyet az q, b elempar aital meghatarozott infervallumnak neveziink
s [a, b]-vel jeloliink. Az L valamely s elemér6l akkor mondjuk, hogy az r
relativ komplementuma |a, b}-ben (vagy : r-nek [a, b]-beli relativ komplemen-
tuma), ha r~s--a,r. s=>b. (Kovetkezoleg, s€[e, b].) Ha L minden egyes
a,b,r (a=r=»b) elemharmasa esetén van r-nek legalabb egy relativ komple-
mentuma [a, b]-ben, akkor L-et relativ komplementumos hdlénak nevezziik.

1.5. A halok legfontosabb tipusai. Egy halot disztributivnak neve-
ziink, ha barmelyik miivelete a masikra nézve disztributiv. A komplementu-
mos disztributiv halokat Boole-algebrdknak szokas nevezni.

Egv hélot moduldrisnak neveziink, ha benne a=c esetén minden b-re

2) (a o b)y~c.-=aw(bo).

Végiil, egy L halot (CRoISOT nyoman, 1. [6], 85. 0.) féligmoduldrisnak
neveziink, ha az L minden olyan a, b, ¢ elemharmasahoz, amelyre

be<ia<ic<a b,
talalhaté L-nek legalabb egy olyan f eleme, amelyre

“bhme<t<b
és
(@ t)y~c=a.

Megijegyezziik, hogy minden disztributiv hdlé egyszersmind modularis, s min-
den moduldris halé egyszersmind féligmoduldris ({1}, 134. o.; [6], 84. 0.)-

2. Komplementum és relativ komplementum
korlatos relativ komplementumos halékban

2. 1. Neumann tétele. A komplementumos moduldris halok elméletének
megalapozasa és kiépitése terén igen nagy érdemei vannak NEUMANN JANOS-
nak. Az 6 nevéhez flizddik, tobbek kozott, az alabbi, bar majdnem trivialisan
bizonyithaté, mégis igen fontos tétel, amelyet — célunknak megfelelden —
az eredetitdl ([9], 6. 0.) eltér6 szovegezéssel, de lényegileg valtozatlanul a
kovetkez6képpen fogalmazunk meg:



KOMPLEMENTUMOS HALOK SZERKEZETEROL 61

Neumann tétele: Legyen L komplementumos moduldris hdlo, r az
L tetszés szerinti eleme, a és b pedig az L olyan, egyébként tetszés szerinti
elemei, amelyekre :

(3) a=r=é
teljesiii. Akkor, az r akdrmelyik komplementumdt jeloli is t, az
(4) s=(a-t)~b —a o(t~b)

elem az r (egyik) relativ komplementuma [a, b]-ben.' :
Kavetkezdleg, minden komplementumos moduldris hdlo relativ komple-
mentumos.
A dolgozatnak ebben a fejezetében a tétel egy bizonyos értelmii meg-
forditdsanak probléméjaval s az igy nyert eredmény néhany alkalmazasaval
foglalkozunk.

2.2. Neumann tételének megforditasa. Mindenekel6tt néhany szot
szolunk arrol, hogy a tétel milyen értelmit megforditdsdra gondolunk. A tétel,
mint lattuk, komplementumos moduldris haldékra - amelyek természetesen
korlatosak és éppen a tétel szerint relativ komplementumosak — kimondja,
hogy ha r eleget tesz (3)-nak, ¢ pedig az r komplementuma, akkor minden egyes
(4) szerinti s elem az r relativ komplementuma [a, b]-ben. Felvetédik a prob-
léma, hogy viszont eldall-e r minden [a, b]-beli s relativ komplementuma ezen
a modon; azaz, az r barmely [a, b]-beli s relativ komplementumahoz megad-
hat6-e az r-nek egy ¢ komplementuma tgy, hogy ¢ kielégitse a (4) egyenletet.

Megmutatjuk, hogy e problémara a valasz igenld, st hogy ez a meg-
forditds bizonyos nemmodularis halokra is érvényes.

Neumann tételének ezt a megforditdsat az 1. tétel 1. kovetkezménye
fogja tartalmazni. Maga a tétel pedig nemcsak a kivant tulajdonsag / exisz-
tencidjat fogja igazolni, hanem eljarast is ad az Osszes ilyen ¢ elemek meg-
hatarozdsara. A tétel 2. kovetkezménye kevésbé érdekes; inkdbb csak a 3.
tétel elokészitése érdekében fogalmazzuk meg.

1. TETEL: Legyen L korldtos relativ komplementumos hdlo, a és b az L
olyan elemei, amelyekre a =0 teljesiil, r és s pedig az [a,b] olyan elemei,
amelyek egymdsnak relativ komplementumai |a, b]-ben. Ekkor az

\ rnt=o

rot=i
®) | @oDrb=s
a.-(t~b)—=s

U A (4)-beli két kifejezés egyenid volta a modularitasbol kovetkezik; 1.(2). — Félre-
értések elkeriilése végett hangsitlyozni kivanjuk, hogy a ,Neumann tétele“ kifejezést csak
a késObbiek megfogalmazasanak konnyitése érdekében hasznaljuk, tehdt nem azért, mintha
e tétel Neumann nagyon értékes munkassagaban jelentés helyet foglalna el.
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egyenletrendszer t-re nézve megoldhato, s a rendszer Osszes megolddsai eld-
dllnak a kivetkez6 mdodon : Vessziik

1. az a dsszes |o, s)-beli relatlv komplementumainak Y halmazdt,

2. a b Osszes [s, i]-beli relativ komplementumainak Z halmazdt,

3. végiil, minden egyes y,z (y€Y,2€Z) elempdrhoz az s 0sszes |y, z]-
beli relativ komplementumainak (y-tol és z-tdl fiiggd) T,. halmazdit.

Az (5) egyenletrendszer dsszes megolddsai éppen a T = UyT,,z halmaz
elemei? tex

1. KOVETKEZMENY (Neumann tételének megforditisa): Legyen L korldtos
relatlv komplementumos hdld, a, b, r pedig L olyan elemei, amelyekre a=r=25
teljesiil. Akkor az r bdrmely [a, b]-beli s relativ komplementumdhoz megadhato
r-nek legaldbb egy olyan t komplementuma, amely kielégiti a (4) egyenletet.”

2. KOVETKEZMENY : A tétel feltevései mellett az () egyenletrendszer bdr-
mely t megolddsa elddllithato

(6) t={(@ ") )N b)y=(a ") (s (s b))

alakban, ahol o', b, s’ rendre az a, b, s elemek egy-egy alkalmasan vdlasztott
komplementumadt jelentik.

A tételnek és kovetkezményeinek bizonyitdsa eldtt néhany megjegyzést
tesziink.

1. MEGJEGYZES: Latjuk, hogy az (5) egyenletrendszer megoldasainak T
halmaza csak az q, b, s elemektdl fiigg, r-t6l azonban fiiggetlen. Ha tehat r,
és r, mindketten az s relativ komplementumai |[a, b]-ben, akkor az (5)-bél
r=-r, és r=r, helyettesitéssel el6ailo két egyenletrendszernek pontosan ugyan-
azok a f elemek a megoldasai; kovetkezbleg, ebben az esetben r-nek és 7.-
nek van (legaldbb egy) kozds komplementuma.

2. MEGJEGYZES: A tételben adott eljards minden egyes ¢ megoldast pon-
tosan egyszer allit el6, mert ha pl. y, 3=y, (3, 3.€Y), akkor s~f=y, €s
s~t==y, egyidejiileg L egyetlen { elemére sem teljesiilhet.

3. MEGJEGYZES: Végiil megijegyezziik, hogy a tétel altalanosabban is
fogalmazhatd. Ahelyett ugyanis, hogy kikotjiik L relativ komplementumos voitat,

2 A tételnek egy nagyon specidlis esete az [1], 8. fejezet 1. §-anak 2. gyakorlo-
feladata.

3 Latjuk, hogy az 1. kovetkezmény nem mds, mint a tételben szerepld, s a tekintett
egyenletrendszer megoldhatdsdgara vonatkozd részletallitds stilaris atfogalmazdsa. Hogy
mégis kiilon kimondjuk, annak két oka is van. Egyrészt az 1. kovetkezmény allitdsa 6nma-

giban is érdekes, masrészt ezaltal valik vilagossa a tételnek a Neumann-féle tétellel valo
kapcsolata.
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elegend6 feltenni, hogy (az Y és Z halmazok nem iiresek s) létezik legalabb
egy olyan y,z (y€Y,z€Z) elempar, hogy T,. nem iires.
Ezek utdn ratériink a tételnek és kovetkezményeinek bizonyitasara.

BizoNYiTAS : A tétel feltevései miatt az Y, Z, T,. halmazok egyike sem
iires. Ha tehat kimutatjuk, hogy a T halmaz elemei valéban kielégitik az (5)
egyenletrendszert, akkor ezzel a rendszer megoldhatosagat (tehat az 1. kovet-
kezmény allitasat) is bebizonyitottuk. Ennek megfeleléen el6szor éppen ezt
mutatjuk meg. i

Legyen f a T halmaz tetszés szerinti eleme. Ek-
kor, a T definicional fogva, taldlhatok olyan y.(€Y),
z(€Z) elemek, amelyekre érvényesek a kovetkezo
egyenletek :

(7) ANpy=0, a.y=S,
8) b~zi=s, boz=I,
) SNt=3:, S\t=2z.

Tovabba, a tétel feltevései szerint

(10) rmns=a, rus==b.

Ezeket felhaszndlva, egyszerii szdmoldssal mutatjuk meg, hogy minden egyes
t elem az r komplementuma. Ugyanis

rot=(F~ b~ (zt)y= [(10)-bdI] és (9)-bol]
=robnz)it= :
=rosnt=Fns)nsni= [(8)-bol]
—anmsnt= . [(10)-bd6i]
=any =20 [(9)-bdl és (7)-bol],

s dudlisan rwf =i
Tovabba, t kielégiti az (5) egyenletrendszer utolsé két egyenletét is.
Ugyanis

@t)ymb—-(awyvt)mb= [(9)-bol]
=zb=s [(9)-bd] és (8)-bol],

s hasonléan a-— ({ ~b)==s.
Ezzel befejeztiik annak kimutatasat, hogy a 7 tetszés szerinti f eleme az
(5) egyenletrendszer megoldasa.
Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ az (5) egyik megoldasa. Definidljunk két
elemet, y-t és z-t (L-ben) az '
y=snt z=st
egyenletekkel. Ekkor, mindenek el6tt, ¢ az s relativ komplementuma [y, z]-ben.
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Tovabba, figyelembe véve (5) utolso két egyenletét,
y=snt=(a.  t) bt=b~t,
z=sut=qau(nb)yut—=auult.

Elobbib6l a tétel feltevései kozott szerepld a =0 és az r definicidjabol adodo
a=r egyenlttlenség, valamint (5) els6 egyenlete miatt

amny=an(b t)y=(@b)~{f==
=aqaf=rnt==0,
s ugyanebbol, az (5) utolsé egyenlete miatt,

avy=aubnt) :s.
Dudlisan adédik, hogy

bwz--i, bmnz - s
Ezek szerint y az a-nak relativ komplementuma [o, s|-ben, 2z pedig a b-nek
relativ komplementuma [s, /]-ben.

Tehat, az (5) egyenletrendszer tetszés szerinti { megoldasa, y==s.~t és
z=s\_t valasztassal, valéban el6all a tételben leirt modon. Ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik. '

Végiil megmutatjuk, hogy a 2. kovetkezmény allitdsa levezethetd a tétei-
bol. Lattuk, hogy minden egyes, a 2. kovetkezmény allitisaban szerepld ¢
megegyezik a tételben szereplé T halmaz valamelyik elemével. Azonban,
ugyancsak a tétel (vagy még egyszeriibben, annak 1. kdvetkezménye) szerint,
Y barmely y, ill. Z barmely 2z eleme el6all

(11) y=o0 (@ Ns)y=a s,

ill.

(12) z2=(s-b)~i s.b

alakban, ahol a', ill. & az q, ill. b elem alkalmasan vdlasztott komplementuma.

Ugyanigy, az y, z elemek akdrmilyen vélasztisa esetén is, 7,. minden egyes
t eleme el6all o :

(13) t= (yush)mz=yu(sn2)

alakban, ahol s’ az s alkalmasan valasztott komplementuma. Lathato, hogy a
(11)—(13) egyenletek kozvetleniil adjdk a 2. kovetkezmény allitasat.

2. 3. Alkalmazas modularis halékra. A 2.2. §-ban kapott eredmé-
nyeket most moduldris halékra fogjuk alkalmazni. NEUMANN tételébdl tudjuk,
hogy ebben az esetben a korlatossig és a relativ komplementumossag egyiitt
ekvivalens a komplementumossaggal; ezért az eléz6 § eredményei barmely
komplementumos modularis halora alkalmazhatok. ’



KOMPLEMENTUMOS HALOK SZERKEZETEROL 65

Eloszor egyszerii bizonyitast adunk a kovetkezd ismert tételre :

2. TETEL: Minden egyértelmiien komplementumos moduldris hdlo diszt-
ributiv.

BizonyiTAs: Legyenek a, b,r egy komplementumos moduldris (tehat,
NEUMANN tétele szerint egyszersmind relativ komplementumos) L haio olyan,
egyébként tetszés szerinti elemei, hogy a=r=b5. Az 1. tétel 1. kovetkezménye
és NEUMANN tétele szerint az r elem [q, b]-beli s relativ komplementumai
éppen az Osszes s==(a-...r)- b alakil elemek, ahol r* befutja az r 0Osszes
komplementumait. Ha tehdt L egyértelmiien komplementumos is, akkor minden
egyes r elemének barmely azt tartalmazo [a, b]-ben pontosan egy relativ
komplementuma van, ez pedig, egy ismert tétel ([1], 134. 0.) szerint azt jelenti,
hogy L disztributiv.

Az 1. tétel 2. kiegészitésével kapcsolatban természetesen vetddik fel a
kérdés, milyen tovabbi feltételeknek kell a szoban forgd L haidt alavetniink
ahhoz, hogy L minden egyes (6) alakii f eleme az (5) egyenletrendszer meg-
oldasa legyen. Kovetkez6 tételiinkben kimutatjuk, hogy ehhez elegendé fel-
tenni L modularitasat.

3. TETEL: Legyen L komplementumos hdlo, a és b az L olyan elemel,
amelyekre a < b fteljesiil, r és s pedig az [a, b] olyan elemei, amelyek egymds-
nak relativ komplementumai [a, bl-ben. Tovdbbd a’, ¥, ill. s’ legyenek az a, b,
ill. s elemek tetszés szerinti komplementumai. Ha L moduldris, akkor minden
egyes (6) alakii t elem az (5) egyenletrendszer megolddsa (s igy, specidlisan,
az r komplementuma).

BizONYITAS: A bizonyitds, a feltételek felhasznalasaval, az r.t, rmi,
(a—t)~b, aw(t-b) kifejezések értékének kozvetlen kiszamitdsa utjan is
elvégezhet6, az 1. tétel alapjan azonban csaknem szamolas nélkiil adodik az
alabbi meggondolassal (amely egyébként nem mas, mint az 1. tétel 2. kovet-
kezményének bizonyitdsanal latott gondolatmenet megforditasa).

Feltevésiink szerint az L hald moduldris. De akkor, NEUMANN tételének
értelmében, az a’, b, § tetszés szerinti valasztidsa esetén is az

y =ouf(ad8)=ams
elem az a relativ komplementuma [0, s]-ben, a
z=(swb)~i=s. O
elem a b relativ komplementuma [s, /]-ben, s végiil a
- t=(a ~s)pus)n(sb)=
= (@ "S)—(§ (s b))

elem az s relativ komplementuma az [y, 2]~ [a’~s, s b] intervallumban.

5 HI. Osztaly Kozleményei 1X/1
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Tehat, az 1. tétel figyelembevételével, ¢ valéban az (5) egyenletrendszer meg-
oldasa, fiiggetleniil attol, hogy «’, &', ill. s’ az a, b, ill. s elem melyik komp-
lementumat jelenti.

A komplementumos modularis halokra vonatkozdan még egy olyan ered-
ményt akarunk megemliteni, amely az 1. tételb6l adodik. Ez az eredmény
ugyan NEUMANN tételének és 1. tételiinknek egyszerii kovetkezménye, tartal-
mdandl fogva azonban — mint a 3. tétel természetes kiegészitése — mégsem
érdektelen.

4. TETEL: Legyen L komplementumos moduldris hdlo, a, b, r pedig az L
olyan elemei, amelyekre a=r=05 fteljesiil. Akkor az r bdrmely t komplemen-
tumdhoz taldlhato r-nek olyan la, b]-beli s relativ komplementuma, valamint az
a, b, s elemeknek egy-egy olyan o', b',s" komplementuma, hogy az a', ¥,s,s',t
elemekre (6) teljesiil.

BizONYiTAS: NEUMANN tétele szerint az (a —t)b—aw(fb) elem r
relativ komplementuma |[a, b]-ben; valasszuk ezt s-nek. Ezzel az s-sel ¢ egy
(5) alaku egyenletrendszer megolddsa, s igy — az 1. tétel 2. kovetkezménye
szerint — valdban eléallithatd a 4. tételben kimondott modon.

3. Komplementumos halék modularitasara
vonatkozé feltételek

3. 1. Dilworth modularitasi tétele. Ismeretes, hogy DEDEKIND ([3],
389. 0.) halok moduldris voltdira a kovetkezd sziikséges és elegendd feltételt
adta:

Dedekind tétele: Egy hdlo akkor és csak akkor moduldris, ha
nincs a b

(14) °

: a
hdléval izomorf részhdloja.

DEDEKIND tételét kettos végességi kovetelménynek eleget tevo halok ese-
tére DILWORTH [4] lényegesen élesitette. Tételének idézése el6tt allapodjunk
meg a kovetkezd elnevezésben: egy korldtos L hald valamely R részhalojat
Dilworth-féle részhdlénak mondjuk, ha R tartalmazza az L korlatelemeit és izomorf
(14)-gyel. Ezzel az elnevezéssel DILWORTH tétele a kovetkezoképpen hangzik :
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Dilworth modularitasi tétele: Kettds végességi kovetelmeny-

nek eleget tevé komplementumos hdlé. akkor és csak akkor moduldris, ha nincs
Dilworth-féle részhdloja.

A feltétel sziikségessége DEDEKIND tételébdl kovetkezik; elegendOsége
viszont hosszas szamoldst igényel, s az egyes lépések igen lényegesen kihasz-
naljdk a végességi kovetelmények fenndlldsat. A kovetkezd §-ban tirgyalando
5. tétel, valamint McCLAUGHLIN-nek e dolgozat lezdrasa utdn megijelent ered-
ménye (,Atomos komplementumos halé akkor és csak akkor modularis, ha
nincs Dilworth-féle részhdloja“; 1. [8]) azonban mutatjdk, hogy mégsem egy
»véges jellegii“ tételr6l van szo.

3.2. Dilworth tételének Kkiterjesztése relativ komplementumos

halékra. Az elébb mondottaknak megfelelden kimutatjuk, hogy érvényes a
kovetkez6 :

5. TETEL: Korldtos relativ komplementumos hdlo akkor és csak akkor
moduldris, ha nincs Dilworth-féle részhdldja.

BIZONYITAS : A feltétel szitkségessége ismét trividlisan kovetkezik DEDEK]ND
tételébol; elegenddségét az 1. tétel alapjan bizonyitjuk be.

Ha egy karlatos relativ komplementumos L hadldo nem moduidris, akkor
DEDEKIND tétele szerint van legalabb egy

b

¥y

Q

diagramos részhal6ja. Ebben s-nek r, €s r, is [a, b]-beli relativ komplemen-
tuma, s igy az 1. tétel utdni 1. megjegyzés szerint van olyan f elem, amely
ri-nek és r-nek is komplementuma. Kovetkezéleg, az o, r, 7,1t i elemek L-
nek Dilworth-féle részhalojat képezik. Ezek szerint, ha egy korlatos relativ
komplementumos halénak nincs Dilworth-féle részhaléja, akkor az a halé
sziikségképpen modularis.

Eredményiinket rogton felhasznéljuk arra, hogy bepillantast nyerjiink az
egyértelmilen komplementumos hdalok szerkezetébe. Régebben azt sejtették
(I. pl. [2]), hogy minden ilyen hal6 disztributiv; DILWORTH azonban 1945-ben
(az [5] dolgozatban) ezt a sejtést megcafolta, kimutatvdn, hogy minden halé
bedgyazhatd egyértelmlien komplementumos haloba.! Masrészt a 2. tétel sze-

+ Ez az eredmény azért cafolia meg a sejtést, mert disztributiv haldé minden rész-
héldja is disztributiv.

5%
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rint egyértelmiien komplementumos moduldris halé disztributiv is; tehat az
egyértelmiien komplementumos " halok két osztidlyba sorolhatok, tgymint a
Boole-algebrak €s az egyérteimiien komplementumos nemmoduldris halék
osztidlydba. Az utébbiak szerkezetének feltdrasa terén j 1épést jelent a

6. TETEL: Egyértelmiien komplementumos nemmoduldris hdlo nem lehet
relattv komplementumos. '

BizoNyiTAS: A tétel kozvetleniil adodik az el6z6 tételbdl. Ha ugyanis
a korlatos L ha&ldo nemmoduldris, de relativ komplementumos, akkor az 5. tétel
szerint van Dilworth-féle részhaloja. Kovetkezoleg, L ekkor nem egyértelmiien
komplementumos.

3. 3. Egy modularitasi feltétel. Dilworth modularitasi tétele, s ugyan-
csak az altalunk bebizonyitott 5. tétel sziikséges és elegend6 feltételt tartalmaz
bizonyos tipustt komplementumos héalék modularitdsdra. Most, az emlitett téte-
lekre tdmaszkodva, egy tovabbi modularitisi feltételt adunk.

7. TETEL: Legyen L olyan korldtos hdlo, amely a kivetkezd (A), (B) tulaj-
donsdgok koziil legaldbb az egyikkel rendelkezik :

(A) L atomos és komplementumos ;

(B) L relativ komplementumos.
Akkor L moduldris voltdnak sziikséges ¢és elegendd feltétele az, hogy L
bdrmely a, b, ¢ elemhdrmasdra az :

(15) ac==1
(16) amc=0
an b~c==0

egyenletek fenndlldsdbol vagy b=a, vagy b|a kivetkezzék.
A bizonyitashoz a kovetkezd segédtételt bocsédtjuk elore:

SEGEDTETEL : Koridfos L hdlo csak akkor moduldris, ha bdrmely a, b, c

elemhdrmasdra a (15), (17) egyenlefek fenndlldsdbol vagy b=a, vagy blla

kovetkezik.

Mert ha egy korlatos haldban talalhaté olyan a, b, c elemharmas, amelyre
a (15), (17) egyenletek mellett b>-a is teljesiil, akkor (15) szerint b c=
=Zac=1, (17) szerint pedig a~c=b~c=o0, s igy az o0,a,b,c,i elemek
L-nek Dilworth-féle részhaldjat képezik. Kovetkezéleg, DEDEKIND modularitasi
tétele szerint ekkor L nem modularis.

Ratériink a 7. tétel bizonyitdsdra. A segédtétel szerint a tételben meg-
adott feltétel sziikséges; kimutatjuk, hogy elegendd is. E célbdl tekintsiink
egy olyan korlatos L halot, amelyben (A), ill. (B) teljesiil. Ha L nem modu-
laris, akkor — (A) teljesiilése esetén MCLAUGHLIN [8]-beli fentebb idézett
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eredménye, (B) teljesiilése esetén pedig 5. tételiink szerint — tartalmaz
Dilworth-féle részhalot; ennek belsé elemeit jeldljiik a-, b-, c-vel, mégpedig
legyen éppen o< a<<b-<i és o<<c<i. A Dilworth-féle részhalé definiciéjabol
(I. (14)-et a, b, p, g, s helyett rendre o, i, a, b, c-vel) rogton lathatd, hogy erre
az a, b, ¢ elemharmasra (15), (16) és (17) teljesiil; ennek ellenére b >a. Ezzel
a feltétel - elegenddségét is igazoltuk.

A fentiekb6! lathatd, hogy a 7. tételben az (A), ill. (B) tulajdonsag bar-
mely olyan (T) tulajdonsdggal helyettesithetd, amelyre fennall az, hogy (T)
tulajdonsagti komplementumos hald csak akkor moduléris, ha nincs Dilworth-
féle részhaloja. '

4. Véges hossziisagu komplementumos modularis halok szerkezetérol

4.1. A probléma felvetése. Ismeretes ([1], 134. 0.), hogy egy modu-
laris halé akkor és csak akkor disztributiv, ha nem tartalmaz a

(18)

haloval izomorf részhalot. DEDEKIND és DILwORTH modularitasi tételeire visz-
szagondolva, onként vetddik fel a kovetkezd kérdés: nem igaz-e DILWORTH
tételének olyan analogonja, hogy kettds végességi kovetelménynek eleget tevo
— vagy, ami modularis halok esetén ezzel ekvivalens, véges hosszisagi —
komplementumos moduldris halé akkor és csak akkor disztributiv, ha nem
tartalmaz olyan, a (18)-cal izomorf részhalot, amelyben a-nak a halo legkisebb,
b-nek pedig a halo legnagyobb eleme felel meg.

Egyszerii ellenpélda meggy6z arrdl, hogy az allitds ,akkor“ része alta-
laban nem igaz. Tekintsiink példaul egy « projektiv sikot, s az ¢ Osszes line-
aris altereinek tartaimazas szerint rendezett (modularis, de nem disztributiv)
E halojat, az iires halmazt is E-hez szamitva. Konnyii latni, hogy E-ben
nincs olyan (18)-cal izomorf részhald, amely £ mindkét korlatelemét tartal-
mazna. (A p, q,r elemek helyébe ugyanis az & bizonyos pontjait, illetve egye-
neseit kellene helyettesiteni; de akkor a p,q, r elemek kozott

1. vagy két pontnak kellene eléfordulnia, amikor is ezek E-beli egye-
sitettje az ¢-nak egy egyenese, nem pedig maga az &,

2. vagy két egyenesnek kellene el6fordulnia, amikor is ezek E-beli met-
szete az £-nak egy pontja, nem pedig az iires halmaz.)
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A haromdimenzios projektiv tér 6sszes linedris altereinek haldjaban viszont
— amely ugyancsak modularis, de nem disztributiv. — mar vannak olyan
(18) diagramos részhalok, amelyekben a==0 €és b=i: ilyet alkot, az iires
halmaz és a teljes tér hozzavételével, barmely harom paronként kitéré egyenes.

Felvetjiik tehat a kovetkezd problémat: mi a sziikséges és elegendd fel-
tétele annak, hogy egy véges hossziisagn komplementumos nemdisztributiv
moduléris halénak legyen olyan (18) diagramos részhaléja, amelyben a=-0
és b—1i. A fenti két példa alapjan varhatd, hogy ez a feltétel kapcsolatban
lesz a halé hossziisdgaval.

4.2. El6késziiletek. Mar a felvetett probléma megoldasat tartaimazo téte-
link megfogalmazasahoz is sziikségiink van a komplementumos modularis
halok elméletében ismeretes bizonyos eredmények idézésére. A targyalas folya- -
matossaga érdekében egyszersmind a bizonyitdsban alkalmazasra keriilo ered-
ményeket is mar most ismertetjiik. Mindezeket az eredményeket segédtételek
formajaban fogalmazzuk meg.

Mindenek ei6tt két segédtételt mondunk ki a véges hossziisagn komple-
mentumos moduldris halok szerkezetérdl :

1. SEGEDTETEL: Bdrmely véges hosszusdgt komplementumos moduldris,
L hdlo egyértelmiien elddllithato egy Py Boole-algebra és véges szdmii P, ..., Py
egyszerii® komplementumos nemdisziributiv moduldris hdlo
(19) L-P P - P (t veges)
direkt Osszetételekent.

2. SEGEDTETEL: Véges hossziisdgi komplementumos. nemdisztributiv mo-
duldris hdlo akkor és csak akkor egyszerii, ha bdrmely p,q (p=Fq) pontpdr-
Jahoz taldlhatoé legaldbb egy olyan r(=-p,q) tovdbbi pont, hogy r-p-._q.

Az 1. segédtétel abbol kovetkezik, hogy ({1}, 120. o., Lemma 2 és
Theorem 6) minden véges hosszusigt komplementumos moduldris hédlo egy-
értelmiien el6éllithatd egyszerii (véges hossziisagit) komplementumos modularis
halok direkt Osszetételeként; a segédtételbeli P, a disztributiv komponensek
direkt Osszetétele. A 2. segédtételre nézve 1. [7], 89. o.

3. SEGEDTETEL ([1], 67. 0.): Legyen L véges hossusdgiu moduldris hdlo,
s d(x) (x€L) jelentse az x elem magassdgdat L-ben. A d(x) fiiggvény értéke
akkor és csak akkor 0, ha x=—=o; tovdbbd, L barmely a, b elempdrjdra
(20) d{a. - b)y-+d{@ab): -d(a)+ d(b).

5 Egy L halot egyszerinek neveziink, ha minden egves homomorf képe vagy egy-
elemit halo vagy magaval L-lel izomorf. '

6 Természetesen akar a P,, akir az osszes P, (k=1,...,¢) halok lehetnek egyelemii
halok is; ez utdbbi esetben — és csak akkor — L disztributiv. :
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DerNiclO  ([7], 104. 0.): Alulrél korldtos moduldris hdlé valamely
{D1, ..., bm} (m véges) ponthalmazdt fiiggetlennek (s a p,,..., pn pontokat

1
egymdstol fiiggetleneknek) nevezziik, ha’ (,.L.J.lp”)‘n’ pra=o0 ({==1,...,m—1).

_Kimutathato ([1], 104. 0.), hogy e definici6 — formaja ellenére — a
pontok adott sorrendjétél fiiggetlen; ebbol kovetkezik, hogy fiiggetlen pont-
halmaz minden részhalmaza is fiiggetlen.

4. SEGEDTETEL: Alulrél korldtos moduldris L hdlé pontjainak bdrmely
{D1s -, Du) halmazdra d(p,o---opn)=m, s egyenloség pontosan akkor dll,
ha a {p,, ..., pn} ponthalmaz fiiggetlen.

Az m =2 esetben a 4. segédtétel trividlis, az m>2 esetre pedig teljes
indukcidval igazolhaté a kovetkezOképpen. Feltessziik, hogy a 4. segédtetel
minden legfeliebb m—1 elembdl all6 ponthalmazra igaz. Ekkor a 3. segeéd-
tétetbeli (20) folytan

(1) d(pro-Ipa)= d(Pr o Puat) F A(Pu)—d (Do O Pir1) N Du)-

Az indukcidfeltevés miatt (21) jobboldala mindig kisebb vagy egyenlé mint
(m—1)41—0=m. Speciélisan, {p,, ..., pn} akkor és csak akkor fiiggetlen,
ha {p,,..., D) fliggetlen és (p, - pun) ™ pw =0, vagyis ha (21) jobb-
oldala éppen egyenld (m—1)+1—O0= m-mel.

A 4. segédtételbdl rogton kovetkezik, hogy m-hossziisagu modularis
haloé pontjaibol akkor és csak akkor valaszthaté ki m-elemii fiiggetlen pont-
halmaz, ha a halé legnagyobb eleme el6allithaté pontok egyesitettjeként. Mivel
komplementumos moduldris halok esetén ez mindig lehetséges ({1], 105. o.
Theorem 6), ezért érvényes az

5. SEGEDTETEL: Ha az L komplementumos moduldris hdlo hossza m
(ahol m véges), akkor L legnagyobb eleme elddllithaté m szdmi egymdstol
fiiggetlen pont egyesitettjeként.

4.3. A tétel és bizonyitasa. Most mar megfogalmazhatjuk a 4. 1 végén
felvetett probléma megoldasat.

8. TETEL: Véges hossziisdgi komplementumos moduldris L hdlo akkor
és csak akkor tartalmaz olyan (18) diagramos részhdlot, amelynek legkisebb
eleme az L legkisebb elemével, legnagyobb eleme pedig az L legnagyobb ele-
mével egyezik meg, ha a (19) szerinti direkt felbontdsiban P, az egyelemii
hdlo, s minden egyes Py (k==1,...,t) hossziusdga pdros.

1 1 :
“ Az |J szimbdlum jelentése: { pr= py e
k=1

k=

LY
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BiZONYITAS: Az 1. segédtétel szerinti felbontasnak megfeleléen az L
tetszés szerinti a, b, c elemei reprezentdlhatok

Ca= (e, @, ..., @) |
(22) 3 b:"—‘(ﬂ(,, ,@1, ey ,Sg) : ((l;;,,-i));, ‘/];EP),A; k:O,l,,t)
<C:(7’0, }’17---,’}4) , .
alakban. Tovabba, ha o, és 1, jelenti a P, (k=0,1,...,¢) legkisebb, ill.
legnagyobb elemét, akkor az
(23) a~b=b~c=cna=o
(24) avb=0bc=ca=:i
egyenletek az a, b, ¢ elemekre akkor és csak akkor teljesiilnek, ha az a, b, ¢
elemek (22) szerinti komponenseire fennallnak az

(25) €N F== N V=M (-ck = @,
(26) € /gI: = /})k o/ '/l; = 7}; & =y
egyenletek.

A fentiekre tdmaszkodva, eldszor azt mutatjuk meg, hogy a tételben fel-
sorolt feltételek sziikségesek. EbbOl a célbdl tegyiik fel, hogy L-nek van olyan
a, b, c elemharmasa, amely eleget tesz a (23)—(24) egyenleteknek, s igy ezek-
nek az elemeknek komponensei eleget tesznek (25)—(26)-nak.

Ebben az esetben a P, disztributiv halo «,, 8,, 7, elemei egymasnak
paronkénti komplementumai. Disztributiv halé minden elemének azonban leg-
feljebb egy komplementuma lehet ([1], 134. o0.). Ezért «,, &, 7, nem lehetnek
mind kiilonboz6k ; nyilvan az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy éppen «,==3,. Ebb6l azonban, (25)—(26) miatt,

(== (g M By == €y My = Gy == Uy ' €y == @y By =
kovetkezik ; ez pedig éppen azt jelenti, hogy P, valdban egyetlen elembdl all.
Tekintsiik ezutdn a P (k==1, ..., ) komplementumos modularis halokat.
A P.-ban d(§:)-val jelolve a &.(€ P:) elem magassagat, a 3. segédtétel, valamint
(25) és (26) miatt, )
d(e) +d(8) = d(u) + d(or) — d(u)
d(B)-+d(y) =du) +d(w) =d(u) (k—=1,...,1).
d(7) +d(er) = d(u) +-d (o) = d(%)

Osszeadva ezeket az egyenleteket, azt kapjuk, hogy

2(d(ar) +d(B) +d(yr)) = 3d (1) (k=-1,...,1).

Mivel pedig az utobbi egyenlet baloldaldn paros szam all, ezért a jobboldalan
is parosnak kell allnia; azaz, d(u)-nak (minden k-ra) oszthatonak kell lennie
2-vel.
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A feltételek sziikségességének bizonyitasaval tehat készen vagyunk.

A feltételek elegendGségének bizonyitasdhoz, a (23)—(24) és (25)—(26)
egyenletrendszerek ekvivalencidja miatt, csak azt kell megmutatnunk, hogy
ha egy komplementumos nemdisztributiv moduldris P hdlo pdros (=5=0) hosz-
szisdgi és egyszeri, akkor P-ben taldlhatok olyan a,b,c elemek, amelyek
kielégitik a (23)—(24) egyenleteket. (Mivel P nem az egyelemii halo, ezért a
(23)—(24) teljesiilése esetén a, b, ¢ méaris mind kiilonbozok.)

Ennek megfeleléen legyen P olyan halo, amelynek megvannak az 0sz-
szes most felsorolt tulajdonsagai. Jeloljiik a P hosszusagat (annak kifejezésére,
hogy ez kikotéseink szerint paros szdm) 2n-nel, ahol n>0 és egész. Ekkor,
d(x)-szel jelolve az x(€ P) elem magassagat,

(27) d(i)-=2n.
Az 5. segédtétel szerint tehat / elballithato
(28) (Upyo(Ua)—i
alakban, ahol {p,,...,Pu,qs, ..., g=} a. P valamely fiiggetlen ponthalmaza.
Valasszuk a-nak, ill. b-nek az
(29) a= U ps
(30) b: U qr
k=1
elemet; ekkor, (28) szerint, maris '
(31) a.b—=i.

Ugyanakkor, a 3. segédtételben foglalt (20) egyenlet, tovabba (31) szerint
d(a~ by=-d(a)+d(b)—d(a. b)—=
- -d(a)+d(b)—d(i).

Azonban, a 4. segédtétel és (27) szerint

- d(@)+d(b)—d(i))=n+n—2n=0.
Utolso két egyenletiinkb6l d(a ~ b)=0, azaz — a 3. segédtétel els6 allitasa
folytdn —
(32) amb-—o.

Tekintsiik ezutan P 6sszes e, = pp\qx (k=1, ..., n) alaki elemeit. A P
egyszeriisége folytan, a 2. segédtétel értelmében, minden egyes ex-hoz van
legalabb egy olyan rx(5=px, i) pont, hogy ri=p.\q.. Mivel egyrészt a 4.
segédtétel szerint d(pi qr)=d(qr 1) = d(r. v py), masrészt r.=p.\Jq:
miatt gi o1, o P =i qx, ezért

(33) er==pPr =g S, =1\~ P (k=1,...,n).



74 : : SZASZ G.

Definidljuk ezutan c-t a kovetkez6képpen :

(34) c—Ur.
k=1
Ekkor a (29), (34) és (33) egyenletek szerint,
A\JCZ P\ 1, == €, > (. (k 1,...,/1).

Ebbdl és (30)-bdl, valamint (31)-bél

(35) auc:au(auc)gau(qu)zaubzi.
k=1

Masrészt, a d(a — b) kiszamitdsakor mar alkalmazott gondolatmenettel,
(35)-ot is felhaszndlva, :

danc)=:d(a)+d(c)—d(awc)=-
=:d(a)-+d{c)—d(i) =
. =nd-n—2n=90,
ahonnan
(36) amc==0.

Végiil, az a és b elemek szimmetrikus szerepe miatt, az el6bbi meg-
gondolasokkal

(37) buc=-i,
(38) brc=—=o

is adodik. De (31), (32), valamint (35)—(38) szerint az o, a, b,c, i elemek L-
nek (18) diagramos részhaldjat képezik.
Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

4.4. A tétel projektiv geometriai kapcsolatai. A komplementumos
moduldris halok elmélete kapcsolatban all a projektiv terek elméletével : sza-
mos projektiv geometriai tételnek megvan a haldelméleti megfeleldje, s a
komplementumos modularis halékra vonatkozo egyes tételekbdl érdekes pro-
jektiv geometriai eredmények is adodnak.

A 8. tétel projektiv geometriai megfelelojét igen konnyen megfogalmaz-
hatjuk. Legyen 8 az n-dimenzids valds projektiv tér, P pedig a ‘P Osszes
linedris altereinek tartalmazas szerint rendezett haloja (az iires halmazt is a
linearis alterek kozé szdmitva). Ekkor a P egy (n- 1)-hosSzlisagu komple-
mentumos moduldris hdlo. Nevezziik a ¢ két X és 9) linedris alterét a ¢ fiig-
getlen generdtorpdrjdnak, ha e két altér kozos elem nélkiili s egyiitt kifesziti-
a § teret. Ekkor a 8. tételbdl azonnal kovetkezik, hogy a ‘B projektiv térben
akkor és csak akkor taldlhatok olyan AN, B, € linedris alterek, melyek koziil
bdrmely ketto a P-nek fiiggetlen generdtorpdrjdt alkotja, ha n pdratian. (A

tétel tehat, specidlis esetként, magaban foglalja a 4.1 végén, a problémafel-
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vetés elott targyalt példakat.) A tétel bizonyitdsat megfigyelve, az is kideriil,
hogy ekkor végtelen sok ilyen tulajdonsagt altérhdrmas létezik.

A most kimondott projektiv geometriai allitds természetesen tisztan pro-
jektiv geometriai (illetdleg linedris algebrai) modszerekkel is bebizonyithato,
mégpedig éppen a 8. tétel bizonyitdsdnal latott gondolatmenettel. Ez azonban
nem megleps, mert hiszen a targyalt bizonyitds maga is egy projektiv geo-
metriai gondolat dltaldnositasa. Legyen ugyanis *}}; a haromdimenzids projek-
tiv tér, s e, f a P, két kitérd egyenese. Ekkor egy olyan g egyenes, amely
mind az e-hez, mind az f-hez képest kitér6, meghatarozhatoé tgy, hogy eld-
szor kijeloliink két-két pontot, E,, E~-t és F,, F-t az e, ill. f egyenesen, s
ezutan g-nek vessziik az E.F. (k=-=1,2) egyenesek valamely G(=l- Ex, Fi)
pontjainak 0sszekdtd egyenesét.

5. Félkomplementum és komplementum féligmodularis halékban

5.1. Féligmodularis halé maximalis félkomplementumairdl. DEDE-
KIND tételét korldtos moduldris halokra alkalmazva azonnal adddik, hogy egy
ilyen hdlo egyetlen elemének sem lehet két kiilonb6z6 dsszehasonlithaté komp-
lementuma. Ennek alapjan pedig mar trivialis, hogy ha r egy korlatos modu-
laris halo tetszés szerinti eleme s ¢ az r valamely komplementuma, akkor r-nek
nincs #-nél nagyobb félkomplementuma sem.

Altalaban, alulr6l korlatos K halo esetén valamely r(¢ K) elem maximdlis
Jélkomplementuman az r olyan m félkomplementumat fogjuk érteni, amelyre
az rnf=:0, f=m feltételekb6l f--m kovetkezik (azaz, amelynél nagyobb
félkomplementuma nincs r-nek). Ha egy ilyen m==0, akkor ezt az elemet
az r maximdlis valodi félkomplementumdnak fogjuk nevezni.

Ezzel az elnevezéssel fentebbi megjegyzésiinket igy fogalmazhatjuk:
Korldfos moduldris hdlo bdrmely elemének Gsszes komplementumai egyszersmind
az illeto elem maximdlis félkomplementumai.®

Kimutatjuk, hogy a félkomplementumossag kikotése mellett az allitas
megforditasa is érvényes, mégpedig nemcsak modularis, hanem féligmodularis
halbkra is:

9. TETEL: Ha egy féligmoduldris félkomplementumos L hdlo valamely r
elemének van m maximdlis valddi félkomplementuma, akkor L-nek van legna-
gyobb eleme és m az r komplementuma. ’

% Az Allitas altalaban mar féligmodularis haldkra sem érvényes, mert hiszen korlatos
féligmodularis haloban lehet olyan elem, amelynek van két dsszehasonlithaté komplemen-
tuma (gondoljunk pl. az affin tér esetére vagy DirwortH modularitasi tételére és az 5. té-
telre), s ezek koziil a kisebbik mint félkomplementum sem maximalis.
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KOVETKEZMENY : Ha egy féligmoduldris hdlo mindegyik belsé elemének
van maximdlis valodi félkomplementuma, akkor a hdlénak van legnagyobb
eleme s a hdlo komplementumos.

BizoNYiTAs : Mindenekeldtt megjegyezziik, hogy a kovetkezmény a tétel-
bol trividlisan adodik, tehat csak magaval a tétellel kell foglalkoznunk.

A tétel bizonyitdsa céljabdl tekintsiink egy féligmodularis félkomple-
mentumos L halot, s ennek tetszés szerinti r elemét. Mivel r-=o-ra és r—i-re
(amennyiben i létezik) az allitds nyilvanvaléan igaz, ezért a tovabbiakban fel-
tehetjiik, hogy reJ(L). (Az J(L) jelentését illetdleg 1.1-re utalunk.)

Ezek utan vilagos, hogy elegendd megmutatni a kovetkezot: Ha redi(L),
és f az L olyan eleme, hogy

(39) r~nf=o0 és f:-o,
tovdbbd ‘
(40) rofed(l),

akkor r-nek van f-nél nagyobb félkomplementuma. Ennek megfeleléen tegytik
fel, hogy az r, f elemekre (39) és (40) teljesiil s vezessiik be az
(41) rof=d

jelolést. (40) és az L félkomplementumos volta miatt d-nek van valamely x
valodi félkomplementuma, s a (41)-b6l leolvashatd f=d miatt x ~f=x~d=o.
Ezek szerint
(42) xnf=xnd=o0 és x==o.
Biyonyitand6 allitasunkat most a kovetkezd két részletdllitasra bontjuk fel:
1. Ha az L valamely z eleme eleget tesz az

(43) 0<2=X
(44) uf)md=f
feltételeknek, akkor z\wf>f, és 2o f az r-nek (valodi) félkompiementuma ;

2. Ha r, f,d és x eleget tesznek a (39)—(42) feltételeknek, akkor meg-
adhato L-nek olyan z eleme, amely kielégiti a (43), (44) feltételeket.

Latjuk, hogy e két dllitds egyiitt éppen a fentebb megfogalmazott, bizo-
nyitando allitast adja.

Az 1. BIZONYiTASA: Eloszor azt mutatjuk meg, hogy 2z f az r félkomp-

lementuma :
r~@wfy=(F~d)y~(@wf)—~ [(41)-bol]

=ren{dn(z- f))=
—rnf=0 [(44)-bol és (39)-bo].
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Tovabba
inf=xnf=o0<z [(43)-bol és (42)-bol];

marpedig 2z f<z, mint tudjuk, ekvivalens z f> f-fel.
A 2. BIZONYITASA : Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
(45) (xwfymd=r.

Ekkor (41) szerint :
r=xufyndz=fnf=Jf,
azaz r=f.

Ha + =/, akkor a v elem (45)-ben adott definicidja folytan *

(xofymd=f,

tehat 2= x helyettesitéssel (44) maris teljesiil. De teljesiil ekkor (43) is, mert
(42) szerint o< x(=x).
Hatra van az az eset, amikor ¢>f. Kimutatjuk, hogy ekkor

(46) xXmr<f<r<xuf.
Valéban,
x~r=xnxwf)ynd-- [(45)-bol]
= xd==0<f [(42)-bb1 és (39)-bdl]
s
) xvfz(xwfy~d=v [(45)-bdl],
de x_ f—= 1 lehetetlen, mert beldle ismét (45) szerint

x=xuf=r=(xuvf)nd=d,

azaz x~d==x kovetkeznék, s ez elientmondds (42)-vel.

Most hasznaljuk ki azt, hogy L féligmoduldris. Az 1.5-ben ismertetett
definicié szerint (46) fennédlldasa maga utdn vonja olyan f(€L) elem létezését,
amelyre

(47) Xme<t=x
és
f=(vwt)ymr.
Az elobbibdl t U f=xf, s ebbdl tovabb, az utobbi és (45) miatt,
(48) f=@uf)~e=0uf)n(xfmd—=
= (tw f)d.

Végeredményben, (47) és (48) szerint z=t-re (43) és (44) is teljesiil. Eszerint
a 2. részletdllitast is bebizonyitottuk.
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Tételiinkhoz és ennek kovetkezményéhez egy-egy megjegyzést fiiziink.
Elészor is, nem féligmodularis halokra az allitis mar nem érvényes. Igy
példaul, az

o
o

haléban m az r maximalis félkomplementuma, s mégsem komplementuma.

A kovetkezménnyel kapcsolatban azt jegyezziik meg, hogy egy r elem
maximalis valodi félkomplementuméanak létezéséhez — azon a trividlis kove-
telményen tal, hogy r-nek egyéltaldan legyen valodi félkomplementuma — ele-
gendd példaul, hogy a hdlo eleget tegyen a novekvé lancok végességi kove-
telményének (specidlisan, hogy véges hossziisagu legyen) vagy az tn. lta-
lanos metszet-disztributivitisnak.” A kovetkezmény tehat specidlis esetként
magaban foglalja a [11] dolgozat 2. és 3. tételét.

5.2. A féligmodularis halok egy specialis osztalyarol. Ebben a
§-ban olyan végtelen hosszlisdgu féligmoduldris halokrol lesz szd, amelyek-
nek Osszes belsd elemei véges magassaguak. (Ez a tipus a véges hosszlisagu
halok legkozvetlenebb altalanositdsa.) Ezekre a halokra a 9. tétel alapjan
bebizonyitjuk a kovetkez6t:

10. TETEL: Legyen L olyan félkomplementumos féligmoduldris hdlo,
amelynek 0Osszes belsé elemei véges magassdguak. Ha L hosszusdga végtelen,
akkor minden egyes r belsé eleméhez és bdrmely K pozitiv egész szdmhoz
megadhato r-nek olyan félkomplementuma, amelynek magassdga K-ndl nagyobb.

9 Ez utobbi fogalmat ([6], 78. o. nyomdn) a kovetkezoképpen definialjuk. Legyen
H—= {xv}vé p az L halo tetszés szerinti szamossagu részhalmaza, s pry jelentse a H-nak

L-beli legkisebb fels6 korlatjat, feltéve hogy ez létezik. (Ha H végeys, akkor ez a definicio
megegyezik a 6. labjegyzetben adottal.) Az L halérél akkor mondjuk, hogy eleget tesz az
dltaldanos metszet-disziributivitdsnak, ha minden M = {b;};. , részhalmazara és barmely a
elemére az a ™ (agjb") és Eéjd (a  by) kifejezések léteznek és egymassal egyenlok.
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Kovetkezbleg: A tétel feltételeinek teljesiilése esetén az r belsé elem
osszes félkomplementumainak magassigai a pozitiv egész szamok halmazat
kitoltik.

BizonyiTAS : Mindenekel6tt ramutatunk arra, hogy a tétel feltevéseinek
eleget tevé L halé egyetlen belsd elemének sincs komplementuma: ugyanis,
mint azt a szerz6 egy régebbi dolgozatdban ([12], 243. 0.) megmutatta, két
véges magassagu elem egyesitettie is véges magassagu.

Az el6z6 bekezdésben elmondottakbdl azonban, a 9. tétel szerint, az
kovetkezik, hogy az r bels6 elemnek maximalis (valddi) félkomplementuma
sincs. Eszerint az r akarmelyik valodi m, félkomplementumabdl kiindulva,
talalhaté L-ben olyan
(49) O <My < My < v o <M< Mgy < e+
végtelen novekvd lanc, amelynek minden egyes eleme r-nek félkompiemen-
tuma. Mivel a (49)-beli my,, elem magassiga mindenesetre K-nal nagyobb,
ezért a tétel allitdsa helyes.

A tétel utdni megjegyzés helyessége a tétel allitasabol és abbol a nyil-
vanvalo ténybdl kovetkezik, hogy ha L valamely f eleme az r félkomplemen-
tuma, akkor minden f-nél kisebb. elem is az r félkomplementuma.
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