
KOMPLEMENTUMOS HÁLÓK SZERKEZETÉRŐL 
írta: SZÁSZ GÁBOR (S/.eged) 

A h á l ó k k ü l ö n f é l e s p e c i á l i s o s z t á l y a i k ö z ü l a h á l ó e l m é l e t e n b e l ü l i s , d e 
m é g i n k á b b a n n a k a m a t e m a t i k a m á s á g a i b a n v a l ó a l k a l m a z á s a i t e r é n , k i -
e m e l k e d ő s z e r e p e t j á t s z a n a k a k o m p l e m e n t u m o s é s a r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s 
h á l ó k . E n n e k m e g f e l e l ő e n s z á m o s k u t a t ó f o g l a l k o z o t t a z i l y e n h á l ó k s z e r k e z e -
t é n e k v i z s g á l a t á v a l , t o v á b b á o l y a n t e r m é s z e t ű p r o b l é m á k k a l , h o g y b i z o n y o s 
t í p u s ú h á l ó k k o m p l e m e n t u m o s v a g y r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s v o l t á r a m i l y e n 
m á s ( b i z o n y o s e s e t e k b e n e g y s z e r ű b b e n k i m u t a t h a t ó ) s z ü k s é g e s , e l e g e n d ő , 
i l l e t v e s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e k a d h a t ó k m e g . E z a d o l g o z a t i s i l y e n 
t e r m é s z e t ű k é r d é s e k e t t á r g y a l . 

A z 1. f e j e z e t a t á r g y a l á s s z e m p o n t j á b ó l l e g f o n t o s a b b d e f i n í c i ó k a t t a r t a l -
m a z z a . 

A 2 . f e j e z e t e l ő s z ö r NEUMANN e g y k l a s s z i k u s t é t e l é n e k b i z o n y o s é r t e l m ű 
m e g f o r d í t á s á v a l f o g l a l k o z i k . E z a m e g f o r d í t á s l é n y e g i l e g e g y s p e c i á l i s a l a k ú , 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k f e l e t t i e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á n a k 
k i m u t a t á s á t j e l e n t e n é ; k ö z b e n a z o n b a n t ö b b r e j u t u n k a b b a n a t e k i n t e t b e n , h o g y 
a z 1 . t é t e l b e n e g y o l y a n e l j á r á s t a d u n k m e g , a m e l y a f e l v e t ő d ö t t e g y e n l e t -
r e n d s z e r ö s s z e s m e g o l d á s a i n a k m e g h a t á r o z á s á r a a l k a l m a s , m é g p e d i g n e m c s a k 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s , h a n e m t e t s z é s s z e r i n t i k o r l á t o s r e l a t í v k o m p l e m e n -
t u m o s h á l ó k e s e t é b e n i s . A t é t e l e r e j é t m u t a t j a , h o g y b e l ő l e , i l l . f e l h a s z n á l á -
s á v a l s z á m o s m á s e r e d m é n y a d ó d i k . í g y , a f e j e z e t h á t r a l e v ő r é s z é b e n , a 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a v o n a t k o z ó a p r ó b b a l k a l m a z á s o k o n k í v ü l , 
e t é t e l r e t á m a s z k o d v a i g e n e g y s z e r ű b i z o n y í t á s t a d u n k a r r a a z i s m e r t t é t e l r e , 
h o g y m i n d e n e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó d i s z t r i b u t í v . 

A 3 . f e j e z e t b e n p e d i g e g y DiLWORTH-től s z á r m a z ó s a k e t t ő s v é g e s -
s é g i k ö v e t e l m é n y n e k e l e g e t t e v ő k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k m o d u l a r i t á s á r a 
v o n a t k o z ó k r i t é r i u m é r v é n y e s s é g é t e t é t e l s e g í t s é g é v e l a k o r l á t o s r e l a t í v k o m p -
l e m e n t u m o s h á l ó k o s z t á l y á r a i s k i t e r j e s z t j ü k . E b b ő l a d ó d i k a 6 . t é t e l , a m e l y 
s z e r i n t e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s n e m m o d u l á r i s h á l ó n e m l e h e t r e l a t í v 
k o m p l e m e n t u m o s . U g y a n c s a k a 3 . f e j e z e t b e n m é g e g y s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő 
f e l t é t e l t a d u n k k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k m o d u l á r i s v o l t á r a v o n a t k o z ó l a g . 

A 4 . f e j e z e t p r o b l é m á j a a 3 . f e j e z e t e l s ő § - á b a n i s m e r t e t e t t D i l w o r t h -
f é l e t é t e l h e z a n a l ó g t é t e l f e l á l l í t á s a ( k ö z e l e b b r ő l , e g y b i z o n y o s t í p u s ú r é s z h á l ó 
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l é t e z é s é n e k k é r d é s e ) k o n i p l e m e n t u m o s n e m d i s z t r i b u t í v m o d u l á r i s h á l ó k r a . E g y -
s z e r ű p é l d á k m u t a t j á k , h o g y a p o n t o s a n a l ó g i a n e m é r v é n y e s ; e n n e k m e g f e -
l e l ő e n s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t a d u n k a k í v á n t t í p u s ú r é s z h á l ó l é t e z é -
s é r e ( 8 . t é t e l ) . A t é t e l b ő l r ö g t ö n a d ó d i k e g y p r o j e k t í v g e o m e t r i a i j e l l e g ű e r e d -
m é n y o l y a n p á r o n k é n t i d e g e n l i n e á r i s a l t é r h á r m a s o k l é t e z é s é r ő l , i l l . n e m l é t e -
z é s é r ő l , a m e l y e k k ö z ü l b á r m e l y k e t t ő k i f e s z í t i a t e r e t . A t é t e l é r d e k e s s é g e , 
h o g y a f e n t n e v e z e t t t í p u s ú h á l ó k d i r e k t f e l b o n t á s á b a n s z e r e p l ő k o m p o n e n s e k 
h o s s z ú s á g á n a k p á r o s v a g y p á r a t l a n v o l t á v a l k a p c s o l a t o s . 

A z 5 . f e j e z e t f ő e r e d m é n y e a z , h o g y f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e m e n t u m o s 
h á l ó b á r m e l y e l e m é n e k m a x i m á l i s f é l k o m p l e m e n t u m a i e g y b e n a z i l l e t ő e l e m 
k o m p l e m e n t u m a i ( 9 . t é t e l ) . K ö v e t k e z m é n y e k é n t e g y e l e g e n d ő f e l t é t e l a d ó d i k 
a r r a , h o g y e g y f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k o m p l e m e n t u m o s 
l e g y e n . ( I l y e n k é r d é s e k k e l a s z e r z ő m á r r é g e b b e n i s f o g l a l k o z o t t ; a j e l e n l e g i 
e r e d m é n y a r é g e b b i e k e t i s m a g á b a n f o g l a l j a . ) T é t e l ü n k e t r ö g t ö n a l k a l m a z z u k 
o l y a n v é g t e l e n h o s s z ú s á g ú f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k r a , a m e l y e k -
n e k v a l a m e n n y i , a h á l ó e s e t l e g l é t e z ő l e g n a g y o b b e l e m é t n e m t a r t a l m a z ó r é s z -
h á l ó j a m á r v é g e s h o s s z ú s á g ú . 

1. Definíciók 

A z a b s z t r a k t a l g e b r á b a n á l t a l á n o s a n h a s z n á l t f o g a l m a k a t i l l e t ő l e g [ 1 0 ] - r e 
u t a l u n k . 

1.1. Háló és rendezése. E g y L h a l m a z o n l e g y e n é r t e l m e z v e k é t m ű -
v e l e t , m e l y e k e t egyesítésnek é s metszésnek n e v e z ü n k , s w , i l l . гл j e l l e l f e j e -
z ü n k k i . L - e t hálónak n e v e z z ü k , h a m i n d k é t m ű v e l e t a s s z o c i a t í v é s k o m -
m u t a t í v , t o v á b b á L b á r m e l y a, b e l e m p á r j á r a t e l j e s ü l n e k a z a w ( a r x ö ) = o , 
а n> (a\~>b) a e l n y e l é s i a z o n o s s á g o k . 

M i n d e n h á l ó b a n b e v e z e t h e t ő e g y r e n d e z é s i r e l á c i ó a k ö v e t k e z ő d e f i n í -
c i ó v a l : a h á l ó a, b e l e m p á r j á r a l e g y e n a s b a k k o r é s c s a k a k k o r , h a a = ű ^ é 
( v a g y , a m i e z z e l e k v i v a l e n s , h a a w ó = ó ) . A t o v á b b i a k b a n m i n d i g e r r ő l a 
r e n d e z é s r ő l v a n s z ó . 

A z L h á l ó a, b e l e m p á r j á t összehasonlíthatónak n e v e z z ü k , h a v a g y a^b 
v a g y аШЬ t e l j e s ü l ; e l l e n k e z ő e s e t b e n a z t m o n d j u k , h o g y a, b összehasonlít-
hatatlanok, s e z t a z a\\b j e l l e l f e j e z z ü k k i . 

H a a z L h á l ó v a l a m e l y a, b e l e m p á r j á r a a<b, d e e g y e t l e n o l y a n x(£L) 
e l e m s i n c s , a m e l l y e l a<x<b t e l j e s ü l n e , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y a - t követi b, 
s e z t а t é n y t a z a ^ b j e l l e l f e j e z z ü k k i . 

H a e g y h á l ó n a k v a n o l y a n e l e m e , a m e l y m i n d e n m á s e l e m n é l k i s e b b 
( i l l . n a g y o b b ) , a k k o r e z t a z e l e m e t a h á l ó legkisebb ( i l l . legnagyobb) elemének 
n e v e z z ü k , s o - v a l ( i l l . / - v e i ) j e l ö l j ü k . A z o,i e l e m e k e t e b b e n a d o l g o z a t b a n 
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a h á l ó korlátelemeinek, m i n d e n m á s e l e m é t p e d i g belső elemnek f o g j u k n e v e z n i . 
A z L b e l s ő e l e m e i n e k h a l m a z á r a b e v e z e t j ü k a z § ( L ) j e l ö l é s t . 

E g y L h á l ó t alulról ( i l l . felülről) korlátosnak m o n d u n k , h a v a n о ( i l l . I) 
e l e m e . A m i n d k é t o l d a l r ó l k o r l á t o s h á l ó r a a korlátos háló e l n e v e z é s t h a s z -
n á l j u k . A l u l r ó l k o r l á t o s h á l ó v a l a m e l y / ? ( ф о ) e l e m é t pontnak v a g y i r t o m n a k 
n e v e z z ü k , h a o ^ p . 

E g y k o r l á t o s L h á l ó t atomosnak n e v e z ü n k , h a a z L m i n d e n х ( ф о , / ) 
e l e m é h e z t a l á l h a t ó o l y a n p,m{fL) e l e m p á r , h o g y o-<pgkx^m^i. 

1. 2. Háló hosszúsága, elem magassága. A h á l ó részláncaxn a h á l ó 
r e n d e z e t t r é s z h a l m a z a i t é r t j ü k . A láncok hosszúságát a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i -
n i á l j u k : v é g e s x 0 < x i < - - - < x „ l á n c e s e t é n a l á n c h o s s z a a z n s z á m , v é g t e l e n 
s o k e l e m b ő l á l l ó l á n c e s e t é n p e d i g a z e l e m e k h a l m a z á n a k s z á m o s s á g a . 

Maximálisnak n e v e z z ü k a z R l á n c o t ( L - b e n ) , h a R a z L e g y e t l e n r é s z -
l á n c á n a k s e m v a l ó d i r é s z h a l m a z a . A z L á l t a l t a r t a l m a z o t t ö s s z e s m a x i m á l i s 
l á n c o k h o s s z ú s á g á n a k f e l s ő h a t á r a a háló hosszúsága. A s z e r i n t , h o g y e z v é g e s - e 
v a g y v é g t e l e n , véges hosszúságú é s végtelen hosszúságú h á l ó k r ó l b e s z é l ü n k . 

A l u l r ó l k o r l á t o s L h á l ó v a l a m e l y a e l e m é n e k magasságát a z ö s s z e s 
хша ( x £ L ) e l e m e k á l t a l a l k o t o t t r é s z h á l ó h o s s z ú s á g á v a l d e f i n i á l j u k , s d(a)-
v a l j e l ö l j ü k . H a e z v é g e s , a k k o r я - t véges magasságú elemnek n e v e z z ü k . 

1.3. Végességi követelmények. L e g y e n c0 e g y L h á l ó t e t s z é s s z e r i n t i 
e l e m e , s d e f i n i á l j u k L-nek e g y r é s z l á n c á t a k ö v e t k e z ő m ó d o n : a r é s z l á n c 

! l e g n a g y o b b ! e I e m e 1 е § У е п c«> e g y é b k é n t P e d i g ^ = l e g y e n L v a l a m e l y 

o l y a n e l e m e , a m e l y ^ ^ ь ' ^ 3 ' 3 ! о , i - n é l . H a b á r m e l y c „ - b ó l k i i n d u l v a , m i n d e n 
í g y k é p e z e t t l á n c v é g e s h o s s z ú s á g ú , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y L eleget tesz a 

Icsökkenői ^ncok végességi követelményének. H a e g y h á l ó b a n m i n d k é t v é g e s -
s é g i k ö v e t e l m é n y é r v é n y e s , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y kettős végességi követel-
ménynek tesz eleget. 

1.4. Félkomplementum, komplementum, relatív komplementum. 
L e g y e n L a l u l r ó l k o r l á t o s h á l ó . A z L v a l a m e l y a e l e m é n e k félkomplementumán 
é r t j ü k a z L m i n d e n o l y a n x e l e m é t , a m e l y r e 
(1) аглх^о. 

H a e m e l l e t t х ф о , a k k o r x a z а valódi félkomplementumá. H a L m i n d e n b e l s ő 
e l e m é n e k v a n v a l ó d i f é l k o m p l e m e n t u m á , a k k o r L - e t félkomplementumos háló-
nak n e v e z z ü k . 

L e g y e n e z u t á n L ( n e m c s a k a l u l r ó l , h a n e m f e l ü l r ő l i s ) k o r l á t o s , s а a z L 
v a l a m e l y e l e m e . E k k o r a z а komplementumán é r t j ü k a z L m i n d e n o l y a n x 
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e i e m é t , a m e l y (1) m e l l e t t a z a ^x=- i e g y e n l e t e t i s k i e l é g í t i . H a L b á r m e l y 
e l e m é n e k v a n l e g a l á b b e g y k o m p l e m e n t u m a , a k k o r L - e t komplementumos háló-
nak, h a p e d i g L m i n d e n e l e m é n e k p o n t o s a n e g y k o m p l e m e n t u m a v a n , a k k o r 
egyértelműen komplementumos hálónak n e v e z z ü k . 

L e g y e n a, b e g y t e t s z é s s z e r i n t i L h á l ó o l y a n e l e m p á r j a , a m e l y r e a â b. 
E k k o r a z a ^ r ^ b ( r £ L ) f e l t é t e l e k n e k e l e g e t t e v ő r e l e m e k h a l m a z a L - n e k 
r é s z h á l ó j a , a m e l y e t a z a, b e l e m p á r á l t a l m e g h a t á r o z o t t intervallumnak n e v e z ü n k 
s [а, ft]-vel j e l ö l ü n k . A z L v a l a m e l y s e l e m é r ő l a k k o r m o n d j u k , h o g y a z r 
relatív komplementuma [ a , b]-ben ( v a g y : r - n e k [a, 6 ] - b e l i r e l a t í v k o m p l e m e n -
t u m a ) , h a rr^s a,r^js = b. ( K ö v e t k e z ő l e g , S£[Ű, 6 ] . ) H a L m i n d e n e g y e s 
a,b,r (a^r^b) e l e m h á r m a s a e s e t é n v a n r - n e k l e g a l á b b e g y r e l a t í v k o m p l e -
m e n t u m a [<7, 6 ] - b e n , a k k o r L - e t relatív komplementumos háló n a k n e v e z z ü k . 

1.5. A hálók legfontosabb típusai. E g y h á l ó t disztributivnak n e v e -
z ü n k , h a b á r m e l y i k m ű v e l e t e a m á s i k r a n é z v e d i s z t r i b u t i v . A k o m p l e m e n t u -
m o s d i s z t r i b u t i v h á l ó k a t Boole-algebráknak s z o k á s n e v e z n i . 

E g y h á l ó t modulárisnak n e v e z ü n k , h a b e n n e ашс e s e t é n m i n d e n b-re 

( 2 ) ( ű u / » ) o c = a u ( b c ) . 

V é g ü l , e g y L h á l ó t (CROISOT n y o m á n , 1 . [6] , 8 5 . O.) féligmodulárisnak 
n e v e z ü n k , h a a z L m i n d e n o l y a n a , b , с e l e m h á r m a s á h o z , a m e l y r e 

Ьглс<а<с<а^Ь,  

t a l á l h a t ó L - n e k l e g a l á b b e g y o l y a n t e l e m e , a m e l y r e 

br\c<t^b 
é s 

(a ^t)r\c — а. 

M e g j e g y e z z ü k , h o g y m i n d e n d i s z t r i b u t i v h á l ó e g y s z e r s m i n d m o d u l á r i s , s m i n -
d e n m o d u l á r i s h á l ó e g y s z e r s m i n d f é l i g m o d u l á r i s ( f l j , 134. o . ; [6], 84. o . ) -

2. Komplementum és relatív komplementum 
korlátos relatív komplementumos hálókban 

2. 1. Neumann tétele. A k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k e l m é l e t é n e k 
m e g a l a p o z á s a é s k i é p í t é s e t e r é n i g e n n a g y é r d e m e i v a n n a k NEUMANN JÁNOS-

n a k . A z ő n e v é h e z f ű z ő d i k , t ö b b e k k ö z ö t t , a z a l á b b i , b á r m a j d n e m t r i v i á l i s a n 
b i z o n y í t h a t ó , m é g i s i g e n f o n t o s t é t e l , a m e l y e t — c é l u n k n a k m e g f e l e l ő e n — 
a z e r e d e t i t ő l ([9j, 6. o . ) e l t é r ő s z ö v e g e z é s s e l , d e l é n y e g i l e g v á l t o z a t l a n u l a 
k ö v e t k e z ő k é p p e n f o g a l m a z u n k m e g : 
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Neumann tétele: Legyen L komplementunios moduláris háló, r az 
L tetszés szerinti eleme, a és b pedig az L olyan, egyébként tetszés szerinti 
elemei, amelyekre 
( 3 ) a ^ r ^ b 
teljesül. Akkor, az r akármelyik komplementumát jelöli is t, az 
( 4 ) s = ( ú w í ) A é = a ^ ( í n é ) 
elem az r (egyik) relatív komplementuma [a, b\-ben." 

Következőleg, minden kompiémentumos moduláris háló relatív komple-
mentumos. 

A d o l g o z a t n a k e b b e n a f e j e z e t é b e n a t é t e l e g y b i z o n y o s é r t e l m ű m e g -
f o r d í t á s á n a k p r o b l é m á j á v a l s a z í g y n y e r t e r e d m é n y n é h á n y a l k a l m a z á s á v a l 
f o g l a l k o z u n k . 

2 . 2 . Neumann tételének megfordítása. M i n d e n e k e l ő t t n é h á n y s z ó t 
s z ó l u n k a r r ó l , h o g y a t é t e l m i l y e n é r t e l m ű m e g f o r d í t á s á r a g o n d o l u n k . A t é t e l , 
m i n t l á t t u k , k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a — a m e l y e k t e r m é s z e t e s e n 
k o r l á t o s a k é s é p p e n a t é t e l s z e r i n t r e l a t i v k o m p l e m e n t u m o s a k — k i m o n d j a , 
h o g y h a r e l e g e t t e s z ( 3 ) - n a k , t p e d i g a z r k o m p l e m e n t u m a , a k k o r m i n d e n e g y e s 
( 4 ) s z e r i n t i s e l e m a z r r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [« , / ; ] - b e n . F e l v e t ő d i k a p r o b -
l é m a , h o g y v i s z o n t e l ő á l l - e r m i n d e n \a, ó ] - b e l i s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a e z e n 
a m ó d o n ; a z a z , a z r b á r m e l y [ n , ô ] - b e l i .s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m á h o z m e g a d -
h a t ó - e a z r - n e k e g y / k o m p l e m e n t u m a ú g y , h o g y t k i e l é g í t s e a ( 4 ) e g y e n l e t e t . 

M e g m u t a t j u k , h o g y e p r o b l é m á r a a v á l a s z i g e n l ő , s ő t h o g y e z a m e g -
f o r d í t á s b i z o n y o s n e m m o d u l á r i s h á l ó k r a i s é r v é n y e s . 

N e u m a n n t é t e l é n e k e z t a m e g f o r d í t á s á t a z 1 . t é t e l 1. k ö v e t k e z m é n y e 
f o g j a t a r t a l m a z n i . M a g a a t é t e l p e d i g n e m c s a k a k í v á n t t u l a j d o n s á g ú / e x i s z -
t e n c i á j á t f o g j a i g a z o l n i , h a n e m e l j á r á s t i s a d a z ö s s z e s i l y e n t e l e m e k m e g -
h a t á r o z á s á r a . A t é t e l 2 . k ö v e t k e z m é n y e k e v é s b é é r d e k e s ; i n k á b b c s a k a 3 . 
t é t e l e l ő k é s z í t é s e é r d e k é b e n f o g a l m a z z u k m e g . 

1. T É T E L : Legyen L korlátos relativ komplementumos háló, a és b az L 
olyan elemei, amelyekre aëb teljesül, r és s pedig az [a, b\ olyan elemei, 
amelyek egymásnak relatív komplementumai fa, b]-ben. Ekkor az 

rr^t = o 
r^Jt — i 

1 A (4)-beli két kifejezés egyenlő volta a moduiari tásbói következik; 1.(2). — Félre-
értések elkerülése végett hangsúlyozni kívánjuk, hogy a „Neumann té te le" kifejezést csak 
a későbbiek megfogalmazásának könnyítése érdekében használjuk, tehát nem azért, mintha 
e tétel N E U M A N N nagyon ér tékes munkásságában jelentős helyet foglalna el. 

I 
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egyenletrendszer t-re nézve megoldható, s a rendszer összes megoldásai elő-
állnak a következő módon : Vesszük 

1. az a összes [о, s]-beli relatív komplementumainak Y halmazát, 
2 . a b összes [s, i]-beli relatív komplementumainak Z halmazát, 
3 . végül, minden egyes y,z (y(V, z(Z) elempárhoz az s összes [y,z\-

beli relatív komplementumainak (y-tól és z-től függő) T,JZ halmazát. 
Az ( 5 ) egyenletrendszer összes megoldásai éppen a T- | J Tv, halmaz 

elemeié 

1 . KÖVETKEZMÉNY ( N e u m a n n t é t e l é n e k m e g f o r d í t á s a ) : Legyen L korlátos 
relatív komplementumos háló, a, b, r pedig L olyan elemei, amelyekre a^ryb 
teljesül. Akkor az r bármely [a, b]-beli s relatív komplementumához megadható 
r-nek legalább egy olyan t komplementuma, amely kielégíti a ( 4 ) egyenleteté 

2 . KÖVETKEZMÉNY: A tétel feltevései mellett az ( 5 ) egyenletrendszer bár-
mely t megoldása előállítható 

(6) t = ((а' гл s) w s') л (s y—y b') = (a' r> s) w (s' r > « w bj) 

alakban, ahol a', b', s' rendre az a, b, s elemek egy-egy alkalmasan választott 
komplementumát jelentik. 

A t é t e l n e k é s k ö v e t k e z m é n y e i n e k b i z o n y í t á s a e l ő t t n é h á n y m e g j e g y z é s t 
t e s z ü n k . 

1. MEGJEGYZÉS : L á t j u k , h o g y a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a i n a k T 
h a l m a z a c s a k a z a, b, s e l e m e k t ő l f ü g g , r - t ő l a z o n b a n f ü g g e t l e n . H a t e h á t r, 
é s r 2 m i n d k e t t e n a z s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a i [a, ö ] - b e n , a k k o r a z ( 5 ) - b ő l 
r a é s r = r2 h e l y e t t e s í t é s s e l e l ő á l l ó k é t e g y e n l e t r e n d s z e r n e k p o n t o s a n u g y a n -
a z o k a t e l e m e k a m e g o l d á s a i ; k ö v e t k e z ő l e g , e b b e n a z e s e t b e n A-nek é s r 2 -
n e k v a n ( l e g a l á b b e g y ) k ö z ö s k o m p l e m e n t u m a . 

2 . MEGJEGYZÉS : A t é t e l b e n a d o t t e l j á r á s m i n d e n e g y e s t m e g o l d á s t p o n -
t o s a n e g y s z e r á l l í t e l ő , m e r t h a p l . у г ф у , ( У и У ^ ^ У ) , a k k o r = é s 
sr^t = y, e g y i d e j ű l e g L e g y e t l e n t e l e m é r e s e m t e l j e s ü l h e t . 

3 . MEGJEGYZÉS: V é g ü l m e g j e g y e z z ü k , h o g y a t é t e l á l t a l á n o s a b b a n i s 
f o g a l m a z h a t ó . A h e l y e t t u g y a n i s , h o g y k i k ö t j ü k L r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s v o l t á t , 

2 A tételnek egy nagyon speciális esete az [1], 8. fejezet 1. §-ának 2. gyakorló-
feladata. 

3 Látjuk, hogy az 1. következmény nem más, mint a tételben szereplő, s a tekintett 
egyenletrendszer megoldhatóságára vonatkozó részletállítás stiláris átfogalmazása. Hogy 
mégis külön kimondjuk, annak két oka is van. Egyrészt az 1. következmény állítása önma-
gában is érdekes, másrészt ezáltal válik világossá a tételnek a Neumann-féle tétellel való 
kapcsolata. 
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e l e g e n d ő f e l t e n n i , h o g y ( a z Y é s Z h a l m a z o k n e m ü r e s e k s ) l é t e z i k l e g a l á b b 
e g y o l y a n y,z (y£Y,z£Z) e l e m p á r , h o g y Tys n e m ü r e s . 

E z e k u t á n r á t é r ü n k a t é t e l n e k é s k ö v e t k e z m é n y e i n e k b i z o n y í t á s á r a . 

BIZONYÍTÁS : A t é t e l f e l t e v é s e i m i a t t a z Y, Z, T,,- h a l m a z o k e g y i k e s e m 
ü r e s . H a t e h á t k i m u t a t j u k , h o g y a T h a l m a z e l e m e i v a l ó b a n k i e l é g í t i k a z ( 5 ) 
e g y e n l e t r e n d s z e r t , a k k o r e z z e l a r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á t ( t e h á t a z 1. k ö v e t -
k e z m é n y á l l í t á s á t ) i s b e b i z o n y í t o t t u k . E n n e k m e g f e l e l ő e n e l ő s z ö r é p p e n e z t 
m u t a t j u k m e g . 

L e g y e n t a T h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i e l e m e . E k -
k o r , а Г d e f i n í c i ó n á l f o g v a , t a l á l h a t ó k o l y a n yt(£Y), 
z , ( £ Z ) e l e m e k , a m e l y e k r e é r v é n y e s e k a k ö v e t k e z ő 
e g y e n l e t e k : 
( 7 ) arsyt~o, asjyt = s, 
(8) brszt = s, b^JZt — i, 
( 9 ) s n f = y , s t = Zt. 

T o v á b b á , a t é t e l f e l t e v é s e i s z e r i n t 
(10) rr^s = a, 

E z e k e t f e l h a s z n á l v a , e g y s z e r ű s z á m o l á s s a l m u t a t j u k m e g , h o g y m i n d e n e g y e s 
t e l e m a z r k o m p l e m e n t u m a . U g y a n i s 

r r s t = ( r n > b ) r ^ ( z t r s t ) = [ ( 1 0 ) - b ő l é s ( 9 ) - b ő l ] 
= rr\(brszt)r\t = 
= r r s s r s t = ( r r ^ s ) r ^ s r s t — [ ( 8 ) - b ó l J 
= a r^ s r^t= [ ( 1 0 ) - b ő l ] 
^ a r s y t = o [ ( 9 ) - b ő l é s ( 7 ) - b ő l ] , 

s d u á l i s a n r ^ y t = i . 
T o v á b b á , t k i e l é g í t i a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r u t o l s ó k é t e g y e n l e t é t i s . 

U g y a n i s 
[ ( 9 ) - b ö l ] 

= f ( 7 ) - b ő l ] 
= Zirsb = s [ ( 9 ) - b ő l é s ( 8 ) - b ó l ] , 

s h a s o n l ó a n a^y(irsb) = s. 
E z z e l b e f e j e z t ü k a n n a k k i m u t a t á s á t , h o g y a T t e t s z é s s z e r i n t i t e l e m e a z 

( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a . 
F o r d í t v a , t e g y ü k f e l , h o g y t az ( 5 ) e g y i k m e g o l d á s a . D e f i n i á l j u n k k é t 

e l e m e t , y - t é s z - t ( L - b e n ) a z 
y = srst, Z — S^t 

e g y e n l e t e k k e l . E k k o r , m i n d e n e k e l ő t t , t a z s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [y, z]-ben. 
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T o v á b b á , f i g y e l e m b e v é v e ( 5 ) u t o l s ó k é t e g y e n l e t é t , 
y = xгл t — (a Vл t)r- br\t = brt, 

z = SKjt = a^j(tr\b)^t = a t. 

E l ő b b i b ő l a t é t e l f e l t e v é s e i k ö z ö t t s z e r e p l ő а ш Ь é s a z /• d e f i n í c i ó j á b ó l a d ó d ó 
a ^ r e g y e n l ő t l e n s é g , v a l a m i n t ( 5 ) e l s ő e g y e n l e t e m i a t t 

аглу = ar\(br\t) — (a^b)r\'t = 

s u g y a n e b b ő l , a z ( 5 ) u t o l s ó e g y e n l e t e m i a t t , 

D u á l i s a n a d ó d i k , h o g y 
b л 2 = /, br\z s. 

E z e k s z e r i n t у a z a - n a k r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [o, s ] - b e n , г p e d i g a ö - n e k 
r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [s , z ' ] - b e n . 

T e h á t , a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r t e t s z é s s z e r i n t i t m e g o l d á s a , y — sr\t é s 
z = s ó i v á l a s z t á s s a l , v a l ó b a n e l ő á l l a t é t e l b e n l e í r t m ó d o n . E z z e l a t é t e l 
b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 

V é g ü l m e g m u t a t j u k , h o g y a 2 . k ö v e t k e z m é n y á l l í t á s a l e v e z e t h e t ő a t é t e l -
b ő l . L á t t u k , h o g y m i n d e n e g y e s , a 2 . k ö v e t k e z m é n y á l l í t á s á b a n s z e r e p l ő t 
m e g e g y e z i k a t é t e l b e n s z e r e p l ő T h a l m a z v a l a m e l y i k e l e m é v e l . A z o n b a n , 
u g y a n c s a k a t é t e l ( v a g y m é g e g y s z e r ű b b e n , a n n a k 1 . k ö v e t k e z m é n y e ) s z e r i n t , 
Y b á r m e l y y, i l l . Z b á r m e l y z e l e m e e l ő á l l 
( 1 1 ) y = o v j (u ' r -N s ) = ű r~\ s, 
i l l . 
( 1 2 ) z = ( s w b') r\i = s^b' 

a l a k b a n , a h o l a', i l l . b' a z a, i l l . b e l e m a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t k o m p l e m e n t u m a . 
U g y a n í g y , a z y, z e l e m e k a k á r m i l y e n v á l a s z t á s a e s e t é n i s , T,r m i n d e n e g y e s 
t e l e m e e l ő á l l 
( 1 3 ) t = ( y y ^ s ' ) r \ z ^ y ^ ( s ' r ^ z ) 
a l a k b a n , a h o l s' a z s a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t k o m p l e m e n t u m a . L á t h a t ó , h o g y a 
( 1 1 ) — ( 1 3 ) e g y e n l e t e k k ö z v e t l e n ü l a d j á k a 2 . k ö v e t k e z m é n y á l l í t á s á t . 

2.3. Alkalmazás moduláris hálókra. A 2 . 2 . § - b a n k a p o t t e r e d m é -
n y e k e t m o s t m o d u l á r i s h á l ó k r a f o g j u k a l k a l m a z n i . NEUMANN t é t e l é b ő l t u d j u k , 
h o g y e b b e n a z e s e t b e n a k o r l á t o s s á g é s a r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s s á g e g y ü t t 
e k v i v a l e n s a k o m p l e m e n t u m o s s á g g a l ; e z é r t a z e l ő z ő § e r e d m é n y e i b á r m e l y 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó r a a l k a l m a z h a t ó k . 
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E l ő s z ö r e g y s z e r ű b i z o n y í t á s t a d u n k a k ö v e t k e z ő i s m e r t t é t e l r e : 
2 . T É T E L : Minden egyértelműen komplementumos moduláris háló diszt-

ributiv. 

BIZONYÍTÁS : L e g y e n e k a, b, r e g y k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s ( t e h á t , 
NEUMANN t é t e l e s z e r i n t e g y s z e r s m i n d r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s ) L h á l ó o l y a n , 
e g y é b k é n t t e t s z é s s z e r i n t i e l e m e i , h o g y a ^ r ^ b . A z 1 . t é t e l 1. k ö v e t k e z m é n y e 
é s NEUMANN t é t e l e s z e r i n t a z r e l e m [a, ö ] - b e l i s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a i 
é p p e n a z ö s s z e s s — (aw T)r\b a l a k ú e l e m e k , a h o l r' b e f u t j a a z r ö s s z e s 
k o m p l e m e n t u m a i t . H a t e h á t L e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s i s , a k k o r m i n d e n 
e g y e s r e l e m é n e k b á r m e l y a z t t a r t a l m a z ó [a, 6 ] - b e n p o n t o s a n e g y r e l a t í v 
k o m p l e m e n t u m a v a n , e z p e d i g , e g y i s m e r t t é t e l ([1], 134. o . ) s z e r i n t a z t j e l e n t i , 
h o g y L d i s z t r i b u t í v . 

A z 1. t é t e l 2 . k i e g é s z í t é s é v e l k a p c s o l a t b a n t e r m é s z e t e s e n v e t ő d i k f e l a 
k é r d é s , m i l y e n t o v á b b i f e l t é t e l e k n e k k e l l a s z ó b a n f o r g ó L h á l ó t a l á v e t n ü n k 
a h h o z , h o g y L m i n d e n e g y e s ( 6 ) a l a k ú / e l e m e a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g -
o l d á s a l e g y e n . K ö v e t k e z ő t é t e l ü n k b e n k i m u t a t j u k , h o g y e h h e z e l e g e n d ő f e l -
t e n n i L m o d u l a r i t á s á t . 

3. T É T E L : Legyen L komplementumos háló, a és b az L olyan elemei, 
amelyekre a ^ b teljesül, r és s pedig az [ö, b] olyan elemei, amelyek egymás-
nak relativ komplementumai [a, b]-ben. Továbbá a', b', ill. s' legyenek az a, b, 
ill. s elemek tetszés szerinti komplementumai. Ha L moduláris, akkor minden 
egyes (6) alakú t elem az (5) egyenletrendszer megoldása (s így, speciálisan, 
az r komplementuma). 

BIZONYÍTÁS: A b i z o n y í t á s , A f e l t é t e l e k f e l h a s z n á l á s á v a l , a z R U Í , rr\t, 
( a K J t ) r \ b , a ^ j ( t r \ b ) k i f e j e z é s e k é r t é k é n e k k ö z v e t l e n k i s z á m í t á s a ú t j á n i s 
e l v é g e z h e t ő , a z 1. t é t e l a l a p j á n a z o n b a n c s a k n e m s z á m o l á s n é l k ü l a d ó d i k a z 
a l á b b i m e g g o n d o l á s s a l ( a m e l y e g y é b k é n t n e m m á s , m i n t a z 1. t é t e l 2 . k ö v e t -
k e z m é n y é n e k b i z o n y í t á s á n á l l á t o t t g o n d o l a t m e n e t m e g f o r d í t á s a ) . 

F e l t e v é s ü n k s z e r i n t a z L h á l ó m o d u l á r i s . D e a k k o r , NEUMANN t é t e l é n e k 
é r t e l m é b e n , a z a', b', s' t e t s z é s s z e r i n t i v á l a s z t á s a e s e t é n i s a z 

y = tí*^(a'r s) = a' r-, s 
e l e m a z a r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [о , s ] - b e n , a 

z = - s ууЬ' 
e l e m a b r e l a t i v k o m p l e m e n t u m a [s, / ] - b e n , s v é g ü l a 

t = ((a' sj n(so bj = 
= (a' r\ s) w (s' о, (s w bj) 

e l e m a z s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a a z [y, z] = [a'rNS, s u i ' ] i n t e r v a l l u m b a n . 

5 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i IX/1 
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T e h á t , a z 1. t é t e l f i g y e l e m b e v é t e l é v e l , t v a l ó b a n a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g -
o l d á s a , f ü g g e t l e n ü l a t t ó l , h o g y a', b', i l l . s' az cj, b, i l l . s e l e m m e l y i k k o m p -
l e m e n t u m á t j e l e n t i . 

A k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a v o n a t k o z ó a n m é g e g y o l y a n e r e d -
m é n y t a k a r u n k m e g e m l í t e n i , a m e l y a z 1. t é t e l b ő l a d ó d i k . E z a z e r e d m é n y 
u g y a n NEUMANN t é t e l é n e k é s 1. t é t e l ü n k n e k e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e , t a r t a l -
m á n á l f o g v a a z o n b a n — m i n t a 3 . t é t e l t e r m é s z e t e s k i e g é s z í t é s e — m é g s e m 
é r d e k t e l e n . 

4 . TÉTEL : Legyen L komplementumos moduláris háló, a, b, r pedig az L 
olyan elemei, amelyekre a r S b teljesül. Akkor az r bármely t komplemen-
tumához található r-nek olyan [a, b]-beli s relativ komplementuma, valamint az 
a, b, s elemeknek egy-egy olyan a', b', s' komplementuma, hogy az a', b', s, s', t 
elemekre (6) teljesül. 

BIZONYÍTÁS: NEUMANN t é t e l e s z e r i n t a z (a^t)r\b - a^j(t b) e l e m r 
r e l a t i v k o m p l e m e n t u m a \a, ó ] - b e n ; v á l a s s z u k e z t s - n e k . E z z e l a z s - s e l t e g y 
( 5 ) a l a k ú e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a , s i g y — a z 1. t é t e l 2 . k ö v e t k e z m é n y e 
s z e r i n t — v a l ó b a n e l ő á l l í t h a t ó a 4 . t é t e l b e n k i m o n d o t t m ó d o n . 

3. Komplementumos hálók modularitására 
vonatkozó feltételek 

3 . 1 . Dilworth modularitási tétele. I s m e r e t e s , h o g y DEDEKIND ( [ 3 ] , 

3 8 9 . o . ) h á l ó k m o d u l á r i s v o l t á r a a k ö v e t k e z ő s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t 
a d t a : 

D e d e k i n d t é t e l e : Egy háló akkor és csak akkor moduláris, ha 
nincs a 

q 
( 1 4 ) 

P 

a 
hálóval izomorf részhálója. 

DEDEKIND t é t e l é t k e t t ő s v é g e s s é g i k ö v e t e l m é n y n e k e l e g e t t e v ő h á l ó k e s e -
t é r e DILWORTH [ 4 ] l é n y e g e s e n é l e s í t e t t e . T é t e l é n e k i d é z é s e e l ő t t á l l a p o d j u n k 
m e g a k ö v e t k e z ő e l n e v e z é s b e n : e g y k o r l á t o s L h á l ó v a l a m e l y R r é s z h á l ó j á t 
Dilworth-féle részhálónak m o n d j u k , h a R t a r t a l m a z z a a z L k o r l á t e l e m e i t é s i z o m o r f 
( 1 4 ) - g y e l . E z z e l a z e l n e v e z é s s e l DILWORTH t é t e l e a k ö v e t k e z ő k é p p e n h a n g z i k : 
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D i l w o r t h m o d u l a r i t á s i t é t e l e : Kettős végességi követelmény-
nek eleget tevő komplementumos háló okkor és csak akkor moduláris, ha nincs 
Dilworth-féle részhálója. 

A f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g e DEDEKIND t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k ; e l e g e n d ő s é g e 
v i s z o n t h o s s z a s s z á m o l á s t i g é n y e l , s a z e g y e s l é p é s e k i g e n l é n y e g e s e n k i h a s z -
n á l j á k a v é g e s s é g i k ö v e t e l m é n y e k f e n n á l l á s á t . A k ö v e t k e z ő § - b a n t á r g y a l a n d ó 
5 . t é t e l , v a l a m i n t McLAUGHLiN-nek e d o l g o z a t l e z á r á s a u t á n m e g j e l e n t e r e d -
m é n y e ( „ A t o m o s k o m p l e m e n t u m o s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r m o d u l á r i s , h a 
n i n c s D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j a " ; 1. [8 ] ) a z o n b a n m u t a t j á k , h o g y m é g s e m e g y 
„ v é g e s j e l l e g ű " t é t e l r ő l v a n s z ó . 

3.2. Dilworth tételének kiterjesztése relativ komplementumos 
hálókra. A z e l ő b b m o n d o t t a k n a k m e g f e l e l ő e n k i m u t a t j u k , h o g y é r v é n y e s a 
k ö v e t k e z ő : 

5. T É T E L : Korlátos relatív komplementumos háló akkor és csak akkor 
moduláris, ha nincs Dilworth-féle részhálója. 

BIZONYÍTÁS : A f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g e i s m é t t r i v i á l i s a n k ö v e t k e z i k DEDEKIND 

t é t e l é b ő l ; e l e g e n d ő s é g é t a z 1. t é t e l a l a p j á n b i z o n y í t j u k b e . 
H a e g y k o r l á t o s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s L h á l ó n e m m o d u l á r i s , a k k o r 

DEDEKIND t é t e l e s z e r i n t v a n l e g a l á b b e g y 
/ b 

d i a g r a m o s r é s z h á l ó j a . E b b e n s - n e k rx é s г., i s [ a , 6 ] - b e I i r e l a t í v k o m p l e m e n -
t u m a , s í g y a z 1. t é t e l u t á n i 1. m e g j e g y z é s s z e r i n t v a n o l y a n t e l e m , a m e l y 
r j - n e k é s r 2 - n e k i s k o m p l e m e n t u m a . K ö v e t k e z ő l e g , a z o, rx, r.,, t, i e l e m e k L-
n e k D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j á t k é p e z i k . E z e k s z e r i n t , h a e g y k o r l á t o s r e l a t í v 
k o m p l e m e n t u m o s h á l ó n a k n i n c s D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j a , a k k o r a z a h á l ó 
s z ü k s é g k é p p e n m o d u l á r i s . 

E r e d m é n y ü n k e t r ö g t ö n f e l h a s z n á l j u k a r r a , h o g y b e p i l l a n t á s t n y e r j ü n k a z 
e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k s z e r k e z e t é b e . R é g e b b e n a z t s e j t e t t é k 
(1. p l . [2 ] ) , h o g y m i n d e n i l y e n h á l ó d i s z t r i b u t i v ; DILWORTH a z o n b a n 1 9 4 5 - b e n 
( a z [5 ] d o l g o z a t b a n ) e z t a s e j t é s t m e g c á f o l t a , k i m u t a t v á n , h o g y m i n d e n h á l ó 
b e á g y a z h a t ó e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s h á l ó b a . 4 M á s r é s z t a 2 . t é t e l s z e -

4 Ez az eredmény azért cáfolja meg a sej tést , mert disztributiv háló minden r é s z -
hálója is disztributiv. 
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r i n t e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó d i s z t r i b u t í v i s ; t e h á t a z 
e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s ' h á l ó k k é t o s z t á l y b a s o r o l h a t ó k , ú g y m i n t a 
B o o l e - a l g e b r á k é s a z e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s n e m m o d u l á r i s h á l ó k 
o s z t á l y á b a . A z u t ó b b i a k s z e r k e z e t é n e k f e l t á r á s a t e r é n ú j l é p é s t j e l e n t a 

6 . T É T E L : Egyértelműen komplementumos nemmoduláris háló nem lehet 
relatív komplementumos. 

BIZONYÍTÁS : A t é t e l k ö z v e t l e n ü l a d ó d i k a z e l ő z ő t é t e l b ő l . H a u g y a n i s 
a k o r l á t o s L h á l ó n e m m o d u l á r i s , d e r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s , a k k o r a z 5 . t é t e l 
s z e r i n t v a n D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j a . K ö v e t k e z ő l e g , L e k k o r n e m e g y é r t e l m ű e n 
k o m p l e m e n t u m o s . 

3 . 3 . Egy modularitási feltétel. D i l w o r t h m o d u l a r i t á s i t é t e l e , s u g y a n -
c s a k a z á l t a l u n k b e b i z o n y í t o t t 5 . t é t e l s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t t a r t a l m a z 
b i z o n y o s t í p u s ú k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k m o d u l a r i t á s á r a . M o s t , a z e m l í t e t t t é t e -
l e k r e t á m a s z k o d v a , e g y t o v á b b i m o d u l a r i t á s i f e l t é t e l t a d u n k . 

7 . TÉTEL : Legyen L olyan korlátos háló, amely a következő (A) , (B) tulaj-
donságok közül legalább az egyikkel rendelkezik: 

( A ) L atomos és komplementumos ; 
(B) L relatív komplementumos. 

Akkor L moduláris voltának szükséges és elegendő feltétele az, hogy L 
bármely a, b, с elemhármasára az 
( 1 5 ) ayc = i 
(16) аглс = о 
( 1 7 ) Ьглс = о 
egyenletek fennállásából vagy b^ka, vagy b\\a következzék. 

A b i z o n y í t á s h o z a k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l t b o c s á t j u k e l ő r e : 
SEGÉDTÉTEL : Korlátos L háló csak akkor moduláris, ha bármely a, b, с 

elemhármasára a ( 1 5 ) , ( 1 7 ) egyenletek fennállásából vagy Ьша, vagy b\\a 
következik. 

M e r t h a e g y k o r l á t o s h á l ó b a n t a l á l h a t ó o l y a n a, b, с e l e m h á r m a s , a m e l y r e 
a ( 1 5 ) , ( 1 7 ) e g y e n l e t e k m e l l e t t b>a i s t e l j e s ü l , a k k o r ( 1 5 ) s z e r i n t ftocg 

= ( 1 7 ) s z e r i n t p e d i g аглс^Ьг-.с = о, s í g y a z o,a,b,c,i e l e m e k 
L - n e k D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j á t k é p e z i k . K ö v e t k e z ő l e g , DEDEKIND m o d u l a r i t á s i 
t é t e l e s z e r i n t e k k o r L n e m m o d u l á r i s . 

R á t é r ü n k a 7 . t é t e l b i z o n y í t á s á r a . A s e g é d t é t e l s z e r i n t a t é t e l b e n m e g -
a d o t t f e l t é t e l s z ü k s é g e s ; k i m u t a t j u k , h o g y e l e g e n d ő i s . E c é l b ó l t e k i n t s ü n k 
e g y o l y a n k o r l á t o s L h á l ó t , a m e l y b e n (A) , i l l . (В) t e l j e s ü l . H a L n e m m o d u -
l á r i s , a k k o r — (A) t e l j e s ü l é s e e s e t é n MCLAUGHLIN [ 8 ] - b e l i f e n t e b b i d é z e t t 
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e r e d m é n y e , (B) t e l j e s ü l é s e e s e t é n p e d i g 5 . t é t e l ü n k s z e r i n t — t a r t a l m a z 
D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó t ; e n n e k b e l s ő e l e m e i t j e l ö l j ü k a-, b-, c - v e l , m é g p e d i g 
l e g y e n é p p e n o<a<b<i é s o<c<i. A D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó d e f i n í c i ó j á b ó l 
(1. ( 1 4 ) - e t a,b,p,q,s h e l y e t t r e n d r e o, i, a, b, c - v e l ) r ö g t ö n l á t h a t ó , h o g y e r r e 
a z a, b, с e l e m h á r m a s r a ( 1 5 ) , ( 1 6 ) é s ( 1 7 ) t e l j e s ü l ; e n n e k e l l e n é r e b>a. E z z e l 
a f e l t é t e l e l e g e n d ö s é g é t i s i g a z o l t u k . 

A f e n t i e k b ő l l á t h a t ó , h o g y a 7 . t é t e l b e n a z (A), i l l . (В) t u l a j d o n s á g b á r -
m e l y o l y a n (T) t u l a j d o n s á g g a l h e l y e t t e s í t h e t ő , a m e l y r e f e n n á l l a z , h o g y (T) 
t u l a j d o n s á g ú k o m p l e m e n t u m o s h á l ó c s a k a k k o r m o d u l á r i s , l ia n i n c s D i l w o r t h -
f é l e r é s z h á l ó j a . 

4. Véges hosszúságú komplementumos moduláris hálók szerkezetéről 

4.1. A probléma felvetése. I s m e r e t e s ( [ 1 ] , 1 3 4 . o . ) , h o g y e g y m o d u -
l á r i s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r d i s z t r i b u t í v , h a n e m t a r t a l m a z a 

b 

h á l ó v a l i z o m o r f r é s z h á l ó t . D E D E K I N D é s D I L W O R T H m o d u l a r i t á s i t é t e l e i r e v i s z -
s z a g o n d o l v a , ö n k é n t v e t ő d i k f e l a k ö v e t k e z ő k é r d é s : n e m i g a z - e D I L W O R T H 

t é t e l é n e k o l y a n a n a l o g o n j a , h o g y k e t t ő s v é g e s s é g i k ö v e t e l m é n y n e k e l e g e t t e v ő 
— v a g y , a m i m o d u l á r i s h á l ó k e s e t é n e z z e l e k v i v a l e n s , v é g e s h o s s z ú s á g ú — 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r d i s z t r i b u t í v , h a n e m 
t a r t a l m a z o l y a n , a ( 1 8 ) - c a l i z o m o r f r é s z h á l ó t , a m e l y b e n a - n a k a h á l ó l e g k i s e b b , 
Л - n e k p e d i g a h á l ó l e g n a g y o b b e l e m e f e l e l m e g . 

E g y s z e r ű e l l e n p é l d a m e g g y ő z a r r ó l , h o g y a z á l l í t á s „ a k k o r " r é s z e á l t a -
l á b a n n e m i g a z . T e k i n t s ü n k p é l d á u l e g y p r o j e k t í v s i k o t , s a z ? ö s s z e s l i n e -
á r i s a l t e r e i n e k t a r t a l m a z á s s z e r i n t r e n d e z e t t ( m o d u l á r i s , d e n e m d i s z t r i b u t í v ) 
E h á l ó j á t , a z ü r e s h a l m a z t i s C - h e z s z á m í t v a . K ö n n y ű l á t n i , h o g y C - b e n 
n i n c s o l y a n ( 1 8 ) - c a l i z o m o r f r é s z h á l ó , a m e l y E m i n d k é t k o r l á t e l e m é t t a r t a l -
m a z n á . ( A p, q, r e l e m e k h e l y é b e u g y a n i s a z e b i z o n y o s p o n t j a i t , i l l e t v e e g y e -
n e s e i t k e l l e n e h e l y e t t e s í t e n i ; d e a k k o r a p, q, r e l e m e k k ö z ö t t 

1. v a g y k é t p o n t n a k k e l l e n e e l ő f o r d u l n i a , a m i k o r i s e z e k C - b e l i e g y e -
s í t e t t j e a z í - n a k e g y e g y e n e s e , n e m p e d i g m a g a a z t ; 

2 . v a g y k é t e g y e n e s n e k k e l l e n e e l ő f o r d u l n i a , a m i k o r i s e z e k C - b e l i m e t -
s z e t e a z f - n a k e g y p o n t j a , n e m p e d i g a z ü r e s h a l m a z . ) 

(18) 

a 



7 0 SZÁSZ О. 

A h á r o m d i m e n z i ó s p r o j e k t í v t é r ö s s z e s l i n e á r i s a l t e r e i n e k h á l ó j á b a n v i s z o n t 
— a m e l y u g y a n c s a k m o d u l á r i s , d e n e m d i s z t r i b u t í v — m á r v a n n a k o l y a n 
( 1 8 ) d i a g r a m o s r é s z h á l ó k , a m e l y e k b e n a = o é s b i: i l y e t a l k o t , a z ü r e s 
h a l m a z é s a t e l j e s t é r h o z z á v é t e l é v e l , b á r m e l y h á r o m p á r o n k é n t k i t é r ő e g y e n e s . 

F e l v e t j ü k t e h á t a k ö v e t k e z ő p r o b l é m á t : m i a s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e a n n a k , h o g y e g y v é g e s h o s s z ú s á g ú k o m p l e m e n t u m o s n e m d i s z t r i b u t í v 
m o d u l á r i s h á l ó n a k l e g y e n o l y a n ( 1 8 ) d i a g r a m o s r é s z h á l ó j a , a m e l y b e n a = o 
é s b = i. A f e n t i k é t p é l d a a l a p j á n v á r h a t ó , h o g y e z a f e l t é t e l k a p c s o l a t b a n 
l e s z a h á l ó h o s s z ú s á g á v a l . 

4.2. Előkészületek. M á r a f e l v e t e t t p r o b l é m a m e g o l d á s á t t a r t a l m a z ó t é t e -
l ü n k m e g f o g a l m a z á s á h o z i s s z ü k s é g ü n k v a n a k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s 
h á l ó k e l m é l e t é b e n i s m e r e t e s b i z o n y o s e r e d m é n y e k i d é z é s é r e . A t á r g y a l á s f o l y a -
m a t o s s á g a é r d e k é b e n e g y s z e r s m i n d a b i z o n y í t á s b a n a l k a l m a z á s r a k e r ü l ő e r e d -
m é n y e k e t i s m á r m o s t i s m e r t e t j ü k . M i n d e z e k e t a z e r e d m é n y e k e t s e g é d t é t e l e k 
f o r m á j á b a n f o g a l m a z z u k m e g . 

M i n d e n e k e l ő t t k é t s e g é d t é t e l t m o n d u n k k i a v é g e s h o s s z ú s á g ú k o m p l e -
m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k s z e r k e z e t é r ő l : 

1. SEGÉDTÉTEL: Bármely véges hosszúságú komplementumos moduláris 
L háló egyértelműen előállítható egy Pu Boole-algebra és véges számú P , , . . . , P, 
egyszerű5 komplementumos nemdisztributív moduláris háló 
( 1 9 ) L Pu Pt ••• Pt (t véges) 
direkt összetételeként.' 

2 . SEGÉDTÉTEL: Véges hosszúságú komplementumos nemdisztributív mo-
duláris háló akkor és csak akkor egyszerű, ha bármely p, q (p =J= <7) pontpár-
jához található legalább egy olyan r(=\=p,q) további pont, hogy r<p-uq. 

A z 1. s e g é d t é t e l a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y ( [1 ] , 1 2 0 . 0 . , L e m m a 2 é s 
T h e o r e m 6 ) m i n d e n v é g e s h o s s z ú s á g ú k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó e g y -
é r t e l m ű e n e l ő á l l í t h a t ó e g y s z e r ű ( v é g e s h o s s z ú s á g ú ) k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s 
h á l ó k d i r e k t ö s s z e t é t e l e k é n t ; a s e g é d t é t e l b e l i Pv a d i s z t r i b u t í v k o m p o n e n s e k 
d i r e k t ö s s z e t é t e l e . A 2 . s e g é d t é t e l r e n é z v e 1. [7] , 8 9 . o . 

3 . SEGÉDTÉTEL ( [ Í J , 6 7 . o . ) : Legyen L véges hossúságú moduláris háló, 
s d(x) (xÇ L) jelentse az x elem magasságát L-ben. A d(x) függvény értéke 
akkor és csak akkor 0, ha x = о ; továbbá, L bármely a, b elempárjára 
(20) d(a^b) + d(ar^b) = d(a) + d(b). 

5 Egy L hálót egyszerűnek nevezünk, ha minden egyes homomorf képe vagy egy-
elemü háló vagy magával L-lel izomorf. 

i; Természetesen akár a Pq, akár az összes Pp (к 1 h á l ó k lehetnek egyelemű 
hálók is ; ez utóbbi esetben — és csak akkor — L disztributív. 
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DEFINÍCIÓ ( [7 ] , 1 0 4 . О . ) : Alulról korlátos moduláris háló valamely 
\pu..., pm\ (m véges) ponthalmazát függetlennek (s a px, ...,pm pontokat 

1 
egymástól függetleneknek) nevezzük, ha7 ( (J p,.)r\p,A — o (l \,..., m—1). 

l 1 
K i m u t a t h a t ó ( [ Í J , 1 0 4 . o . ) , h o g y e d e f i n í c i ó — f o r m á j a e l l e n é r e — a 

p o n t o k a d o t t s o r r e n d j é t ő l f ü g g e t l e n ; e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y független pont-
halmaz minden részhalmaza is független. 

4. S E G É D T É T E L : Alulról korlátos moduláris L háló pontjainak bármely 
{/?,,..pm) halmazára p,n)^m, s egyenlőség pontosan akkor áll, 
ha a {Pi,...,pm} ponthalmaz független. 

A z m = 2 e s e t b e n a 4 . s e g é d t é t e l t r i v i á l i s , a z m > 2 e s e t r e p e d i g t e l j e s 
i n d u k c i ó v a l i g a z o l h a t ó a k ö v e t k e z ő k é p p e n . F e l t e s s z ü k , h o g y a 4 . s e g é d t é t e l 
m i n d e n l e g f e l j e b b m — 1 e l e m b ő l á l l ó p o n t h a l m a z r a i g a z . E k k o r a 3 . s e g é d -
t é t e l b e l i ( 2 0 ) f o l y t á n 

(21) d(px w- • -^jpm) - d(pxxj- • -кjpm_,) + d(pm) — d((px\-v- • -^р,„1)глрт). 

Az i n d u k c i ó f e l t e v é s m i a t t ( 2 1 ) j o b b o l d a l a m i n d i g k i s e b b v a g y e g y e n l ő m i n t 
(m—1)+1 — 0 = m. S p e c i á l i s a n , {pu...,pm} a k k o r é s c s a k a k k o r f ü g g e t l e n , 
h a { / ? ! , . ..,pmA) f ü g g e t l e n é s (ргу• • •^Jpm+i)r^pm = о, v a g y i s h a ( 2 1 ) j o b b -
o l d a l a é p p e n e g y e n l ő ( m — 1 ) + 1 — 0 = m - m e l . 

A 4 . s e g é d t é t e l b ő l r ö g t ö n k ö v e t k e z i k , h o g y w - h o s s z ú s á g ú m o d u l á r i s 
h á l ó p o n t j a i b ó l a k k o r é s c s a k a k k o r v á l a s z t h a t ó k i m - e l e m ü f ü g g e t l e n p o n t -
h a l m a z , l i a a h á l ó l e g n a g y o b b e l e m e e l ő á l l í t h a t ó p o n t o k e g y e s í t e t t j e k é n t . M i v e l 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k e s e t é n e z m i n d i g l e h e t s é g e s ( [ 1 ] , 1 0 5 . o . 
T h e o r e m 6 ) , e z é r t é r v é n y e s a z 

5 . S E G É D T É T E L : Ha az L komplementumos moduláris háló hossza m 
(ahol m véges), akkor L legnagyobb eleme előállítható m száméi egymástól 
független pont egyesítettjeként. 

4 . 3 . A t é t e l é s b i z o n y í t á s a . M o s t m á r m e g f o g a l m a z h a t j u k a 4 . 1 v é g é n 
f e l v e t e t t p r o b l é m a m e g o l d á s á t . 

8 . TÉTEL : Véges hosszúságú komplementumos moduláris L háló akkor 
és csak akkor tartalmaz olyan (18) diagramos részhálót, amelynek legkisebb 
eleme az L legkisebb elemével, legnagyobb eleme pedig az L legnagyobb ele-
mével egyezik meg, ha a ( 1 9 ) szerinti direkt felbontásában P „ az egyelemií 
háló, s minden egyes Pl; (k = \,...,t) hosszúsága páros. 

1 1 
7 Az (J sz imbólum jelentése : U Р/. = • -Vyр / . 

I;— 1 7; = 1 
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BIZONYÍTÁS: AZ 1. s e g é d t é t e l s z e r i n t i f e l b o n t á s n a k m e g f e l e l ő e n a z L 
t e t s z é s s z e r i n t i a, b, с e l e m e i r e p r e z e n t á l h a t o k 

i a = (a0> « ! , . . . , at) i 
( 2 2 ) b = (ti, A,..., ßt) (ak, ßu, 7 , é Р,- к 0 , 1 , . . . , 0 

( с = (/,„ /,,..., yt) 

a l a k b a n . T o v á b b á , h a a),, é s ik j e l e n t i a Pk (k — 0,\,...,t) l e g k i s e b b , ill., 
l e g n a g y o b b e l e m é t , a k k o r a z 
( 2 3 ) а ^ Ь = Ь г л с ^ с г л а = о 
( 2 4 ) a^jb a=i 

e g y e n l e t e k a z a, b, с e l e m e k r e a k k o r é s c s a k a k k o r t e l j e s ü l n e k , h a a z a, b, с 
e l e m e k ( 2 2 ) s z e r i n t i k o m p o n e n s e i r e f e n n á l l n a k a z 
( 2 5 ) ak r\ ßk = ßk yk = уk u,; = юк 

(26) cck w ßk = ßk w у к = у к w ('-h- = «к 
e g y e n l e t e k . 

A f e n t i e k r e t á m a s z k o d v a , e l ő s z ö r a z t m u t a t j u k m e g , h o g y a t é t e l b e n f e l -
s o r o l t f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s e k . E b b ő l a c é l b ó l t e g y ü k f e l , h o g y L - n e k v a n o l y a n 
a, b, с e l e m h á r m a s a , a m e l y e l e g e t t e s z a ( 2 3 ) — ( 2 4 ) e g y e n l e t e k n e k , s í g y e z e k -
n e k a z e l e m e k n e k k o m p o n e n s e i e l e g e t t e s z n e k ( 2 5 ) — ( 2 6 ) - n a k . 

E b b e n a z e s e t b e n a P„ d i s z t r i b u t í v h á l ó a0,ß0,y0 e l e m e i e g y m á s n a k 
p á r o n k é n t i k o m p l e m e n t u m a i . D i s z t r i b u t í v h á l ó m i n d e n e l e m é n e k a z o n b a n l e g -
f e l j e b b e g y k o m p l e m e n t u m a l e h e t ( [ 1 ] , 1 3 4 . o . ) . E z é r t « „ , ßa, y0 n e m l e h e t n e k 
m i n d k ü l ö n b ö z ő k ; n y i l v á n a z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , , 
h o g y é p p e n a0 = ß0. E b b ő l a z o n b a n , ( 2 5 ) — ( 2 6 ) m i a t t , 

ra„ = a0 r\ ß„ = а0гл «„ = a„ = a„ w aa = aü\J ß0 = t0 

k ö v e t k e z i k ; e z p e d i g é p p e n a z t j e l e n t i , h o g y P , v a l ó b a n e g y e t l e n e l e m b ő l á l l . 
T e k i n t s ü k e z u t á n a P k ( к = 1 , . . . , / ) k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k a t . 

A P , - b a n c / ( ç , . ) -va l j e l ö l v e a % к ( £ Р к ) e l e m m a g a s s á g á t , a 3 . s e g é d t é t e l , v a l a m i n t 
( 2 5 ) é s ( 2 6 ) m i a t t , 

d(ak) + d{ßk) = d(ik) + d(cok) = d(ilc) ) 
d(ß,f + d(yk) = d(ik) + d(Шк) = d(ik) (k — ],..., t). 
d(yk) + d(cti) = d(i,c) + d(wk) == d(ik) ) 

Ö s s z e a d v a e z e k e t a z e g y e n l e t e k e t , a z t k a p j u k , h o g y 
2(d(cck) + d(ßk) + d{yk)) = 3 d(ik) (k },..., t). 

M i v e l p e d i g a z u t ó b b i e g y e n l e t b a l o l d a l á n p á r o s s z á m á l l , e z é r t a j o b b o l d a l á n 
i s p á r o s n a k k e l l á l l n i a ; a z a z , rf(«;,.)-nak ( m i n d e n k-ra) o s z t h a t ó n a k k e l l l e n n i e 
2 - v e l . 
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A f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s s é g é n e k b i z o n y í t á s á v a l t e h á t k é s z e n v a g y u n k . 
A f e l t é t e l e k e l e g e n d ő s é g é n e k b i z o n y í t á s á h o z , a ( 2 3 ) — ( 2 4 ) é s ( 2 5 ) — ( 2 6 ) 

e g y e n l e t r e n d s z e r e k e k v i v a l e n c i á j a m i a t t , c s a k a z t k e l l m e g m u t a t n u n k , h o g y 
ha egy komplementumos nemdisztributív moduláris P háló páros (фО) hosz-
szúságú és egyszerit, akkor P-ben találhatók olyan a, b, с elemek, amelyek 
kielégítik a ( 2 3 ) — ( 2 4 ) egyenleteket. ( M i v e l P n e m a z e g y e l e m ű h á l ó , e z é r t a 
( 2 3 ) — ( 2 4 ) t e l j e s ü l é s e e s e t é n a, b, с m á r i s m i n d k ü l ö n b ö z ő k . ) 

E n n e k m e g f e l e l ő e n l e g y e n P o l y a n h á l ó , a m e l y n e k m e g v a n n a k a z ö s z -
s z e s m o s t f e l s o r o l t t u l a j d o n s á g a i . J e l ö l j ü k a P h o s s z ú s á g á t ( a n n a k k i f e j e z é s é r e , , 
h o g y e z k i k ö t é s e i n k s z e r i n t p á r o s s z á m ) 2 n - n e l , a h o l n>0 é s e g é s z . E k k o r , 
í / ( x ) - s z e l j e l ö l v e a z x((P) e l e m m a g a s s á g á t , 
( 2 7 ) d(i) = 2n. 
A z 5 . s e g é d t é t e l s z e r i n t t e h á t i e l ő á l l í t h a t ó 

(28) ( Ü Ú Qb) = i 

a l a k b a n , a h o l {pu ..pn,qu ..., qn} a P v a l a m e l y f ü g g e t l e n p o n t h a l m a z a . 
V á l a s s z u k я - п а к , i l l . 6 - n e k a z 

( 2 9 ) « = L ) A 
t - i 

( 3 0 ) 6 = 1 ) <7* 
jí=i 

e l e m e t ; e k k o r , ( 2 8 ) s z e r i n t , m á r i s 
( 3 1 ) ű u é = / . 
U g y a n a k k o r , a 3 . s e g é d t é t e l b e n f o g l a l t ( 2 0 ) e g y e n l e t , t o v á b b á ( 3 1 ) s z e r i n t 

d(a r: b) = d(a) + 6) = 
= d(a) + d(b)-d(i). 

A z o n b a n , a 4 . s e g é d t é t e l é s ( 2 7 ) s z e r i n t 
d(a) + d(b)—d(i) n + n — 2 / г = 0 . 

U t o l s ó k é t e g y e n l e t ü n k b ő l d(ar\b) = 0, azaz — a 3 . s e g é d t é t e l e l s ő á l l í t á s a 
f o l y t á n — 
( 3 2 ) аглЬ-о. 

T e k i n t s ü k e z u t á n P ö s s z e s ek = pk^qk ( к 1 , . . . , n) a l a k ú e l e m e i t . A P 
e g y s z e r ű s é g e f o l y t á n , a 2 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n , m i n d e n e g y e s c ; : - h o z v a n 
l e g a l á b b e g y o l y a n гк(фрк, qk) p o n t , h o g y rk^pkxjqk. M i v e l e g y r é s z t a 4 . 
s e g é d t é t e l s z e r i n t d(pkKjqk) = d(qk^r,.)--- •••d(rkоpk), m á s r é s z t rk^pk w q k  

m i a t t qk w rk, rk w pk ^ ph uqk, e z é r t 
( 3 3 ) ek = Pk V qk = qk w rk = rk w pk (k = l,...,n). 
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D e f i n i á l j u k e z u t á n c - t a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 

( 3 4 ) c = Ú t o 
fc=i 

E k k o r a ( 2 9 ) , ( 3 4 ) é s ( 3 3 ) e g y e n l e t e k s z e r i n t , 

a^JC^Pk^rk=^ek>qi. (L==l,..., n). 
E b b ő l é s ( 3 0 ) - b ó l , v a l a m i n t ( 3 1 ) - b ö l 

n 
( 3 5 ) a v j c = ű o ( a u c ) Z ( i u ( (J q h ) = a y y b = i. 

k—1 

M á s r é s z t , a d(ar^b) k i s z á m í t á s a k o r m á r a l k a l m a z o t t g o n d o l a t m e n e t t e l , 
( 3 5 ) - ö t i s f e l h a s z n á l v a , 

d{a-\c) = d(a) + d(c)—d(a^jc) = 
= tf(a) + rf(c)-rf(/)3§ 

л + л — 2 л — 0, 
a h o n n a n 
(36) аглс = о. 

V é g ü l , a z a é s ű e l e m e k s z i m m e t r i k u s s z e r e p e m i a t t , a z e l ő b b i m e g -
g o n d o l á s o k k a l 
( 3 7 ) bvjc = i, 
( 3 8 ) br\c = o 

i s a d ó d i k . D e ( 3 1 ) , ( 3 2 ) , v a l a m i n t ( 3 5 ) — ( 3 8 ) s z e r i n t a z o,a,b,c,i e l e m e k L-
n e k ( 1 8 ) d i a g r a m o s r é s z h á l ó j á t k é p e z i k . 

E z z e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
4.4 . A tétel projektív geometriai kapcsolatai. A k o m p l e m e n t u m o s 

m o d u l á r i s h á l ó k e l m é l e t e k a p c s o l a t b a n á l l a p r o j e k t í v t e r e k e l m é l e t é v e l : s z á -
m o s p r o j e k t í v g e o m e t r i a i t é t e l n e k m e g v a n a h á l ó e l m é l e t i m e g f e l e l ő j e , s a 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a v o n a t k o z ó e g y e s t é t e l e k b ő l é r d e k e s p r o -
j e k t í v g e o m e t r i a i e r e d m é n y e k i s a d ó d n a k . 

A 8 . t é t e l p r o j e k t í v g e o m e t r i a i m e g f e l e l ő j é t i g e n k ö n n y e n m e g f o g a l m a z -
h a t j u k . L e g y e n a z л - d i m e n z i ó s v a l ó s p r o j e k t í v t é r , P p e d i g а ö s s z e s 
l i n e á r i s a l t e r e i n e k t a r t a l m a z á s s z e r i n t r e n d e z e t t h á l ó j a ( a z ü r e s h a l m a z t i s a 
l i n e á r i s a l t e r e k k ö z é s z á m í t v a ) . E k k o r a P e g y (n + l ) - h o s s z ú s á g ú k o m p l e -
m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó . N e v e z z ü k a $ k é t X é s 3) l i n e á r i s a l t e r é t a ^ füg-
getlen generátorpárjának, h a e k é t a l t é r k ö z ö s e l e m n é l k ü l i s e g y ü t t k i f e s z í t i 
a t e r e t . E k k o r a 8 . t é t e l b ő l a z o n n a l k ö v e t k e z i k , h o g y а projektív térben 
akkor és csak akkor találhatók olyan 31, 33, 6 lineáris alterek, melyek közül 
bármely kettő a iß-пек független generátorpárját alkotja, ha n páratlan. (A 
t é t e l t e h á t , s p e c i á l i s e s e t k é n t , m a g á b a n f o g l a l j a a 4 . 1 v é g é n , a p r o b l é m a f e l -
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v e t é s e l ő t t t á r g y a l t p é l d á k a t . ) A t é t e l b i z o n y í t á s á t m e g f i g y e l v e , a z i s k i d e r ü l , 
h o g y e k k o r v é g t e l e n s o k i l y e n t u l a j d o n s á g ú a l t é r h á r m a s l é t e z i k . 

A m o s t k i m o n d o t t p r o j e k t í v g e o m e t r i a i á l l í t á s t e r m é s z e t e s e n t i s z t á n p r o -
j e k t í v g e o m e t r i a i ( i l l e t ő l e g l i n e á r i s a l g e b r a i ) m ó d s z e r e k k e l i s b e b i z o n y í t h a t ó , 
m é g p e d i g é p p e n a 8 . t é t e l b i z o n y í t á s á n á l l á t o t t g o n d o l a t m e n e t t e l . E z a z o n b a n 
n e m m e g l e p ő , m e r t h i s z e n a t á r g y a l t b i z o n y í t á s m a g a i s e g y p r o j e k t í v g e o -
m e t r i a i g o n d o l a t á l t a l á n o s í t á s a . L e g y e n u g y a n i s a h á r o m d i m e n z i ó s p r o j e k -
t i v t é r , s e,f a J>3 k é t k i t é r ő e g y e n e s e . E k k o r e g y o l y a n g e g y e n e s , a m e l y 
m i n d a z e - h e z , m i n d a z / - h e z k é p e s t k i t é r ő , m e g h a t á r o z h a t ó ú g y , h o g y e l ő -
s z ö r k i j e l ö l ü n k k é t - k é t p o n t o t , Eu ЕЛ é s F,, F.A az e, i l l . / e g y e n e s e n , s 
e z u t á n . g - n e k v e s s z ü k a z EkFk (k = \,2) e g y e n e s e k v a l a m e l y G/. ( = j = £ ) , F f c ) 
p o n t j a i n a k ö s s z e k ö t ő e g y e n e s é t . 

5. Félkomplementum és komplementum féligmoduláris hálókban 

5 . 1 . Féligmoduláris háló maximális félkomplementumairól. D E D E -

KIND t é t e l é t k o r l á t o s m o d u l á r i s h á l ó k r a a l k a l m a z v a a z o n n a l a d ó d i k , h o g y e g y 
i l y e n h á l ó e g y e t l e n e l e m é n e k s e m l e h e t k é t k ü l ö n b ö z ő ö s s z e h a s o n l í t h a t ó k o m p -
l e m e n t u m a . E n n e k a l a p j á n p e d i g m á r t r i v i á l i s , h o g y l i a r e g y k o r l á t o s m o d u -
l á r i s h á l ó t e t s z é s s z e r i n t i e l e m e s / a z r v a l a m e l y k o m p l e m e n t u m a , a k k o r r - n e k 
n i n c s f - n é l n a g y o b b f é l k o m p l e n i e n t u m a s e m . 

Á l t a l á b a n , a l u l r ó l k o r l á t o s К h á l ó e s e t é n v a l a m e l y r ( f K ) e l e m maximális 
félkomplementumán a z r o l y a n m f é l k o m p l e m e n t u m á t f o g j u k é r t e n i , a m e l y r e 
a z rr\f o, f^m f e l t é t e l e k b ő l f = m k ö v e t k e z i k ( a z a z , a m e l y n é l n a g y o b b 
f é l k o m p l e m e n t u m a n i n c s r - n e k ) . H a e g y i l y e n гафо, a k k o r e z t a z e l e m e t 
a z r maximális valódi félkomplementumának f o g j u k n e v e z n i . 

E z z e l a z e l n e v e z é s s e l f e n t e b b i m e g j e g y z é s ü n k e t í g y f o g a l m a z h a t j u k : 
Korlátos moduláris háló bármely elemének összes komplementumai egyszersmind 
az illető elem maximális félkomplementumaif 

K i m u t a t j u k , h o g y a f é l k o m p l e m e n t u m o s s á g k i k ö t é s e m e l l e t t a z á l l í t á s 
m e g f o r d í t á s a i s é r v é n y e s , m é g p e d i g n e m c s a k m o d u l á r i s , h a n e m f é l i g m o d u l á r i s 
h á l ó k r a i s : 

9 . T É T E L : Ha egy féligmoduláris félkomplementumos L háló valamely r 
elemének van m maximális valódi félkomplementuma, akkor L-nek van legna-
gyobb eleme és m az r komplementuma. 

« Az állítás általában már féligmoduláris hálókra sem érvényes, mert hiszen korlátos 
féligmoduláris hálóban lehet olyan elem, amelynek van két összehasonlítható komplemen-
tuma (gondoljunk pl. az affin tér esetére vagy D I L W O R T H modularitási tételére és az 5. té-
telre), s ezek közül a kisebbik mint félkomplementum sem maximális. 
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KÖVETKEZMÉNY : Ha egy féligmoduláris háló mindegyik belső elemének 
van maximális valódi félkomplementuma, akkor a hálónak van legnagyobb 
eleme s a háló komplementumos. 

BIZONYÍTÁS : M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y A k ö v e t k e z m é n y A t é t e l -
b ő l t r i v i á l i s a n a d ó d i k , t e h á t c s a k m a g á v a l a t é t e l l e l k e l l f o g l a l k o z n u n k . 

A t é t e l b i z o n y í t á s a c é l j á b ó l t e k i n t s ü n k e g y f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e -
m e n t u m o s L h á l ó t , s e n n e k t e t s z é s s z e r i n t i r e l e m é t . M i v e l r =o-ra é s r=i-re 
( a m e n n y i b e n i l é t e z i k ) a z á l l í t á s n y i l v á n v a l ó a n i g a z , e z é r t a t o v á b b i a k b a n f e l -
t e h e t j ü k , h o g y r£3(L). ( A z S(L) j e l e n t é s é t i l l e t ő l e g 1 . l - r e u t a l u n k . ) 

E z e k u t á n v i l á g o s , h o g y e l e g e n d ő m e g m u t a t n i a k ö v e t k e z ő t : Ha r£$(L), 
és f az L olyan eleme, hogy 

( 3 9 ) rrsf=o é s / ф о , 

továbbá 

( 4 0 ) r^f(3(L), 
akkor r-nek van f-nél nagyobb félkomplementuma. E n n e k m e g f e l e l ő e n t e g y ü k 
f e l , h o g y a z r,f e l e m e k r e ( 3 9 ) é s ( 4 0 ) t e l j e s ü l s v e z e s s ü k b e a z 
( 4 1 ) /* w / = d 
j e l ö l é s t . ( 4 0 ) é s a z L f é l k o m p l e m e n t u m o s v o l t a m i a t t Я - п е к v a n v a l a m e l y x 
v a l ó d i f é l k o m p l e m e n t u m a , s a ( 4 1 ) - b ö I l e o l v a s h a t ó f ^ = d m i a t t x r s f - ^ x n d o . 
E z e k s z e r i n t 
( 4 2 ) xrsf=xr\d = o é s x = j = o . 

B i y o n y í t a n d ó á l l í t á s u n k a t m o s t a k ö v e t k e z ő k é t r é s z l e t á l l í t á s r a b o n t j u k f e l : 
1. Ha az L valamely z eleme eleget tesz az 

( 4 3 ) о<гшх 

( 4 4 ) ( z s j f ) r s d = f 
feltételeknek, akkor z s j f > f , és zw/ az r-nek (valódi) félkomplementuma; 

2. Ha r, f,d és x eleget tesznek a ( 3 9 ) — ( 4 2 ) feltételeknek, akkor meg-
adható L-nek olyan z eleme, amely kielégíti a ( 4 3 ) , ( 4 4 ) feltételeket. 

L á t j u k , h o g y e k é t á l l í t á s e g y ü t t é p p e n a f e n t e b b m e g f o g a l m a z o t t , b i z o -
n y í t a n d ó á l l í t á s t a d j a . 

A z 1. BIZONYÍTÁSA: E l ő s z ö r a z t m u t a t j u k m e g , h o g y z w / a z r f é l k o m p -
l e m e n t u m a : 

rrs(zsjf) = (rrsd)rs ( z w / ) [ ( 4 1 ) - b ő l ] 
= r w « w ( z w / ) ) = 
= г г л f = о [ ( 4 4 ) - b ő l é s ( 3 9 ) - b ö l j . 
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T o v á b b á 
zrsf^xrsf=0<z [ ( 4 3 ) - b ó l é s ( 4 2 ) - b ő l ] ; 

m á r p e d i g z r s f c z , m i n t t u d j u k , e k v i v a l e n s z w / > / - f e l . 

A 2 . BIZONYÍTÁSA : V e z e s s ü k b e A k ö v e t k e z ő j e l ö l é s t : 

( 4 5 ) (x w / ) r\d = r. 

E k k o r ( 4 1 ) s z e r i n t 
г = ( х и / ) л ( / г / л / = / , 

a z a z / is/. 
Н а V = / , a k k o r a v e l e m ( 4 5 ) - b e n a d o t t d e f i n í c i ó j a f o l y t á n ' 

( x ^ f ) - d / , 

t e h á t z = = х h e l y e t t e s í t é s s e l ( 4 4 ) m á r i s t e l j e s ü l . D e t e l j e s ü l e k k o r ( 4 3 ) i s , m e r t 
( 4 2 ) s z e r i n t 0 < : с ( = ? л : ) . 

H á t r a v a n a z a z e s e t , a m i k o r v>f. K i m u t a t j u k , h o g y e k k o r 

( 4 6 ) xrsv<f<r<xsjf. 

V a l ó b a n , 
xr\v = xr\(xsjf)r\d= [ ( 4 5 ) - b ő l j 

= x r ^ d = o < f [ ( 4 2 ) - b ö l é s ( 3 9 ) - b ő l j 
é s 

x s j f ^ ( x s j f ) r s d = v [ ( 4 5 ) - b ő l ] , 

d e xxjf—= V l e h e t e t l e n , m e r t b e l ő l e i s m é t ( 4 5 ) s z e r i n t 

x ^ x . y f = v = (xxjf)rsd^d, 
a z a z xrsd = x k ö v e t k e z n é k , s e z e l l e n t m o n d á s ( 4 2 ) - v e l . 

M o s t h a s z n á l j u k k i a z t , h o g y L f é l i g m o d u l á r i s . A z 1 . 5 - b e n i s m e r t e t e t t 
d e f i n í c i ó s z e r i n t ( 4 6 ) f e n n á l l á s a m a g a u t á n v o n j a o l y a n t((L) e l e m l é t e z é s é t , 
a m e l y r e 
( 4 7 ) xr\v<t^x 

é s 

A z e l ő b b i b ő l í w / s x w / , s e b b ő l t o v á b b , a z u t ó b b i é s ( 4 5 ) m i a t t , 

( 4 8 ) f = (t w/) ГЛ r = (t u f ) ГЛ (.X S j f ) rs d = 
= (f w / ) d. 

V é g e r e d m é n y b e n , ( 4 7 ) é s ( 4 8 ) s z e r i n t z—t-re ( 4 3 ) é s ( 4 4 ) i s t e l j e s ü l . E s z e r i n t 
a 2 . r é s z l e t á l l í t á s t i s b e b i z o n y í t o t t u k . 
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Tételünkhöz és ennek következményéhez egy-egy megjegyzést füzünk. 
Először is, nem féligmoduláris hálókra az állítás már nem érvényes. így 
például, az 

i 

hálóban m az r maximális félkomplementuma, s mégsem komplementuma. 
A következménnyel kapcsolatban azt jegyezzük meg, hogy egy r elem 

maximális valódi félkomplementumának létezéséhez — azon a triviális köve-
telményen túl, hogy r-nek egyáltalán legyen valódi félkomplementuma — ele-
gendő például, hogy a háló eleget tegyen a növekvő láncok végességi köve-
telményének (speciálisan, hogy véges hosszúságú legyen) vagy az ún. álta-
lános metszet-disztributivitásnak.9 A következmény tehát speciális esetként 
magában foglalja a [11] dolgozat 2. és 3. tételét. 

5.2. A féligmoduláris hálók egy speciális osztályáról. Ebben a 
§-ban olyan végtelen hosszúságú féligmoduláris hálókról lesz szó, amelyek-
nek összes belső elemei véges magasságúak. (Ez a típus a véges hosszúságú 
hálók legközvetlenebb általánosítása.) Ezekre a hálókra a 9. tétel alapján 
bebizonyítjuk a következőt: 

10. TÉTEL : Legyen L olyan félkomplementumos féligmoduláris háló, 
amelynek összes belső elemei véges magasságúak. Ha L hosszúsága végtelen, 
akkor minden egyes r belső eleméhez és bármely К pozitív egész számhoz 
megadható r-nek olyan félkomplementuma, amelynek magassága K-nál nagyobb. 

'•> Ez utóbbi fogalmat ([6], 78. o. nyomán) a következőképpen definiáljuk. Legyen 
H = { x L p j , az L háló tetszés szerinti számosságú részhalmaza, s (J x jelentse а Я-пак 
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L-beli legkisebb felső korlátját, feltéve hogy ez létezik. (Ha H véges, akkor ez a definíció 
megegyezik a 6. lábjegyzetben adottal.) Az L hálóról akkor mondjuk, hogy eleget tesz az 
általános metszet-disztributivitásnak, ha minden M { ф } ^ , részhalmazára és bármely а 
elemére az АГ\( (J ЬЛ és U (АГЛЬЛ kifejezések léteznek és egymással egyenlők. 

SEA SEA 
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K ö v e t k e z ő l e g : A t é t e l f e l t é t e l e i n e k t e l j e s ü l é s e e s e t é n a z r b e l s ő e l e m 
ö s s z e s f é l k o m p l e m e n t u m a i n a k m a g a s s á g a i a p o z i t í v e g é s z s z á m o k h a l m a z á t 
k i t ö l t i k . 

BIZONYÍTÁS: M i n d e n e k e l ő t t r á m u t a t u n k a r r a , h o g y a t é t e l f e l t e v é s e i n e k 
e l e g e t t e v ő L h á l ó e g y e t l e n b e l s ő e l e m é n e k s i n c s k o m p l e m e n t u m a : u g y a n i s , 
m i n t a z t a s z e r z ő e g y r é g e b b i d o l g o z a t á b a n ( [ 1 2 ] , 2 4 3 . o . ) m e g m u t a t t a , k é t 
v é g e s m a g a s s á g ú e l e m e g y e s í t e t t j e i s v é g e s m a g a s s á g ú . 

A z e l ő z ő b e k e z d é s b e n e l m o n d o t t a k b ó l a z o n b a n , a 9 . t é t e l s z e r i n t , a z 
k ö v e t k e z i k , h o g y a z r b e l s ő e l e m n e k m a x i m á l i s ( v a l ó d i ) f é l k o m p l e m e n t u m a 
s i n c s . E s z e r i n t a z r a k á r m e l y i k v a l ó d i m , f é l k o m p l e m e n t u m á b ó l k i i n d u l v a , 
t a l á l h a t ó L - b e n o l y a n 
( 4 9 ) o<m1<m,<---<m<<mK+i<---
v é g t e l e n n ö v e k v ő l á n c , a m e l y n e k m i n d e n e g y e s e l e m e r - n e k f é l k o m p l e m e n -
t u m a . M i v e l a ( 4 9 ) - b e l i m K + i e l e m m a g a s s á g a m i n d e n e s e t r e K-nál n a g y o b b , 
e z é r t a t é t e l á l l í t á s a h e l y e s . 

A t é t e l u t á n i m e g j e g y z é s h e l y e s s é g e a t é t e l á l l í t á s á b ó l é s a b b ó l a n y i l -
v á n v a l ó t é n y b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y h a L v a l a m e l y / e l e m e a z r f é l k o m p l e m e n -
t u m a , a k k o r m i n d e n / - n é ! k i s e b b e l e m i s a z r f é l k o m p l e m e n t u m a . 
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