
STANDARD IDEÁLOK 

írta : GRÄTZEK GYÖRGY 

l . § . Bevezetés 

E d o l g o z a t c é l k i t ű z é s e a h á l ó í d e á l o k e g y s p e c i á l i s o s z t á l y á n a k , a s t a n -
d a r d i d e á l o k n a k d e f i n i á l á s a é s r é s z l e t e s v i z s g á l a t a . A s t a n d a r d i d e á l f o g a l -
m á n a k s z ü k s é g e s s é g é t k é t k ö r ü l m é n y i s i n d o k o l j a . 

E f o g a l o m b e v e z e t é s é h e z e l s ő ú t k é n t a z a t ö r e k v é s s z o l g á l h a t , a m e l y 
a h á l ó k i d e á l e l m é l e t é t a g y ű r ű k i d e á l j a i n a k ( c s o p o r t o k n o r m á l o s z t ó i n a k ) s z e -
r e p é h e z h a s o n l ó a n k í v á n j a k i d o l g o z n i . I t t e l s ő s o r b a n a r r a g o n d o l u n k , h o g y 
m i n d e n g y ű r ű i d e á l e g y é s c s a k e g y h o m o m o r f i z m u s m a g j a , t o v á b b á a z 
i d e á l o k k i e l é g í t i k a z i s m e r t i z o m o r f i a t é t e l e k e t , a Z a s s e n h a u s l e m m á t é s a 
J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r t é t e l t . K ö n n y ű l á t n i a z o n b a n , h o g y h á l ó k k ö r é b e n 
a s z o k á s o s i d e á l f o g a l o m m a l á l t a l á b a n e g y i k e l ő b b i t é t e l s e m m a r a d é r v é n y b e n . 

A f e n t i k é r d é s e k k ö z ü l a h á l ó e l m é l e t i i d e á l f o g a l o m n a k a h o m o m o r f i z -
m u s m a g o k k a l l é t e s í t h e t ő k a p c s o l a t á t S C H M I D T E . T A M Á s s a l e g y ü t t í r t [3 ] é s 
[4] d o l g o z a t u n k b a n v i z s g á l t u k . M á s f o n t o s f e l a d a t e z e k u t á n a z i z o m o r f i a 
t é t e l e k é s a J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r — Z a s s e n h a u s t é t e l é r v é n y e s s é g é n e k 
v i z s g á l a t a . E t é t e l e k m i n d b i z o n y o s f a k t o r s t r u k t ú r á k r a v o n a t k o z ó á l l í t á s o k , 
s e z e k a n a l o g o n j a i t h á l ó k k ö r é b e n k e r e s v e m i n d e n e k e l ő t t s z ü k s é g e s a f a k t o r -
h á l ó a l k a l m a s d e f i n i á l á s a . A z Ljl f a k t o r h á l ó n a z L h á l ó e g y o l y a n h o m o -
i n o r f i z m u s a á l t a l l é t r e h o z o t t h o m o m o r f k é p é t k e l l é r t e n ü n k , a m e l y h o m o m o r -
f i z m u s n a k m a g j a a z / i d e á l . A z o n b a n h a a z / i d e á l l a l k é p e z h e t ő i s a z Ljl 
f a k t o r h á l ó , e z á l t a l á b a n n e m l e s z e g y é r t e l m ű . K é t k é z e n f e k v ő m e g á l l a p o d á s 
l e h e t s é g e s : a z / m a g ú h o m o m o r f i z m u s o k k ö z ü l a l e g k i s e b b , i l l . a l e g n a g y o b b 
k i t ü n t e t é s e Ljl e g y é r t e l m ű é r t e l m e z é s é n é l . 1 K . S H O D A [ 8 ] c i k k é b e n k i m u t a t t a , 
h o g y a z u t ó b b i d e f i n í c i ó t v é v e a l a p u l , é r v é n y e s e k m a r a d n a k a z e l ő b b f e l s o r o l t 
t é t e l e k . A z o n b a n m á r J . HASHIMOTO i s r á m u t a t o t t [5 ] d o l g o z a t á b a n a r r a , h o g y 

1 Legyenek <p1 és (p2 L homomoríizmusai és ill. ö 3 a megfelelő homomorfizmu-
sokat indukáló kongruenciareláció. Akkor mondjuk, hogy ha в 1 ^ в 2 a szokásos 
értelemben. Arra nézve, hogy az I maggal rendelkező homomorfizmusok között létezik 
legkisebb, utalunk G. BIRKHOFF [l]-re, s A legnagyobb létezésének bizonyítása sem okoz 
nagy problémát. 

6 III. Osztály Közleményei IX, 1 



8 2 GRÄTZER OY. 

e z h á l ó k e s e t é b e n n e m j e l e n t t ú l s o k a t , h i s z e n p l . l á n c o k n á l c s a k a k é t e l e m ű 
h o m o m o r f k é p e k e t v e s z i t e k i n t e t b e . E z é r t a t o v á b b i a k b a n 

az L I faktorhálón az L háló I magú legkisebb homomorfizmusa szerinti 
faktorhálóját értjük. 

D i s z t r i b u t í v h á l ó b a n — a f a k t o r h á l ó i l y e n d e f i n í c i ó j á v a l — k ö n n y ű -
s z e r r e l n y e r h e t ő , h o g y a z i d e á l o k r a é r v é n y e s e k a f e n t e b b e m l í t e t t t é t e l e k . . 
J. HASHIMOTO [5] d o l g o z a t á b a n b e b i z o n y í t o t t a , h o g y e z e n a m ó d o n a h á l ó -
e l m é l e t b e n j ó l i s m e r t n e u t r á l i s i d e á l o k r a - i s i g a z t é t e l e k n y e r h e t ő k . K ö n n y ű 
a z o n b a n p é l d á t k o n s t r u á l n i a r r a , h o g y n e m m i n d e n o l y a n i d e á l o s z t á l y , a m e l y -
b e n é r v é n y e s e k a z e l ő b b e m l í t e t t t é t e l e k , s z ü k s é g k é p p e n a n e u t r á l i s i d e á l o k 
o s z t á l y a . E g y á l t a l á n o s i d e á l o s z t á l y t , a m e l y b e n i g a z a k a f e n t i t é t e l e k é s a m e l y 
t a r t a l m a z z a a n e u t r á l i s i d e á l o k o s z t á l y á t , s z o l g á l t a t n a k a s t a n d a r d i d e á l o k . 

Következőkben vázoljuk a s tandard ideál fogalom szükségességének 
másik okát. R. P. DILWORTH [2] munkájában kezdte meg a relatív komplemen-
tumos hálók strukturális vizsgálatát. Egyik fő észrevétele az volt, hogy a 
véges hosszúságú, komplementumos, moduláris hálók elméletéből ismeretes 
G. BiRKHOFFtól és K. MENGERÍŐI származó alaptétel érvényes a véges relatív 
komplementumos hálók körében. Ezen általánosítási törekvés azóta sok más 
szerzőnél is megtalálható. Kézenfekvő tehát a relatív komplementumos hálók 
körébe kiterjeszteni azokat a tételeket, amelyek komplementumos, modulár is 
hálók neutrális ideáljaira vonatkoznak (lásd. pl. BIRKHOFF [1] 125. old. és 
SHIH—CHIANG WANG [9]). Ez esetben azonban a tételek szó szerinti átvitele 
nem vezet helyes eredményre, főleg ha olyan 0 elemes hálókat tekintünk, 
ahol csak a [0, a] intervallumok komplementumosságát tesszük fel. Tehát itt 
is egy olyan új ideálosztály bevezetésére van szükség, melynek segítségével 
átmenthetők az előbb említett tételek, s amely ideálosztály moduláris hálók 
körében megegyezik a neutrális ideálokkal. Ezt a célt ismét a s tandard ideá-
lok segítségével érjük el. 

A d o l g o z a t 2 . § - á b a n n y ú j t j u k a s t a n d a r d e l e m é s i d e á l d e f i n í c i ó j á t é s 
t ö b b e k v i v a l e n s f e l t é t e l l e l j e l l e m e z z ü k e z e k e t . A 3 . § - b a n a s t a n d a r d e l e m n e k 
é s i d e á l n a k n é h á n y a l a p v e t ő , a z e l ő b b i j e l l e m z é s e k b ő l l e s z ű r h e t ő t u l a j d o n s á g á t 
f o g l a l j u k ö s s z e . A 4 . § a s t a n d a r d e l e m é s n e u t r á l i s e l e m k a p c s o l a t á t v i z s -
g á l j a , s e g y e l é g á l t a l á n o s h á l ó o s z t á l y b a n ( m e l y a m o d u l á r i s h á l ó k a t i s m a g á -
b a n t a r t a l m a z z a ) k i m u t a t j a a k é t f o g a l o m e k v i v a l e n c i á j á t . I g a z o l j u k , h o g y 
{ S i , s 2 , x } d i s z t r i b u t í v r é s z h á l ó , h a x t e t s z ő l e g e s é s slts2 s t a n d a r d e l e m . A z 
5 . § - b a n a s t a n d a r d i d e á l o k é s h o m o m o r f i z m u s m a g o k v i s z o n y á t n é z z ü k m e g . 
U g y a n i t t a d j u k BIRKHOFF é s WANG f e n t e b b e m l í t e t t t é t e l e i n e k á l t a l á n o s í t á s a i t . 

2 Az L háló a elemét neutrálisnak nevezzük, ha bármely x, yÇL-le l együtt disztri-
butív részhálót generál. A háló I ideálja neutrális, ha az L háló ideáljainak £ hálójában 
/ neutrális elem. 
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T o v á b b á t e t s z ő l e g e s h á l ó s t a n d a r d i d e á l s z e r i n t i f a k t o r s t r u k t ú r á j á t j e l l e m e z z ü k . 
A 6 . § - b a n a k é t i z o m o r f i a t é t e l t é s a J o r d a n — H o l d e r — S c h r e i e r — Z a s s e n h a u s 
t é t e l t b i z o n y í t j u k s t a n d a r d i d e á l o k r a . A 7 . § - b a n e l l e n p é l d á k a t m u t a t u n k b e s a 
d o l g o z a t o t n é h á n y p r o b l é m a f e l s o r o l á s á v a l f e j e z z ü k b e . 

2. §. Standard elem és ideál bevezetése 

M i e l ő t t a b e v e z e t é s b e n e m l í t e t t s t a n d a r d i d e á l t d e f i n i á l j u k , b e v e z e t j ü k a 
s t a n d a r d e l e m f o g a l m á t . L á t h a t j u k m a j d , h o g y a s t a n d a r d e l e m é s i d e á l k a p -
c s o l a t a a n a l ó g a n e u t r á l i s e l e m é s i d e á l v i s z o n y á v a l . 

1. DEFINÍCIÓ: Az L háló s elemét standard elemnek nevezzük, ha L bár-
mely X és Y elemére 
(1 ) X n ( s U у ) = ( x П s ) U ( x П y ) . 

M i n d e n e k e l ő t t l á s s u n k n é h á n y p é l d á t s t a n d a r d e l e m e k r e . A z x , y, z 
( y > z ) e l e m e k á l t a l g e n e r á l t ö t e l e m ű , n e m - m o d u l á r i s h á l ó b a n y s t a n d a r d e l e m , 
a z o n b a n n y í l v á n n e m n e u t r á l i s , t o v á b b á a z ( x ] i d e á l h o m o m o r f i z m u s m a g s x 
n e m s t a n d a r d e l e m . ( E z z e l b e l á t t u k , h o g y a k ö v e t k e z ő f o g a l m a k k ö z ü l s e m e -
l y i k k e t t ő s e m e k v i v a l e n s : a z x e l e m n e u t r á l i s ; a z x e l e m s t a n d a r d ; a z ( x ] 
i d e á l h o m o m o r f i z m u s m a g . ) 

K ö n n y ű l á t n i t o v á b b á , h o g y d i s z t r i b u t i v h á l ó m i n d e n e l e m e s t a n d a r d , 
h i s z e n ( 1 ) d i s z t r i b u t i v e g y e n l ő s é g . U g y a n c s a k m i n d i g s t a n d a r d e l e m e g y 
t e t s z ő l e g e s h á l ó 1, i l l e t v e 0 e l e m e . 

A s t a n d a r d e l e m n é h á n y j e l l e m z é s é t f o g l a l j a ö s s z e a z 
1. T É T E L : AZ L háló s elemére a következő feltételek ekvivalensek: 
(a) s standard elem; 
(ß) L minden olyan и és t elemére, amelyre u^s\jt, fennáll и = 

= ( « n s ) u ( « n t); 
( / ) kongruenciareláció az a &s reláció, amelynél x у ((-)<) akkor és 

csakis akkor teljesül, ha ( x n y) U sx = x и у valamilyen sx^=s-re; 
(ô) L bármely x és у elemére 

( i ) S и ( x n y) = ( s и x ) n (s и y), 
( i i ) s и x .s и >' és s n x s n y fennállásából x —'y következik. 

BIZONYÍTÁS: A n é g y f e l t é t e l e k v i v a l e n c i á j á t c i k l i k u s a n f o g j u k k i m u t a t n i . 
(a)-ból következik (ß). M i v e l и - s U t, e z é r t и = и n (s и t), d e e z u t ó b b i t 

( 1 ) a l a p j á n k i f e j t v e u = ( « n s ) u ( i i n t ) , a m i « - n a k é p p a k í v á n t e l ő á l l í t á s a . 
(ß)-böl következik (у). F e l h a s z n á l j u k a [4 ] d o l g o z a t 1. l e m m á j á t . E s z e r i n t 

a h h o z , h o g y 0 . , k o n g r u e n c i a r e l á c i ó , e l e g e n d ő b e l á t n i a z a l á b b i a ) — d ) á l l í -
t á s o k t e l j e s ü l é s é t . 

6* 
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a ) x = - x ( 0 s ) m i n d e n x ( L - r e . V a l ó b a n m i n d e n x £ L e s e t é n ( x n x ) u 
ü ( x n s ) = x u x é s í g y a z x n s - s , j e l ö l é s s e l a d ó d i k á l l í t á s u n k . 

b ) Н а хШу^г, x y(C-)s) é s у : z ( © , ) , a k k o r x = z ( G ! , ) . A f e l t é t e l e k -
b ő l u g y a n i s x y u s , é s y = z и s2 a h o l s , , s í g y x — у и s , = ( z и s,) и 
U s2 = z U (s, U s 2 ) , a m i é p p a z t j e l e n t i , h o g y x z ( © , ) , m e r t s , U s 3 s i s . 

c ) H a x j g y é s x = y(0S), a k k o r b á r m e l y и £ L-re xuu=yuu(@s) é s 
x n a = y n » ( © . , ) . V a l ó b a n a f e l t é t e l e k m i a t t x = y u s , , ( s , ^ s ) , s í g y m i n d -
k é t o l d a l л - v a l e g y e s í t v e k a p j u k , h o g y x и л = (y U w) U S j , a z a z x и u ^ y и « ( © * ) • 
T o v á b b á x = y U Si é s m i a t t x n и^y u s x ^ y U s, t e h á t a (ß) f e l t é t e l t 
u , t h e l y e t t a z х П и , у e l e m e k r e a l k a l m a z v a s x ü y - t i s f i g y e l e m b e v é v e , 
a d ó d i k x n a = ( x n и л y) U ( x n и n s ) = ( y Л и) и s.2, a h o l s 2 = x n « П s ̂  s, 
a m i é p p a k i v á n t r e l á c i ó t e l j e s ü l é s é t j e l e n t i . 

d ) x =y(@s) e k v i v a l e n s a z z a l , h o g y x и y x n y ( © . , ) . E z e n á l l í t á s 
n y i l v á n v a l ó , m e r t ©.„ d e f i n í c i ó j á b a n x é s y c s a k m i n t x u y é s x n y s z e r e p e l . 

(y)-ból következik ( d ) . L á s s u k b e e l ő s z ö r a z ( i ) f e l t é t e l t e l j e s ü l é s é t . 
©„ d e f i n í c i ó j a a l a p j á n x s и x ( © . , ) é s y s u y ( © s ) . E z e n k é t k o n -
g r u e n c i a m e g f e l e l ő o l d a l a i n a k m e t s z é s é v e l a d ó d i k x n y = ( s U x ) П ( s U y) (0s)', 
a z o n b a n a m o n o t o n i t á s m i a t t x n y ̂  ( s и x ) n ( s и y ) , t e h á t ( y ) a l a p j á n k a p j u k , 
h o g y ( x n y) U s, — (s и x ) n ( s и y), a h o l s , ^ s. E b b ő l — m i n d k é t o l d a l t s - s e l 
e g y e s i t v e , s s z e m e l ő t t t a r t v a , h o g y é s (s и x ) л (s и у) =ё s — a d ó d i k 
( x n y ) U s = ( s и x ) n ( s и y ) , a m i é p p a z ( i ) f e l t é t e l . 

M á s o d s z o r i g a z o l j u k a z ( i i ) f e l t é t e l t . M i v e l s U y y ( © . , ) , e z é r t h a m i n d -
k é t o l d a l o n x - s z e l m e t s z ü n k é s f e l h a s z n á l j u k a z ( i i ) - b e n s z e r e p l ő x u s = - y ü s 
f e l t é t e l t , a z t k a p j u k , h o g y x ( x и s) Г) x = ( y и s) n x y n x (© . , ) , a z a z (y) 
m i a t t ( x n y ) U S i = x , a h o l s ^ s . E z e n u t o l s ó e g y e n l ő s é g b ő l s x g x , t e h á t 
e g y s z e r s m i n d s x ^ s n x = s n y ^ y ( s n x = s n y ( i i ) m á s o d i k f e l t é t e l e k ö v e t -
k e z t é b e n ) , a z a z x = ( x П y ) U s ( x П y ) U y = y . H a s o n l ó k é p p k a p h a t j u k , h o g y 
yséx, a z a z x- y, a m i a b i z o n y í t a n d ó á l l í t á s v o l t . 

(ő)-ból következik (a). L e g y e n a = x n ( s U y ) é s ö = ( x n s ) U ( x n y ) . 
B e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y s и a = s и ő , s П a = s П ö s e k k o r ( i i ) - b ö l a = b 
a d ó d i k , a m i v e l ( « ) i g a z o l v a l e s z . V a l ó b a n , s Л a = s П ( x П ( s U y ) ) = x n 
n ( s n (s и y ) ) = x n s, t o v á b b á a m o n o t o n i t á s b ó l f o l y ó l a g x n s ̂  b g [ x n (s и у)] и 
U [ x n ( s и y ) ] = a , í g y a n 5 = x n s - b ő l b n s = = x n s a d ó d i k , t e h á t a n s 

b n s . M á s r é s z t ( i ) - b ő l s u a = s u [ x n ( s u У)]=Ф U x ) n ( s U y ) = s u ( x П y ) 
s u ( x n s ) u ( x n y ) = s u è , a m i v e l á l l í t á s u n k a t i g a z o l t u k . 

Megjegyzés. A (r)) f e l t é t e l b e n ( i ) e k v i v a l e n s a k ö v e t k e z ő v e l 
( i ' ) a z x > x и s l e k é p e z é s L e n d o m o r f i z m u s a ; 

a z á l l í t á s n y i l v á n v a l ó . T o v á b b á a b i z o n y í t á s b ó l l á t h a t ó , h o g y ( i i ) a k ö v e t k e z ő 
g y e n g é b b f e l t é t e l l e l p ó t o l h a t ó : 
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( i i j x ) ' e s e t é n s и x - = s и у, s n x=s ny f e n n á l l á s á b ó l x ^ у k ö v e t k e z i k . 
F e l s z e r e t n é n k h í v n i a f i g y e l m e t m é g a r r a a f o n t o s t é n y r e , h o g y @ s 

a legkisebb olyan kongruenciareláció, melynél ( s j osztály, a z a z 0S 0 [ ( . s j ] . ; 

R á t é r ü n k e z u t á n a s t a n d a r d i d e á l d e f i n i á l á s á r a . 

2 . DEFINÍCIÓ: Az L háló S ideálját standard ideálnak nevezzük, ha L 
ideáljainak £ hálójában S standard elem, azaz bármely két I és К ideálra 

/ n ( S u / f ) = ( / n S ) u ( / n K ) . 
S t a n d a r d i d e á l o k r a p é l d á t n y ú j t a n a k a s t a n d a r d e l e m e k i s , m e r t m i n d e n 

s t a n d a r d e l e m á l t a l g e n e r á l t f ő i d e á l s t a n d a r d i d e á l . 
A z 1. t é t e l n e k s t a n d a r d i d e á l o k r a v o n a t k o z ó a n a l o g o n j á t , n é h á n y f e l t é -

t e l l e l b ő v í t v e m o n d j a k i a 
2 . TÉTEL: AZ L háló S ideáljára a kővetkező feltételek ekvivalensek: 
(«') S standard ideál; 
(«") bármely két I és К főideálra I n (S U K) = (/n S) и (/ n K); 
( P " ) bármely / ideálra Sül elemei s и x alakúak, ahol s Ç S, x Ç /; 
(ft") bármely I főideálra S U / elemei s и x alakúak, ahol s (S és x Ç I; 
(-/') kongruenciareláció az a 0s relációja t-nek, amelynél I = К akkor 

és csakis akkor teljesül, ha (/ n К) и S, = / и К, valamilyen 5, +S ideálra; 
(y") kongruenciareláció azon 0 [S] relációja L-nek, amelynél x : y (0[S]> 

akkor és csakis akkor teljesül, ha ( x n y ) u s xuy, alkalmas s Ç S-sel; 
(áj bármely ! és К ideálra 

( Г ) S U (/ П Д ) = ( S И / ) П ( S U К), 
( i i * ) SV\I=Sr\K é s S u / = 5 u / ó f e n n á l l á s á b ó l I К adódik. 

BIZONYÍTÁS. B e l á t j u k , h o g y (ß') e k v i v a l e n s A k ö v e t k e z ő f e l t é t e l l e l . 
(ß*) M i n d e n o l y a n / é s К i d e á l r a , a m e l y r e / < = S u К, f e n n á l l / ( / n S ) U  

u (/ n К). 

E l é g b e l á t n u n k , h o g y « " j - b ó l k ö v e t k e z i k (ß')} v i s z o n t h a S u A " v a l a -
m e l y a e l e m e n e m v o l n a s и x (s Ç 5 , x Ç K) a l a k b a n e l ő á l l í t h a t ó , a k k o r a z / = ( й ] 
i d e á l n y i l v á n n e m t e h e t n e e l e g e t a f e n t i f e l t é t e l n e k . M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y 
( / í " ) - n e k i s h a s o n l ó a n a l o g o n j a é r v é n y e s I és К f ö i d e á l o k r a . 

2 . t é t e l f e l t é t e l e i a z 1. t é t e l b e n s z e r e p l ő f e l t é t e l e k a n a l o g o n j a i , s e z é r t 
a z (a'), (ß'), (у), (с)') f e l t é t e l e k h e l y e s s é g e k ö v e t k e z i k a z 1. t é t e l £ - r e v a l ó a l k a l -
m a z á s á b ó l . M i v e l ( к " ) s p e c i á l i s e s e t e ( « ' ) - n e k , t o v á b b á a z ( « " ) - » ( / ? " ) , ( / ? " ) - * -
—>• ( y " ) u g y a n ú g y l á t h a t ó b e , m i n t a z 1. t é t e l a n a l ó g f e l t é t e l e i n é l , e z é r t t é t e -

3 (•) [/J-vel jelöljük (lásd [4J), az / ideálhoz tartozó legkisebb homomorfizmust 
indukáló kongruenciarelációt, Ва,ь pedig az a ~ b által generált minimális kongruencia-
relációt jelöli. 
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l ü n k t e l j e s e n b i z o n y í t v a l e s z , h a b e l á t j u k , h o g y ( y " ) - b ö l k ö v e t k e z i k ( / ' ) . 
V a l ó b a n , t e g y ü k f e l ( y " ) t e l j e s ü l é s é t a z 5 i d e á l r a é s l e g y e n / t e t s z ő l e g e s i d e á l , 
t o v á b b á x £ S U / . A z i d e á l - e g y e s í t é s ; d e f i n í c i ó j á n á l f o g v a a l k a l m a s s f S é s 
i ( I e l e m e k k e l x ^ s u / . T e k i n t s ü k a z y = x n f e l e m e k . s = s r u ( 0 [ S ] ) , í g y 
X = x П ( s и г ) = [ (5 n i) U i] П x = y ( © [ S ] ) , t e h á t ( / ' ) m i a t t x = у и s', a l k a l m a s 
s' Ç " S - s e l , a m i b i z o n y í t a n d ó v o l t . 

E z z e l a 2 . t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
V é g ü l m é g e g y m e g j e g y z é s t t e s z ü n k a s t a n d a r d e l e m é s i d e á l v i s z o n y á r a 

v o n a t k o z ó a n . N y i l v á n v a l ó , h o g y h a a z L h á l ó b a n v a n s t a n d a r d e l e m s, a k k o r 
l é t e z i k s t a n d a r d i d e á l i s , n e v e z e t e s e n ( s j . F o r d í t v a a z o n b a n a s t a n d a r d i d e á l 
e g z i s z t e n c i á j a n e m v o n j a m a g a u t á n a s t a n d a r d e l e m l é t e z é s é t . E r r e t r i v i á l i s 
p é l d á t s z o l g á l t a t h a t e g y t e t s z ő l e g e s , 0 é s 1 e l e m m e l n e m r e n d e l k e z ő e g y s z e r ű 
h á l ó 4 ( l á s d a 7 . § 1. p é l d á j á t ) , a m e l y b e n n e m l e h e t s t a n d a r d e l e m , m e r t a k k o r 
a s t a n d a r d e l e m á l t a l g e n e r á l t f ő i d e á l a z 1. t é t e l ( y ) f e l t é t e l e m i a t t h o m o m o r -
f i z m u s m a g v o l n a , s í g y a h á l ó n e m l e n n e e g y s z e r ű . S t a n d a r d i d e á l v i s z o n t 
v a n b e n n e , m e r t a z e g é s z h á l ó , m i n t i d e á l , s t a n d a r d . E g y k e v é s b é t r i v i á l i s 
p é l d á t n y e r ü n k , h a t e k i n t j ü k k é t e l ő b b i t í p u s ú h á l ó , Ljés L, k a r d i n á l i s ö s z -
s z e g é t ( a z a z x^y m e g ő r z i j e l e n t é s é t A, é s L,-n b e l ü l , t o v á b b á x>y m i n d e n 
x(L, é s y(L3-re), a m e l y h á l ó b a n L, n e m t r i v i á l i s s t a n d a r d i d e á l , v i s z o n t 
s t a n d a r d e l e m n y i l v á n n e m l é t e z i k . 

3. §. A standard elem (ideál) néhány tulajdonsága 

A s t a n d a r d e l é m ( i d e á l ) l e g f o n t o s a b b t u l a j d o n s á g a i t a z 1. ( i l l e t v e 2 . ) 
t é t e l s ű r í t i m a g á b a . E z e k n e k n é h á n y k ö v e t k e z m é n y é t n é z z ü k m o s t m e g . 

1. LEMMA : A standard elemek az L háló disztributív részhálóját alkotják, 
továbbá az s —«• 0., megfeleltetés izomorfizmus, így a 0 , kongruenciarelációk 
0(L)-nek részhálóját alkotják. 

BIZONYÍTÁS: L e g y e n s , é s s , s t a r d a r d e l e m . E k k o r a z ( 1 ) k é p l e t i s m é t e l t 
a l k a l m a z á s á v a l n y e r j ü k , h o g y b á r m e l y x , y ( L-re x n и sí) и y] x n [ s t U 
U ( s 2 U y ) ] = ( x n SI) U [ x n ( s , U y)\ ( x n s , ) U ( x П sj) U ( x П y) = [ x n (SI U s , ) ] и 
U ( x n y ) , a m i é p p a z t j e l e n t i , h o g y S i U s 2 s t a n d a r d e l e m . H o g y a z s — • 0 , 

m e g f e l e l t e t é s U - r e n é z v e i z o m o r f i z m u s , a z r ö g t ö n l á t h a t ó , m e r t 0 S l u 0 s . , = 
= 0 s , u s 2 u g y a n a z m i n t ( l á s d a 3 l á b j e g y z e t e t ) 0 [ ( s , ] j и 0 f ( s , ] j = 0 [ ( s , и s , | | 
( m i v e l 0 S a z ( s j i d e á l t o s z t á l y k é n t t a r t a l m a z ó l e g k i s e b b k o n g r u e n c i a r e l á c i ó ) . 
E z a z e g y e n l ő s é g , m i n t i s m e r e t e s ( l á s d [4 ] ) , á l t a l á n o s é r v é n y ű , í g y e z e n s p e c i á -
l i s e s e t b e n i s a l k a l m a z h a t ó . 

4 Egy hálót egyszerűnek nevezünk, ha csak triviális kongruenciarelációi vannak. 
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L á s s u k b e , h o g y П 0 , , 3 = = 0 » ] П % . V a l ó b a n , h a x =y (0Slf\ 0sj), a k k o r 
x = y(0S[), e z é r t ( x n y ) u s í = x u y ( s i ^ s i ) . M á s r é s z t x=y(0s) i s f e n n á l l , 
s e b b ő l s j = ( x и y) fi s[ = ( x n y ) П s[ (0S), í g y a l k a l m a s s ̂  So-vel s i = [ ( x n y ) n 
n s i ] и s . M i v e l s ^ s,' i g a z , e z é r t s^s, n s 2 , é s ( x n y) U s = ( x n y) U [ ( x n y) П s i ] U s = 

( x n y) U s i = x и y, v a g y i s x = y (0Sl n 0 s 2 ) a k k o r é s c s a k a k k o r k ö v e t k e z i k 
b e , h a a l k a l m a s s E ^ r i s J e l e m m e l ( x n >') U s = x и y , a m i a z 1 . t é t e l ( у ) 
f e l t é t e l e s z e r i n t e k v i v a l e n s a z z a l , h o g y s t h s 2 s t a n d a r d , t o v á b b á , h o g y 
03, П 0s, = @s,ns2~ 

V é g ü l a s t a n d a r d e l e m e k a l k o t t a r é s z h á l ó d i s z t r i b u t í v i t á s a n y i l v á n v a l ó , 
m e r t m i n t l á t t u k e z a h á l ó i z o m o r f 0(L) e g y r é s z h á l ó j á v a l , a m e l y s z ü k s é g -
k é p p d i s z t r i b u t í v . 

A z 1. l e m m á t s t a n d a r d i d e á l o k r a v a l a m i v e l é l e s e b b f o r m á b a n t u d j u k 
k i m o n d a n i . 

2 . LEMMA: A standard ideálok az L háló ideáljait hálójának И -re 
nézve komplett, И -végtelen disztributív részhálóját alkotják és az 5—» 0 [5] 
megfeleltetés и -komplett izomorfizmus az S standard ideálok és a hozzájuk 
tartozó 0 [5] kongruenciarelációk között. 

BIZONYÍTÁS: AZ 1. l e m m a m i a t t e l e g e n d ő m á r c s a k a k o m p l e t t s é g r e é s 
v é g t e l e n d i s z t r i b u t í v i t á s r a v o n a t k o z ó á l l í t á s o k a t b e l á t n u n k . 

| J S „ n y i l v á n s t a n d a r d i d e á l , m e r t b á r m e l y / i d e á l t i s t e k i n t j ü k , U S „ U / 
a a 

v a l a m e l y x e l e m é h e z k i v á l a s z t h a t ó a z S„ i d e á l o k k ö z ü l v é g e s s o k ú g y , h o g y 

U Sa.\JÍ. L á t t u k a z o n b a n , hogy (JS„.standard i d e á l , í g y x = - - s и и sEU-Я, c z 

г— 1 ' ,'=1 ' l i 1 
U Sa, а a m i а 2 . t é t e l (ß') f e l t é t e l e m i a t t é p p e n a z t j e l e n t i , h o g y U S „ 
a ) cc 

s t a n d a r d i d e á l , v a g y i s a s t a n d a r d i d e á l o k h á l ó j a и - r e n é z v e k o m p l e t t . 
A 0 [ ( J ^ U 0 [ S « ] r e l á c i ó f e n n á l l t e t s z ő l e g e s i d e á l o k r a ( l á s d [4 ] ) , t o v á b b á 

a a 
@ ( L ) - b e n é r v é n y e s a z и - v é g t e l e n d i s z t r i b u t í v i t á s , e z p e d i g и - k o m p l e t t r é s z -
h á l ó - t a r t ó t u l a j d o n s á g s e z z e l a 2 . l e m m á t b i z o n y í t o t t u k . 

3 . LEMMA: Standart elem (ideál) homomorf képe is standard. 

BIZONYÍTÁS: A z . á l l í t á s a s t a n d a r d e l e m ( i d e á l ) d e f i n í c i ó j á b ó l n y i l v á n v a l ó . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a 3 . l e m m a m e g f o r d í t á s a n e m i g a z , a z a z a l k a l m a s 

h á l ó n a k l e h e t o l y a n h o m o m o r f k é p b e l i s t a n d a r d e l e m e , m e l y n e k e g y e t l e n i n v e r z 
k é p e s e m s t a n d a r d ( l á s d 7 . § 2 . p é l d a ) . 

4 . LEMMA: Ha az S standard ideálnak az I ideállal való metszete és 
egyesítése is föideál, akkor I szintén föideál. 

•"> Azaz korlátlanul fennáll az S П |J Sn (J (S П Sa) egyenlőség. 
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BIZONYÍTÁS: L e g y e n S n i=(b] é s 5 и / = ( Ű J ; а 2 . t é t e l ( / ? ' ) f e l t é t e l e 
a l a p j á n e k k o r s и x ( s £ S , x £ 7 ) . Á l l í t j u k , h o g y / = ( х и 6 ] . V a l ó b a n , l e g y e n 
w>xub é s í v 6 / . E k k o r ( û ] 5 S u ( i v ] 3 S u ( ï U ô ] 2 S u ( x ] = ( a ] , a z a z 5 и (ívj = 
= S и ( x и ó ] , t o v á b b á ( 6 ] = S n S n ( ív ] л ( x и b] P 5 n (b] = (b), a z a z 

S n ( w ] 5 n ( x u é ] . E z u t ó b b i k é t e g y e n l ő s é g v i s z o n t a 2 . t é t e l ( d " ) ( i i * ) 
f e l t é t e l e a l a p j á n a z t j e l e n t i , h o g y ( w ] = ( x и b], í g y w - x и b, a m i v e l a l e m m a 
b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 

KOROLLÁRIUM: Ha az L háló S és T standard ideáljainak metszete és 
egyesítése is föideál, akkor S és T szintén föideál. 

A k o r o l l á r i u m a 4 . l e m m á n a k t r i v i á l i s k ö v e t k e z m é n y e . 
5 . LEMMA: Ha s az L háló standard eleme, ekkor az (A] föideálban 

uns szintén standard elem. 
BIZONYÍTÁS: AZ ( a ] f ö i d e á l e l e m e i v a l a m e n n y i e n x n a a l a k b a í r h a t ó k , 

a h o l x v é g i g f u t j a L e l e m e i t . E l é g t e h á t a s t a n d a r d e l e m d e f i n í c i ó j a a l a p j á n 
b e l á t n i , h o g y ( x n а) П [ ( s n а) и (у П aj\ [ ( x П a) n ( s п а ) ] и [ ( x n а) п (у П о ) ] . 
V a l ó b a n , a z i g a z o l a n d ó e g y e n l ő s é g b a l o l d a l á b ó l k i i n d u l v a , ( 1 ) t ö b b s z ö r i a l k a l -
m a z á s á v a l n y e r j ü k , h o g y ( x n а) n [ ( s n а) и ( y n а ) ] ( x n a) n [ ( s u y ) n o ] =  

( x n a) n ( s И y) = ( x n a n s) И ( x n a n y) = [ ( x n a) n ( s n a ) ] U [ (X n a ) n 
n ( y n o ) ] , a m i a z á l l í t á s v o l t . 

4. §. Neutrális elemek és disztributív részhálók 

A b e v e z e t é s b e n e m l í t e t t o k o k m i a t t a s t a n d a r d i d e á l o k a t o l y m ó d o n 
k e l l e t t é r t e l m e z n ü n k , h o g y m a g u k b a f o g l a l j á k a n e u t r á l i s i d e á l o k a t i s é s 
m o d u l á r i s h á l ó b a n e k é t f o g a l o m e g y e z z é k m e g . K i m u t a t j u k , h o g y a s t a n d a r d 
i d e á l o k , s ő t e l e m e k e l e g e t t e s z n e k a k ö v e t k e z ő k i k ö t é s e k n e k : 

6 . LEMMA : Minden neutrális elem (ideál) standard. 

BIZONYÍTÁS: AZ á l l í t á s a d e f i n í c i ó b ó l n y i l v á n v a l ó . 
I s m e r e t e s G . BIRKHOFF ( l á s d [1 ] 2 8 . o l d . ) a z o n t é t e l e , m e l y s z e r i n t a z 

L h á l ó a e l e m e a k k o r é s c s a k a k k o r n e u t r á l i s , h a a z 1. t é t e l ( d ) ( i ) é s ( i i ) 
f e l t é t e l e i n k í v ü l m é g a z o n f e l t é t e l t i s k i e l é g í t i , h o g y 

( i i i ) a z x — > - x n a l e k é p e z é s L e n d o m o r f i z m u s a . 
E t é t e l b ő l n y i l v á n v a l ó , h o g y 
7 . LEMMA: AZ a standard elem (ideál) akkor és csak akkor neutrális, 

ha ( i i i ) teljesül. 
T o v á b b á v i l á g o s a z i s , h o g y 
8 . LEMMA : Ha az a elem standard az L hálóban és duálisában is, akkor 

a neutrális. 
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i s m e r e t e s t o v á b b á ( l á s d [1 ] 7 9 . o l d . ) , h o g y e g y m o d u l á r i s h á l ó b a n a z 
a e l e m a k k o r é s c s a k a k k o r n e u t r á l i s , h a a z x —• x л a v a g y a z x —» x и a 
m e g f e l e l t e t é s e n d o m o r f i z m u s . E b b ő l n y i l v á n v a l ó a n a d ó d i k a 

9 . LEMMA: Moduláris hálóban minden standard elem neutrális. 

M i v e l m o d u l á r i s h á l ó i d e á l j a i n a k h á l ó j a s z i n t é n m o d u l á r i s , e z é r t a 
9 . l e m m á b ó l a d ó d i k a k ö v e t k e z ő 

KOROLLÁRIUM: Moduláris háló minden standard ideálja neutrális. 

A k ö v e t k e z ő 3 . t é t e l a z e l ő z ő l e m m á t n a g y m é r t é k b e n á l t a l á n o s í t j a . H o g y 
a 9 . l e m m á t m é g i s k ü l ö n i g a z o l t u k , a z z a l c s a k k i t ü n t e t e t t s z e r e p é t s z e r e t t ü k 
v o l n a h a n g s ú l y o z n i . 

3 . TÉTEL: Gyengén moduláris6 háló minden standard eleme neutrális. 

BIZONYÍTÁS: L e g y e n a z L h á l ó n a k s s t a n d a r d e l e m e . A 7 . l e m m a a l a p j á n 
e l é g b e l á t n u n k , h o g y a z x — » - x n s l e k é p e z é s e n d o m o r f i z m u s , v a g y a m i e z z e l 
e k v i v a l e n s : s п ( x и y) = ( s n x ) и ( s n y). 

A z e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t v e z e s s ü k b e a z u = s n ( x u y ) é s b = ( s n x ) U 
U ( s n y ) j e l ö l é s e k e t . T e g y ü k f e l , h o g y v a l a m i l y e n x , y £ L - r e a z e l ő b b i e g y e n l e t 

n e m t e l j e s ü l , a z a z a > b. 
E l ő s z ö r b e l á t j u k , h o g y ű и x > ft и x é s а и y > ft U y . T e g y ü k f e l u g y a n i s , 

h o g y e z e k v a l a m e l y i k e p l . t 7 u x > f t u x n e m t e l j e s ü l ; e k k o r a>b m i a t t 
U x = ft и x . T e k i n t s ü k a z s n x x ( ( - ) , n , v ) k o n g r u e n c i á t é s e g y e s í t s ü k e z e n 

k o n g r u e n c i a m i n d k é t o l d a l á t ft-vel, m a j d m e s s ü k el t r - v a l . K a p j u k , h o g y 
( l á s d a l á b j e g y z e t e t ) s n x , x —• ft, a, m e r t f i g y e l e m b e v é v e a é s b j e l e n t é s é t 
a d ó d i k а П ( 6 U (s П x ) ) = а Л b = b é s а n ( f t U x ) = a n (а и x ) a. A g y e n g e 
m o d u l a r i t é s k ö v e t k e z t é b e n e k k o r b,a->u,r, a h o l s n x g u < гШх. M i v e l a z o n -
b a n a,b^s t e h á t a z u t ó b b i h o z z á r e n d e l é s m i a t t t e l j e s ü l u = r(0s), azaz az 
1. t é t e l (7) f e l t é t e l e a l a p j á n v — и и Si ( s t ^ s ) . E k k o r a z o n b a n v = и и st Ш  
Шки и ( s n x ) = и, m e r t f e n n á l l á s á b ó l s , Шs n x a d ó d i k . E z u t ó b b i 
a z o n b a n e l l e n t m o n d á s b a n v a n a z z a l a f e l t e v é s ü n k k e l , h o g y и < r é s í g y 
i g a z o l t u k , h o g y а и x > b и x . H a s o n l ó a n l á t h a t ó b e а U у > b и у. 

E z e k u t á n i g a z o l j u k , h o g y s il (b и x ) , b и x — y а П (b и y), a ; v a l ó b a n , m e s -
s ü k el a z s n (f t U х ) i l l . ft и х e l e m e k e t e l ő s z ö r x - s z e l , s k a p j u k a z s n x é s 

« Azt mondjuk, (lásd [3]), hogy az L háló a, h e lempárjához hozzá van rendelve a 
c, d elempár, jelben <7, b —>• c, d ha alkalmas x , , x 2 , . . . , xn elemekkel teljesülnek a következő 
egyenletek: 

{ . . . / [ / (a U ft) U Xj/ПХо] и Xj / ' n . . •} U хп = с U d, 
{ .. ./[/(a nft)uxn/nxjихз/п.. •} uxn = end. 

Az L hálót gyengén modulárisnak nevezzük (lásd |4]), ha valahányszor a, ft —>• с, d (а > ft,. 
с > d), akkor > ft, S b). 
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x e l e m e k e t . E z u t ó b b i k é t e l e m e t e g y e s í t v e a b и у e l e m m e l a d ó d i k (b и y) U 
u ( s n x ) = ô u y ( m e r t s n x ^ ( s n x ) u ( s n y ) = 6 ^ 6 u y ) é s ( ó u y ) ü x = 

= ó и ( x и у). V é g ü l û - v a l t ö r t é n ő m e t s z é s u t á n e l j u t u n k a z o n ( ó u y ) , i l l . 
[b и ( x U у)] П а = a e l e m e k h e z ( a z u t ó b b i a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y b и ( x и у) ^ 
s s n x и у) о ) . E z z e l a k i v á n t h o z z á r e n d e l é s t b i z o n y í t o t t u k . A g y e n g e 
m o d u l a r i t á s t a l k a l m a z a n d ó m é g b e k e l l l á t n u n k , a h o z z á r e n d e l é s b e n s z e r e p l ő 
e l e m p á r o k k ü l ö n b ö z ő s é g é t . F e l t é v e , h o g y af\(b\jy) а,ЬиуШа a d ó d n a s 
í g y auy — buy á l l n a f e n n , e l l e n t é t b e n a m á r b i z o n y í t o t t а и y > b и y - n a l ; 
m á s r é s z t e b b ő l m á r a z i s l á t h a t ó , h o g y s n (b и x ) = b и х s e m l e h e t , m e r t e z 
e l l e n t m o n d a n a a m á r b i z o n y í t o t t s n (b и x ) , b U x —» a n Çb и y), a h o z z á r e n d e -
l é s n e k . A g y e n g e m o d u l a r i t é s a l a p j á n t e h á t l é t e z i k o l y a n z, w e l e m p á r , m e l y 
k i e l é g í t i a z s n ( 6 U x ) ^ z < w^b U х e g y e n l ő t l e n s é g e k e t é s a n (b U у), a —• z, w. 
U g y a n ú g y , m i n t a z e l ő z ő k b e n , e z e n r e l á c i ó b ó l i s z = w(0s) a d ó d i k , t e h á t 
w =z и s' (s' ^s). A z o n b a n iv ^ b U x m i a t t s ' ^ s n ( ó u x ) , m e r t s ^a>.b t e h á t 
w = z U z U ( s n (b и x ) ) = z, a m i e l l e n t m o n d ív > z-nek. E l l e n t m o n d á s r a 
v e z e t e t t t e h á t a z a > b f e l t é t e l s í g y a 3 . t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 

1. KOROLLÁRIUM: Ha az L háló ideáljainak £ hálója gyengén moduláris, 
akkor L minden standard ideálja neutrális. 

2. KOROLLÁRIUM: Relatív komplementumos háló minden standard eleme 
neutrális. 

A z e l s ő k o r o l l á r i u m o t b i z o n y í t a n d ó a l k a l m a z n u n k k e l l a 3 . t é t e l t a z L 
h á l ó i d e á l j a i n a k h á l ó j á r a , £ - r e . A m á s o d i k k o r o l l á r i u m e g y s z e r ű e n a b b ó l a 
t é n y b ő l a d ó d i k , h o g y m i n d e n r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s h á l ó g y e n g é n m o d u -
l á r i s ( l á s d [4 ] ) . 

A n e u t r á l i s e l e m e t a z z a l a t u l a j d o n s á g g a l d e f i n i á l t u k , h o g y b á r m e l y k é t 
e l e m m e l e g y ü t t d i s z t r i b u t i v r é s z h á l ó t g e n e r á l . A n a l ó g á l l í t á s t t a r t a l m a z a 
s t a n d a r d e l e m e k r e v o n a t k o z ó l a g a 

4 . T É T E L : Legyen az L hálónak sx és S2 standard eleme. Ekkor az 
J s , , s.>, x} részháló disztributiv minden x Ç L-re. 

BIZONYÍTÁS: O . O R E [6 ] c i k k é b e n k i m u t a t t a , h o g y e g y h á l ó y, z é s w 
e l e m e i a k k o r é s c s a k a k k o r g e n e r á l n a k d i s z t r i b u t i v r é s z h á l ó t , l i a y, z é s iv 
m i n d e n a, b, с p e r m u t á c i ó j á r a f e n n á l l a n a k a k ö v e t k e z ő e g y e n l ő s é g e k : 
(2) a n (b и с) = (a n b) и (a n c), 

(3) üü (énc ) = (űUft)n(úü c), 

(4) (a n b) и (a n с) и (b П c) = (a U b) n (a и с) n (b и с). 

H a s p e c i á l i s a n a z y==su z = s 2 , w = x e l e m e k e t v i z s g á l j u k , a k k o r a ( 2 ) 
e g y e n l e t , m i v e l b v a g y с s t a n d a r d , a s t a n d a r d i d e á l d e f i n í c i ó j a m i a t t f e n n á l l . 
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( 3 ) - a t i g a z o l a n d ó , e l é g a z a = s , h e l y e t t e s í t é s t e l v é g e z n i a z 1. t é t e l ( d ) f e l -
t é t e l e m i a t t . A b — Si, с s2 e s e t i s k ö n n y e n k i s z á m í t h a t ó . V é g ü l b e l á t j u k a 
( 4 ) e g y e n l e t t e l j e s ü l é s é t . F e l h a s z n á l v a , h o g y a z 1. l e m m a a l a p j á n S j ó s . é s 
Sj U So i s s t a n d a r d e l e m e k , t o v á b b á a z 1. t é t e l ( a ) , ( d ) f e l t é t e l e i n e k i s m é t e l t 
a l k a l m a z á s á v a l a d ó d i k , h o g y ( S j n s.j) и (.s, n x) и ( s 2 n x ) = ( s : n s2) и [(x, и s , ) n x ] = 

- [ ( s , n So) U ( s , и So)] n [(s, n s,) и x] = (s, и So) n ( s , U x) n (s., и х ) , a m i a b i z o n y í -
t a n d ó v o l t . 

5 . § . Standard ideálok é s homomorfizmusmagok 

H a a z s e l e m s t a n d a r d , a k k o r a z 1 . t é t e l ( - / ) f e l t é t e l é b ő l a z o n n a l a d ó -
d i k , h o g y L / ( s ] ^ [ s ) . K é r d é s , h o g y m i m o n d h a t ó a b b a n a z e s e t b e n , l i a a 
v i z s g á l t s t a n d a r d i d e á l n e m f ö i d e á l . 

5 . T É T E L : Legyen az L hálónak S standard ideálja. Ekkor az L S háló 
ideáljainak hálója izomorf t-nek [A, L\ intervallumával, s így az [S, L] inter-
vallum izomorf iától eltekintve meghatározza LiS-et. 

BIZONYÍTÁS: M i n d e n Кé [ S , LJ , L - b e l i i d e á l n a k f e l e l t e s s ü k m e g L/S a z o n 
i d e á l j á t , m e l y b e К az L —• L/S h o m o m o r f i z m u s n á l á t m e g y . E z a l e k é p e z é s 
n y i l v á n h o m o m o r f , í g y e l é g k i m u t a t n i , h o g y h a JziJidS, a k k o r I é s J a z 
L —*• L/S l e k é p e z é s n é l n e m e s i k e g y b e . V a l ó b a n , h a m i n d e n x £ l-hez l e n n e 
o l y a n y ^ J , h o g y x = y ( 0 [ S ] ) á l l n a f e n n , a k k o r ( x n y ) u s = xuj> t e l j e s ü l n e ' 
v a l a m i l y e n s^S-re. E k k o r a z o n b a n xny é s s£j-bői x u y £ j a d ó d i k , v a g y i s 
/ J á l l n a f e n n , e l l e n t é t b e n f e l t e v é s ü n k k e l . 

A t é t e l u t o l s ó á l l í t á s a a z o n i s m e r t t é n y b ő l a d ó d i k , h o g y e g y h á l ó t i d e á l -
j a i n a k h á l ó j a i z o m o r f i á t ó l e l t e k i n t v e e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a , m i v e l e g y 
h á l ó i z o m o r f i d e á l h á l ó j á n a k a l u l r ó l e l é r h e t e t l e n e l e m e i a l k o t t a h á l ó j á v a l 
( A . KOMATU e r e d m é n y e , l á s d r é s z l e t e s e b b e n [1 ] , 6 4 . o l d . ) . 

K ö v e t k e z ő k b e n e g y s z e r ű f e l t é t e l t a d u n k m e g a r r a , h o g y e g y h á l ó m i n -
d e n h o m o m o r f i z m u s m a g j a s t a n d a r d i d e á l l e g y e n . 

6 . T É T E L : На az L 0-elemes hálóban minden [ 0 , a] intervallum komple-
mentumos, akkor L minden homomorfizmusmagja standard. 

BIZONYÍTÁS: L e g y e n a z L h á l ó n a k I e g y h o m o m o r f i z m u s m a g j a . T e k i n t s ü k 
a 0 [ / ] k o n g r u e n c i a r e l á c i ó t é s l e g y e n a = b ( 0 [ / ] ) (a>b,a,b£ L). F e l t e v é s ü n k 
s z e r i n t a [0 , n ] i n t e r v a l l u m k o m p l e m e n t u m o s , t e h á t l é t e z i k e g y o l y a n b' e l e m , 
m e l y r e bnb'^ 0 é s bub' -— a. F e l t e t t ü k , h o g y a = b(©[/]), t e h á t ó ' = a n ó ' = 

6 n 6 ' = O ( 0 [ / ] ) s m i v e l / h o m o m o r f i z m u s m a g , k ö v e t k e z i k b'^I. E z a z o n b a n 
b'\jb = a m i a t t a z 1 . t é t e l (*/) f e l t é t e l e s z e r i n t é p p e n a z t j e l e n t i , h o g y I s t a n -
d a r d i d e á l . 

« 
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A z e l ő z ő b i z o n y i t á s k i s m ó d o s í t á s s a l m e g i s m é t e l h e t ő , h a L - r ö l a z t 
t e s s z ü k f e l , h o g y r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s , a z a z é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő 

1. KOROLLÁRIUM: AZ L relatív komplementumos háló minden homomor-
fizmusmagja standard. 

A 6 . t é t e l t a 9 . l e m m á v a l ö s s z e v e t v e a d ó d i k G . BIRKHOFF i s m e r t t é t e l e : 
2 . KOROLLÁRIUM: Komplementumos moduláris hálóban egy-egyértelmü 

megfeleltetés van a homomorfizmusmagok és neutrális ideálok között. 

I ly m ó d o n a 6 . t é t e l BIRKHOFF e z e n t é t e l e á l t a l á n o s í t á s á n a k t e k i n t h e t ő . 
BIRKHOFF t é t e l e á l t a l á n o s í t h a t ó ú g y i s , h o g y a z 6 . t é t e l t n e m a 9 . l e m m á v a l , 
h a n e m a z á l t a l á n o s a b b 3 . t é t e l l e l v e t j ü k e g y b e . 

E z u t á n r á t é r ü n k e g y SHIH—CHIANQ WANG-tól [9J s z á r m a z ó t é t e l á l t a -
l á n o s í t á s á r a . 

7 . T É T E L : AZ L relatív komplementumos 0 és 1 elemes háló kongruencia-
relációnak hálója akkor és csak akkor Boole-algebra, ha minden standard 
ideálja föideál. 

BIZONYÍTÁS: E l e g e n d ő s é g . I s m e r e t e s , h o g y r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s 
h á l ó b a n m i n d e n / i d e á l l e g f e l j e b b e g y k o n g r u e n c i a r e l á c i ó n á l — t i . © [ / ] - n é l — 
a l k o t o s z t á l y t . A 6 . t é t e l é s f e l t é t e l ü n k a l a p j á n m i n d e n / h o m o m o r f i z m u s m a g 
s t a n d a r d f ő i d e á i , /=--- ( s ] s í g y 0 [ / ] = © s . s a 3 . t é t e l 2 . k o r o l l á r i u m a a l a p j á n 
n e u t r á l i s s í g y k o m p l e m e n t u m a s' i s a z , t e h á t 0S П 0.e = 0 4 ( y = @ „ é s 0» и 0S'= 
©«,«• 0, v a g y i s (-) k o m p l e m e n t u m a © , - n e k , a z a z 0(L) v a l ó b a n k o m p l e -
m e n t u m o s . 

S z ü k s é g e s s é g . A r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s s á g k ö v e t k e z t é b e n ( 6 . t é t e l 
1. k o r o l l á r i u m ) L m i n d e n k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a 0 [ S ] a l a k ú , a h o l 5 s t a n d a r d 
i d e á l . L e g y e n 0 [ S ] k o m p l e m e n t u m a 0[T], e k k o r © [ 5 ] и 0[T] = @ [ S u T]= 
= @ [ ( l j ] é s 0 [ S ] n 0(T] = 0 [ 5 n T] = 0 [ ( O ] ] . M i v e l a z o n b a n S, T s í g y S n T 
é s S u f s z i n t é n s t a n d a r d i d e á l o k , t e h á t s z ü k s é g k é p p e n S n T ( 0 ] é s SüT = 

( 1 ] , a m i a 4 . l e m m a k o r o l l á r i u m á n a k a l a p j á n m a g a u t á n v o n j a , h o g y S é s T 
f ö i d e á l o k . E z z e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 

6. §. Izomorfia tételek, Zassenhaus lemma 

E b b e n a p a r a g r a f u s b a n a k é t i z o m o r f i a t é t e l t s e n n e k n é h á n y k ö v e t k e z -
m é n y é t n é z z ü k m e g . 

8 . T É T E L : (Standard ideálok első izomorfia tétele). Legyen adott az L 
háló S standard ideálja, s egy tetszőleges 1 ideálja. Ekkor InS standard ideál 
l-ben, mint hálóban és 

lüS'S- l/In S. 

» 
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BIZONYÍTÁS: AZ 5 . l e m m á t a l k a l m a z v a a z L h á l ó i d e á l j a i n a k h á l ó j á r a 
a d ó d i k e l s ő á l l í t á s u n k . A m a r a d é k á l l í t á s p e d i g s p e c i á l i s e s e t e a z e l s ő á l t a -
l á n o s i z o m o r f i a t é t e l n e k ( l á s d RÉDEI [7 ] ) . 

9 . T É T E L : (Standard ideálok második izomorfia tétele). Legyen adva az 
L hálónak S ideálja és T standard ideálja, s teljesüljön ST> T. S akkor és 
esők akkor standard, ha S/T standard ideálja LjT-nek. Ekkor 

BIZONYÍTÁS: H a S s t a n d a r d , a k k o r a 3 . l e m m a s p e c i á l i s e s e t e k é n t a d ó d i k , 
h o g y S/T s t a n d a r d L / 7 - b e n . M e g f o r d í t v a , l e g y e n S/T s t a n d a r d L/T-ben. 
K i m u t a t j u k , h o g y 5 - r e t e l j e s ü l a 2 . t é t e l ( / " ) f e l t é t e l e . M i n t a h o g y a z 1. t é t e l 
, , ( / Í ) - b ó l k ö v e t k e z i k ( у ) " r é s z é b ő l l á t h a t ó , e h h e z e l é g b e l á t n i , h o g y x ~ y ( 0 [ 5 ] ) 
é s x ^ y f e n n á l l á s a e s e t é n m i n d e n « - r a x r u / = y n « ( 0 [ 5 ] ) . j e l ö l j e a' 
a z a e l e m h o m o m o r f k é p é t a z L~L/T h o m o m o r f i z m u s n á l . M i v e l x' = 

- y ' ( 0 [ 5 / 7 ] ) é s 5 / 7 s t a n d a r d L/T-ben, e z é r t a l k a l m a s s' E 5 / 7 - v e l f e n n á l l 
x ' n и ' = = ( у ' Л и') U s': L é v é n 7 s t a n d a r d L - b e n , e b b ő l х г ш = - [ ( y n » ) u s ] u / ( / E T) 
a d ó d i k , a m i a z s , s и té j e l ö l é s s e l a b i z o n y í t a n d ó xnn - (yr\u)ösu s, £ S 
á l l í t á s b a m e g y á t . M e g j e g y e z z ü k , h o g y a b i z o n y í t á s s o r á n e r ő s e n t á m a s z k o d -
t u n k a r r a a z á l l í t á s r a , h o g y 0 [ 5 / 7 ] k o n g r u e n c i a o s z t á l y a i é p p 0 [ 5 ] k o n g -
r u e r i c i a o s z t á l y a i n a k h o m o m o r f k é p e i . 

T u d j u k , h o g y a k é t i z o m o r f i a t é t e l n e k k ö z v e t l e n f o l y o m á n y a a Z a s s e n h a u s 
l e m m a . A 3 . § l e m m á i b ó l u g y a n ú g y b i z o n y í t h a t ó , m i n t c s o p o r t o k e s e t é n [ 7 ] - b e n 
t ö r t é n i k . 

ZASSENHAUS LEMMA: Legyen az L hálónak / és К ideálja, továbbá S 
standard ideálja I-nek és T standard ideálja K-nak. Ekkor 5u(/n7) standard 
ideálja S\j(fC\K)-nak és Tu(KnS) standard ideál 7 u ( / n K)-ban, továbbá 
fennáll az 

izomorfizmus. 
A J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r t é t e l m e g f o g a l m a z á s a v é g e t t b e v e z e t j ü k a 

k ö v e t k e z ő f o g a l m a t : 
3 . DEFINÍCIÓ: Az L háló ideáljainak valamely 

sorozatát az [/„, l j intervallum n hosszúságú standard-sorozatának nevezzük, 
ha lj standard ideál f ,-ben (j— 1 , 2 , . . . , n). Valódinak nevezzük a standard-
sorozatot, ha „ 2 2 " helyett mindenütt „zd" szerepel. Végül kompozíció-sorozat-
nak nevezzük minden olyan L és /„ közti valódi standard-sorozatot, melynek 
nincs tőle különböző standard-sorozat finomítása az [/„, /0] intervallumban. 
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J O R D A N — H O L D E R — S C H R E I E R T É T E L : AZ L háló bármely két, [/„, I„\ inter-
vallumbeli standard-sorozata finomítható úgy, hogy a két finomított sorozat 
hossza megegyezik, s továbbá a két sorozat faktorhálói sorrendtől eltekintve 
páronként izomorfok. Továbbá, ha ' a tekintett intervallumban létezik kompo-
zíció-sorozat, akkor minden standard-sorozat kompozíció-sorozattá finomítható. 

E z e n á l l í t á s o k u g y a n ú g y k ö v e t k e z n e k a Z a s s e n h a u s l e m m á b ó l , m i n t 
a h o g y a z c s o p o r t o k n á l , g y ű r ű k n é l s z o k á s o s ( l á s d p l . [ 7 ] ) . 

É r d e k e s , h o g y a s t a n d a r d i d e á l o k Z a s s e n h a u s l e m m á j a a z i z o m o r f i a 
t é t e l e k n é l k ü l i s k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó . A r é s z l e t e k r e i t t n e m t é r ü n k k i , c s u -
p á n m e g j e g y e z z ü k , h o g y a z 5 . t é t e l k ö v e t k e z m é n y e k é n t e l é g s t a n d a r d e l e m e k r e 
i g a z o l n i a z á l l í t á s t , a m e l y s p e c i á l i s e s e t b e n e z m á r n e m o k o z k ü l ö n l e g e s 
n e h é z s é g e k e t . 

7. §. Ellenpéldák és problémák 

1. A d o l g o z a t e l s ő r é s z é b e n m u t a t t u n k p é l d á t o l y a n h á l ó r a , a m e l y n e k 
l é t e z i k s t a n d a r d i d e á l j a , d e s t a n d a r d e l e m e n i n c s . E p é l d a t e l j e s s é t é t e l é h e z 
a d ó s o k v a g y u n k e g y e g y s z e r ű é s n e m k o r l á t o s h á l ó m e g k o n s t r u á l á s á v a l . 

T e k i n t s ü k a z e g é s z s z á m o k l á n c á n a k d i r e k t s z o r z a t á t a k é t e l e m ű h á l ó v a l ; 
e z e n h á l ó e l e m e i (/?, 0 ) , i l l . ( n , 1 ) a l a k ú a k , a h o l n t e t s z ő l e g e s e g é s z s z á m é s 
0 , i l l . 1 a k é t e l e m ű h á l ó z é r ó , i l l e t v e e g y s é g e l e m e . D e f i n i á l j u k a n y e r t h á l ó -
h o z m é g a z Xn ( n = 0 , + 1 , 2,...) e l e m e k e t , s k ö s s ü k k i a k ö v e t k e z ő r e l á c i ó k 
t e l j e s ü l é s é t : 

х „ и ( л , l ) = x „U ( n + l , 0 ) = ( n - f 1 , 1 ) é s xnn(л, 1 ) x ,n ( / z+ l ,0 ) = ( n , 0 ) . 
A k a p o t t r é s z b e n r e n d e z e t t h a l m a z r ó l ( 1 . á b r a ) k ö n n y ű d i s z k u s s z i ó v a l k i m u -
t a t n i , h o g y e l e g e t t e s z a f e n t i k ö v e t e l m é n y e k n e k . 

2 . P é l d a o l y a n e l e m r e , m e l y n e k h o m o m o r f k é p e s t a n d a r d é s e z e n h o m o -
m o r f k é p b e l i e l e m e g y e t l e n i n v e r z k é p e s e m s t a n d a r d a z e r e d e t i h á l ó b a n . 
T e k i n t s ü k a z x,y,z(y>z) e l e m e k á l t a l g e n e r á l t ö t e l e m ü n e m m o d u l á r i s 
h á l ó t . E b b e n x n e m s t a n d a r d s m é g i s a z y = z r e l á c i ó á l t a l i n d u k á l t h o m o -
m o r f k é p b e n x h o m o m o r f k é p e s t a n d a r d e l e m , s m i v e l x h o m o m o r f k é p é n e k 
e g y e t l e n i n v e r z k é p e x , e z é r t x k í v á n t t u l a j d o n s á g ú e l e m . 

3 . G y e n g é n m o d u l á r i s h á l ó b a n n e m m i n d e n h o m o m o r f i z m u s m a g s t a n -
d a r d i d e á l . E r r e p é l d á t s z o l g á l t a t a 2 . á b r á n l á t h a t ó h á l ó é s a n n a k ( a ] i d e á l j a , 
a m e l y h o m o m o r f i z m u s m a g , d e n e m s t a n d a r d , m i v e l a = 0 - b ó l k ö v e t k e z i k 
y = yn(auz) = yn(Ouz)=- ynz, s m é g i s y — ( y n z ) U ű i n e m á l l h a t f e n n 
s e m m i l y e n а г Ш а - г а . 

4. H a a z L h á l ó n a k e g y 5 i d e á l j á r a é r v é n y e s , h o g y b á r m e l y I i d e á l l a l 
5 u / / 5 ~ / / 5 n / , a k k o r 5 - r ő l r ö v i d e n a z t m o n d j u k , h o g y e l e g e t t e s z a z e l s ő 
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i z o m o r f i a t é t e l n e k . L á t t u k , h o g y a s t a n d a r d i d e á l o k e l e g e t t e s z n e k a z e i s ő 
i z o m o r f i a t é t e l n e k . F o r d í t v a a z o n b a n — m i k é n t a z t a 3 . á b r a ( o ] f ő i d e á l j a 
i l l u s z t r á l j a — n e m m i n d e n , a z e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l 
s t a n d a r d . A z é r d e k e s s é g k e d v é é r t m e g j e g y e z z ü k , h o g y e z e n p é l d á b a n a z e l s ő 
i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l o k ( ( 0 ] , (C], (Ű], (b] é s ( 1 ] ) n e m a l k o t j á k a z 
i d e á l o k h á l ó j á n a k r é s z h á l ó j á t . S i k e r ü l t a z o n b a n o l y a n p é l d á t i s a d n i , a h o l e g y , 
a z e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l n e m s t a n d a r d s a z e l s ő i z o m o r f i a 
t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l o k m é g i s a z i d e á l o k h á l ó j á n a k r é s z h á l ó j á t a l k o t j á k . 

5 . A m á s o d i k i z o m o r f i a t é t e l i z o m o r f i a - k é p l e t e g y e n g é b b a l a k b a m e g -
f o g a l m a z v a m á r n e m j e l l e m z i a s t a n d a r d i d e á l o k a t , a m e n n y i b e n é r v é n y e s a 
k ö v e t k e z ő : 

L é t e z i k o l y a n L h á l ó , s e n n e k e g y 5 i d e á l j a , ú g y , h o g y S h o m o m o r -
f i z m u s m a g , d e n e m s t a n d a r d i d e á l , t o v á b b á m i n d e n S h o m o m o r f i z m u s m a g r a 
S/T s t a n d a r d i d e á l L / T - b a n é s L/S ~ ^ ^F S/T. 

E z e n á l l í t á s u n k a t a 4 . á b r á n f e l t ü n t e t e t t h á l ó i g a z o l j a . 
V é g ü l n é h á n y m e g o l d a t l a n p r o b l é m á t s z e r e t n é n k f e l s o r o l n i . 
L e h e t a r r a p é l d á t k o n s t r u á l n i , h o g y g y e n g é n m o d u l á r i s * h á l ó i d e á l h á i ó j a 

n e m s z ü k s é g k é p p e n g y e n g é n m o d u l á r i s . í g y a 3 . t é t e l a n a l o g o n j a s t a n d a r d 
i d e á l o k r a n e m m o n d h a t ó k i a u t o m a t i k u s a n a 3 . t é t e l £ - r e v a l ó a l k a l m a z á s á -
v a l . E l l e n b e n , f e l m e r ü l a k é r d é s , h o g y v a j o n e n n e k e l l e n é r e 

1. I g a z - e h o g y g y e n g é n m o d u l á r i s h á l ó k b a n m i n d e n s t a n d a r d i d e á l n e u -
t r á l i s ? M i a h e l y z e t r e l a t i v k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k b a n ? 

2 . B e l e h e t b i z o n y í t a n i , h o g y c s ö k k e n ő l á n c f e l t é t e l ü m o d u l á r i s h á l ó k b a n 
m i n d e n e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l s t a n d a r d . M i á l l í t h a t ó g y e n -
g é n m o d u l á r i s h á l ó k b a n ? 

3 . J e l l e m e z z ü k a z e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l o k a t l á n c f e l t é t e l 
n é l k ü l i h á l ó k b a n ! 

4 . A 2 . t é t e l ( d ) f e l t é t e l é n e k m e g f e l e l ő e n j e l l e m z i v a j o n a s t a n d a r d i d e -
á l o k a t a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l : 

( d " ) b á r m e l y / é s К f ő i d e á l r a 
(Г) Su(/nA') = (Su/)n(SuA r), 
( i i*) 5n/== SnK é s 5u /=Su /C f e n n á l l á s á b ó l I К a d ó d i k . 

( A z á l l í t á s h e l y e s s é g é t s u g a l l j a a z a t é n y , h o g y a ( d ' ) é s ( d " ) f e l t é t e l 
k ö z ö t t u g y a n a z a k a p c s o l a t , m i n t a 2 . t é t e l ( a ) é s ( « " ) ; ( ,# ' ) é s (fi"), i l l . ( у ) 
é s ( / ' ) f e l t é t e l e i k ö z ö t t . ) 
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