STANDARD IDEALOK
irta: GRATZER GYORGY

1. §. Bevezetés

E dolgozat célkitiizése a haldidedlok egy specialis osztalyanak, a stan-
dard ideédloknak definidldsa és részletes vizsgalata. A standard idedl fogal-
maénak sziikségességét két koriilmény is indokolja.

E fogalom bevezetéséhez els6 utként az a torekvés szolgdlhat, amely
a halok idealelméletét a gyiiriik idedljainak (csoportok normalosztoinak) sze-
repéhez hasonldéan kivanja kidolgozni. Itt elsdsorban arra gondolunk, hogy
minden gyiirit ideal egy és csak egy homomorfizmus magja, tovabba az.
idealok kielégitik az ismert izomorfia tételeket, a Zassenhaus lemmat és a
Jordan—HOolder—Schreier tételt. Konnyil latni azonban, hogy halok korében
a szokasos idedlfogalommal altalaban egyik eldbbi tétel sem marad érvényben.

A fenti kérdések koziil a haldelméleti idedifogalomnak a homomorfiz-
musmagokkal |étesithetd kapcsolatait ScHmMIDT E. TAMAssal egyiitt irt [3] és
(4] dolgozatunkban vizsgaltuk. Mas fontos feladat ezek utdn az izomorfia
tételek és a Jordan—Holder—Schreier—Zassenhaus tétel érvényességének
vizsgalata. E tételek mind bizonyos faktorstruktirdkra vonatkoz6 allitasok,
s ezek analogonjaif halok korében keresve mindenekel6tt sziikséges a faktor-
halé alkalmas definidlasa. Az L// faktorhdlon az L héalé egy olyan homo-
morfizmusa altal tétrehozott homomorf képét kell értentink, amely homomor-
fizmusnak magja az / idedl. Azonban ha az [ ideallal képezhetd is az L'/
faktorhalo, ez altalaban nem lesz egyértelmii. Két kézenfekvd megéllapodas
lehetséges: az [ magu homomorfizmusok koziil a legkisebb, ill. a legnagyobb
kitiintetése L'/ egyértelmii értelmezésénél.' K. SHoDA {8] cikkében kimutatta,
hogy az utobbi definiciét véve alapul, érvényesek maradnak az el6bb felsorolt
tételek. Azonban mar .J. HASHIMOTO is rdmutatott [5] dolgozatdban arra, hogy

1 Legyenek ¢, és ¢, L homomorfizmusai és @, ill. ¢, a megfelelé6 homomorfizmu-
sokat indukalé kongruenciarelacié. Akkor mondjuk, hogy ¢;= ¢,, ha 6, = 6, a szokasos
értelemben. Arra nézve, hogy az / maggal rendelkez0 homomorfizmusok kozott létezik
legkisebb, utalunk G. Birkuorr {1]-re, s a legnagyobb létezésének bizonyitasa sem okoz
nagy problémat.

6 1. Osztaly Kézleményei 1X:1
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ez halok esetében nem jelent tul sokat, hiszen pl. lancoknal csak a kételemi
homomorf képeket veszi tekintetbe. Ezért a tovabbiakban

az LI faktorhdlon az L hdlo | magu legkisebb homomorfizmusa szerinti
faktorhdldjdt értjiik.

Disztributiv haléban — a faktorhalo ilyen definiciojaval — konnyii-
szerrel nyerhetd, hogy az idedlokra érvényesek a fentebb emlitett tételek.
J. HasuimoTo [5] dolgozatdban bebizonyitotta, hogy ezen a mddon a halo-
elméletben jol ismert neutralis idedlokra® is igaz tételek nyerhetdk. Konnyii
azonban példat konstrualni arra, hogy nem minden olyan idedlosztaly, amely-
ben érvényesek az el6bb emlitett tételek, sziikségképpen a neutrdlis idealok
osztalya. /Egy dltalanos idedlosztalyt, amelyben igazak a fenti tételek és amely
tartalmazza a neutralis idedlok osztdlyat, szolgditatnak a standard idealok.

KovetkezOkben vazoljuk a standard idedl fogalom sziikségességének
masik okat. R. P. DILwoRTH [2] munkajaban kezdte meg a relativ komplemen-
tumos halok strukturdlis vizsgalatat. Egyik & észrevétele az volt, hogy a
véges hossztisdgu, komplementumos, moduldris halok elméletébdl ismeretes
G. BIRKHOFFt0l és K. MENGERtOl szarmazé alaptétel érvényes a véges relativ
komplementumos halok korében. Ezen éltalanositasi torekvés azota sok mds
szerz6nél is megtaldlhaté. Kézenfekvd tehdt a relativ komplementumos halok
korébe kiterjeszteni azokat a tételeket, amelyek komplementumos, modularis
halék -neutralis idedljaira vonatkoznak (ldsd. pl. BIRKHOFF [1] 125. old. és
SHIH—CHIANG WANG [9]). Ez esetben azonban a tételek szd szerinti atvitele
nem vezet helyes eredményre, foleg ha olyan O elemes hélokat tekintiink,
ahol csak a [0, a] intervallumok komplementumossagat tessziik fel. Tehat itt
is egy olyan tj idedlosztaly bevezetésére van sziikség, melynek segitségével
atmenthetOk az elobb emlitett tételek, s amely idedlosztaly modularis halok
korében megegyezik a neutralis idedlokkal. Ezt a célt ismét a standard idea-
lok segitségével érjiik el.

A dolgozat 2. §-aban nytijtjuk a standard elem és idedl definicidjat és
tébb ekvivalens feltétellel jellemezziik ezeket. A 3. §-ban a standard elemnek
és idealnak néhany alapvetd, az el6bbi jellemzésekbdl lesziirhetd tulajdonsagat
foglaljuk Ossze. A 4. § a standard elem és neutrdlis elem kapcsolatat vizs-
galja, s egy elég altalanos haldosztalyban (mely a modularis héalokat is maga-
ban tartalmazza) kimutatja a két fogalom ekvivalenciajat. Igazoljuk, hogy
{81, 5, x} disztributiv részhalo, ha x tetszéleges és s,, s, standard elem. Az
5. §-ban a standard idedlok és homomorfizmusmagok viszonydt nézziik meg.
Ugyanitt adjuk BIRKHOFF és WANG fentebb emlitett tételeinek altalanositasait.

2 Az L hdlo a elemét neutrdlisnak nevezziik, ha barmely x, y€ L-lel egyiitt disztri-
butiv részhalét general. A halé I idealja neutralis, ha az L hald idealjainak € halojaban v
I neutralis elem. :
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Tovabba fetszbleges haid standard ideal szerinti faktorstruktirajat jeliemezziik.
A 6. §-ban a két izomorfia tételt és a Jordan—Holder-—Schreier—Zassenhaus
tételt bizonyitjuk standard idealokra. A 7. §-ban ellenpéldakat mutatunk be s a
dolgozatot néhany probléma felsorolasaval fejezziik be.

2.§. Standard elem és ideal bevezetése

Miel6tt a bevezetésben emlitett standard idealt definidljuk, bevezetjiik a
standard elem fogalmat. Lathatjuk majd, hogy a standard elem és ideal kap-
csolata analdg a neutrdlis elem és idedl viszonyaval.

1. DEFINICIO: Az L hdlo s elemét standard elemnek nevezziik, ha L bdr-
mely x és y elemére
(1) xN(suy)=(xns)u(xny).

Mindenekel6tt lassunk néhdny példat standard elemekre. Az x,y,2
(¥ >2z) elemek altal generdlt 6telemil, nem-modularis haloban y standard elem,
azonban nyilvdn nem neutrdlis, tovabba az (x] idedl homomorfizmusmag s x
nem standard elem. (Ezzel belattuk, hogy a kovetkez6 fogalmak koziil seme-
lyik ketté sem ekvivalens: az x elem neutralis; az x elem standard; az (x|
ideal homomorfizmusmag.)

Konnyii 1atni tovabba, hogy disztributiv halé6 minden eleme standard,
hiszen (1) disztributiv egyenléség. Ugyancsak mindig standard elem egy
tetszoleges halo 1, illetve O eleme.

A standard elem néhdny jellemzését foglalja Ossze az

1. TETEL: Az L hdlo s elemére a kivetkezd feltételek ekvivalensek:

(«) s standard elem;

(8) L minden olyan u és t elemére, amelyre u=sut, fenndll u—
=@ns)u(ni;

(y) kongruenciareldcio az a O reldcio, amelynél x=y(@,) akkor és
csakis akkor teljesiil, ha (xNy)Us,=x Uy valamilyen s, =s-re;

(9) L bdrmely x és y elemére
@) su(xny)=(@Gux)n(suy),
(ii) Ssux—=sUy és snx-=sny fenndlldsdbol x —y kivetkezik.
BizoNyiTAS: A négy feltétel ekvivalencidjat ciklikusan fogjuk kimutatni.
(@)-b0l kivetkezik (8). Mivel u=sut, ezért u —un(sut?), deez utobbit
(1) alapjan kifejtve u=(uns)u(unt), ami u-nak épp a kivant el6éllitasa.

(8)-b6! kivetkezik (y). Felhasznaljuk a [4] dolgozat 1. lemmajat. Eszerint
ahhoz, hogy O, kongruenciarelacio, elegendé belatni az alabbi a)—d) alli-
tasok teljestiléset.

6%
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a) x:z=x (M) minden x € L-re. Valéban minden x¢& L esetén (xnx)u
U(xNns)==xUx és igy az xns=-s, jeloléssel adédik allitisunk.

b) Ha xzy=2z x=y(0(,) és y:=:2(0,), akkor x=2z(0O;). A feltételek-
bol ugyanis x-yUs, és y==2zUs, ahol 5,8, =5 s igy x=yUs;=(2Us)U
Us;=2U(s;Us,), ami épp azt jelenti, hogy x-=-z (@), mert s, Us,=s.

¢) Ha x=y és x=y(0,), akkor barmely u € L-re xUu=yuu(6,) és
xnu=ynu(6,). Valdoban a feltételek miatt x=-yuUs,, (s;=s5), s igy mind-
két oldal #-val egyesitve kapjuk, hogy x U = (y U ) U s,,azazx U u =y U u(®;).
Tovabba x==yUs, és s;=s miatt xnu=puUs,=yus, tehat a (o) feltételt
u,t helyett az xnu,y elemekre alkalmazva s x=y-t is figyelembe véve,
adédik xnu=@nuny)u(xnuans)==(ynu)ys,, ahol s=:xNuNS=S,
ami épp a kivant relacio teljesiilését jelenti.

d) x =y(@.) ekvivalens azzal, hogy xuy=xny((,). Ezen allitas
nyilvanvalo, mert ¢, definicidjaban x és y csak mint xUy és xny szerepel.

(y)-bol kovetkezik (J). Lassuk be eldszor az (i) feltétel teljesiilését.
(), definicioja alapjan x=sux(®,) és yp=sUy((.). Ezen két kon-
gruencia megfelel6 oldalainak metszésével adodik xny==(suUx)n(sup)(Os);
azonban a monotonitds miatt xny=(sux)n(suy), tehat (;) alapjan kapjuk,
hogy (xny)usi=(sux)n(suy), ahol s,=s. Ebb6l — mindkét oldalt s-sel
egyesitve, s szem el6tt tartva, hogy s, =s és (sux)n(suy)=s — adodik
(xny)us= (sux)n(suy), ami épp az (i) feltétel.

Masodszor igazoljuk az (ii) feltételt. Mivel suy-=y(6),), ezért ha mind-
két oldalon x-szel metsziink és felhaszndljuk az (ii)-ben szereplé xuUs--yUs
feltételt, azt kapjuk, hogy x (xus)nx==(yus)nx=-ynx(O), azaz (y)
miatt (xnNy)Us,=x, ahol s,=s. Ezen utolsd6 egyenl6ségbol s,=x, tehat
egyszersmind §; <=sNx=:sNY=<yp (snx==sny (ii) masodik feltétele kovet-
keztében), azaz x=-(xNy)Us, =(xny)Uuy==y. Hasonloképp kaphatjuk, hogy

Y=x, azaz x—~=), ami a bizonyitandd allitas volt.

(0)-bol  kivetkezik (e). Legyen a--xn(suy) és b (xnsyu(xny).
Be fogjuk bizonyitani, hogy sua=suUb,sna=snb s ekkor (ii)-bol a--b

adodik, amivel («) igazolva lesz. Valoban, sna==sn(xn(sup))-— xn

N(s N (s U p))==x n s,tovabba a monotonitasbol folydlag x n s = b="[xn (s U y)] U

Ulxn(suy)l=a, igy ans=-xns-b6l bns==xns adodik, tehat ans—
bns. Masrészt (i)-bolsUua=suxn(sup)=@Gux)nsuy=su(xny)=—

sU(xns)u(xny)=sub, amivel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyzés. A (0) feltételben (i) ekvivalens a kovetkezdvel

(i) az x—>xuUs leképezés L endomorfizmusa;
az allitas nyilvanvald. Tovabba a bizonyitasbél 1athatd, hogy (ii) a kovetkezd
gyengébb feltétellel pdtoihatd:
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(ii') x= y esetén sUx-=sUy, snx=sny fennallasabol x~ y kovetkezik.
Fel szeretnénk hivni a figyeimet még arra a fontos tényre, hogy O

a legkisebb olyan kongruenciareldcio, melynél (s} osztdly, azaz (.= O](s]].*
Ratériink ezutan a standard idedl definialdsara.

2. DEFINICIO: Az L hdlo S idedljdt standard idedlnak nevezziik, ha L
idedljainak € hdlojdban S standard elem, azaz bdrmely két | és K idedlra

v INSuK)=-(UnSu{nKkK).

! Standard idealokra példat nyujtanak a standard elemek is, mert minden
standard elem altal generait foideal standard ideal.

Az 1. tételnek standard idedlokra vonatkozd analogonjat, néhany felté-
tellel bovitve mondja ki a

2. TETEL: Az L hdlo S idedljira a kiovetkezd feltételek ekvivalensek:
(¢') S standard idedl;
(e”) bdrmely két I és K foidedlra In(SUK) -(InS)u{nK);
(8" bdrmely [ idedlra S Ul elemei s U x alakiak, ahol s€ 8, x€l;
(8”) bdrmely [ fdidedlra SU I elemei sU x alakiiak, ahol s€ 8 és x€[;
() kongruenciareldcio az a Oy reldcioja $-nek, amelynél | =:K akkor
és csakis akkor teljesiil, ha (InK)US,-=1U K, valamilyen §,< S idedlra;
(v kongruenciareldcio azon ([S] reldcidja L-nek, amelynél x =y (O[S
akkor és csakis akkor feljesiil, ha (xny)Us==xUy, alkalmas s € S-sel;
() bdrmely 1 és K idedlra
@) Su(/nK)=(Sul)n(SuK),
(ii*) Sn/--SnK ¢s Sul-—=SUK fenndlldsdbol |- K adodik.

BizonyiTAs. Belatjuk, hogy (8') ekvivalens a kovetkezo feltétellel.

(s*) Minden olyan 7 és Kidedlra, amelyre /< SU K, fennall / - (/nS) v
u(/ nK).

Elég belatnunk, hogy (8*)-bol kovetkezik (¢°), viszont ha Su K vala-
mely a eleme nem volna suU x (s € S, x € K) alakban el6allithato, akkor az /-—=(a]
idedl nyilvan nem tehetne eleget a fenti feltételnek. Megjegyezzitk még, hogy
(8)-nek is hasonlé analogonja érvényes [/ és K féidealokra.

2. tétel feltételei az 1. tételben szereplo feltételek analogonjai, s ezért
az («), (8°), (¥), (0") feltételek helyessége kovetkezik az 1. tétel €-re vald alkal-
mazasabol. Mivel («”) specialis esete («’)-nek, tovabba az («”)—(3"), (8")—
-» (v"") ugyanugy lathaté be, mint az 1. tétel analdg feltételeinél, ezért téte-

3 6 |I}-vel jeloljiik (lasd [4]), az [ idealhoz tartozo legkisebb homomorfizmust
indukalo kongruenciarelaciot, @.,» pedig az a = b altal generalt minimalis kongruencia-
reldciét jeloli. ’
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link teljesen bizonyitva lesz, ha belatjuk, hogy (;")-bol kovetkezik (3”).
Valdban, tegyiik fel (;”) teljesiilését az S idedlra és legyen [ tetszéleges ideal,
tovabba x &€ SuU/l Az ideal-egyesités 'definiciojandl fogva alkalmas s€ S és
i€l elemekkel x=suUi. Tekintsiik az y=xni elemek. s=sni(O[S]), igy
x=x0(sui)=[(sni)ui]nx=yp(O[S]),tehdt () miatt x=-yuys’, alkalmas
§ € 8-sel, ami bizonyitandd volt.

Ezzel a 2. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Végiil még egy megjegyzést tesziink a standard elem és ideal viszonyara
vonatkozoan. Nyilvanvalo, hogyha az L haldban van standard elem s, akkor
létezik standard ideal is, nevezetesen (s]. Forditva azonban a standard ideal
egzisztencidja nem vonja maga utin a standard elem létezését. Erre trivialis
példat szolgaltathat egy tetszéleges, O és 1 elemmel nem rendelkezd egyszerii
halé* (lasd a 7.§ 1. példajat), amelyben nem lehet standard elem, mert akkor
a standard elem altal generalt f6idedl az 1. tétel (;) feltétele miatt homomor-
fizmusmag voina, s igy a hdlo nem lenne egyszerii. Standard ideal viszont
van benne, mert az egész hald, mint idedl, standard. Egy kevésbé trivialis
példat nyeriink, ha tekintjiilk két el6bbi tipust hald, L, és L, kardinalis dsz-
szegét (azaz x=y megorzi jelentését L, és L,-n beliil, tovabba x >y minden
x€L, és y€L,-re), amely hdloban L, nem trividlis standard ideal, viszont
standard elem nyilvan nem létezik.

3.§. A standard elem (ideal) néhany tulajdonsaga

A standard elem (idedl) legfontosabb tulajdonsagait az 1. (illetve 2.)
tétel siiriti magaba. Ezeknek néhany kovetkezményét nézziik most meg.

1. LEMMA: A standard elemek az L hdlo disztributiv részhalojdt alkotjdik,
tovdbbd az s— O, megfelelfetés izomorfizmus, igy a (), kongruenciareldcick
O (L)-nek részhdlojdt alkotjdk.

BizonyiTAs: Legyen s, és s, stardard elem. Ekkor az (1) képlet ismételt
alkalmazaséaval nyerjiik, hogy barmely x,y € L-re xn[(s;,Us))Uy]- -xn[s U
UGUNI=EnsHuxn(supl—=Ens)u@Ens)yuxny)=[xn(s,usy)]u
U(xny), ami épp azt jelenti, hogy s;Us, standard elem. Hogy az s— O, |
megfeleltetés U -re nézve izomorfizmus, az r6gton lathato, mert O, U Oy, —
= O,us, ugyanaz mint (lasd a ® labjegyzetet) O[(s;}] U O [(s3)]] = O[(s: U s3]
(mivel @, az (s] idedlt osztalyként tartalmazé legkisebb kongruenciareldcio).
Ez az egyenl6ség, mint ismeretes (lasd [4]), dltalanos érvényii, igy ezen specia-
lis esetben is alkalmazhato. :

+ Egy haldt egyszeriinek neveziink, ha csak trivialis kongruenciarelaciéi vannak.
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Lassuk be, hogy O, n Q= O,,,. Valoban, ha x=y (O, n O,,), akkor
x=y(0,), ezért (xnNPUSI=xUY(s1=$). Miésrészt x=y (O,,) is fennall,
s ebbdl s;=(xUp)nsiI=(xny)ns;(6s,), igy alkalmas s = s,-vel ss=[(xny)n

N si] U s.Mivels < s{igaz,ezért s=s, N S,€s(xNy)Us=-(xny)U[(xny)ns]Us=
(xny)usi=xUy, vagyis x=y (0, n Q) akkor és csak akkor kovetkezik
be, ha alkalmas s¢€(s;ns,] elemmel (xny)us-—=xUy, ami az 1. tétel (y)
feltétele szerint ekvivalens azzal, hogy s,Ns, standard, tovabba, hogy
O N O, = Oy,

Végiil a standard elemek alkotta részhdlo disztributivitidsa nyilvanvalo,
mert mint lattuk ez a halé izomorf @(L) egy részhdldjaval, amely sziikség-
képp disztributiv.

Az 1. lemmat standard idealokra valamivel élesebb formaban tudjuk
kimondani. ‘

2. LEMMA: A standard idedlok az L hdlo idedljai £ hdlojdnak U -re
nézve komplett, \-végtelen disztributiv® részhdlojdt alkotjdik és az S— O [S]
megfeleltetés U -komplett izomorfizmus az S standard idedlok és a hozzdjuk
tartozé OS] kongruenciareldcick kozott. ~

BizonyiTAs: Az 1. lemma miatt elegendé mdar csak a komplettségre és
végtelen disztributivitisra vonatkozé allitisokat beldtnunk.
US nyilvan standard ideédl, mert barmely / idealt is tekintjiik, US UI

valamely x eleméhez kivalaszthatdé az S, idedlok koziil véges sok tigy, hogy

X€ L”J S,. U /. Lattuk azonban, hogy DSa_standard idedl,igyx—=sUu (séCJSaAC
i=1 ! =1 ! i1 ¢

SUS., u 6]) ami a 2. tétel (8") feltétele miatt éppen azt jelenti, hogy | S.

standard ideal, vagyis a standard idealok haloja uU-re nézve komplett.
A O[U Sq]=- U O[S.] relacié fenndll tetszleges idealokra (lasd [4]), tovabba
((L)-ben érvényes az U -végtelen disztributivitds, ez pedig U -komplett rész-
halo-tarto tulajdonsdg s ezzel a 2. lemmat bizonyitottuk.

3. LEMMA: Standart elem (idedl) homomorf képe is standard.

BizonyiTAs: Az éllitds a standard elem (idedl) definiciojabol nyilvanvalo.

Megijegyezziik, hogy a 3. lemma megforditisa nem igaz, azaz alkalmas
halénak lehet olyan homomorfképbeli standard,eleme, melynek egyetlen inverz
képe sem standard (lasd 7.§ 2. példa).

4, LEMMA: Ha az S standard idedinak az | idedllal valo metszete és
egyesitése is foidedl, akkor I szintén foidedl.

> Azaz korlatlanul fennall az SNUS, U(SNS,) egyenldség.
a a
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BizoNYiTAS: Legyen Sn/i=(b] és Sul=(a]; a 2. tétel (8") feltétele
alapjan ekkor a= suUx(s€S, x&l). Allitjuk, hogy /- (xu b]. Valéban, legyen
w=xUbéswe/. Ekkor (a]2SU(w]2S U (xub]2SU (x]==(a], azaz Su (W] =
= Su(xub], tovabbd (b]=SnI=2SnW]28Sn(xub]28n(b]=(b], azaz
Snw]=-Sn(xub]. Ez utobbi két egyenlbség viszont a 2. tétel (J") (ii*}
feltétele alapjan azt jelenti, hogy (w]=-(xU¥b], igy w==xU b, amivel a lemma
bizonyitasat befejeztiik.

KOROLLARIUM: Ha az L hdlo S és T standard idedljainak metszete és
egyesitése is foidedl, akkor S és T szintén foidedl.
A korollarium a 4. lemmanak trividlis kovetkezménye.

5. LEMMA: Ha s az L hdlé standard eleme, ekkor az (a] foidedlban
ans szintén standard elem.

BizonyiTAs: Az (a] f6idedl elemei valamennyien x«a alakba irhatdk,
ahol x végigfutja L elemeit. Elég tehat a standard elem definicidja alapjan
belatni, hogy (xna)n[sna)u(@na)l-—[(xna)n(sna)ul(xna)n(yna)l
Valoban, az igazolando egyenldség baloldalabdl kiindulva, (1) tobbszori alkal-
mazasaval nyerjiik, hogy (xna)nf(sna)u(yna)l- -xna)n{suy)nal=

(xnayn(suy) =(xnans)u(xnany) = [(xna)n(sna)] ul(xna)n
Ny nae)], ami az allitas volt.

4. §. Neutralis elemek és disztributiv részhalok

A bevezetésben emlitett okok miatt a standard idealokat oly moddon
kellett értelmezntink, hogy magukba foglaljdk a neutralis idedlokat is és
moduléris haloban e két fogalom egyezzék meg. Kimutatjuk, hogy a standard
idedlok, sot elemek eleget tesznek a kovetkezd kikotéseknek:

6. LEMMA: Minden neutrdlis elem (idedl) standard.

BizoNnviTAS: Az allitas a definiciobol nyilvanvalo.

Ismeretes G. BIRKHOFF (lasd [1] 28. old.) azon tétele, mely szerint az
L hal6 a eleme akkor és csak akkor neutralis, ha az 1. tétel (d) (i) és (ii)
feltételein kiviil még azon feltételt is kielégiti, hogy

(iii) az x —xna leképezés L endomorfizmusa.

E tételb6l nyilvanvalo, hogy

7. LEMMA: Az a standard elem (idedl) akkor és csak akkor neutrdlis,
ha (iii) feljesiil.

Tovabba vilagos az is, hogy

8. LEMMA: Ha az a elem standard az L hdloban és dudlisiban is, akkor
a neutrdlis.
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Ismeretes tovabba (lasd {1} 79. old.), hogy egy moduldris haléban az
a elem akkor és csak akkor neutrdlis, ha az x—xna vagy az x—xUa
megfeleltetés endomorfizmus. Ebb6] nyilvanvaloan adédik a

9. LEMMA: Moduldris hdloban minden standard elem neutrdlis.

Mivel moduldris halé idealjainak haloja szintén modularis, ezért a
9. lemmabol adodik a kovetkezo

KOROLLARIUM: Moduldris hdlo minden standard idedlja neutradlis.

A kovetkezd 3. tétel az el6zd lemmat nagymértékben altalanositja. Hogy
a 9. lemmat mégis kiilon igazoltuk, azzal csak kitiintetett szerepét szerettiik
volna hangstilyozni.

3. TETEL: Gyengén moduldris® hdlé minden standard eleme neutrdlis.

BizonyiTAs: Legyen az L halénak s standard eleme. A 7. lemma alapjan
elég belatnunk, hogy az x —xns leképezés endomorfizmus, vagy ami ezzel
ekvivalens: sn(xUy)=(nx)u(sny).

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be az a=sn(xuUy) és b---(snx)U
U (s ny)jeloléseket. Tegyiik fel, hogy valamilyen x, y€L-re az eldbbi egyenlet
nem teljesiil, azaz a > b. d

El6szor belatjuk, hogy aux>bux és auy>buy. Tegyik fel ugyanis,
hogy ezek valamelyike pl. aUx>buUx nem teljesiil; ekkor a > b miatt
aUx==>bUx. Tekintsiik az snx==x(0y,.,.) kongruenciat és egyesitsiik ezen
kongruencia mindkét oldalat b-vel, majd messiitk el a-val. Kapjuk, hogy
(lasd a °® labjegyzetet) snx, x — b, a, mert figyelembe véve a és b jelentését
adédik an(bu(snx))==anb- b és an(bux)-—an(aux)—a. A gyenge
modularitas kovetkeztében ekkor b, @ — u,r, ahol s N x=u < r=x. Mivel azon-
ban a, b =s tehat az utobbi hozzdrendelés miatt teljestl =1(0;), azaz az
1. tétel (y) feltétele alapjan v=wuUs (s;=s). Ekkor azonban r=uus =
<uU(snx)=u, mert s;,=x és s, =s fennalldsdbo! s, = s n x adddik. Ez utébbn
azonban ellentmondasban van azzal a feltevésiinkkel, hogy w <+ és igy
igazoltuk, hogy auUx > b U x. Hasonloéan lathaté be auy>buy.

Ezek utan igazoljuk, hogy sn(bux), bUx—an(buy),a;valdoban,mes-
siik el az sn(bux) ill. bux elemeket el6szor x-szel, s kapjuk az snx és

% Azt mondjuk, (lasd [3]), hogy az L hald g, b clemparjahoz hozzd van rendelve a
¢, d elempar, jelben a, b — ¢, d ha alkalmas x,, X, . .., xu elemekkel teljesiilnek a kovetkezd
egyenletek:

{...[@ubUuxynxjuxyn...}ux,= cUd,
{.../[@nbuUx/Nx]UxyN...} Ux,—:cNd.

Az L halot gyengén moduldrisnak nevezziik (lasd [4]), ha valahanyszor a,b — ¢, d (a > 0,
¢ > d), akkor ¢,d —ay, b, (@a=a, > b; = b).

Al
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x elemeket. Ez utobbi két elemet egyesitve a 6 Uy elemmel adodik (buy)u
U(snx)=>buy (mert snx=(nx)u(sny)—b=buy) é (Buy)Ux—
- bU(xUy). Végiil a-val torténd metszés utan eljutunk az an(buy), ill.
[6U(xUy)] na=a elemekhez (az utébbi abbdl kovetkezik, hogy b U (x U y)=
=sN xUy)-=a). Ezzel a kivant hozzérendelést bizonyitottuk. A gyenge
modularitast alkalmazando még be kell ldtnunk, a hozzarendelésben szerepl6
elemparok kiilonbdzoségét. Feltéve, hogy an(buy)=-a,bUy=a adodna s
igy auy==5buy allna fenn, ellentétben a mar bizonyitott auy > b U y-nal;
masrészt ebbdl mar az is lathato, hogy sn(bux)--bUx sem lehet, mert ez
ellentmondana a mar bizonyitott sn(bUx),bUx—an(buy),a hozzarende-
lésnek. A gyenge modularitds alapjdn tehat létezik olyan z, w elempédr, mely
kielégiti az sn (b U X) =z < w=b U x egyenlbtlenségeket és an(bUy),a— z,w.
Ugyaniigy, mint az el6z6kben, ezen reldciobol is z=w((),) adddik, tehat
w=2zUs(s'=s). Azonban w=5bU x miatt s’=sn(bUx), mert s=a>b tehat

vezetett tehat az a >~ b feltétel s igy a 3. tétel bizonyitasat befejeztiik.

1. KOROLLARIUM: Ha az L hdlo idedljainak € hdloja gyengén moduldris,
akkor L minden standard idedlja neutrdlis.

2. KOROLLARIUM: KRelativ komplementumos hdlé minden standard eleme
neutrdlis.

Az els6 korollariumot bizonyitand6é alkalmaznunk kell a 3. tételt az L
halo idedljainak halojara, €-re. A masodik korollarium egyszeriien abbdl a
ténybdél adodik, hogy minden relativ komplementumos halé gyengén modu-
laris (lasd [4]).

A neutrdlis elemet azzal a tulajdonsdggal definidltuk, hogy barmely két
elemmel egyiitt disztributiv részhdlot generadl. Analdg allitdst tartalmaz a
standard elemekre vonatkozolag a

4. TETEL: Legyen az L hdlénak s, ¢és s, standard eleme. Ekkor az
{81, S, x} részhdlo disztributiv minden x € L-re.

BizonyiTAs: O. ORE [6] cikkében kimutatta, hogy egy hdlo y,z és w
elemei akkor és csak akkor generdlnak disztributiv részhalot, ha y,z és w
minden a, b, ¢ permuticidjara fennallanak a kovetkezd egyenldségek:

) an(buc)y=(anbyu(anc),
3 au(bno=(@ub)n(auc),
@ (anbyu(@ancyudnc) -(@ub)n(auc)n(duc).

Ha specidlisan az y--s;,2=- 5, w=x elemeket vizsgaljuk, akkor a (2)
egyenlet, mivel b vagy c standard, a standard idedl definicidja miatt fennall.
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(3)-at igazolando, elég az a==s, helyettesitést elvégezni az 1. tétel () fel-
tétele miatt. A b==s;,c-—=s, eset is konnyen kiszamithato. Végiil belatjuk a
(4) egyenlet teljesiilését. Felhasznalva, hogy az 1. lemma alapjan s,ns, és
s, Us, is standard elemek, tovdbbd az 1. tétel («), (d) feltételeinek ismételt
alkalmazasaval adodik, hogy(s; N $:) U (S; N X) U (S2N X)==(s; N Sx) U [($; U $:) N x]=
=[&Bns)usUs)n[(sins)ux]=-(s;Us)n(s;Ux)n(s,ux), ami a bizonyi-
tando volt.

5. §. Standard idedlok és homomorfizmusmagok

Ha az s elem standard, akkor az 1. tétel (y) feltételébdl azonnal add-
dik, hogy L/(s] ~[s). Kérdés, hogy mi mondhatdo abban az esetben, ha a
vizsgalt standard idedl nem féideal.

5. TETEL: Legyen az L hdlonak S standard idedlja. Ekkor az LS hdlo
idedljainak hdléja izomorf $-nek [S, L] infervallumdval, s igy az [S, L] inter-
vallum izomorfidtdl eltekintve meghatdrozza L/S-et.

BizonyiTAs: Minden K €[S, L], L-beli idedlnak feleltessiik meg L/S azon
idealjat, melybe K az L — L 'S homomorfizmusnal atmegy. Ez a leképezés
nyilvin homomorf, igy elég kimutatni, hogy ha /D /> S, akkor [ és J az
L— L S leképezésnél nem esik egybe. Valdban, ha minden x € /-hez lenne
olyan y €/, hogy x= y(@][S]) allna fenn, akkor (xny)us=xuy teljesiilne’
valamilyen s € S-re. Ekkor azonban xny és s € J-bol xuy €/ adodik, vagyis
/- ] allna fenn, ellentétben feltevésiinkkel.

A tétel utolsd allitisa azon ismert ténybdl adodik, hogy egy halot ideal-
jainak haloja izomorfiatol eltekintve egyértelmiien meghatdrozza, mivel egy
halé izomorf idealhdlojanak alulrél elérhetetlen elemei alkotta halojaval
(A. KomaTu eredménye, lasd részletesebben [1], 64. old.).

KovetkezOkben egyszerii feltételt adunk meg arra, hogy egy halé min-
den homomorfizmusmagija standard ideal legyen.

6. TETEL: Ha az L O-elemes hdloban minden [0, a] intervalluin komple-
mentumos, akkor L minden homomorfizmusmagja standard.

BizonyiTAs: Legyen az L halénak / egy homomorfizmusmagja. Tekintsiik
a O [I] kongruenciarelaciot és legyen a=:b(0O [/])(a > b, a, b€ L). Feltevésiink
szerint a [0, a] intervallum komplementumos, tehat létezik egy olyan & elem,
melyre bnb =0 és bu b’ == a. Feltettiik, hogy a =05b(O[/]), tehit ' =—anb’ =

b'Ub-=a miatt az 1. tétel () feltétele szerint éppen azt jelenti, hogy / stan-
dard ideal.
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Az ¢l6z6 bizonyitdas kis modositdssal megismételhetd, ha L-rél azt
tessziik fel, hogy relativ komplementumos, azaz érvényes a kovetkezo

1. KOROLLARIUM: Az L relafiv komplementumos hdlé minden homomor-
fizmusmagja standard.

A 6. tételt a 9. lemmaval Osszevetve adddik G. BIRKHOFF ismert tétele:

2. KOROLLARIUM: Komplementumos moduldris hdloban egy-egyértelmii
megfeleltetés van a homomorfizmusmagok és neutrdlis idedlok kizitt.

[ly modon a 6. tétel BIRKHOFF ezen tétele altalanositasanak tekintheto.
BIRKHOFF tétele altalanosithatd tigyis, hogy az 6. tételt nem a 9. lemmaval,
hanem az altalanosabb 3. tétellel vetjiik egybe.

Ezutdn ratériink egy SHIH—CHIANG WANG-t6l [9] szarmazo tétel alta-
lanositasara.

1. TETEL: Az L relativ komplementumos O és 1 elemes hdlo kongruencia-
reldcionak hdldja akkor és csak akkor Boole-algebra, ha minden standard
idedlja foidedl.

BizonyiTAs: Eiegend6ség. Ismeretes, hogy relativ komplementumos
haloban minden / idedl legfeljebb egy kongruenciarelacional — ti. @[/]-nél —
alkot osztalyt. A 6. tétel és feltételiink alapjan minden / homomorfizmusmag
standard f6idedl, /= (s] s igy O[I]=: ;. s a 3. tétel 2. korolldriuma alapjan

-neutrdlis s igy komplementuma s’ is az, tehat G;n Oy = Oyy = Oy és O, U Op=

Gy = - O, vagyis (), komplementuma @),-nek, azaz ¢(L) valdban komple-
mentumos.
Sziikségesség. A relativ komplementumossag kovetkeztében (6. tétel
1. korollarium) L minden kongruenciareldcidja @[S] alaku, ahol S standard
ideal. Legyen O[S] komplementuma @[T], ekkor @|S]u O[T} :O|SuT]=
== O[(1]] és O[SInO(T]-=O[SN T} = G[(0]]. Mivel azonban S, T's igy SNnT
ésSu T szintén standard idedlok, tehat sziikségképpen Sn7 - (0] és SUT =
-(1], ami a 4. lemma korollariumanak alapjan maga utan vonja, hogy S és T
foidedlok. Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

6. §. lzomorfia tételek, Zassenhaus lemma

Ebben a paragrafusban a két izomorfiatételt s ennek néhany kovetkez-
ményet nézziik meg.

8. TETEL: (Standard idedlok elsé izomorfia tétele). Legyen adott az L
hdlo S standard idedlja, s egy tetszbleges I idedlja. Ekkor InS standard idedl

I-ben, mint hdléban és
1US:S~1I/InS.
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BizoNyiTAs: Az 5. lemmat alkalmazva az L halé idedljainak halojara
adodik elso allitisunk. A maradék allitis pedig specidlis esete az elsé alta-
lanos izomorfia tételnek (lasd REeDE1 [7]).

9. TETEL: (Standard idedlok mdsodik izomorfia tétele). Legyen adva az
L hdlonak S idedlja és T standard idedlja, s teljesiiljon S2T. S akkor és
csak akkor standard, ha S'T standard idedlja L/'T-nek. Ekkor

LS~ LTjsy,

BizonyiTAS: Ha S standard, akkor a 3. lemma specialis eseteként adodik,
hogy S/T standard L T-ben. Megforditva, legyen S/7 standard L/T-ben.
Kimutatjuk, hogy S-re teljesiil a 2. tétel (y”) feltétele. Mint ahogy az 1. tétel
»(8)-bol kovetkezik (7)“ részébol lathato, ehhez elég belatni, hogy x =y(O[S])
és x=zy fennallisa esetén minden wu-ra xnu=ynu(O[S]). Jelolie o
az a elem homomorf képét az L~ L'T homomorfizmusnal. Mivel x' =
—y(O@[S/T]) és S/T standard L T-ben, ezért alkalmas s € S/7T-vel fennall
x'nu' = (ynu’)us’:Lévén T standard L-ben, ebbdl xnu==[(ynu)usjut(t€T)
adodik, ami az s, = SUl, jelOléssel a bizonyitandd xnu==(ynu)Us;, $ €S
allitisba megy at. Megjegyezziik, hogy a bizonyitds sordn erdsen tamaszkod-
tunk arra az allitasra, hogy @[S/T] kongruenciaosztalyai épp @[S] kong-
ruenciaosztalyainak homomorf képei.

Tudjuk, hogy a két izomorfia tételnek kozvetlen folyoméanya a Zassenhaus
lemma. A 3. § lemmaibdl ugyaniigy bizonyithatd, mint csoportok esetén [7}-ben
torténik.

ZASSENHAUS LEMMA: Legyen az L hdlénak I és K idedlja, tovdbbd S
standard idedlja [-nekés T standard idedlja K-nak. Ekkor Su(InT) standard
idedlja SU(InK)-nak és Tu(KnS) standard idedi Tu(InK)-ban, fovdbbd
fenndll az

SU(mK)/ §TU(InK)/

Su{nT) TUu(KnS)

izomorfizmus.
A Jordan—Holder—Schreier tétel megfogaimazdsa végett bevezetjik a
kovetkezd fogalmat:

3. DEFINICIO: Az [ hdlo idedljainak valamely
L=264L2...21,

sorozatdt az [I,, %] intervallum n hossziisdgii standard-sorozatdnak nevezziik,
ha I; standard idedl I;.\-ben (j==1,2,...,n). Valodinak nevezziik a standard-
sorozatot, ha ,=>“ helyelt mindeniitt ,D“ szerepel. Végiil kompozicio-sorozat-
nak nevezziik minden olyan I, és I, kizti valodi standard-sorozatot, melynek
nincs téle kiilonbozd standard-sorozat finomitdsa az {I,, 1] intervallumban.



94 X GRATZER GY.

JORDAN—HOLDER—SCHREIER TETEL: Az L hdlo bdrmely ket, [I.., 1.} inter-
vallumbeli standard-sorozata finomithato tgy, hogy a két finomitott sorozat
hossza megegyezik, s tovdbbd a két sorozat faktorhdloi sorrendtdl elfekintve
pdronként izomorfok. Tovdbbd, ha” a tekintett intervallumban létezik kompo-
zicio-sorozat, akkor minden standard-sorozat kompozicio-sorozattd finomithato.

Ezen allitdsok ugyanugy kovetkeznek a Zassenhaus lemmabdl, mint
ahogy az csoportokndl, gyiiriiknél szokasos (lasd pl. [T7]).

Erdekes, hogy a standard idealok Zassenhaus lemmaja az izomorfia
tételek nélkiil is kénnyen bizonyithatd. A részletekre itt nem tériink ki, csu~
pan megijegyezziik, hogy az 5. tétel kovetkezményeként elég standard elemekre
igazolni az Aallitdst, amely specialis esetben ez mar nem okoz kiilonleges
nehézségeket.

7. §. Ellenpéldak és problémak

1. A dolgozat els6 részében mutattunk példat olyan haléra, amelynek
létezik standard idedlja, de standard eleme nincs. E példa teljessé tételéhez
addsok vagyunk egy egyszerit és nem korldtos halé6 megkonstrualasaval.

Tekintsiik az egész szamok lancanak direktszorzatat a kételemii haloval;
czen hdlo elemei (n,0), ill. (n, 1) alakuak, ahol n tetszdleges egész szam és
0, ili. 1T a kételemit halo zéro, illetve egységeleme. Definidljuk a nyert halo-
hoz még az x.(n=0, <1, i 2,...) elemeket, s kossiik ki a kévetkezs relaciok
teljesiilését:

x.U(n, 1)=—=x,u(n+1,0)=(n+1,1) és x,n(n, 1) - x,n(n+1,0)=:(n, 0).

A kapott részben rendezett halmazrol (1. dbra) konnyii diszkusszioval kimu-
tatni, hogy eleget tesz a fenti kovetelményeknek.

2. Példa olyan elemre, melynek homomorf képe standard és ezen homo-
morfképbeli elem egyetlen inverz képe sem standard az eredeti haléban.
Tekintsitk az x,y,2(y>2) elemek altal generdlt otelemii nem modularis
halét. Ebben x nem standard s mégis az y==z reldci6 altal indukalt homo-
morf képben x homomorfképe standard elem, s mivel x homomorfképének
egyetlen inverz képe x, ezért x kivant tulajdonsagit elem.

3. Gyengén moduldris haléban nem minden homomorfizmusmag stan-
dard idedl. Erre példat szolgaltat a 2. dbran lathaté hélo és annak (a] idedlja,
amely homomorfizmusmag, de nem standard, mivel a=0-bdl kovetkezik
y=yn(auz)=ynQuz)==ynz, s mégis y—(ynz)ua, nem allhat fenn
semmilyen a, = a-ra.

4. Ha az L halénak egy S idedljara érvényes, hogy barmely / ideallal
Sul/'S~1'Snl, akkor S-rél roviden azt mondjuk, hogy eleget tesz az els6



STANDARD IDEALOK 95

1. dbra : 3. dbra

2. abra 4. abra
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izomorfia tételnek. Lattuk, hogy a standard idedlok eleget tesznek az elso
izomorfia tételnek. Forditva azonban — miként azt a 3. abra (@] féidedlja
illusztrdlja — nem minden, az els6é izomorfia tételnek eleget tevs ideal
standard. Az érdekesség kedvéért megjegyezziik, hogy ezen példaban az elso
izomorfia tételnek eleget tevd idealok ((0], (c], (a], (6] és (1]) nem alkotjak az
idedlok haléjanak részhaldjat. Sikeriilt azonban olyan példat is adni, ahol egy,
az els6 izomorfia tételnek eleget tevd idedl nem standard s az elsé izomorfia
tételnek eleget tevd idedlok mégis az idedlok haldjanak részhaldjat alkotjak.

5. A maésodik izomorfia tétel izomorfia-képlete gyengébb alakba meg-
fogalmazva méar nem jellemzi a standard idedlokat, amennyiben érvényes a
kovetkez6:

Létezik olyan L héalo, s ennek egy S idedlja, ugy, hogy S homomor-
fizmusmag, de nem standard idedl, tovdbba minden 7 S homomorfizmusmagra

/T standard ideal L/7T-ban és L/S~ L"T/ S/T.

Ezen dllitisunkat a 4. dbran feltiintetett halé igazolja.

Végiil néhdny megoldatian problémat szeretnénk felsorolni.

Lehet arra példat konstrudini, hogy gyengén moduldris® hdlé idealhdidja
nem sziikségképpen gyengén moduldris. Igy a 3. tétel analogonja standard
idedlokra nem mondhaté ki automatikusan a 3. tétel C-re valo alkalmazasa-
val. Ellenben, felmeriil a kérdés, hogy vajon ennek ellenére

1. lgaz-e hogy gyengén moduldris halékban minden standard ideal neu-
tralis? Mi a helyzet relativ komplementumos halokban?

2. Be lehet bizonyitani, hogy csokkend lancfeltételii modularis halokban
minden els0 izomorfia tételnek eleget tevd idedl standard. Mi &llithaté gyen-
gén moduldris halokban?

3. Jellemezziik az els¢ izomorfia tételnek eleget tevs idedlokat lancfeltétel
nélkiili halokban!

4. A 2. tétel (o) feltételének megfelelden jellemzi vajon a standard ide-
alokat a kovetkezo feltétel:

(0”) barmely I és K féidedlra

(i Su{nK)=(SulHn(SUK),
(ii*) Sni= SnK és Sul==SUK fennallasabol /- K adodik.

(Az allitas helyességét sugallja az a tény, hogy a (0) és (0”) feltétel
kozott ugyanaz a kapcsolat, mint a 2. tétel (e') és («”); (&) és (87), ill. (")
és (y") feltételei kozott.)
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