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Bevezetés

Valamely k-dimenzios X euklidesi tér x elemeit A-komponensii n-di-
menzios geometriai objektumoknak nevezziik, ha hozzarendelhet6k egy n-di-
menziés E, euklidesi tér P pontjaihoz 1gy, hogy a P=e« Q (koordinita)

transzformacio alkalmaval a Q-hoz rendelt y=xe==F(x, ¢) az x-en kiviil-
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csupan a P=e«Q transzformaciotol fiigg (funkciondlisan). Ha a P=ea Q
transzformdciok sereget alkotnak, akkor az y == xe« transzformaciok is:

() (xa)B=x(«p), x€Xe; @, B8,

azaz két transzformacid helyettesithetd eggyel.
Ha F(x,¢)-nak a P=¢c Q-t6l valod fiiggése a
pQIP_(3R),  aF
dQ ‘9@ aQ”
paraméterekkel leirhatd, akkor x-et m-ed osztdlyu specidlis geometriai objek-
tumnak nevezziik. Elég csupdn a tiszta differencidlis objektumokat vizsgalni
[5,6]', melyeknél F nem fiigg explicite P és Q-t61:
X apP a P)
Q" aQr)
A P=a«Q=capR transzformacié ismétlése sordn x az (I) alatti tor-

vényszeriiség szerint transzformalodik, tehat ¢«@ a P = a(aR) osszetett fiigg-
vény derivaltjait foglalja Ossze;

y=xa:F(x,a)=F(

:(E ﬂ’)
dQ""’de’
“(4Q, 29 pca-
po i) Pmeamerr
(dP d'"P)
“ﬂ: PR Rl J)
dR dR™

igy az «f miiveletet az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlya értelmezi.

Az x-hez rendelt transzformdcidk (operatorok) értelmezési tartomanyat
O-vel fogjuk jeldlni. Ez rendszerint féicsoport, mely tartalmaz egy G csoportot.

Az x €X geometriai objektumot az y—=xe transzformacids torvény
(operaciti) jellemzi. igy az (I) (transzformacio) fiiggvényegyenlet megoldasa
révén az Osszes killonboz6 tipusi geometriai objektum felsorolhat6é. E dol-
gozat célja (l) megolddsanak visszavezetése a megadott O (vagy § csoport)
szerkezetének vizsgalatira, és egyes specidlis esetekben e szerkezeti vizsgélat
végrehajtasa.

Az 1. fejezet 1—2. §-ban latni fogjuk, hogy (I) megolddsa §G< C-on
egyenértekii az (absztrakt) § csoport nemkonjugalt alcsoportjainak megkeresé-
sével, és specidlisan g valamely §U normdlosztojan, rogzitett x = x, helyen
az a€dU valtozdban invertdlhatd xe operaciok meghatirozdsa egyenértékii

1 A szogletes zardjelben &ll6 szamok a dolgozat Ill. része végén talalhaté irodalom
jegyzékre utalnak.
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G bizonyos endomorfizmusainak megkeresésével.® Az utobbi visszavezetési
tétel alkalmazhatd akkor is, ha q két részcsoport szorzatira bonthatd, és az
egyes tényez0 részcsoportok normalosztéjan invertdlhatdé x,e; err6l szol a 3. §.
A 3. §-ban el6zb6leg még a megolddst szolgaltaté endomorfizmust vizsgaljuk
két részcsoport szorzatdra bomlé G-n. A IL fejezet 1.§-ban az n-dimenzids
objektumok §. csoportjanak éltaldnos tulajdonsagait ismerjiik meg, a 2. §-ban
" pedig az m==3. osztalyli Gi csoport 0sszes egy- €s kétparaméteres, az egy-
ségelem kornyezetében folytonos, illetve folytonosan differencialhato, egysze-
resen Osszefiiggd alcsoportjait fogjuk meghatarozni. A 3. §-ban vizsgaljuk a
G bizonyos részein invertalhaté megolddsokat, és meghatarozasukra adunk
egy altalanos eljarast, amit példikon alkalmazni is fogunk.

A lII. fejezetet az objektumok algebrajanak szenteljiik ; objektumok X hal-
maza algebrdt alkot, ha abban értelmezve van egy xy€ X miivelet, amely auto-
morf az X = xe transzformaciokkal szemben : Xy = x¥. Itt az el6z6kkel szemben
nem koveteljiik meg (I)-et. Az 1.§-ban bebizonyitjuk, hogy tetszbleges
k-dimenzios X, algebra izomorf egy olyan Xi-vel, mely az X'y ==x"+ vy —x’)
miivelettel van ellatva, feltéve, hogy bizonyos elsdrendii differencidlhatosdgi
feltételek is teljesiilnek. A 2. §-ban mdsodrendii differencialhatosag felhasz-
nalasaval kimutatjuk, hogy barmely k=1 dimenziés X, algebra izomorf egy
olyan Xi-vel, melyben az Xx=xe« operaciok (transzformaciok) affinitasdk ::

X=xa-+b [a=a(a), b=05b(a)),
s az ilyen transzformécidkkal szemben automorf miiveletek mindig
X+y(—x) vagy ax+6y-4c
alakuak, ahol
v(aty=ay(f), illetve ci(a—1)=(c,+c.—1)0b.

Az objektumok algebrajat lehet altalanosabban is értelmezni; ha (xy)e-rdl
csak annyit tudunk, hogy x és y valamilyen transzformaltjaibol alkothato :

(xy)e=H[K(x, @), L(y, )]
(esetleg mads

xe = K(x, &) L(x, @)

transzformdcios torvénnyel), akkor az Xi és a x4y (3) —x') miivelettel ella-
tott Xi kozott csak izotopizmus [2] &ll fenn. Ezekre és még egyéb, tobb
valtozora torténd Aaltalanositidsokra a 4.§-ban tériink ra, s latunk néhany
altaldnos visszavezetési tételt.

2 [Hietve epyenértékii bizonyos specidlis alcsoportok megkeresésével. Az ilyen tulaj-
donsagi megoldasok meghatdrozasanak problémdjat Acztr Jinos [1] vetette fel.
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I. FEJEZET

AZ xa OPERACIO (TRANSZFORMACIO) ELOALLITASA
AZ ab (PARAMETER) MUVELET FUGGVENYEKENT

1. §. Visszavezetés a § (paraméter) csoport szerkezetének vizs-
galatara.

1. Megéllapodunk néhdny elnevezésben és jelolésben.
Az © strukturat, vagy specilisan a G csoportot egy X halmaz operdtor
tartomdnydnak nevezziik, ha fenndll:

) (xa)b==x(ab), x€X; a, bel.

A geometriai objektumok elméletének irodalméaval ellentétben itt jobb-
oldali operatort vettiink; ez inverz operator Iétezése esetén mindegy elvileg,
mert pl. az ax baloperatorral egyiitt xa=-a'x jobboldali operator:

(xa)b="b"(a 'x)=("a ") x=(ab) x=x(ab),

tehat az attérés egyik oldali operatorrol a masik oldalira egyérteimii. A geo-
metriai objektumok elméletében jobbrol irott baloperator iras terjedt el: (1)
hefyett az
FlF(x,a), )] =F(x, ba)

jelolést haszndlja tobb szerzd. Kés6bb latni fogjuk, hogy lényeges szamolasi
konnyebbséget jelent a jobboperator irds; egyébként a masik oldali operator-
ral is teljesen hasonld (dudlis) tételek bizonyithatok. Hogy mégse térjiink el
tulsdgosan a bevett szokdsoktol, xa helyett az ax jelolést hasznalva, az egyes
geometriai objektum transzformdacids torvényeket felirjuk az irodalomban meg-
szokott (kontravarians) alakban is.

Operatorok § csoportjat (4ltalaban @ halmazat) tranzitivnek nevezziik X
felett, ha van X-nek olyan x. eleme, mely tetszéleges x € X-be transzformal-
hat6: x,§ = X. Ekkor nyilvan xG= X is teljesiil barmely x¢ X-nel. Ugyanis
alkaimas a€@-vel x=xaq, tehat

x§=(xa)§=x@§)=x§=X.

Ha a § csoporttal mint operator tartomannyal ellatott x unitér azaz G
egységelemére: e-re fenndll xe=x (x€X), akkor X egymastol idegen
X:=x;§ ftranzitivitdsi tartomanyok 0Osszege: X= U X:. Az x,€X elemek~
halmaza X-nek egy kifeszité rendszere. Minthogy el6z6 megjegyzésiink szerint
egy tranzivitisi tartomanyt barmely eleme kifesziti, ezért az X, terek koziil
barmely kettd kozos része iires. Nyilvdn nem jelent kiilonosebb megszoritast
X unitér volta, hiszen xa-t mar egyértelmii modon jellemzi az X-nek az

ha e
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X = Xe unitér részén valé viselkedése: barmely x€ X és ae@ esetén
xa=x(ea)=(xe)a=xa, _ -
—_ _ — ¢ X—>X=xe€X=Xe,

Xe=(xe)e=xe=1X,

s ez nyilvan érvényes barmely egységelemes & struktiran.

G s elemeit, melyek egy x.€ X-et valtozatlanul hagynak, az x. elem
stacioner operatorainak nevezziik. Ezek nem iires $ halmaza nyilvan részcso-
portja (altaldban részstruktardja) G-nek.

Az X-ben ugyan nem értelmeziink miiveletet, de X operdtor izomorfiz-
musdnak (roviden o-izomorfizmusanak) fogjuk nevezni valamely X’ halmazra
vald x«>x" leképezését. © operator tartomdnya marad X'-nek is, ha az
operatorok hatdsat igy értelmezziik:

x‘6a=(xa)’, x€X, ac®

Ez egyértelmit vonatkozdst létesit az xa és az x'c a miiveletek kozott: egyi-
kiikk meghatarozza a madsikat. Hasonld modon értelmezziik az x— x" o0-homo-
morfizmust is. X-nek minden operdtor-homomorf X’ képéhez is hozzarendelhetd
© operator tartomanyként, s nyilvan az x — x’-vel képezett x’o a == (xa)’ ekkor
is kielégiti az (1)-hez hasonlo

(1) (x0a)ob=(xa) o b=[(xa)b] = [x(ab)] =x"o(ab), x€X’; a, b¢®
operator kovetelményt, csak most x’ oa-rél a visszatérés xa-ra nem egyér-
telmil. Természetesen, x—x" csak akkor értelmez homomorfizmust, ha

x'=y’'-vel egyiitt

(xay=(vay,  acG,
azaz X oa == (xa) értelmezése fiiggetlen x valasztasatdl. Izomorf-homomorf
struktardk helyett a félreértés veszélye nélkiill hasznalhatjuk a megfelel6 izo-
morf-homomorf miiveletek elnevezést.

2. Az eldbb értelmezett fogalmak felhasznaldsaval kimondhatjuk a
kovetkezot :

1. TETEL: Adott & félcsoport hozzdrendelheté onmagdhoz és bdrmely
o-homomorf képéhez operdtfor tarfomdnyként, és tranzitiv operdtor tartomdny-
kent csak ezekhez rendelhetd hozzd.

A tétel els6 része nyilvanvald, a masodik rész bizonyitdsa végett tekint-

siik az
a(EF)— ' =Xx,a (€ X: =x.5)

leképezést, mellyel valdban
xa=c«'a=(x.e)a=x,(¢ca)=(cay.

A tétel mdas szavakkal azt mondja ki, hogy adott § & & félcsoporton és
egy tetszoleges rogzitett x,€X elem altal kifeszitett X, = x,& tranzitivitasi

4 Il Osztaly Kozleményei 1X;2
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tartomédnyon (1) legaltalanosabb megolddsa

xa=c'a=(axa), acy,
ahol ¢ —«®*=x az & tetszbleges operator-homomorf leképezése X,-ra. Esze-
rint (1) megoldasa &-en egyenértékit F 6sszes o-homomorfizmus ainak a meg-
keresésével. Ez utobbi struktira probléma megolddsa kiilonosen egyszerii pl.
egy csoporton. Ervényes a kovetkezo:

2. TETEL. Egy § csoport § alcsoportja szerinti
§=28aq, 8b,,...,—8%
felbontds jobboldali A reprezentdns rendszere homomorf képe G-nek :
(2) coa=cad, e=da(€§)—a(cH); acq.
O-izomorfizmustol eltekintve G-nek nincs is egyéb o-homomorf képe.

A tétel mds szavakkal a tranzitiv pérmutécic’)s csoportok reprezentalha-
tésdgat mondja ki a teljes permuticids csoport alcsoportjaihoz tartozoé mellék-
osztalyok permutacidiként [10]. ‘

Megjegyzés. Konjugalt 8, & =c'Sc alcsoportokhoz, melyeket G-nek
egy a—clac (belsd) automorfizmusa egymasra képez le, o-izomorf mara-
dékrendszer tartozik; alkalmas o-izomorfizmus

Sa«~8'clac=c*(8a)c.
A megegyez6 alcsoportokhoz tartozo kiilonb6zé maradékrendszerek kozott pedig
nyilvan o-izomorfizmus all fenn. Viszont nyilvanvald, hogy o-izomorf X, X’
halmazok elemeihez tartozé stacioner operatorok alcsoportjai egymds konju-
galtjai; ha ugyanis x, stacioner operatorainak alcsoportja 8, akkor x’ = (x.c)'-é
8. =c '8¢, hiszen ,
X o8 =[(x.c)c18c] = (%:8¢) = (x;.¢) =X,

tehat 8’ = 8., és mdsrészt hasonléan c¢S.c' S8 vagyis valoban 8§ = §,.

Masszoval az o-izomorfizmushoz sziikséges és elegendd a rigzitett ele-
mekhez fartozo stacioner operdtorok alcsoportjainak konjugdlisdga. [5]

KOVETKEZMENY. A G& O csoporton (1) osszes, legfeljebb o-izomorfiz-
mustdl ettekintve kiilonbozé megolddsainak megkeresése egyenértekil § Osszes
nemkonjugalt § alcsoportjainak® és a hozzajuk tartozé ¥ jobboldali maradék-

3 A Q} kiilonbzé $ alcsoportjai  koziil nem kellene szamitisba venni azokat,
melyeknek van q normalosztojat képezd része; u. i. ha § = I =N F, ahol P a @
normalosztoja, akkor &7 elemei X minden elemének stacioner operatorai, mert

XN = (x) TN =2, (€)= %, (&) = (M = x,c = x,
vagyis xa-t leirja mar a @/SZ faktorcsoporton valé viselkedése [5]. Hogy ne kelljen q fak-
torcsoportjait igy kiilonvalasztva vizsgalni, eltekintiink ett6l a megkiilonboztetéstol, és q

alcsoportjai koziil szamitdsba vessziik azokat is, melyeknek van CB’ normalosztéjat kép62‘6
(az egységelemtdl kiilonbdzo) része.
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rendszereknek a meghatarozasaval [3,5], vagyis az Osszes ismétlés nélkiili
§ =8 % faktorizaciok meghatarozasaval, ahol § a G-nek alcsoportja. A meg-
oldasokat egy x. elem altal kifeszitett X.= x.§ tranzitvitasi tartomannyal
operator-izomorf 3{-n a (2) képlet (a mellékosztalyok tranzlacidja) szolgaltatja,
ahol «—e« a G-nek ¥-ra valo tetszbleges leképezése (o-homorfizmusa).

OsszEFOGLALVA: Adott F SO félcsoporton (1) legaltalanosabb megol-
dasanak megkeresése egyenérték{i az onmagdn operalé § o-homomorf képei-
nek meghatarozasaval, s egy § csoporton az Osszes o-izomorfizmustol elte-
kintve kiilonb6z6 megolddsok megkeresése egyenértékii § Osszes nemkonju-
galt alcsoportjainak meghatarozasaval. A 2. tételben éppen azt bizonyitottuk,
hogy egy onmagin operdld § csoport o-homomorf képe o-izomorf § vala-
mely § alcsoportja szerinti % jobboldali maradékrendszerével, analég modon
azzal, hogy egy csoport homomorf képe izomorf valamely normdloszto sze-
rinti faktorcsoporttal.

2. §. Bizonyos részhalmazon invertalhatd xa

1. Egy csoport 0sszes alcsoportjainak meghatarozésa altalaban nem egy-
szerit feladat, ezért a kovetkezokben mds szemszogbol vizsgédljuk (1) megol-
dasanak kérdését.

AczeL JAnos [1] az (1) megolddsdnal mas felfogast kovet: &-nak egy
elore megadott ¥ (rendszerint normaloszto, de legalabb csoport) részén fel-
tételezi az

Xx=xE«>x'=E& (€¥)
leképezés létezését, és igy keresi xa-t. Egy X=x,€ {tranzitivitasi tartoma-
nyon ilyen ¥ bizton létezik: egyik legsziikebb x.¥ = X tulajdonsdgu ¥. .,
AczeL JANOs vizsgalataiban ¥ megvédlasztdsa Onkényes, de hasznos, mert sok
esetben minden tovabbi differenciathatésagi, folytonossagi, s6t csoport stb. fel-
tétel nélkill nyerhetd xa legéltalanosabb alakja. Az altalanos algebrai modsze-
rek ekkor is sikeresen alkalmazhatok:

Az x <> X" leképezéssel attériink X-r6l H-ra, s azon értelmezziik

x o a==(xa), X(€X)«>Xx (€X), ac
-t, mely nyilvan szintén kielégiti az
(1) (X' 0oa)ob=x"o(ab), X €¥; a, beC
operator kovetelményt. Minthogy x <« x" invertdlhatd, ezért 1étezik e € ¥, melyre
X=X, X;=—28&
teljesiil. Igy
eocd=x;0f= (x5 =§ Ecl.

4*
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Ezutan bevezetjiik ¢-nak ¥-ra valo

a—:Tta=—¢eoqa
leképezését, mellyel,

Eoa=(eo&oa==eoEa)=m(a), « E€¥, ac.
Itt azonban az a — :ra leképezést nem ismerjiik, csupan annyit tudunk rola,

hogy
(eca)ob==eo(ab)

fennallasa miatt kielégiti a
3 7T [(7ra) b] == 7 (ab), a, bed
- figgvényegyenletet. Erre tekintettel £oa-t ugyis felirhatjuk, hogy & helyett

me-~t irunk:
() o a=st(aa),

s ez azt fejezi ki, hogy ¥ az @ operator-homomorf képe. Ismételjiik azonban,
hogy itt az a—sa leképezést nem tekinthetjikk adottnak, csupan azt tud-
juk rdla, hogy kielégiti (3)-t. Az viszont nyilvanvald, hogy (3) fennéllasa ese-
tén az a — sta leképezés operator-homomorfizmus, vagyis « valasztasatol fiig-
getleniil értelmezi (re)oa-t, mely valoban ki is elégiti az (1’) operator
kovetelményt :
, (Eoa)ob=yst[(Ea)b]=:t(Eab)=E o (ab).
Marmost (3) megoldasa végett feltételezve, hogy ¥ csoport,

(cta) €N ha EeX,

ezért (3)-ban b==E€3(-t helyettesitve,
(ra)E=n(ak)

adodik. Ha ©==@§ csoport, akkor felbonthaté a ¥ szerinti
. G=a'¥, vy, ...
baloldali maradékosztalyokra. Ha a € a’¥, akkor

a=daa, ac¥.
tehat
a=sm(a d)=(wa)a=(ta)a''a.

Vezessitk be ezutdn st helyett a
wa=(ya')a
Osszeftiggéssel a y fiiggvényt, akkor az elozovel dsszehasonlitva latjuk, hogy
yal'=(na)a'!
csak a’-tol fiigg. Helyettesitsiik ezt a sz-t (3)-ba:
{1 [(za) b} (ra™Yab==[y (ab) ']ab,
vagyis ab-vel jobbrol valé egyszeriisités utan, 0j valtozokkal

x[a(eb ™) 1z b= x(ab). A
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Az elobbi megallapitds szerint ya csak a-nak az @' reprezentdnsatol
fiigg. Ha torténetesen %= &1 normadloszto, akkor b € O miatt

a0 — @@y —a, ,

tehat az ‘
a—ya=ya = y@dN)=n(@")a €MNa

leképezés kielégiti a
xazb= x(ab)
osszefiiggést, azaz §-nek endomorfizmusa. Az ilyen y-vel képezett
720 = (ya’)a (€ N)
valéban ki is elégiti (3)-at, tehdt (1’) megoldasa
Eoa=r(ta)=[y(Ea) 'Jia = (ya )ta,
s kimondhaté a kovetkezd:

3. TETEL: Az X, O halmazon értelmezett (1) fiiggvényegyenletnek az
adott © struktura ¥ részén az

x=xE> X =E (€%)
invertdlhatosdgi feltételt kielégitd legdltaldnosabb megolddsa
(xa) =& o a=n(a)[= (ra) o a = nt(aa)), x€X, acd,
ahol a — a(€X) a
3) [(wa)b] = n(ab), xE=E; a,be®; EcH
osszefiiggést kielégitd (egyébkent tetszileges) leképzés (o-homomorfizmus). Ha
O= @ csoport, melynek ¥ = 91 normdlosztéja, akkor

4) (xay =Eoa=(ya)&aq, acg,
ahol '

(5) - a—ya= y(@d) €adl

a G-nek (tetszdleges) endomorfizmusa :

(6) xaxb=y(ab), abed.

MEGJEGYZES. Altalaban 9 nem valaszthat6 teljesen ©nkényesen: ha
© =G csoport, akkor a 2. tétel szerint H csak § valamely § alcsoportja sze-
rinti jobboldali maradékrendszere lehet; akkor viszont az

a=aa—na=a, a’es
leképezés valoban ki is elégiti (3)-t, hiszen
ab=_8ab--d ab=ab.
2. A y endomorfizmusok meghatdrozasa is struktira probléma, vagyis

G bizonyos specialis alcsoportjainak megkeresésével egyenértékii. Ezzel kap-
csolatban érvényes a kovetkezd :
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4. TETEL: Ahhoz, hogy egy
' a—ya=y (@) €adt

alaki leképezés a G-nek endomorfizmusa legyen, sziikséges és elegendd, hogy
az 9 normdlosztd szerinti adl (a€§) maradékosztdlyoknak ezen osztdlyok
alcsoportot alkotd § reprezentdns rendszerére valo leképezése legyen.

A sziikségesség nyilvanvalé annak alapjan, hogy a ya (a€§) elemek &
halmaza a §-nek alcsoportja, merthisz két ilyen elem szorzata is ugyanilyen,
tovabba

re=ecS, (o) =ya €8
mdsrészt pedig § valoban az §U normdloszté reprezentdns rendszere, mert
minden adl osztdlynak megfelel egy és csak egy

x(@d) €adl.
Az elégségesség is nyilvanvald, hiszen barmely
a— yu= z(ad)

leképezés, melynek § képtartoméanya a G-nek olyan részcsoportja, hogy az az
I normalosztd szerinti maradékosztalyok reprezentans rendszere, teljesiil (6),
mert a reprezentdnsok szorzata, mely § csoport voltabol kifolydlag maga is
reprezentans, megegyezik a szorzat reprezentansaval.

Minthogy egy § reprezentans rendszerre jellemzd, hogy a G=§
szorzat el6allitas ismétlés nélkiili, a 4. tétel a 3. tétellel 6sszevetve mas sza-
vakkal azt mondja, hogy az (1) fiiggvényegyenletnek a § csoport &1 nornél-
osztojan invertilhat6 megolddsainak meghatarozdsa egyenértékii az olyan
ismétlés nélkiili

§=N=NF

eldallitasok megkeresésével, melyeknél § a §-nak alcsoportja.

3. §. Két alcsoport szorzatara bonthaté § szerkezeti vizsgalata

1. Az eddigiekben (1) megolddsat egyvaltozos fiiggvényegyenletek meg-
oldasara vezettiik vissza. Most egy altalanos eljarast mutatunk az

(5) a— ya=(ad) €adl
alakt endomorfizmusok megkeresésére, vagyis
(6) zayb= y(ab)

megoldasara az (5) teljesiilése esetén, midén ugyanakkor a § csoport

G=4G=9G=9 VG,
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részcsoportokra valo nem feltétlen ismétlés nélkﬁli\felbontasét ismerjiik. Ekkor
) \oay= ya;=o0(qd) €qI) a,€G,
Loay=yay=0(ad)  €qd) )N, =GN
G-n értelmezett endomorfizmusok. Eszrevessziik azt is, hogy o és o értelme-
zése, €és y endomorfizmus volta miatt nem fiiggetlenek, hiszen
a=qa;,= e, a., «, € @i
esetén
XA=2q 4= 1@xq,
vagyis érvényes, hogy .
8) 7A==0000;= 0@ 0, a=aq=qa.uq.
Kimondhatjuk a kovetkez6t :
5. TETEL. Ahhoz, hogy y a részcsoportok szorzatdra bonthato
¢=G84=99=4nG
csoportnak (5) alaki endomorfizmusa legyen, sziikséges és elegendd a (8)
egyenletek fenndlldsa, ahol o, ¢ a (1) alatti alakiu endomorfizmusok.

A bizonyitas el6tt még megadjuk az 5. tétel fiiggvényegyenlet megoldasi
megfogalmazasat is:

KOVETKEZMENY. A (6) fliggvényegyenlet (5) kiegészito feltételt kielégitd
megoldasdnak megkeresésére egyenértékii a (7), (8) osszefiiggéseket kielégitd
o, 0 endomorfizmusok meghatarozasaval, ha a § megfelel6 modon fak-
torizalhato. '

Minthogy a sziikségesség bizonyitdsa mdar megtortént, a kovetkezmény
dedig nem kivan kiilon bizonyitast, rogtén ratériink az elégségesség bizonyi-
tasara. Tekintsiik elészor (5)-ot:

ra=y(qa)=eaoaq;=o(qMN)0(a; )=
= 2(a,9,4)9) = x(@d) € aq)dya Iy=adl,

ugyanis 9= Gn N a G-nek normalosztdja tehat
a8 a Ny= a0 = o N ay=a,qd = adN,

hiszen
NN = o,
mert egyrészt .
INOLENI =8N,
masrészt

5)"61&12«9118 Uedl =(Gndu (G nd)=(Gug§)u N=§nN=3N.
Igazoljuk ezutdn y homomorfizmus voltat is. Legyen
a=qq, b"——l’“bl, ab=c|q|,
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akkor :
C) abyb = aj' (ab) =ai’ ¢,
tehat (8) felhasznaldsaval a
zayb=eaoaobeb=oao0(ab)eb = oax(a:bb)=
=oayy(ace) =oae(a;’ c)ac= oajeaj ec o= yx(cic) = x(ab)
egyenlOség sorozatot nyerjitk, melynek elejét és végeét dsszehasonlitva kapjuk
a bizonyitani kivant allitast.

Az itt targyalt visszavezetés hasznat kiilonosen akkor tapasztaljuk,
mid6én a ¢, o koziil az egyik pl. ¢ konnyen meghatarozhatd, s akkor o-t a
(8) alapjan tudjuk keresni.*

2. Ei6fordul, hogy a 3. tételben hasznalt invertalhatosagi feltétel nem
teljestil, de G faktorizalhaté oly modon, hogy az egyes tényezd részcsopor-
tokon mér alkalmazhaté a 3. tétel. Ha a tényezé §, részcsoportoknak van
olyan ¥ része, hogy azokon xa invertalhaté egy x|, illetve x; helyen, akkor
felirhato ' '

xa,= ¢, [(¢;'x)a), x€X, a,€G, i=||,

ahol
(10) alra)b] = ab), xk=E&; a, b,€G; §€X,.

Minthogy barmely a€§ esetén fennall az

a=aqm =aQq
felbontas, ezért a kovetkezOképpen irhato
za= e le] pnlley Valay = omlel golier Nela),

azaz bevezetve a

(11) o7 (1 E)a] =& o q, @1 ¢ ==, (0¥ = %)
jeloléseket,
(12) foa=on[v'm(§a)a]=r{omg(w'§)e]a}

az X-szel o-izomorf ¥, halmazon értelmezett operdcio. Igy tehat nyilvanvalo
a kovetkezd:
6. TETEL. Legyen a G, G, részcsoportok  szorzatdra bonthato § csoport
K, K, részén legaldbb egy-egy x; kelyen
v p&=xk, &EeN, i=||
4 A 4. tételre valo tekintettel az 5. tétel azt allitja, hogy a §= § G =§§ cso-

portnak az adott & normalosztoval képezett ismétlés nélkiili @:S’J‘ $( faktorizaciojanak
megkeresése, melynél § a C‘J’-nek alcsoportja, egyenértékii a hasonlé tulajdonsagii

C}’i:gi@zi, 3@':@1'0091

faktorizaciok meghatarozasaval, melyeknél fennall § =& &=9,§,.
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invertdlhato,; akkor az w-ra felirt (12,) egyenlet fenndlldsa sziikséges és ele-
gendd ahhoz, hogy a vele és a (10)-et kielégité t-vel meghatdrozott (12,)
alatti & o a operdtormiivelet legyen, azaz (1°) teljesiiljon. ‘

Miel6tt a bizonyitasra ratérnék, megadjuk a tétel fiiggvényegyenlet meg-
oldasi megfogalmazasat:

KOVETKEZMENY. Az (1) fliggvényegyenletnek a kétvaltozds xa-ra vonat-
kozo, az invertalhatosdgi feltételeket kielégitd megolddsdnak meghatarozasa
egyenértékii a (10), (12) egyvdltozos egyenletnek a :z;, w-ra vonatkozé6 meg-
oldasaval. A megoldast a (11), (12) képlet szolgiltatja,

A 6. tételbeli feltételek sziikségességének bizonyitdsa mar az elézkben
megtortént. Az elégségesség bizonyitdsdhoz (1) fenndlidsat kell igazolni,
vagyis azt kell kimutatni, hogy érvényes

(1) (Gea)ob=§o(ab),  §€H; a,b€G;

ebb6l mar a (11,) szerint fennalld operator-izomorfizmus miatt kovetkezik (1)
is. Tekintsok tehat az
a == aq b= be( ab =C|C)
felbontasokat, mellyel (1°)-t a kovetkezo, vele egyenértékii alakban irhatjuk fel :
(& o (@a)] o (b)) = & o (c|cy),
oo (§ o a)bb)} = wmlo i)l
Minthogy azonban
71§ 0 a) =m[o T (5 a)a],
és (12,) szerint :
oo G a)alb) = o7 @Ea)ab),

ezért a (10), (9) Osszefiiggés felhasznaldsaval az igazolandd egyenldség bal-
oldala atalakithato :

w{omlo™ mEa) qbloy = oo ol iEayae” ool =
— omlo” m§a(a o)y = omlo " mEe)ql.
A 6. tételt tehat bebizonyitottuk.
MEGJEGYZES. Ha H; = §1; normalosztd, akkor be lehet vezetni a
ﬂiai:Z(ai—l)ai

osszefiiggéssel értelmezett y, fiiggvényeket, s ezek (6) miatt nyilvan endo-
morfizmusok lesznek:

(6) .0, = x,(a,b),
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és (4) helyett a kovetkez6 modon adjak xa-t:
g oa=ow{(na)o (e ala} = (e ol ) o Eela,
a=qaq=q.
(Beérkezett : 1958. 1V. 24.)

Nehézipari Miiszaki Egyetem, Miskolc
Matematikai Tanszék
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