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Bevezetés 

V a l a m e l y A r - d i m e n z i ó s X k e u k l i d e s i t é r x e l e m e i t ^ - k o m p o n e n s ű / г - d i -
m e n z i ó s geometriai objektumoknak n e v e z z ü k , h a h o z z á r e n d e l h e t ő k e g y n - d i -
m e n z i ő s E„ e u k l i d e s i t é r P p o n t j a i h o z ú g y , h o g y a P = « Q ( k o o r d i n á t a ) 
t r a n s z f o r m á c i ó a l k a l m á v a l a Q - h o z r e n d e l t y = xa = F(x, a) a z x - e n k í v ü l 
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c s u p á n a P=aQ t r a n s z f o r m á c i ó t ó l f ü g g ( f u n k c i o n á l i s a n ) . H a a P=aQ 
t r a n s z f o r m á c i ó k sereget a l k o t n a k , a k k o r a z y = xa t r a n s z f o r m á c i ó k i s : 
(I) (xa)ß=x(aß), x£Xk; a , ß f ß , 

a z a z k é t t r a n s z f o r m á c i ó h e l y e t t e s í t h e t ő e g g y e l . 
H a F(x, a ) - n a k a P = ß Q - t o l v a l ó f ü g g é s e a 

P,Q, 
dP dPi 
dQ löQ 

d'nP 
d Qm 

y=xa = F(x, a) ----- Я x , 

p a r a m é t e r e k k e l l e í r h a t ó , a k k o r x - e t m-ed osztályú speciális geometriai objek-
tumnak n e v e z z ü k . E l é g c s u p á n a t i s z t a differenciális o b j e k t u m o k a t v i z s g á l n i 
[ 5 , 6 ] \ m e l y e k n é l F n e m f ü g g e x p l i c i t e P é s Q - t ó l : 

dP dm P\ 
dQ""'dQmJ 

A P=aQ = aßR t r a n s z f o r m á c i ó i s m é t l é s e s o r á n x a z ( I ) a l a t t i t ö r -
v é n y s z e r ű s é g s z e r i n t t r a n s z f o r m á l ó d i k , t e h á t aß a P = a(aP) ö s s z e t e t t f ü g g -
v é n y d e r i v á l t j a i t f o g l a l j a ö s s z e ; 

dm P) a — 

aß-

dP 
dQ 
dQ 
dP' 

(dP 
\dP' 

/ M ^ t G P— a Q ~ a ß P , 

dQ 
(TQ 
dp 
dnP 
dP'" 

í g y a z ccß m ű v e l e t e t a z ö s s z e t e t t f ü g g v é n y d e r i v á l á s i s z a b á l y a é r t e l m e z i . 
A z x - h e z r e n d e l t t r a n s z f o r m á c i ó k ( o p e r á t o r o k ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á t 

( 5 - v e l f o g j u k j e l ö l n i . E z r e n d s z e r i n t f é l c s o p o r t , m e l y t a r t a l m a z e g y § c s o p o r t o t . 
A z x(X g e o m e t r i a i o b j e k t u m o t a z y = xa t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y 

( o p e r á c i ó i ) j e l l e m z i . í g y a z ( I ) ( t r a n s z f o r m á c i ó ) f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a 
r é v é n a z ö s s z e s k ü l ö n b ö z ő t í p u s ú g e o m e t r i a i o b j e k t u m f e l s o r o l h a t ó . E d o l -
g o z a t c é l j a (1) m e g o l d á s á n a k v i s s z a v e z e t é s e a m e g a d o t t (9 ( v a g y c s o p o r t ) 
s z e r k e z e t é n e k v i z s g á l a t á r a , é s e g y e s s p e c i á l i s e s e t e k b e n e s z e r k e z e t i v i z s g á l a t 
v é g r e h a j t á s a . 

A z I. f e j e z e t 1 — 2 . § - b a n l á t n i f o g j u k , h o g y ( I ) m e g o l d á s a ( | < = < 5 - o n 
e g y e n é r t é k ű a z ( a b s z t r a k t ) c s o p o r t n e m k o n j u g á l t a l c s o p o r t j a i n a k m e g k e r e s é -
s é v e l , é s s p e c i á l i s a n é j v a l a m e l y P l n o r m á l o s z t ó j á n , r ö g z í t e t t x = x 0 h e l y e n 
a z « Ç < 9 1 v á l t o z ó b a n i n v e r t á l h a t ó x « o p e r á c i ó k m e g h a t á r o z á s a e g y e n é r t é k ű 

1 A szögletes zárójelben álló számok a dolgozat III. része végén található irodalom 
jegyzékre utalnak. 
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b i z o n y o s e n d o m o r f i z m u s a i n a k m e g k e r e s é s é v e l . 2 A z u t ó b b i v i s s z a v e z e t é s i 
t é t e l a l k a l m a z h a t ó a k k o r i s , h a (3 k é t r é s z c s o p o r t s z o r z a t á r a b o n t h a t ó , é s a z 
e g y e s t é n y e z ő r é s z c s o p o r t o k n o r m á l o s z t ó j á n i n v e r t á l h a t ó х 0 к ; e r r ő l s z ó l a 3 . § . 
A 3 . § - b a n e l ő z ő l e g m é g a m e g o l d á s t s z o l g á l t a t ó e n d o m o r f i z m u s t v i z s g á l j u k 
k é t r é s z c s o p o r t s z o r z a t á r a b o m l ó ( | - n . A I I . f e j e z e t l . § - b a n a z « - d i m e n z i ó s 
o b j e k t u m o k ф c s o p o r t j á n a k á l t a l á n o s t u l a j d o n s á g a i t i s m e r j ü k m e g , a 2 . § - b a n 
p e d i g a z m=3. o s z t á l y ú t p c s o p o r t ö s s z e s e g y - é s k é t p a r a m é t e r e s , a z e g y -
s é g e l e m k ö r n y e z e t é b e n f o l y t o n o s , i l l e t v e f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó , e g y s z e -
r e s e n ö s s z e f ü g g ő a l c s o p o r t j a i t f o g j u k m e g h a t á r o z n i . A 3 . § - b a n v i z s g á l j u k a 
ф b i z o n y o s r é s z e i n i n v e r t á l h a t ó m e g o l d á s o k a t , é s m e g h a t á r o z á s u k r a a d u n k 
e g y á l t a l á n o s e l j á r á s t , a m i t p é l d á k o n a l k a l m a z n i i s f o g u n k . 

A I I I . f e j e z e t e t a z o b j e k t u m o k a l g e b r á j á n a k s z e n t e l j ü k ; o b j e k t u m o k X h a l -
m a z a algebrát a l k o t , h a a b b a n é r t e l m e z v e v a n e g y xy£X m ű v e l e t , a m e l y a u t o -
m o r f a z x = xa t r a n s z f o r m á c i ó k k a l s z e m b e n : xy = xy. I t t a z e l ő z ő k k e l s z e m b e n 
n e m k ö v e t e l j ü k m e g ( I ) - e t . A z l . § - b a n b e b i z o n y í t j u k , h o g y t e t s z ő l e g e s 
L - d i m e n z i ó s Xk a l g e b r a i z o m o r f e g y o l y a n A + v e l , m e l y a z x'y' = x' + y(y'— x') 
m ű v e l e t t e l v a n e l l á t v a , f e l t é v e , h o g y b i z o n y o s e l s ő r e n d ű d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i 
f e l t é t e l e k i s t e l j e s ü l n e k . A 2 . § - b a n m á s o d r e n d ű d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g f e l h a s z -
n á l á s á v a l k i m u t a t j u k , h o g y b á r m e l y k= 1 d i m e n z i ó s X, a l g e b r a i z o m o r f e g y 
o l y a n Xj-vel, m e l y b e n a z х = х к o p e r á c i ó k ( t r a n s z f o r m á c i ó k ) a f f i n i t á s ó к : 

x ' = x ' ö + ó [a —a {a), ö = b{aj\, 

s a z i l y e n t r a n s z f o r m á c i ó k k a l s z e m b e n a u t o m o r f m ü v e l e t e k m i n d i g 

x + y ( y — x ) v a g y с х х + с г у + с 3 

a l a k ú a k , a h o l 
y(at) = ay(t), i l l e t v e c 3 ( a — l ) = ( c , + c 2 — 1 ) 0 . 

A z o b j e k t u m o k a l g e b r á j á t l e h e t á l t a l á n o s a b b a n i s é r t e l m e z n i ; h a (xy)a-ról 
c s a k a n n y i t t u d u n k , h o g y x é s у v a l a m i l y e n t r a n s z f o r m á l t j a i b ó l a l k o t h a t ó 

(xy)a = H[K{x,a),L{y,aj\ 
( e s e t l e g m á s 

XK ф К(x, а) ф L ( x , a) 

t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n n y e l ) , a k k o r a z Xk é s а х'фу(у'—x') m ü v e l e t t e l e l l á -
t o t t X k k ö z ö t t c s a k i z o t o p i z m u s [2] á l l f e n n . E z e k r e é s m é g e g y é b , t ö b b 
v á l t o z ó r a t ö r t é n ő á l t a l á n o s í t á s o k r a a 4 . § - b a n t é r ü n k r á , s l á t u n k n é h á n y 
á l t a l á n o s v i s s z a v e z e t é s i t é t e l t . 

2 Itletve egyenértékű bizonyos speciális alcsoportok megkeresésével. Az ilyen tulaj-
donságú megoldások meghatározásának problémáját A C Z É L J A N O S [ 1 ] vetette fel. 
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I. FEJEZET 

M xa O P E R Á C I Ó ( T R A N S Z F O R M Á C I Ó ) E L Ő Á L L Í T Á S A 
A Z ab ( P A R A M É T E R ) M Ű V E L E T F Ü G G V É N Y E K É N T 

l . § . Visszavezetés a q (paraméter) csoport szerkezetének vizs-
gálatára. 

1 . M e g á l l a p o d u n k n é h á n y e l n e v e z é s b e n é s j e l ö l é s b e n . 
A z (5 s t r u k t u r á t , v a g y s p e c i á l i s a n a <p c s o p o r t o t e g y X h a l m a z operátor 

tartományának n e v e z z ü k , h a f e n n á l l : 

(1) (xa)b = x(ab), x f X ; a, b f d . 

A g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t é n e k i r o d a l m á v a l e l l e n t é t b e n i t t jobb-
oldali o p e r á t o r t v e t t ü n k ; e z i n v e r z o p e r á t o r l é t e z é s e e s e t é n m i n d e g y e l v i l e g , 
m e r t p l . a z ax b a l o p e r á t o r r a l e g y ü t t xa=^a lx j o b b o l d a l i o p e r á t o r : 

(xa)b =-- b~1 (a 1 x) = (Ь"1 a ') x = (a b)~:1 x = x(ab), 

t e h á t a z á t t é r é s e g y i k o l d a l i o p e r á t o r r ó l a m á s i k o l d a l i r a e g y é r t e l m ű . A g e o -
m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t é b e n j o b b r ó l í r o t t b a l o p e r á t o r í r á s t e r j e d t e l : ( 1 ) 
h e f y e t t a z 

F[F(x,a), b] = F(x, ba) 

j e l ö l é s t h a s z n á l j a t ö b b s z e r z ő . K é s ő b b l á t n i f o g j u k , h o g y l é n y e g e s s z á m o l á s i 
k ö n n y e b b s é g e t j e l e n t a j o b b o p e r á t o r í r á s ; e g y é b k é n t a m á s i k o l d a l i o p e r á t o r -
r a l i s t e l j e s e n h a s o n l ó ( d u á l i s ) t é t e l e k b i z o n y í t h a t ó k . H o g y m é g s e t é r j ü n k e l 
t ú l s á g o s a n a b e v e t t s z o k á s o k t ó l , xa h e l y e t t a z ûx j e l ö l é s t h a s z n á l v a , a z e g y e s 
g e o m e t r i a i o b j e k t u m t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e k e t f e l í r j u k a z i r o d a l o m b a n m e g -
s z o k o t t ( k o n t r a v a r i á n s ) a l a k b a n i s . 

O p e r á t o r o k q c s o p o r t j á t ( á l t a l á b a n <9 h a l m a z á t ) tranzitívnek n e v e z z ü k X 
f e l e t t , h a v a n X - n e k o l y a n x T e l e m e , m e l y t e t s z ő l e g e s x £ A - b e t r a n s z f o r m á l -
h a t ó : xtq = X. E k k o r n y i l v á n xéj! = X i s t e l j e s ü l b á r m e l y x £ X - n é l . U g y a n i s 
a l k a l m a s n ^ p ! - v e l x = x,a, t e h á t 

xq = {xta)q~ xt(aq) = xzq = x. 

H a a q c s o p o r t t a l m i n t o p e r á t o r t a r t o m á n n y a l e l l á t o t t x unitér azaz q 
e g y s é g e l e m é r e : e - r e f e n n á l l x e = x ( x £ X ) , a k k o r X e g y m á s t ó l i d e g e n 
XT = xtq t r a n z i t i v i t á s i t a r t o m á n y o k ö s s z e g e : X = u X r . A z xtfX e l e m e k -
h a l m a z a X - n e k e g y kifeszítő rendszere. M i n t h o g y e l ő z ő m e g j e g y z é s ü n k s z e r i n t 
e g y t r a n z i v i t á s i t a r t o m á n y t b á r m e l y e l e m e k i f e s z í t i , e z é r t a z Xt t e r e k k ö z ü l 
b á r m e l y k e t t ő k ö z ö s r é s z e ü r e s . N y í l v á n n e m j e l e n t k ü l ö n ö s e b b m e g s z o r í t á s t 
X u n i t é r v o l t a , h i s z e n x o - t m á r e g y é r t e l m ű m ó d o n j e l l e m z i a z X - n e k a z 
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X = X e u n i t é r r é s z é n v a l ó v i s e l k e d é s e : b á r m e l y x £ X é s a ^ é j e s e t é n 
xa = x(ea) = (xé)a = xa, ) _ _ 
— _ . . — x-+x = xe£X=Xe, 

xe = (xe)e = xe = x, ) 

s e z n y í l v á n é r v é n y e s b á r m e l y e g y s é g e l e m e s <£ s t r u k t ú r á n . 
s e l e m e i t , m e l y e k e g y x T £ X - e t v á l t o z a t l a n u l h a g y n a k , a z xt e l e m 

stacioner o p e r á t o r a i n a k n e v e z z ü k . E z e k n e m ü r e s I h a l m a z a n y í l v á n r é s z c s o -
p o r t j a ( á l t a l á b a n r é s z s t r u k t ű r á j a ) 6 [ - n e k . 

A z X - b e n u g y a n n e m é r t e l m e z ü n k m ü v e l e t e t , d e X operátor izomorfiz-
musának ( r ö v i d e n o - i z o m o r f i z m u s á n a k ) f o g j u k n e v e z n i v a l a m e l y X ' h a l m a z r a 
v a l ó x * - * - x ' l e k é p e z é s é t . Ô o p e r á t o r t a r t o m á n y a m a r a d X ' - n e k i s , h a a z 
o p e r á t o r o k h a t á s á t í g y é r t e l m e z z ü k : 

x' о a = (xa)', x£X, a Ç ő. 
E z e g y é r t e l m ű v o n a t k o z á s t l é t e s í t a z xa é s a z x'o a m ű v e l e t e k k ö z ö t t : e g y i -
k ü k m e g h a t á r o z z a a m á s i k a t . H a s o n l ó m ó d o n é r t e l m e z z ü k a z x—*x' o-homo-
morfizmust i s . X - n e k m i n d e n o p e r á t o r - h o m o m o r f X ' k é p é h e z i s h o z z á r e n d e l h e t ő 
Ô o p e r á t o r t a r t o m á n y k é n t , s n y í l v á n a z x —• x ' - v e l k é p e z e t t x ' o a = (xa)' e k k o r 
i s k i e l é g í t i a z ( l ) - h e z h a s o n l ó 

( 1 ' ) ( x ' о а) о b = (xa)' o ô = [ ( x a ) b]' = [x(ab)\ = x' о (ab), V ç X ' ; a, b£Q 

o p e r á t o r k ö v e t e l m é n y t , c s a k m o s t x ' о a - r ó l а v i s s z a t é r é s x a - r a n e m e g y é r -
t e l m ű . T e r m é s z e t e s e n , x — > - x ' c s a k a k k o r é r t e l m e z h o m o m o r f i z m u s t , h a 
x ' = / - v e l e g y ü t t 

(xa)'=(ya)', 
a z a z x ' o a = (xa)' é r t e l m e z é s e f ü g g e t l e n x v á l a s z t á s á t ó l . I z o m o r f - h o m o m o r f 
s t r u k t ú r á k h e l y e t t a f é l r e é r t é s v e s z é l y e n é l k ü l h a s z n á l h a t j u k a m e g f e l e l ő i z o -
m o r f - h o m o m o r f m ű v e l e t e k e l n e v e z é s t . 

2 . A z e l ő b b é r t e l m e z e t t f o g a l m a k f e l h a s z n á l á s á v a l k i m o n d h a t j u k a 
k ö v e t k e z ő t : 

1. T É T E L : Adott JF félcsoport hozzárendelhető önmagához és bármely 
o-homomorf képéhez operátor tartományként, és tranzitív operátor tartomány-
ként csak ezekhez rendelhető hozzá. 

A t é t e l e l s ő r é s z e n y i l v á n v a l ó , a m á s o d i k r é s z b i z o n y í t á s a v é g e t t t e k i n t -
s ü k a z 

а($Щ-+а% = х,а ( £ X r = XtoF) 
l e k é p e z é s t , m e l l y e l v a l ó b a n 

xa = a a = (xla)a = x,(ua) = («ö)t. 

A t é t e l m á s s z a v a k k a l a z t m o n d j a k i , h o g y a d o t t J F ç r c> f é l c s o p o r t o n é s 
e g y t e t s z ő l e g e s r ö g z í t e t t x T £ X e l e m á l t a l k i f e s z í t e t t X r = x , f : : t r a n z i t i v i t á s i 

4 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i IX/2 

\ 
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t a r t o m á n y o n ( 1 ) l e g á l t a l á n o s a b b m e g o l d á s a 
xa = a a = (aá)', 

a h o l a - + a l = x a z §F t e t s z ő l e g e s o p e r á t o r - h o m o m o r f l e k é p e z é s e A + r a . E s z e -
r i n t ( 1 ) m e g o l d á s a o F - e n e g y e n é r t é k ű cF ö s s z e s o - h o m o m o r f i z m u s a i n a k a m e g -
k e r e s é s é v e l . E z u t ó b b i s t r u k t ú r a p r o b l é m a m e g o l d á s a k ü l ö n ö s e n e g y s z e r ű p l . 
e g y c s o p o r t o n . É r v é n y e s a k ö v e t k e z ő : 

2. T É T E L . Egy éj csoport S alcsoportja szerinti 
q=Sa, ê b , = 

felbontás jobboldali Ж reprezentáns rendszere homomorf képe f-nek : 
(2) aoa=-aá, а = а'а(€ф-*а«Ж); 
O-izomorfizmustól eltekintve (f-nek nincs is egyéb o-homomorf képe. 

A t é t e l m á s s z a v a k k a l a t r a n z i t í v p e r m u t á c i ó s c s o p o r t o k r e p r e z e n t á l h a -
t ó s á g á t m o n d j a k i a t e l j e s p e r m u t á c i ó s c s o p o r t a l c s o p o r t j a i h o z t a r t o z ó m e l l é k -
o s z t á l y o k p e r m u t á c i ó i k é n t [ 1 0 ] . 

Megjegyzés. K o n j u g á l t § , S ' = c _ 1 S c a l c s o p o r t o k h o z , m e l y e k e t ( 2 - n e k 
e g y a—>c lac ( b e l s ő ) a u t o m o r f i z m u s a e g y m á s r a k é p e z l e , o - i z o m o r f m a r a -
d é k r e n d s z e r t a r t o z i k ; a l k a l m a s o - i z o m o r f i z m u s 

êa^$'c1ac = c~1(êa)c. 
A m e g e g y e z ő a l c s o p o r t o k h o z t a r t o z ó k ü l ö n b ö z ő m a r a d é k r e n d s z e r e k k ö z ö t t p e d i g 
n y í l v á n o - i z o m o r f i z m u s á l l f e n n . V i s z o n t n y i l v á n v a l ó , h o g y o - i z o m o r f X, X' 
h a l m a z o k e l e m e i h e z t a r t o z ó s t a c i o n e r o p e r á t o r o k a l c s o p o r t j a i e g y m á s k o n j u -
g á l t j a i ; h a u g y a n i s xt s t a c i o n e r o p e r á t o r a i n a k a l c s o p o r t j a J>, a k k o r x! = ( x t c ) ' - é 
$c=--C'1Sc, h i s z e n 

x ' o S ' = [ M r 1 Se]' = (хг$с)' = (xzc)' = x ' , 
t e h á t é s m á s r é s z t h a s o n l ó a n c S c c _ 1 < = a > ' v a g y i s v a l ó b a n $ ' = § c . 

M á s s z ó v a l az o-izomorfizmashoz szükséges és elegendő a rögzített ele-
mekhez tartozó stacioner operátorok alcsoportjainak konjugáltsága. [ 5 ] 

Következmény. A éj <=<5 c s o p o r t o n (1) ö s s z e s , l e g f e l j e b b o - i z o m o r f i z -
m u s t ó l e t t e k i n t v e k ü l ö n b ö z ő m e g o l d á s a i n a k m e g k e r e s é s e e g y e n é r t é k ű f ö s s z e s 
n e m k o n j u g á l t S a l c s o p o r t j a i n a k 3 é s a h o z z á j u k t a r t o z ó Ж j o b b o l d a l i m a r a d é k -

3 A éj különböző S alcsoportjai közül nem kellene számításba venni azokat, 
melyeknek van éj normálosztóját képező része; u. i. ha <§ = c/Pl = PlSf, ahol Pl a éji 
normálosztója, akkor Pl elemei X minden elemének stacioner operátorai, mert 

x Pl = (xtc)Pl = xt (с Pl) = хг (Plc) = (xTPl)c = xtc = X, 
vagyis xa-t leírja már a ( f / P l faktorcsoporton való viselkedése [5]. Hogy ne kelljen éj fak-
torcsoportjait így különválasztva vizsgálni, eltekintünk ettől a megkülönböztetéstől, és éj 
alcsoportjai közül számításba vesszük azokat is/melyeknek van éj normálosztóját képező 
(az egységelemtől különböző) része. 
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r e n d s z e r e k n e k a m e g h a t á r o z á s á v a l [ 3 , 5 ] , v a g y i s a z ö s s z e s i s m é t l é s n é l k ü l i 
Ц = S Ж f a k t o r i z á c i ó k m e g h a t á r o z á s á v a l , a h o l § а ф п е к a l c s o p o r t j a . A m e g -
o l d á s o k a t e g y Xt e l e m á l t a l k i f e s z í t e t t Xz = xt(3 t r a n z i t v i t á s i t a r t o m á n n y a l 
o p e r á t o r - i z o m o r f Ж-а a ( 2 ) k é p l e t ( a m e l l é k o s z t á l y o k t r a n z l á c i ó j a ) s z o l g á l t a t j a , 
a h o l « - * « а ф п е к Ж-га v a l ó t e t s z ő l e g e s l e k é p e z é s e ( o - h o m o r f i z m u s a ) . 

ÖSSZEFOGLALVA: A d o t t I F f é l c s o p o r t o n ( 1 ) l e g á l t a l á n o s a b b m e g o l -
d á s á n a k m e g k e r e s é s e e g y e n é r t é k ű a z ö n m a g á n o p e r á l ó IF o - h o m o m o r f k é p e i -
n e k m e g h a t á r o z á s á v a l , s e g y § c s o p o r t o n a z ö s s z e s o - i z o m o r f i z m u s t ó l e l t e -
k i n t v e k ü l ö n b ö z ő m e g o l d á s o k m e g k e r e s é s e e g y e n é r t é k ű Ц ö s s z e s n e m k o n j u -
g á l t a l c s o p o r t j a i n a k m e g h a t á r o z á s á v a l . A 2 . t é t e l b e n é p p e n a z t b i z o n y í t o t t u k , 
h o g y e g y ö n m a g á n o p e r á l ó Ц c s o p o r t o - h o m o m o r f k é p e o - i z o m o r f éj! v a l a -
m e l y S a l c s o p o r t j a s z e r i n t i Ж j o b b o l d a l i m a r a d é k r e n d s z e r é v e l , a n a l ó g m ó d o n 
a z z a l , h o g y e g y c s o p o r t h o m o m o r f k é p e i z o m o r f v a l a m e l y n o r m á l o s z t ó s z e -
r i n t i f a k t o r c s o p o r t t a l . 

2. §. Bizonyos részhalmazon invertálható xa 

1 . E g y c s o p o r t ö s s z e s a l c s o p o r t j a i n a k m e g h a t á r o z á s a á l t a l á b a n n e m e g y -
s z e r ű f e l a d a t , e z é r t a k ö v e t k e z ő k b e n m á s s z e m s z ö g b ő l v i z s g á l j u k ( 1 ) m e g o l -
d á s á n a k k é r d é s é t . 

ACZÉL JÁNOS [1] a z ( 1 ) m e g o l d á s á n á l m á s f e l f o g á s t k ö v e t : 0 -nak e g y 
e l ő r e m e g a d o t t Ж ( r e n d s z e r i n t n o r m á l o s z t ó , d e l e g a l á b b c s o p o r t ) r é s z é n f e l -
t é t e l e z i a z 

x = xTl*-+x' = l (}Ж) 

l e k é p e z é s l é t e z é s é t , é s í g y k e r e s i xa-1. E g y X = x T 0 t r a n z i t i v i t á s i t a r t o m á -
n y o n i l y e n Ж b i z t o n l é t e z i k : e g y i k l e g s z ű k e b b хгЖ = Х t u l a j d o n s á g ú Ж.. 
ACZÉL JÁNOS v i z s g á l a t a i b a n Ж m e g v á l a s z t á s a ö n k é n y e s , d e h a s z n o s , m e r t s o k 
e s e t b e n m i n d e n t o v á b b i d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i , f o l y t o n o s s á g i , s ő t c s o p o r t s t b . f e l -
t é t e l n é l k ü l n y e r h e t ő xa l e g á l t a l á n o s a b b a l a k j a . A z á l t a l á n o s a l g e b r a i m ó d s z e -
r e k e k k o r i s s i k e r e s e n a l k a l m a z h a t ó k : 

A z x < - > x ' l e k é p e z é s s e l á t t é r ü n k X - r ő l Ж - г а , s a z o n é r t e l m e z z ü k 
x' о a = (xa)', X « X) ^ x' « Ж), a ( 0 

- t , m e l y n y í l v á n s z i n t é n k i e l é g í t i a z 
( Г ) ( x ' o a ) ° ö = x ' o ( a ö ) , x ' 0 ( \ a , b ^ e 
o p e r á t o r k ö v e t e l m é n y t . M i n t h o g y x+-+x' i n v e r t á l h a t ó , e z é r t l é t e z i k е£Ж, m e l y r e 

Xi ß — Xx j x% — с 
t e l j e s ü l . í g y 

4» 
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E z u t á n b e v e z e t j ü k C - n a k Ж-ra v a l ó 
a —+ na = с о a 

l e k é p e z é s é t , m e l l y e l , 

I t t a z o n b a n a z а->-ла l e k é p e z é s t n e m i s m e r j ü k , c s u p á n a n n y i t t u d u n k r ó l a , 
h o g y 

(e о а) о b = e о (a b) 
f e n n á l l á s a m i a t t k i e l é g í t i a 
( 3 ) л[(ла)Ь] = л(аЬ), a,b(ô 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t . E r r e t e k i n t e t t e l S о я - t ú g y i s f e l í r h a t j u k , h o g y 5 h e l y e t t 
ла-1 í r u n k : 

(ла) о а —л (a a), 
s e z a z t f e j e z i k i , h o g y % a z & o p e r á t o r - h o m o m o r f k é p e . I s m é t e l j ü k a z o n b a n , 
h o g y i t t a z а-+ла l e k é p e z é s t n e m t e k i n t h e t j ü k a d o t t n a k , c s u p á n a z t t u d -
j u k r ó l a , h o g y k i e l é g í t i ( 3 ) - t . A z v i s z o n t n y i l v á n v a l ó , h o g y ( 3 ) f e n n á l l á s a e s e -
t é n a z а—*ла l e k é p e z é s o p e r á t o r - h o m o m o r f i z m u s , v a g y i s « v á l a s z t á s á t ó l f ü g -
g e t l e n ü l é r t e l m e z i (ла)оа-\., m e l y v a l ó b a n k i i s e l é g í t i a z ( Г ) o p e r á t o r 
k ö v e t e l m é n y t : 

, ( I о а) о b = л [ ; т ( $ я ) b] = л(£аЬ) = § о ( о Ь). 
M á r m o s t ( 3 ) m e g o l d á s a v é g e t t f e l t é t e l e z v e , h o g y % c s o p o r t , 

( л а ) К Ж h a 
e z é r t ( 3 ) - b a n b = Ç Ç % - 1 h e l y e t t e s í t v e , 

(ла)Ъ, = л(а I) 
a d ó d i k . H a = c s o p o r t , a k k o r f e l b o n t h a t ó a % s z e r i n t i 

q = a'%, b'%,... 
b a l o l d a l i m a r a d é k o s z t á l y o k r a . H a a ( a'%, a k k o r 

a = a'ä, a(%. 
t e h á t 

ла — л(а' а) = (ла')а = (ла')а'~1а. 
V e z e s s ü k b e e z u t á n л h e l y e t t а 

ла = (y a l)a 
ö s s z e f ü g g é s s e l а у f ü g g v é n y t , a k k o r a z e l ő z ő v e l ö s s z e h a s o n l í t v a l á t j u k , h o g y 

ya~l = (ла')а'1  

c s a k a ' - t ó l f ü g g . H e l y e t t e s í t s ü k e z t a л-t ( 3 ) - b a : 
{у [(лa)b]~1} (yal)ab = [/ (ab) l]ab, 

v a g y i s a 6 - v e l j o b b r ó l v a l ó e g y s z e r ű s í t é s u t á n , ú j v á l t o z ó k k a l 
у[а(лЬУ]уЬ = у(аЬ). 
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A z e l ő b b i m e g á l l a p í t á s s z e r i n t ya c s a k û - n a k a z a' r e p r e z e n t á n s á t ó l 
f ü g g . H a t ö r t é n e t e s e n % = § Я n o r m á l o s z t ó , a k k o r л b ' ^ S l m i a t t 

[а(л)-у}' = [а'Щлуг]' = а', 
t e h á t a z 

a-* ya = ya'=y(a§X)==n{a'r)a' ^SHa 
l e k é p e z é s k i e l é g í t i a 

yayb = y(ab) 
ö s s z e f ü g g é s t , a z a z i | - n e k e n d o m o r f i z m u s a . A z i l y e n ^ - v e l k é p e z e t t 

ла = (ха'1)а(£§И) 
v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 3 ) - a t , t e h á t ( Г ) m e g o l d á s a 

§ О a = л(Щ = \z(ïa)-l]la = {yal)ia, 

s k i m o n d h a t ó a k ö v e t k e z ő : 
3 . T É T E L : AZ X, Ô halmazon értelmezett (1) függvényegyenletnek az 

adott 6 struktura % részén az 
x = x t ^ x ' = l ( E 9 C ) 

invertálhatósági feltételt kielégítő legáltalánosabb megoldása 
(xa)' = £, о а = л(£а)[=(ла) о а = я г ( « о ) ] , x f X , aÇô, 

ahol а-ула(^Ж) а 
(3) л[(ла)Ь] = л(аЬ), = |; а, Ь$6; KU 
összefüggést kielégítő (egyébként tetszőleges) leképzés (o-homomorfizmus). Ha 
6> = i| csoport, melynek % = 3l normálosztója, akkor 

( 4 ) (xa)' = ïoa = (xa-i)ïa, 

ahol 

( 5 ) а^уа = у(аЖ) E a á H 
а Ц-пек (tetszőleges) endomorfizmusa: 
(6) yayb = yfatí), absq. 

MEGJEGYZÉS. Á l t a l á b a n % n e m v á l a s z t h a t ó t e l j e s e n ö n k é n y e s e n : h a 
0 = q c s o p o r t , a k k o r a 2 . t é t e l s z e r i n t % c s a k < | v a l a m e l y & a l c s o p o r t j a s z e -
r i n t i j o b b o l d a l i m a r a d é k r e n d s z e r e l e h e t ; a k k o r v i s z o n t a z 

а = а'а-*ла = а, a'E$ 
l e k é p e z é s v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 3 ) - t , h i s z e n 

db = éáb = a'áb = ab. 

2 . А у e n d o m o r f i z m u s o k m e g h a t á r o z á s a i s s t r u k t ú r a p r o b l é m a , v a g y i s 
q b i z o n y o s s p e c i á l i s a l c s o p o r t j a i n a k m e g k e r e s é s é v e l e g y e n é r t é k ű . E z z e l k a p -
c s o l a t b a n é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő : 
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4 . T É T E L : Ahhoz, hogy egy 

a^-ya = y{a8l) £a§fl 

alakú leképezés а фпек endomorfizmusa legyen, szükséges és elegendő, hogy 
az 81 normálosztó szerinti a 81 (a £ éj) maradékosztályoknak ezen osztályok 
alcsoportot alkotó § reprezentáns rendszerére való leképezése legyen. 

A s z ü k s é g e s s é g n y i l v á n v a l ó a n n a k a l a p j á n , h o g y a y a ( a£éj) e l e m e k § 
h a l m a z a a éj-nek a l c s o p o r t j a , m e r t h i s z k é t i l y e n e l e m s z o r z a t a i s u g y a n i l y e n , 
t o v á b b á 

xe = eÇ§, (уау^уаф®-, 
m á s r é s z t p e d i g § v a l ó b a n a z 81 n o r m á l o s z t ó r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r e , m e r t 
m i n d e n a 81 o s z t á l y n a k m e g f e l e l e g y é s c s a k e g y 

X(a8l)£a8l. 

k i e l é g s é g e s s é g i s n y i l v á n v a l ó , h i s z e n b á r m e l y 

a-> ya = y{a8l) 

l e k é p e z é s , m e l y n e k § k é p t a r t o m á n y a a éj-nek o l y a n r é s z c s o p o r t j a , h o g y a z a z 
81 n o r m á l o s z t ó s z e r i n t i m a r a d é k o s z t á l y o k r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r e , t e l j e s ü l ( 6 ) , 
m e r t a r e p r e z e n t á n s o k s z o r z a t a , m e l y § c s o p o r t v o l t á b ó l k i f o l y ó l a g m a g a i s 
r e p r e z e n t á n s , m e g e g y e z i k a s z o r z a t r e p r e z e n t á n s á v a l . 

M i n t h o g y e g y S" r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r r e j e l l e m z ő , h o g y & Ц = § 8 1 
s z o r z a t e l ő á l l í t á s i s m é t l é s n é l k ü l i , a 4 . t é t e l a 3 . t é t e l l e l ö s s z e v e t v e m á s s z a -
v a k k a l a z t m o n d j a , h o g y a z ( 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k a éj! c s o p o r t 8 1 n o r n á l -
o s z t ó j á n i n v e r t á l h a t ó m e g o l d á s a i n a k m e g h a t á r o z á s a e g y e n é r t é k ű a z o l y a n 
i s m é t l é s n é l k ü l i 

e l ő á l l í t á s o k m e g k e r e s é s é v e l , m e l y e k n é l f a éj-nak a l c s o p o r t j a . 

3. §. Két alcsoport szorzatára bontható éj szerkezeti vizsgálata 

1 . A z e d d i g i e k b e n ( 1 ) m e g o l d á s á t e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g -
o l d á s á r a v e z e t t ü k v i s s z a . M o s t e g y á l t a l á n o s e l j á r á s t m u t a t u n k a z 
( 5 ) a - + y a = ( a 8 í ) Ç a 8 l 
a l a k ú e n d o m o r f i z m u s o k m e g k e r e s é s é r e , v a g y i s 
( 6 ) y a y h = y ( a h ) 
m e g o l d á s á r a a z ( 5 ) t e l j e s ü l é s e e s e t é n , m i d ő n u g y a n a k k o r a éj c s o p o r t 

< i= = ( i l ^ l l = ( i l l ( j l= = < f l u ( f i i 
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r é s z c s o p o r t o k r a v a l ó n e m f e l t é t l e n i s m é t l é s n é l k ü l i f e l b o n t á s á t i s m e r j ü k . E k k o r 

W \oan^xa =о(а]]Щ £ап31\)\31( = §ф31 
é r t e l m e z e t t e n d o m o r f i z m u s o k . É s z r e v e s s z ü k a z t i s , h o g y g és о é r t e l m e -

z é s e , é s у e n d o m o r f i z m u s v o l t a m i a t t n e m f ü g g e t l e n e k , h i s z e n 
a =a n = « a , av 

e s e t é n 
XA = XA\XA\\ = XA,\XA\> 

v a g y i s é r v é n y e s , h o g y 
(8 ) у a = ga\OCt\ = oa, оа\, a = a^a{\ = a\a\. 

K i m o n d h a t j u k a k ö v e t k e z ő t : 
5 . TÉTEL. Ahhoz, hogy y a részcsoportok szorzatára bontható 

csoportnak (5) alakú endomorfizmusa legyen, szükséges és elegendő a (8) 
egyenletek fennállása, ahol д, о a (7) alatti alakú endomorfizmusok. 

A b i z o n y í t á s e l ő t t m é g m e g a d j u k a z 5 . t é t e l f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s i 
m e g f o g a l m a z á s á t i s : 

KÖVETKEZMÉNY. A ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t ( 5 ) k i e g é s z í t ő f e l t é t e l t k i e l é g í t ő 
m e g o l d á s á n a k m e g k e r e s é s é r e e g y e n é r t é k ű a (7), (8) ö s s z e f ü g g é s e k e t k i e l é g í t ő 
g, о e n d o m o r f i z m u s o k m e g h a t á r o z á s á v a l , h a a 6j! m e g f e l e l ő m ó d o n f a k -
t o r i z á l h a t ó . 

M i n t h o g y a s z ü k s é g e s s é g b i z o n y í t á s a m á r m e g t ö r t é n t , a k ö v e t k e z m é n y 
d e d i g n e m k í v á n k ü l ö n b i z o n y í t á s t , r ö g t ö n r á t é r ü n k a z e l é g s é g e s s é g b i z o n y í -
t á s á r a . T e k i n t s ü k e l ő s z ö r ( 5 ) - ö t : 

у a = y(a\ ay) = pa, oû|| = g (о, <D!|) a(nit Щ =  
= у (а, аЧ|0||<§Лц) = y(a3l) £ a, Ul, а,3(\ =a Si, 

u g y a n i s с>7|| = (2ц л SI a ( f n - n e k n o r m á l o s z t ó j a t e h á t 
a\§îl\a аЧц = а\§Л\оЯ\':а:\ = О]3ia = в\а\\31 = а31, 

h i s z e n 

m e r t e g y r é s z t • 
31^^3131=31, 

m á s r é s z t 
3l] 5)1, Э á ^ e и e3l, = n SU) и (éj, n 31) = u§)v8fl = qn8fl=8K. 

I g a z o l j u k e z u t á n у h o m o m o r f i z m u s v o l t á t i s . L e g y e n 
ű = ö|ú[|, b — t\\b\, ab = c\c\\, 
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a k k o r 
( 9 ) ЩЬ\Ь\ = a\\ab) = a\1 c\c\\, 
t e h á t ( 8 ) f e l h a s z n á l á s á v a l a 

yayb = çaloai\obAQb\ = оа\о(а\Ь\)оЬ1 = oa\y(a\b\b) = 
= Qa\yÁa\lc\á)^Qa\Q(alci)oc<l = ga\oalec\oq = x(pc) = y(ab) 

e g y e n l ő s é g s o r o z a t o t n y e r j ü k , m e l y n e k e l e j é t é s v é g é t ö s s z e h a s o n l í t v a k a p j u k 
a b i z o n y í t a n i k í v á n t á l l í t á s t . 

A z i t t t á r g y a l t v i s s z a v e z e t é s h a s z n á t k ü l ö n ö s e n a k k o r t a p a s z t a l j u k , 
m i d ő n a Q, A k ö z ü l a z e g y i k p l . Q k ö n n y e n m e g h a t á r o z h a t ó , s a k k o r o - t a 
( 8 ) a l a p j á n t u d j u k k e r e s n i . 4 

2 . E l ő f o r d u l , h o g y a 3 . t é t e l b e n h a s z n á l t i n v e r t á l h a t ó s á g i f e l t é t e l n e m 
t e l j e s ü l , d e p f a k t o r i z á l h a t ó o l y m ó d o n , h o g y a z e g y e s t é n y e z ő r é s z c s o p o r -
t o k o n m á r a l k a l m a z h a t ó a 3 . t é t e l . H a a t é n y e z ő ( p r é s z c s o p o r t o k n a k v a n 
o l y a n "3и r é s z e , h o g y a z o k o n xa i n v e r t á l h a t ó e g y x\, i l l e t v e x h e l y e n , a k k o r 
fe l i r h a t ó 

XÖ; = cf i:Ti [ ( < j p : 1 x ) A J , x^X, a. / — ||, 
a h o l 

(10) = = at, b ^ y , 

M i n t h o g y b á r m e l y û £ p e s e t é n f e n n á l l a z 

ű = Ú|Ű|| = « | | ű | 
f e l b o n t á s , e z é r t a k ö v e t k e z ő k é p p e n í r h a t ó 

a z a z b e v e z e t v e a 
( 1 1 ) y p [ ( 9 | £ | ) ö ] = § oa, ( ю З С ц = = 3 £ ) 
j e l ö l é s e k e t , 

( 1 2 ) | | о а = о ) щ [ < о 1 щ ^ а \ ) а { ] = л \ { т щ [ { ш ' 1 ' Е . \ ) а \ \ а ) 
a z X - s z e l o - i z o m o r f "3£| h a l m a z o n é r t e l m e z e t t o p e r á c i ó . í g y t e h á t n y i l v á n v a l ó 
a k ö v e t k e z ő : 

6 . T É T E L . Legyen a P , P , részcsoportok szorzatára bontható P csoport 
3 £ | , részén legalább egy-egy x, kelyen 

\ I X X - , i = \,t 

4 A 4. tételre való tekintettel az 5. tétel azt állítja, hogy а р = р | р | = р ц р | cso-
portnak az adott §f[ normálosztóval képezett ismétlés nélküli р = сГ5'( faktorizációjának. 
megkeresése, melynél a p-nek alcsoportja, egyenértékű a hasonló tulajdonságú 

faktorizációk meghatározásával, melyeknél fennáll |T = QT| Őf = el" ot) • 
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invertálható; akkor az ю-га felírt ( 12_) egyenlet fennállása szükséges és ele-
gendő ahhoz, hogy a vele és a ( 10)-et kielégítő rr-vel meghatározott (12x) 
alatti о a operátormüvelet legyen, azaz (Г) teljesüljön. 

M i e l ő t t a b i z o n y í t á s r a r á t é r n é k , m e g a d j u k a t é t e l f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g -
o l d á s i m e g f o g a l m a z á s á t : 

KÖVETKEZMÉNY. AZ ( 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k a k é t v á l t o z ó s x a - r a v o n a t -
k o z ó , a z i n v e r t á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k e t k i e l é g í t ő m e g o l d á s á n a k m e g h a t á r o z á s a 
e g y e n é r t é k ű a ( 1 0 ) , ( 1 2 ) e g y v á l t o z ó s e g y e n l e t n e k а щ,со-ra v o n a t k o z ó m e g -
o l d á s á v a l . A m e g o l d á s t a ( 1 1 ) , ( 1 2 ) k é p l e t s z o l g á l t a t j a , 

A 6 . t é t e l b e l i f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s s é g é n e k b i z o n y í t á s a m á r a z e l ő z ő k b e n 
m e g t ö r t é n t . A z e l é g s é g e s s é g b i z o n y í t á s á h o z ( 1 ) f e n n á l l á s á t k e l l i g a z o l n i , 
v a g y i s a z t k e l l k i m u t a t n i , h o g y é r v é n y e s 

( Г ) ( I | o ű ) o ó = Í | o ( ű 6 ) , 

e b b ő l m á r a ( l l j ) s z e r i n t f e n n á l l ó o p e r á t o r - i z o m o r f i z m u s m i a t t k ö v e t k e z i k ( 1 ) 
i s . T e k i n t s ö k t e h á t a z 

a = ű | ö | | b = b\\b\ ab = c\c,\ 

f e l b o n t á s o k a t , m e l l y e l ( l ' ) - t a k ö v e t k e z ő , v e l e e g y e n é r t é k ű a l a k b a n í r h a t j u k f e l : 

fél ° (û |û | | ) ] ° Ф А ) = g| ° (C|C||), 
п^ютфо-1^ о а)Ь\Щ) = ющ^ю^щ^с)^. 

M i n t h o g y a z o n b a n 

° а) =щ[аг1л;:(£\а\)а\], 
é s ( 1 2 о ) s z e r i n t 

щ{ющ\ю-1л\(£\а\)а\]Ь\$ = щ[(о1щ(£\а\)а\\Ь\], 
e z é r t а ( 1 0 ) , ( 9 ) ö s s z e f ü g g é s f e l h a s z n á l á s á v a l a z i g a z o l a n d ó e g y e n l ő s é g b a l -
o l d a l a á t a l a k í t h a t ó : 

щ{(ощ\т 1 rv\Q,\a\)аф\<\Ь\) = (ощ{ю xщ[ж\[(ь|«|)«|1 С|]ец} =  
= w щ {со-1 щ [5| (ai1 с,)] с,(} = со щ [ю 1 ж\ (g, с,) Сц]. 

А 6 . t é t e l t t e h á t b e b i z o n y í t o t t u k . 
MEGJEGYZÉS. Н а % = n o r m á l o s z t ó , a k k o r b e l e h e t v e z e t n i a 

,Jliai — y.iplf a i 
ö s s z e f ü g g é s s e l é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k e t , s e z e k ( 6 ) m i a t t n y i l v á n e n d o -
m o r f i z m u s o k l e s z n e k : 
( б ' ) хлхА^хЛаА), 
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é s ( 4 ) h e l y e t t a k ö v e t k e z ő m ó d o n a d j á k xa-1: 

§1 о а = ю{(%\У)со Ф ^ О ^ ^ М ^ ^ ф Г ' М С х « 
а = űjOj| = OT|;ß| . 

(Beérkezett : 1958. IV. 24.) 

Nehézipari Műszaki Egyetem, Miskolc 
Matematikai Tanszék 
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