DELAUNAY NEHANY TETELENEK BIZONYITASA
frta: ZSOLDOS LEHEL ;

DELAUNAY (1933) igen egyszerii és szemléletes redukciOs eljardst vezetett
be, amelynek segitségével egy pontrdcs barmely primitiv elemi celldjanak
ismeretében konnyiiszerrel meghatdrozhatjuk a pontracsra jellemz6 Bravais-
cella adatait. A redukcid elméletében azonban néhany allitisdt nem bizonyi-
totta. A jelen kozlemény célja ezek bizonyitidsa. DELAUNAY modszere néhany
év oOta a finomszerkezet vizsgdlatban egyre nagyobb gyakorlati jelentdségre
tesz szert [lasd ITO (1949)], ezért aktudlis a felmeriilt problémdk tisztdzasa.

DELAUNAY cikkének 5,1 §-dban a kovetkezOképen vezette be a redukalt
vektronégyes (reduzierte Vierseit) fogalmat. Tekintsiik a legdltaldnosabb — az
6 jelolései szerint I. tipusi — pontrdcs egy O pontjanak Voronoi-tartoma-
nyat.' (1. dbra) Ezt osszesen 14 sikidom hatérolja, melyek koziil 8 hatszog

1. dbra 2. dbra

és 6 négyszog. Valasszunk ki négy egyméssal nem érintkez6 hatszog hatarold
lapot. Ez a centroszimmetrikus paroktol eltekintve egyértelmiien megtehetd.
E négy sikfeliilet mentén négy szomszédos racspont Voronoi-tartomanya érint-
kezik O Voronoi-tartomdnydaval. Jeloljiik ezeket a rdcspontokat A, B, C, D-vel

1 A Voronoi-tartomanyok definicioja és tulajdonsagai részletesen megtaldlhatok
Deravnay idézett cikkében. A Voronoi-tartomanyok alakja szerint Decaunay a pontracsokat
0t csoportra osztotta. :
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s az ide mutatd vektorokat a, b, ¢, d-vel. A négy vektort egyiittesen redukalt
vektornégyesnek nevezziik.

. Bebizonyitjuk, hogy e négy vektor kiziil bdrmely hdrom primitiv elemi
celldt feszit ki és valoban feljesiil az a-+b-}c-+d==0 kivefelés. Els® 1épés-
ként megmutatjuk, hogy az igy kivalasztott celldk feliilete nem tartalmazhat
racspontot. Vizsgaljuk meg pl. az OAD sikot (2. 4bra). Feltételeink szerint
az a és d lapok nem érintkeznek,® van tehat kozottiikk egy lap, amit jeloljlink
f-fel. A Voronoi-tartomanyok tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy az a, f, d lapok
és centroszimmetrikus pdrjaik zart feliiletzonat alkotnak, és ezért f normdl-
vektora, amely az F rdcspontba mutat, az OAD sikban fekszik. De ez az
F pont nem fekiidhet az OAD,-ben, vagy az AD egyenesen. Ebben az eset-

ben ui. A, D, ill. F-vel jel6lve az OA4, OD ill. OF vektoroknak ¢és O
Voronoi tartomanyanak doféspontjat (melyek egyben az OA, OD, OF egye-

nesek felezOpontjai is) — ha ezt a sikot egy az F' ponton athalado OF-re
mer6leges egyenessel kettévagjuk, egyik félsik sem tartalmazhatja egyidejiileg
az O, A’, D’ pontokat és ezeknek valamely véges kornyezetét. Ebbol kovetke-
zik, hogy az A" és D' pontok nem lehetnek egyidejiileg kozelebb O-hoz mint
F-hez. Viszont feltételeink értelmében az a és d lapok léteznek, s igy a
Voronoi-tartomany definicidja folytin A" és D' — az A és D pontokat ki-
véve — kozelebb van O-hoz, mint barmely mds racsponthoz, tehdt mint pl.
F-hez. Ellentmondasra jutottunk, ezért F valdban csak az AD egyenesen
kiviil fekiidhet. A rdcskritérium miatt azonban itt is csak ugy helyezkedhet
el, hogy OAFD parallelogrammat alkosson (ellenkez$ esetben az O AD,-ben
is kell lennie racspontnak). Az a és d vektorok Altal kifeszitett parailelog-
ramma tehat primitiv. Ugyanez érvényes a tobbi vektorpdrra is.
Megmutatjuk most, hogy az elemi celldk belseje sem tartalhazhat rdcs-
pontot. Rajzoljuk fel pl. az a, b, d elemi cellat (3. dbra), s vagjuk ezt el az
F, G, H pontokon atmend sikkal. A cellinak az a nagyobbik fele, melyhez O
is tartozik, nem tartalmazhat belsejében racspontot. Ha ui. lenne egy ilyen /
pont, akkor az / ponton &4thalado Ol-re merdleges sik Gjabb részt vagna le a
cella emlitett felébodl, s ezért ez nem tartalmazhatnd egyidejileg az O, A4, B, D,
G, F, H csticspontokat. Ha A, B/, ... stb.-vel jeloljik az OA, OB, stb. .. tavol-
sagok felezOpontjait, akkor ez azt jelenti, hogy az OI egyenes felezbpontjaban
emelt Ol-re merbleges sik a teret két olyan részre osztja, melyek koziil egyik
sem tartalmazhatja egyidejiileg az O, A", B, O’, F', G', H' pontokat, s ezért a
fenti pontok nem lehetnek valamennyien kozelebb O-hoz, mint /-hez. Ugyan-
olyan ellentmondasra jutottunk mint az elébb, hiszen feltételeztiik, hogy az

2 Itt a, b, ...-al jeldltiik a Voronoi-tartomanynak azokat a hatarlapjait, amelyeknek
normalvektorai a, b, ....
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a,b,d, f,g, h lapok léteznek, s ezért A, B, D', F,G,H egyuttesen az O
ponthoz vannak legkozelebb.
Ezzel megmutattuk, hogy az OA, OB OD vektorok altal kifeszitett elemi
cella primitiv. Ugyanez bebizonyithatd a mdsik harom vektorharmasrol is.
A fentiekb6l most mar nyilvanvalé, hogy az a,b,d lapok kozt fekvd
e lap normalvektora a fenti elemi cella testatléja s az E pontba mutat, s
e&ﬂp]+0§+05=05\%mmOE=~Oés@yOZ+O§+O€+

+0D=0.

3. dbra

II. DELAUNAY redukalt paramétereknek nevezte el a redukalt vektornégyes
vektorainak paronkénti skaldris szorzatait (ab, be, bd, ad, ac, cd) és bebizonyi-
totta, hogy a redukalt paraméterek kozott pozitiv szam nem fordulhat el6. Meg-
mutatjuk most, hogy az elobb definidlt redukdlt vektornégyest kivéve, nem
taldlhato még egy olyan primitiv vektornégyes, melynek pdronkénti skaldris

zorzatai kozott pozitiv szdm nem szerepel. Tehat a nem pozitiv paraméterek
alapjan a redukalt vektornégyes egyértelmiien felismerhetd. Allitésunkat tobb
lépésben bizonyitjuk be.

1. A vektornégyes kivalasztisandl csak olyan vektorok jonnek szdba,
amelyek szomszédos racspontokba mutatnak. (Szomszédosnak neveziink két
rdcspontot, ha Voronoi-tartoméanyaiknak van kozos pontjuk. I. tipusti pontracs
esetén egy kozos hatdrold lapjuk van).

Vizsgaljuk meg el6szor a kétdimenziés pontracsot. Legyen pl. d olyan
vektor, amely egy nem szomszédos rdcspontba mutat. Jeloljik D--szal
a —d vektor végpontjdban 1év0 rdcspontot (4. abra). Valasszuk ki azt az A
racspontot, amely az OD- egyenesre, mint atmérdre emelt koron beliil van s
amelyre az a és —d vektorok hajlasszoge a legkisebb. Egy ilyen pont bizo-
nyara van, mert ellenkez6 esetben az OD_ tdvolsag D’ felez6pontja kozelebb
volna O-hoz és D_-hoz, mint barmely racsponthoz; ez pedig csak akkor
lehet, ha O és D_ szomszédosak.
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Az OAD._, egy primitiv elemi cella egyik felét képezi, azonban a cella €él-
vektorainak skaldr szorzata; ab > 0. A primitiv cella teriilete: a XX b—a x (—d).
‘Tudjuk, hogy a primitiv cella teriilete fiiggetlen az élek valasztasatol, ezért
adott d esetén, csak olyan vektor képezheti egy primitiv cella €lét, amelynek
végpontja az elébbi A ponton atmen6 és —d-vel parhuzamos egyenesen fek-
szik (ebben az esetben lesz a vektor-szorzat dllandd). Mivel ezen az egyene-
sen az identitas tavolsig OD. = Q,Q,, tobb racspont a Q, és Q, pontok
kozé nem eshet, s igy sohasem érhet6 el, hogy a harom vektor (a,b,d)
egymassal tompa szoget zarjon be (skalaris szorzatuk negativ legyen).

5. dbra 6. a’b_ra

Térjiink most 4t a haromdimenzi6s pontracsra. Tegyiik fel ismét, hogy egy
primitiv vektornégyes d vektora nem szomszédos racspontba mutat, de egyéb-
ként a vektorok skaldris szorzatai nem pozitivek. Tekintsiik az OAD_E pon-
- tok sikjat (5. dbra). Mivel

cd=0,-bd =0,
ezért
ed=cd-+bd =0,
tovabba
ae=0.

gy az e és a vektorokkal képezett parallelogramma az OAD. sikbeli pont-
rdcsnak egy olyan primitiv elemi celldja, amelyre

at+et+d=0,
ae=0, ad=0, ed=0.

A fentiek értelmében ez azonban csak tigy lehetséges, ha D_ a sikrdcsban
O-val szomszédos, vagyis az OD._ egyenes egyetlen pontja sem tartozhat E
vagy A Voronoi-tartomanyahoz. Ugyanez mondhaté el a B, C, G, F pontokrol
is, amib6l kovetkezik, hogy a D_ (és ezzel egyiitt a D pont is) a térracsban
is szomszédos O-val. :
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Ezek utan megallapithatjuk, hogy I. tipusi racs esetén a vektornégyes
kivalasztasandl valéban csak a szomszédos pontokba mutaté vektorok, tehat
a hatarlapok normalisai johetnek szdba.

2. Nem szerepelhetnek a vektornégyesben olyan vektorok, melyek egy-
masnak (—1)-szeresei. Ekkor ui. az a--b--c--d=0 feltétel miatt a négy
vektor konplanaris. A

3. Nem szerepelhetnek a Voronoi-tartomany egymdssal érintkezd lap-
jainak normalisai, mivel két szomszédos lapnormaélis. mindig hegyesszoget
zar be egymassal.

Ha e harom feltéteit szem el6tt tartjuk a legaltalanosabb Voronpi-tarto-
many alapjan csak kétféleképpen tudunk négy vektort kivélasztani:

a) a négy vektor négy egymassal nem érintkezd hatszoglap normadlisa
(redukalt vektornégyes).

b) a négy vektor koziil legalabb egy valamelyik négyszoglap normalisa (1).
Az ezt kornyezd négy hatszoglap és az atellenes négyszoglap tiltott (6. dbra).
A tiltott lapokat vastag vonalakkal hataroltuk. Marad négy hatszog és négy
négyszoglap. Az egyik vektornak most is feltétleniil valamelyik hatszoglapon
kell athaladnia (2.), hiszen csak két par négyszoglap van. Ezzel négy lap ismét
tiltotta valik, s a fennmaradt két vektort egyértelmilen a négyszbglapok nor-
malisai koziil kell kivalasztani (3. és 4.). Ekkor azonban ha pl. a hatszog-
lapokon athaladé vektorok koziil ¢ szerepel a vektornégyesben, a masik harom
vektor sziikségképpen f, g, h. De

f+g+h=(atd)+(b+d)+(at+b)=2(a+b-+d)y=—2c.
Igy
f+g+htc——c+0,
s ezenkiviil a vektornégyes nem is primitiv. Tehat csak egyféleképpen tudunk
primitiv és nem pozitiv paraméterekkel rendelkezd vektornégyest kivalasztani,
s ez éppen a redukalt vektornégyes.

HI. Végiil megmutatjuk, hogy a DELAUNAY dltal javasolt redukcids eljd-
rds sordn a primitiv vektornégyes ismét primitivbe megy dt. A redukcids eljaras
abbal 4ll, hogy az ‘

a,b,c,d
vektorok helyett rendre a
¢, —b,at+b,d+Db

~ vektorokat tekintjiik. Az 1. abranak megfelel6 irényitésban az elemi celldk

térfogata
V=abd—=adc=acb-=bcd.

6 Il Osztaly Kozleményei IX/2
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A redukcié utdn pedig

V' ==¢[(—b)X(d+Db)]=—cbd=1V,
V=c[(d+b)x(@a+b)]=c[dxa+t+dxb+bxa]=
= —adc+bcd-+acb=acb=1V sth.

Az elemi cellak térfogata a redukcié sordn valtozatlan, tehat az uj vektorné-
gyes primitiv.

Az eddigi megfontoldsaink I. tipusti pontrdcsra vonatkoztak. Eredménye-
ink azonban minden pontracsra egyarant érvényesek. Ugyanis mint DELAUNAY
megmutatta, barmely pontracs eléallithatd 1. tipusii pontrdcsbol annak egy
folytonos, egyirdnyu, homogén deformdacidjaval, mikozben a Voronoi-tartoma-
nyok egyes hatdrlapjai egyenesekké vagy pontokka zsugorodnak 6ssze. Tovabba
a nem L. tipusti pontracsban redukaltnak azt a vektornégyest nevezziik, amely-
hez a megfeleld 1. tipust racs redukélt vektornégyese tart, ha a sziikséges
deformdciot végrehajtjuk. Folytonos deformécio sordn primitiv cella primitivbe
megy at, s igy L tételiink altaldnos érvényessége nyilvanvalo. A L. tétel érvé-
nyességét pedig az biztositja, hogy a szomszédos pontok a deformacié utan
is szomszédosak maradnak.

Befejezésiil koszonetet mondok SANDOR ENDRENEK, aki felhivta figyel-
memet a fenti problémakra.
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