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RADIOTECHNIKA ES SZAMELMELET*
irta: BALTH. VAN DER POL

Elbadasom targya két oly tudomdanydg kapcsolata, melyek az elsd pil-
lanatra taldn egymastdl teljesen idegennek tiinnek. Nincs is tudomasom arrdl,
hogy az irodalomban e két teriilet kapcsolataval foglalkoznanak. Gondolok
egyrészt a sz6 legtigabb értelmében vett rddidtechnikdra, arra a témakorre,
melyr6l mindnydjan igen sokat hallottunk, s mellyel személyesen is megis-
merkedtiink — ha masként nem, hat otthoni radiokésziilékiink hasznalata
révén; masrészt a szdmelméletre, mint az n. tiszta matematika egy részére,
mely taldn éppen a ,legtisztabb“ matematikai diszciplinanak tekinthets. GAuss-
nak — a nagy német matematikusnak — tulajdonitjdk ezt a megallapitast:
»Ha a matematika a tudomdnyok kiralyndje, akkor a szamelmélet a mate-
matika kiralyn6je“. — A szamelmélet nagyrészt a természetes szamokkal:
1,2,3,... foglalkozik. E természetes szamok mindenféle tulajdonsagokban
meglepben gazdagok és némelyik rdjuk vonatkozo tétel az emberi értelem
altal eddig elért legmagasabb régiékba tartozik. Ez inditotta KRONECKERt, egy
masik matematikust, a kovetkezd kijelentésre: ,Az egész szamokat Isten
teremtette, minden egyéb emberek miive.“

A természetes szamokat bizonyos fokig mindnyajan ismerjiik ; példaul,
mikor reggel koronaban és Orében fizetiink a tejesnek, természetes szamokkal
van dolgunk. De a természetes szdmok sorozata tillépi a szazat, tul a mil-
liot, s6t a legnagyobb szdmokat is, melyekkel a csillagdszatban taldlkozunk.
Igy az az anyag, ami a szamelmélettel foglalkozék rendelkezésére all, vég-
telenbe nytilik. A természetes szamok mindegyike vagy torzsszam (primszam),
vagy Osszetett szam. (A primszdmok az egységen és énmagukon kiviil semmi
mas egész szammal nem oszthatdk.) Az elsé primszdmok: 2,3,5,7,..., de
torzsszam példaul '

107, 141, 183, 460, 469, 231, 731, 687, 303, 715, 884, 105, 727
is, amely (a tizes szdmrendben felirva) 39 jegyii szam.

* Ez az eldadds a Dan Miszaki Akadémian hangzott el 1953. jan. 20-an abbdl az
alkalombdl, hogy a szerzét — az UNESCO Nemzetkozi Radiézasi Tanacsadd Bizottsaga-
nak (C.C. 1 R; székhelye: Genf, Svajc) igazgatdjat — a Valdemar Poulsen-dijjal tiintették ki.
Az elbadas szovege a Journal of the Franklin Institute 255. kotetének 6. szamaban (1953.
jun.., 475—495. 0.) jelent meg, “Radio Technology and the Theory of Numbers” cimmel.
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Egy ilyen nagy szdmnal annak megéllapitdsa, hogy nem 0Osszetett, azaz
hogy az 1l-et kivéve egyetlen nala kisebb természetes szdmmal sem oszthato,
— nyilvan nem konnyii feladat. Es mégis nemrégiben egy amerikai mate-
matikus, Dr. D. H. LEHMER, mikor felkerestem Los Angeles-i matematikai
slaboratoriumat“, azt ujsagolta, hogy 6 még nagyobb torzsszdmot fedezett fel;
bizonydra ez a legnagyobb szdm, melyr6l bizonyosan tudjuk, hogy tényleg
prim. Ez a szam

PRI

mely a decimdlis rendszerben felirva 386 jegyii; Dr. LEHMER modern elektro-
nikus szdmologépének 14 percre volt sziiksége e szam meghatdrozdsahoz,
mig egy emberi lény csak mintegy 125 év alatt végezte volna el ugyanezt.

Milyen kapcsolat all fenn marmost -a rddiotechnika és a szamelmélet
kozott ?

Mielétt erre a kérdésre valaszolnék, szeretnék — még altalanosabb érte-
lemben — foglalkozni egyrészt a matematika, masrészt a fizika és a technika
kozott fennalldé kapcsolattal. A tudomany torténete azt mutatja, hogy a mate-
matika jorészt a ,tiszta matézis“ miivel6i révén fejlédott, akik e tudomany
szépségének varazslatos hatdsa alatt alltak; akiket elbiivolt a targykor titok-
zatos altalanossaga és akik életiiket azzal toltotték, hogy uj tényeket és dssze-
fiiggéseket fedeztek fel ezen az igen kiterjedt és csodalatos fteriileten.
Hogy eredményeik alkalmazhatOk-e az asztronomiaban, a fizikdban, a kémia-
ban vagy — mondjuk — a technikdban, az eclsédleges szempontként rend-
szerint nem érdekelte Oket. Fo célkitlizésiik arra iranyult, hogy {ételeiket mind
elvontabb és elventabb esetekre terjesszék ki, és munkassaguknak vezérelve
az altalanossag volt. Ebben az értelemben veend® Sir BERTRAND RUSSELL
angol matematikus €és filozofus hires mondésa, hogy ,egy matematikus soha-
sem olyan boldog, mint mikor nem ismeri azt, amird! beszél“.

Néhany matematikus oly messzire ment e téren, hogy egyenesen biiszke
volt arra, ha eredményei a gyakorlatban nem voltak alkalmazhatok. Mondjak,
hogy egyik nagy matematikus a kovetkezd megjegyzést tette: ,A Bessel-
figgvények szép fiiggvények annak ellenére, hogy sok alkalmazdsuk van.“

A fizika és a technika a tiszta matematikdtol kétségkiviil bizonyos mér-
tekig fliggetleniil fejlodott. Természetes tehat, hogy a fizikusok és a miiszakiak
egyszerre csak meglepddve fedezték fel, hogy pontosan azokat a matematikai
segédeszkozoket €s modszereket, amelyekre nekik sziikségiik van problémaik
megolddsara, mar hidnytalanul kifejlesztették a tiszta matematika miiveldi,-

1 Ernds PAL szives informacioja szerint 1953 ota ugyanazzal a géppel sikeriilt még
nagyobb tdrzsszamot talalni: (222t—1)-et, — Természetesen ezek csak ',el66rsok“: nem
ismerjiik az dsszes kisebb primszamokat. (A forditdo megjegyzése.) -
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akiknek annak idején a legcsekélyebb szandékuk vagy éppen érdeklédésiik
sem fliz0dott eredmeényeik esetleges gyakorlati alkalmazasahoz.

El6addsom f6 célja annak megmutatdsa, hogy nézetem szerint a fizika
és a radidtechnika oly fejlédési fokozatot ért el, melyben szorosan a szam-
elmélethez tartozd6 modszerek és eredmények alkalmazhaték — és nagy siker-
. rel kezdik is azokat alkalmazni — tipikusan fizikai, ill. rddiétechnikai prob-
lémak megoldésara.

Tudom, hogy némelyik matematikus nem ért egyet ezzel a nézettel. Nem
tudom, merjem-e idézni ebben a vonatkozdsban G. H. HARDYt, a nagy angol
matematikust, mégpedig két okbol: el6szor, mivel nagy addssidgom van vele
szemben mindazért, amit szép matematikai kutatomunkdja soran, kiilonosen
pedig a szamelméletben adott nekiink és masodszor, mert t6bbé mar nem
tud vitdba széllni velem.” Ha tehat megkockaztatom, hogy mégis idézem ot,
ezt minden koteles tisztelet kifejezése mellett teszem. — A kiilonben elbiivold
¢s némelykor egyenesen patetikus (1) esszében,® melyet nem sokkal halala
elott irt, a kovetkez6ket mondja (60—61. oldal):

...“ Ha a szamelméletet fel lehetne haszndlni barmind gyakorlati és
nyilvanvaléan tiszteletremélto célra, ha kozvetleniil az emberi boldogsag el6-
mozditasdra vagy az emberi szenvedés enyhitésére lehetne forditani, mint a
fiziologiat és a kémiat, akkor bizonyosan sem (Auss, sem barmelyik mas
matematikus nem lett volna oly esztelen, hogy kifogédsolja az ilyen alkalma-
zasokat vagy sajnadlkozzék ezek miatt. De a tudomény éppen annyira dolgozik
a gonosznak, mint a jonak (s persze kiilonosen haborus idében); és meg-
okoltnak tekintheté mind (Gauss, mind kisebb matematikusok oOrome afelett,
hogy legalabb egy tudomany van — s ez az 6vék —, amelynek a kozonsé-
ges emberi tevékenysegtol valo nagyfoki elszakadottsidga lehetGvé teszi, hogy
meg0rizzék nemesnek és tisztanak,“

Egy masik nagy matematikus és szdmelmélet-kutaté, EDMUND LANDAU
ezt irta ,standard“ (2) miive elsé kotetének 21. oldalan: ,GORDAN pfiegte
~etwa zu sagen: Die Zahlentheorie ist niitzlich, weil man nimlich mit ihr
promovieren kann.“*

E szempontok helyesek és tobbé-kevésbé indokoltak lehettek abban az
idépontban, amikor irédtak, de az én véleményem az, hogy a fizika és a
radidtechnika olyan fejlédési fokot ért el, hogy teriiletiikon igenis nagy sikerrel
alkalmazhatok olyan idedk, modszerek és eredmények, amelyek tipikusan a

2 Mint ismeretes, Harpy 1947. dec. 1-én meghalt. (A ford. megj.)

3 Zarojelbe tett kovér szamok a dolgozat végén levd irodalomjegyzékre utalnak.

4 GorpaN szokta mondani: ,A szamelmélet hasznos, mert az ember doktori foko-
zatot szerezhet vele.“
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fels6bb szamelmélet korébe tartoznak. Hadd adjak onoknek néhdny, tézisemet
illusztrald péidat:

bizonyos hulldmhossziisagli sugarak nem verddnek vissza. Azt talaljuk, hogy
az eldforduld visszaverbdések a kovetkezd egész szamoknak felelnek meg:
1,2,3,4,5,6,—,8,9,10, 11, 12,13, 14, —, 16, 17, ..., skitlint, hogy a hidnyzo
n szamok n==4" (8m+T) alaktak, ahol k& és m pozitiv egészek. Marmost
a szamelmélet azt tanitja, hogy ezek oly szamok, melyek nem allithatok eld
harom vagy ennél kevesebb négyzetszam Osszegeként; az idézett tény nyilvan

I. TABLAZAT
A természetes szdmok additiv elddllitdsa négy vagy kevesebb négyzetszdmmal
1=12
2=124 1|2
3—124 12412
4=—22— (24 120 12412
5==22} |2
6=22-1 124 I2
T=22F 124 124 I2
§=221+22

Q=—=32=22 1 221 2
10==324-12=22 1 22 L (2.1 |2

M=3+124 12 ’
12=224-22 4 2= L [2 4 124 2
13=32422==0224 224221 |2

4=3+22112

15=32 22+ 12412

16 =42

17=424 12==320-22 1 22

18=32 3=} 2L 12=3 L2 L 21 2
19=32 324 12==42 - 124 12 1 12

W=42} 2=3-1L31 12

20 =424 21 12
223322 212 ]2

23=32 432122 12

U= L 242 ‘
2552242 1 3 —42 122 L 21 ]2

26=5%+ 122=42 } 32 | [2:=32 32 - 22 | 22
W= 4 R+ P=F L 2L 2= R+ 242
242 1242 L R =R 33 125 L (2 (212
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szoros kapcsolatba hozhato euklidesi teriink harom dimenzidjaval. — A
mellékelt . tablazatban ideiktattam egy rovid listdt, mely a 28-ig terjedd
természetes szamok négy vagy kevesebb négyzetszdm oOsszegére vald fel-
bontdsat tartalmazza. Négynél tobb négyzetszdmra nincs sziikség, viszont
négy osszeadando feltétleniil sziikséges 7, 15,23,... esetében, melyek mind
a fent emlitett alakudak.

(b) Egy kristalyracs belsejében fellépd potencidlok elmélete (példaul az
ismert Madelung-konstans) legjobban az elliptikus theta-fiiggvények felhasz-
naldséval vezethet le, amelyek egyuttal az analitikus targyalds alapjat képezik
egész szamok négyzetosszegekként valo elddllitdsdnak elméletében. Valdban,
a két levezetés teljesen analog.

(c) A Planck-féle sugarzasi formuldval és az Einstein—Bose, valamint
Fermi-féle statisztikdkkal kapcsolatosan bizonyos szempontok szorosan Ossze-
fiiggnek L(s)-sel, a Riemann-féle zetafiiggvénnyel, melynek definicioja:

@

1 1 1 1 xt
1 E(S) —— b e e = J- dx Res> 1
() ()= oty ro ) o (Res>1)
0
s amely gyakorlatilag minden, a t6rzsszamok eloszlasara vonatkozo aritmetikai
vizsgalat alapja. Ezt a tényt — ugy latszik — olyannyira felismerték az

Egyesiilt Allamokban, hogy a habora alatt még a G-fiiggvény tulajdonsagaira
vonatkozo tisztdn matematikai kutatdsokat is a ,biztonsagi“ témakorok kozé
soroltdk (NORBERT WIENERtO] kapott szobeli kozlés).

(d) Egy mésik szdmelméleti fliggvény, amely most kezd jelenifs szerepet
jatszani a fizikaban, a p(n) particio-fliggvény. .A kovetkezd generator-fiigg-

vény segitségével értelmezziik: .

(2) ,!:?1_—1;(?: 1 +$p(n)xn (|x]<1).

p(n) nem mas, mint azoknak a lehet6ségeknek a szama, ahanyféleképpen az
n egész szamot fel lehet irni bdrmilyen pozitiv egészek osszegeként, ismét-
lések megengedése mellett. Igy példdul:

=54+1=442=44+14+1=34+3=3+2+4+1=
=34+ 14+141=24+242=2424+141=
=24+1414+141=14+14+1+14+1-41,
ami tizenegy kiilonboz0 valtozatot jelent 6-nak pozitiv egészek oOsszegeként
valo felirdsara, tehat p(6)=11.
E p(n) particio-fiiggvény €és aszimptotikus viselkedése tjabban alkal-
mazast nyer a fizika kiilonboz6 részeiben, koztiik a kristdlyok novekedésének
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elméletében (3) s felhasznalhato bizonyos olyan irregularitisok megmagyara-
zasara, amelyek kristalyok feliiletén néha fellépnek.

Ezt a néhany példat, amelyekben a modern problémak sikerrel foghatok
meg a szamelmélethez tartoz0 modszerekkel és eredményekkel, az elméleti
fizika teriiletérdl kolcsonoztiik.

De a radidzassal kapcsolatban is termékenyen alkalmazhatdé a mate-
matikinak ez az egyik legabsztraktabb aga. Hadd szolgaljak Onoknek ismét
néhany példaval.

(e) Ismeretes, hogy amikor periodikus elektromotoros erd relaxdcios
oszcilldciot végzd rendszerre hat, ez a rendszer bizonyos koriilmények kozott
oly rezgésre kényszeriil, amelynek frekvencidja a hato frekvencidnak osztdja.
Ezek a rezgések kiterjedt felhasznalasira keriilnek a televizioban. igy tehat
frekvencia-,demultiplikdcioval“, azaz osztdssal van dolgunk. — Nos, a szamok
oszthatosagdnak problémakore a szamelméletnek egy jellegzetes része és talan
éppen legfontosabb fejezeteinek egyike. Nem tiinik valdsziniitlennek, hogy itt
ismét aritmetikai modszerek segithetnek megvilagitani e nagy mértékben
komplex jelenséget, amelyet gyakran felhaszndlunk a praxisban. Ugyanakkor
szamos, kiilonboz6 nemzetiségii matematikus meg folytatja az elméleti kuta-
tasokat a szobanforgd teriileten, koztiik MARY L. CARTWRIGHT az angliai Cam-
bridge-ben (4).

(f) Hadd adjak mindjart egy masik, nagyon ,klasszikus izii“ példat:
a két vezetd gomb kozotti kapacitdas problémajat. Ennek egyik igen elegins
megoldasat Lord KELvIN adta meg 100 évvel ezeltt az ,elektromos képek*
altala kidolgozott elmélete segitségével (5).

Mindamellett taldn nem kozismert, hogy az a kifejezés, melyet KELVIN
kapptt a két, kolcsonosen egyméson kiviili, @, ill. b sugari és ¢ centrum-
tavolsagn gomb kozotti C,, kapacitasra, a kovetkezd alakban irhato :

3) Cop= E1 > d(ll)-——d(l) s @
c n=1 2 1
ahol
«= ————E_l
TE]

és E, [ jelenti azon korok kozos kiilsd, ill. belsé érintdinek hosszat, melyek
e gbmboknek egy, a kozéppontjaikon atmens sikkal vald metszése 1itjan
adodnak. (3)-ban ott taldljuk a d(n) fiiggvényt, a szamelmélet egyik jelleg-
zetes fliggvényét, amely az n szdm osztoinak szamdt adja meg. Hogy egy
példat mondjunk: d(6)==4, mivel 6-nak négy (pozitiv) oszt6ja van, ti. 1,2, 3

és 6. Megjegyezziik, hogy a (3)-ban d(%) nulldval helyettesitendd barmely
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paratlan n-re. Eszerint, (3)-ban néhdny tagot explicite kiirva, adddik:

g C(,,,,—:—ECi 3 et +28 4+ 20+ 2 + 2 -« 4 3¢+

(3a) \
2 +2a10+2a11+4a12+...+2C‘C6089+]6a6090_|_2aﬁn91+_” .

C.,, (3) vagy (3a) alatti alakjanak birtokdban, ahol az egyiitthatok szamel--

méleti jellegiiek, felismerhetd a probléma analdgidja a hires Dirichlet-féle
N

problémaval. Az utébbi a > d(n) Gsszeg aszimptotikus viselkedésének meg-
I

hatarozdsaban all, N— oo mellett (6).

Tudomasunk szerint a jelenlegi irodalomban nem taldlhaté semmiféle
formula, mely approximativ értéket adna e C,, kapacitdsra, midoén a gombok
nagyon kozel vannak egymashoz, azaz d tavolsdguk kicsi mindkét sugarhoz
képest. Ez esetben e nagyon kozel van az egységhez és (3) vagy (3a) sorunk
ekkor valoban nagyon lassan konvergal. A (3) kifejezés azonban lehet6vé
tette szamunkra, hogy olyan matematikai modszereket alkalmazzunk, amelyek
jellemzdek a szamelméletre. igy két egyenld @ sugari gomb esetén, melyek
egymastol kicsi d tdvolsagra vannak, a kovetkez$ egyszerii kifejezést talaltuk
a kolcsonos kapacitasra:

: 1 e
“) C..x 49 log (7)

A (4) képlet teljes levezetését a Fiiggelék tartalmazza.

Lathatjuk tehat, hogyan hasznalhatok fel a modern szamelméletbdl kol-
csonzétt analitikus modszerek még egy nagyon klasszikus elektromossdgtani
problémaban is.

(g) De van még egy tipikus — s igen alapvetd — radid-probléma,
amelyet sohasem lattam az irodalomban vildgosan kifejtve, s amely szintén
arra vezet benniinket, hogy szamelméleti eredményeket hasznaljunk fel.

Tegyiik fel, hogy valamely ¢ fesziiltséget, mely az id6 két koszinuszos.
fiiggvényének szuperpozicidja utan all eld, vagyis amely
(B) _ - w=acos m, -+ b cos w,t

alakd, olyan detektorra alkalmazunk, melynek i karakterisztikdja kvadratikus
fliggvénye ¢-nek:
6) =2’
(5)-nek (6)-ba valo helyettesitésével addodik:
i=ea{a*(14+2cos2mt)+b*(1 + cos 2m,t)+
+2ab|cos (m; + m,)t + cos (0, —w,)t]}.
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E formula vildgosan mutatja, hogy az dram a kovetkezd frekvencidkat ,tar-
talmazza“:
0, 2w, 2wy, W, +w,, &, —w,.

Mikor azonban a detektor-karakterisztika olyan, hogy v-nek csak kompli-
kaltabb transzcendens fiiggvényeként allithatd eld, mint pl. az 4n. ,linearis
detekcio“ esetében, vagy midén [=ef®, akkor az ered6 &aram frekvencidi
kozt — ideértve a negativakat is — 4italdban alapfrekvencidk minden linearis
kombinacidja el6fordul, ti.

(7) mw; -+ nw, (m,n=0,+1,+2..).
Ha tovabba w, és w, kommenzurabilisak, s alkalmas id&-skalat hasznalunk,
(7) helyettesithetd
(7Ta) ma-+nb
-vel, ahol a €s b egész szam. Egészeknek egy ilyen tipustt kombindciojat
a szamelméletben ,modulus“-nak nevezziik (7) és [a, b]-vel jeloljikk. Meg-
jegyezziik, hogy ezzel kapcsolatban FUETER idéz WILHELM FLIEG: ,Zum Ablauf
des Lebens“ cimii konyvéb6l, amelyben utobbi azt allitja, hogy [23, 28] el6-
allit minden olyan szamot, ami az emberi életben fontos. FLIEB megemliti
pl., hogy

1.28—1:23=5,

3-23—2-28=13,

5.23—4.28 =3,

5:28—6-23=2,
s a kapott 5, 13, 3, 2 szamok az emberi életben kiilondsen fontos életkorokat
reprezentdlnak. Azonban, amint FUETER vildgosan ramutat, a [23, 28] modulus
elemei, vagyis a

23n+28m (myn=0,+1,42,...)

szamok valojaban minden egész szamot ,lefednek® — oo-t6l + oo-ig. Bar-
mely adott egész szam eldallithato, ha megtaldljuk a megfeleld (m, n) szempart.

Ez a helyzet a 23 és 28 bazisok esetében, mivel 23 és 28 legnagyobb
kozds osztéja az egység. Ha viszont pl. a 1624 20m modulust vessziik,
akkor a generalt szamok nyilvan 4 0Osszes tobbszorosei, minthogy 16 és 20
legnagyobb kozos osztdja 4.

Visszatérve mdarmost a kombindciés hangokkal kapcsolatos radié-prob-
lémainkra, az éltalanos elmélet arrol tdjékoztat benniinket, hogy a (7a) modu-
lus el6allitja az a, b szdmok vagy (az idé-skala alkalmas transzformaciojaval)
az w; és w, legnagyobb kozds osztdjdnak Osszes pozitlv és. negativ egész-
szdmut tobbszordseit. Ennélfogva azok a kombinacids hangok, amelyeket egy
transzcendens detektorral nyeriink, mind szabdlyosan és egyenletesen oszla-
nak el, egymastol oly frekvencia-tdvolsagra, amely megfelel a és & legnagyobb
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‘kozos osztdjanak, feltéve, hogy w, és y kommenzurabilisak ; kiilonben a
kombinaciés hangok ,mindeniitt stiriiek®. Igy példaul elozetesen megailapit-
hatjuk, hany kombinéciés hang lesz taldlhato egy adott frekvencia-savban
s ez a szam csak a sav szélességétsl fiigg, viszont nem fiigg a sav helyze-
tétél a frekvenciaspektrumban.

Az emlitett tétel, ti. hogy az ma-nb alaka szamok, ahol a és b rog-
zitett egészek, mig m és n egymadstdl fiiggetleniil végig fut az 0Osszes pozi-
tiv és negativ egész szamokon, nem egyebek, mint az a, b szimok legnagyobb
kozos osztbjanak (egészszamii) tobbszordsei, alapvetd fontossdgi a szamel-
méletben. Valoban, két szamnak, a-nak és h-nek legnagyobb kozds osztojat
legjobban ugy definialhatjuk, mint a (7a) kifejezés legkisebb pozitiv értekét,
melyet m és n alkalmas megvdlasztasaval kaphatunk meg.

a a

-1

o1 1
[ 1

-2

ob

1 [¢]

8
B'llﬁlll{llll

1. és la dbra. A kombindcids hangok eloszldsdnak szemlélletése noniuszon,
amidén a detektorra két szinuszos rezgést visziink

Erdemes itt megjegyezni, hogy a szobanforgo fundamentalis tétel hogyan
szemlé€ltethetd a technoldgidban jol ismert noniusszal. Két linearis skala segit-
ségével magyarazhatjuk meg a dolgot a legjobban. Az 1. abraban a két skala
egyikét A-val, a masikat B-vel jeloltiik. Az A skalan két egymasutini vondas
tavolsaga: (a., a..1) egyenlé 8 egységgel, mig a B skalan a szukcessziv
vonasok tavolsdga: (b, b.y) T egység. Marmost eldszor is augy allitjuk a
skaldkat, hogy a — tetszés szerint valasztott — ,nulla-vonasok“ (a, és by)
egy vonalba essenek. Akkor vildgosan lathatd, hogy az A skala valamely a,
vondsdnak a B skéala barmely mdsik b, vondsatol vald tavolsaga éppen
8n—Tm egység.

Specidlisan az abrdbol vilagosan lathato, hogy

 a—b =1 egység,
—b2:2 egySégr
a;—b; == 3 egység,

....................
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tigyhogy ily modon az Osszes egész szdmok generdlhatok. A legkisebb fel-
1épd pozitiv tavolsdg (itt 1) 8-nak és 7-nek legnagyobb kozos osztoja.

Tekintsiik ezutdn az la 4abrat, ahol ismét van egy A skdla, mig a B
skalat egy B’ skala helyettesiti, melyen a vondsok. hat egységnyire vannak
egymastal.

Itt az A és B skalan felvett egy-egy vonas legkisebb tavolsaga (eltekintve
zérustol) 2-vel egyenld; mint példaul a, és b,, vagy b; €s a, kozott. Az
Osszes tobbi tavolsdgok 2 tobbszorosei, amely 8 és 6 legnagyobb kozos

| WG N RO ]
1/2__LL0 \J1 \JZ Va

2. dbra. Az y= Sa (x) furészfog—fuggveny

Most utolsd hiradastechnikai példankra tériink.
(h) A 2. dbrén az un. fiirészfog“-fiiggvény lathato, amelyet Sa(x)-szel

jeloliink. A grafikon legnagyobb, ‘[i.l ordinataji pontjai (s egyuttal a leg-

’ 2
kisebb, — - ordintajiiak is| az x—---—3,—2,—1,0,1,2,3, ... helyek-
hez tartoznak; a fiiggvény tehat egységnyi ugrdst mutat ezekben a pontokban,
Y egyébként pedig (szakaszonként) linedrisan fogyo.

1% llyen id6fiiggvényt haszndlnak minden televizios

adoban és vevoben a kép vonalainak és mezdinek
periddikus ,letapogatasdra“. Jelentds technikai fejlo-

3f- & e dést értek el az utébbi idében alkalmas alaki és
5 e ey viselkedésti fiirészfogfiiggvények kisérleti eldallitasa
1 be-- r—‘ ' y—pq terén, Ugyanakkor azonban éppen ez az Sa(x) fiirész-

g fog-fiiggvény, melyet oly nagy mértékben alkalma-
s i X zunk a hiradastechnikaban, a szamelmélet legalap-

3. dbra. Az y=Ix] fiigg- vyetsbb fiiggvénye. Ez vildgossd valik egy igen egy-
Ny ReaiIg szerit konstrukcio segitségével.
Az egész szamok grafikus abradzoldsakor a 3. abrat kapjuk. Ezt a lép-
csOs fiiggvényt a szamelméletben igy jeloljiik : :

®) y=—[x]. o
Ha (8)-bol kivonjuk az egyszerli y — x fiiggvényt €s hozzdadunk —2~-et, az
Sa (x) flirészfog-fiiggvényt kapjuk :

1
© . Sa@=[—x+,
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mely 1 szerint periddikus, azaz
Sa(x+1)=Sa(x). v
Ez az Sa(x) fiiggvény oly alapvetd szerepet jatszik a szdmelméletben,
hogy nem megleps, ha valdban lépten-nyomon elofordul Legyen szabad
néhany példat adnom:
Az els6 a _
Hx)=I(x+1)
faktorialis-, ill. gammafiiggvényre vonatkoz6 Stirling-féle formulaval kapcsolatos
Fennall a jolismert

(10) I (x) =] 2:ax x*e 7er® (x>0)

képlet, ahol u(x) O-hoz tart, midén x — oc. Az utébbi u(x) fliggvény eléggé
bonyolult, azonban nagyon elegans és egyszerii modon fejezhetd ki a flirészfog-
fiiggvény segilségével, nevezetesen:

(1) ' Au(x)——‘I iail;)du

De (11) tovabb altalanosithatd, ha bevezetjiik a £(s) Riemann-féle zeta-

 fiiggvény Hurwitz-féle ltalanositasat, £(s, x)-et (8). Ennek definicioja a Re s>1

félsikban :

1
=3
=0 (x+n)
£(s, 1)=2C(s).
A (s, x) fiiggvény analitikusan folytathatd a Re s < 1 félsikban és szintén
eldallithaté az Sa(x) fiirészfog-fiiggvény segitségével a kovetkezdképpen :°

:[w Sa (u) du
(u+x)""
(Res>—1, x> 0).

Res>1, x>0),
ligyhogy

1 1
12 D= et

(12) a (11) formula altalanositidsa, amennyiben s— O esetén az utdbbira
redukalodik. ‘

Ha pedig (12)-ben s-et a —1 < Res< 0 sdvra korldtozzuk, x helyébe
zérus is tehetd és igy a Riemann-féle zetafiiggvényre a kovetkezd elegans
kifejezést kapjuk: '

w

(13) C()—f Sa(W) 4, (1< Res<0);

s+1

0

5 (12) baloldalan s=20 és s==1 esetén a megfeleld hatarérték veendd. (A ford. megj.)




198 BALTH. VAN DER POL

ez az a fiiggvény, amelynek tanulmanyozasdhoz olyan sokkal jarult hozza
HARALD BOHR, a nagy dan matematikus, s mely az egész torzsszamelmélet
alapja. — A (11), 12 és (13) képlet csupan néhany példa a fiirészfog-fiigg-
vény el6forduldséra az analizisben.

Egy masik, tipikusan szdmelméleti példa a kovetkezo:

Tekintsiink egy négyzetes racspontrendszert (4. abra), melyben két szom-
szédos racspont tdvolsdga egységnyi. Ha ‘egy olyan kort rajzolunk, melynek
<« « - . .. .. . kozéppontja egy tetszbleges racspont, sugara pedig
R hosszlisdgti, akkor a korbe esd rdcspontok szdma
nyilvdn novekedni fog R novelésekor. A szamelmé-
letnek egy klasszikus problémaja az R sugaru korbe
est racspontok szamanak, A(R®)-nek a meghataro-
zdsa. Mar elsd latasra vilagos, hogy ha R igen nagy-
gya valik, akkor ez a szam  kozelitéleg egyenld a
kor teriiletével, azaz -t- R*-tel. A korrekci, melyet
i . . . alkalmaznunk kell, hogy pontos eredményt kapjunk
4. dbra. A rdcspontok szd- €bbOl a kozelitésbdl, elegans modon fejezheté ki a

ma egy R sugari kor — kovetkezd, flirészfog-fiiggvényekbol allo sor alakjaban,
belsejében Skl P= V}

HA@—a x}—Sa(x)—Sa( )+Sa( ) (%)Jr—

Az Sa(x) ftrészfog-fiiggvénynek olyan tulajdonsagai is vannak, amelyek
grafikonjabol azonnal lathatok. Valoban, a periodikus Sa(x) fiiggvény bizo-
nyos szempontokbdl egyszeriibb, mint — mondjuk — a sin 27zx fuggveny,
jollehet Fourier-sora:

h=+o

TO S2aikx D i P
(14) Sa(x)~ > e o sin 27tkx

9 ik f—=1 Ttk

végtelen sok szinusz-tagot tartalmaz.
A szébanforg6 tulajdonsagok egyike :

(15) Z Sa (x——) -Sa (nx),

melyet az 5. dbra (az n=3 esetben) illusztrdl. Szavakban kifejezve ez azt
jelenti, hogy n fiirészfog-fliggvény szuperpozicidja, melyek koziil mindegyik
1/n fazisdifferencidval van eltolva az el6hoz képest, tijabb fiirészfog-fiiggvényt
szolgéltat, de n-szer akkora frekvencidval. — llyen jellegii tulajdonsdgoknak
kétségkiviil vannak alkalmazédsai a hiradastechnikaban.
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A fiirészfog-fiiggvénynek vannak mds sajatsagai is (I. 6. abra), melyek
kisérleti vonatkozasban hasznalhatok lehetnek, mint pl.:

(16) Sa(x)—Sa (x—-;—) =-;~5in (27tx),
ahol Ein (2:tx) azt a ,négyzetes szinusz“-fiiggvényt jeloli, mely (—1)-r6l
(4 1)-re ,ugrik“az x=...,—1,0,1, 2,3,... pontokban és (- 1)-rél (—1)-re

1 1 3 5
-)_77 7: 77 7)'
intervaliumokban az 1, ill. —1 konstanssal egyenld. A kovetkezd két alakban
is felirhato:

az x=.. .. helyeken, mig a szakadasi helyek kozotti

sin 27tx

Ein (272X) = e = (— )19

- |sin 27tx|
N NE NG

$?$j\ﬂ\ N | \\J[\\!I\\Jf\Y

AN NN
iRy

ANV HHHT

5. dbra. Hdrom, rendre 0,3, 1/3, 2/3 perio- 6. dbra. Ha egy firészfog-fiiggvénybol ki~
dussal eltolt fiirészfog-fiiggvény dsszeaddsa vonunk egy mdsik, fél periodussel eltolt
ujabb firészfog-fiiggvényt szolgdltat, mely- farészfog-fiiggvényt, egy ,négyzetes
nek frekvencidja az eredetinek hdromszorosa szinusz“-fiiggvényt kapunk

A fuggvény tehat bizonyos analdgiat mutat a kozonséges szinuszfiigg-
vénnyel, eltekintve diszkontinuus viselkedésétdl.

Nem nehéz megmutatni (példdul geometriailag), hogy Sin (2stx) fiirész-
fog-fiiggvényekbs! a kovetkezd modon is el6allithatd (1. 7. abra):

a7 284 (x)— Sa (2x) — - in 22x).
Megjegyzendd, hogy (17) (16)-bol és (15)-bdl is kovetkezik, ha az utdbbiban
¢ Mint lathato, egyuttal Elin (27 x) = sgn (sin 27 x), feltéve, hogy a szakadasi helyek-

hez tartozd fiiggvényértékeket 0-nak vessziik. Ez az un. Rademacher-féle ortogonalis rend-
szer elsO tagja. (A ford. megj.)
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n-et 2-nek vessziik. A fiirészfog-fiiggvények Osszes fenti tulajdonsagai, sok
egyéb tulajdonsdggal egyiitt, konnyen levezethetdk az operdtorszamitds segit-

ségével (9).
Megmutathaté az is, hogy Sa(x) 2" frekvencidju ,négyzetes szinusz“-
filggvények szerint sorba fejthetd. Valéban:
Sa (x) = ﬁ‘—z,—ﬂi-'iin @' 2ax) =Y L

e -1
n=1 n=1

(—1ye,

Az Sa(x) fiirészfog-fiiggvénynek ezt a Ein-fﬁggvényekbél valg. Osszetételét
illusztrdlja a 8. dbra. Legfeltil ot ,négyzetes

\ \ R szinusz“-fiiggvény talalhato: a, b,¢,d és e. Az
i \ t \ | A grafikon a és b Osszetétele, mig B a, b,c,d, e
\1 N' w \ szuperpozicidja Gtjan jon létre.

? Sa (x) ilyen kifejtésének, (14) alatti Fourier-

soraval ellentétben, az az érdekes tulajdonsiga
van, hogy az un. Gibbs-féle jelenség itt nem
1ép fel. A 9. dbra a fiirészfog-fliggvénynek ko-
zonséges Fourier-komponensekb0l (szinuszfiigg-
vényekbol) vald hasonlod osszetételét szemlélteti;
vildgosan lathato a keletkezd Gibbs-féle jelen-

7. dbra. Egy fiirészfog-fiiggvény-  ség: a szakadasi helyek kozelében fellépo ,tul-
nek egy mdsik, kétszer akkora lerigések“. :

Jrekvencidju, de Jeleakkora amp- Nemrég ismertem fel a fiirészfog-fiiggvényre
lituddjir fiirészfog-fiiggvénybdl S - . i
valé kivondsa egy ,négyzetes szi-  vonatkozo kovetkezd fiiggvényegyenleteket (a ma-

nusz“~fiiggvényt szolgdltat sodik az els6 folyomanya):

Sa(Sa (x)) =— Sa (x + ,; ,
Sa {Sa (Sa (x))} = Sa (x).

(18) tehat azt mutatja, hogy az Sa(x) fiiggvényt kétszer egymdsutan
onmagara alkalmazva, az eredeti fiirészfog-fiiggvényt kapjuk. Eszerint barmely
paratlan szamt iterdcid mindig reprodukélja Sa (x)-et. :

A (15), (16), (17) és (18) alatti relaciok mind viszonylag egyszeriiek,
de sokkal mélyebb, a fiirészfog-fiiggvényt tartalmazo Osszefiiggések is vannak.
Példaul Lanpau (2, II. kotet, 170. lap) bebizonyitja a kovetkezd €érdekes
formulat: :

(18)

1
‘ ‘ 1 (mn)
(19) - )Sa(mx)-Sa (nx)dx__l_z_{ﬁl’_"}__
0
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Itt m és n két pozitiv egész szamot jelent, (m, n) ezeknek legnagyobb kozos
osztoja, {m, n} pedig m és n legkisebb kozos tobbszorose.
Ez a fiirészfog-fiiggvény szamelméleti el6forduldsara tipikus és elég

mélyen fekvd példa.

N
o
=3
N
w
T

d %g 5 g T2 g ) P 8 5 T g ) 8 51 B B
e 215 FrrTEY e
1 s s
By
A

™

et ™~
ointl
Sa(x)=22" Gin(2""2mx)
8. dbra. Fiirészfog-fiiggvény oOsszetétele ,négyzetes szinusz“-fiiggvényekbdl
Végiil, olyan sajétségok, mint a (15), (16), (17) és (19) alattiak tovabb
altalanosithatok, ha megjegyezziik, hogy Sa (x) azonosithat6 az elsé Bernoulli-
polinom: B,(x)=x — —- negativjdval, amennyiben az utébbit a 0 <x =1

2
intervallumon kiviil periodikusan kiterjesztjiik.

Tehat fennall:
(20) Sa (x) = — B, (x—[x]).
(A Bernoulli-polinomokat definidlhatjuk generator-fiiggvénnyel is:

te 3 Bi(x) )

et—1% n!

7 1II. Osztaly Kozleményei 1X/2



202 BALTH. VAN DER POL

fgy a B,(x) polinomok ismert tulajdonsagai rogton alkalmazhatok a mi Sa (x)
fiirészfog-fiiggvényiinkre, s ezek koziil néhanynak bizonyos technikai értéke is
lehet. A kozelmultban taldltam egy formulat, amely d4ltaldnositja a Landau-
féle relaciot. Nem akarom ideiktatni ennek legaitalinosabb alakjat, csak a
kovetkezd specidlis esetet:’

|‘ ‘ Bi(mx—|mx])-Bi(nx—[nx])dx =
1) &
l = (—1)*. (ka)! Bzz.(O)( (m, n))

{m, nj

E képletben tehdt az (m, n)/{m, n} viszonyszam valamely k-adik hatvanyat
nyerjiik (k& pozitiv egész) a LAN-
DAU (19) alatti formuldjaban sze-
replt els6 hatvany helyett.

Remélhetoleg a fenti érvek
meggy6zbdek abbodl a szempontbdl,
hogy megérett az id6 a szimelmé-
letben, a matematika talan legel-
vontabb s legtisztabb dgaban nyert
modszereknek és eredményeknek
a fizika és a radiotechnika terii-
letén valo alkalmazdsdra.

A magam részérdl nem érzem
azt, hogy e technikai alkalmaza-

5 dbm'Eg Hrbiiog g vyt szt sok megfosztandk a szamelméletet
; . Egy farészfog-fiiggvénynek szinuszfiigg- ¢ g oy
vényekbdl valo osszetétele a tipikus ,tillengést* BORIGG.S2E DRCOEITH ACHERME IO

mutatja a diszkontinuitdsokndl. (,Gibbs-féle je- ~ €S bonyolult lényegétol. Ellenke-
lenség*) zOleg, szamos, ma még rejtett tétel

és relacio napvilagra keriilhet ily

modon. Valoban, a fejlédd technika mdr elérte azt a fokot, amikor jelentOs
mértékben tdmogathatja a szdmelméletet, ma midén — példaul — az e és
szamokat tobb mint 2000 tizedesig kiszamitottdk a modern elektronikus
szamologépek segitségével. Ugyancsak kidolgoznak moddszereket és terveket
arra, hogy numerikusan vizsgédljdk — ugyanilyen késziilék felhasznalasaval —

7 V6. M. MikoLas, Farey series and their connection with the prime number problem I.,
Acta Sci. Math. Szeged, 13 (1950), 93—117; Lemma 5. — A diofantikus approximaciok
elméletébe vago alkalmazasokat és a Hurwitz-féle zetafiiggvényre valé altalénositast illetéen
l.: M. Mikor4s, Integral formulae of arithmetical characteristics relating to the zeta-function
of Hurwitz, Publicationes Math. Debrecen, 5 (1957), 44—53. (A ford. megj.)
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a hires Riemann-féle sejtést, mely szerint a {(s) fiiggvény minden nem-trivia-
lis zérushelye a Res=’% egyenesen fekszik.® Ez a hipotézis a legnagyobb

fontossaglt a modern szdmelmélet szempontjdbdl, és a felsébb aritmetika
szamos eredménye lényegesen finomithatd volna, ha RIEMANN Allitdsa bizo-
" nyithatd lenne. A probléma azonban ma még megoldatlan és mindezideig
dacolt a modern analizis legszellemesebb, legkérmonfontabb és legkidolgo-
zottabb modszereivel, még ha a jelenkori matematikusok legnagyobbjai alkal-
maztak is azokat. A technika — talan hamarosan — doént6 jarulékokat adhat
ezen az igen érdekes teriileten. Biztosra vehetjiik, hogy az egész szdmelmélet
meglehetdésen 0j szemléletet kapna, ha a modern elektronikus modszerekkel
sikeriilne talalni akarcsak egyetlen olyan nem-trividlis ,zeta-gyokot“ is, mely
— eltéréen attol a végtelen sok kritikus savbeli gyoktol, melynek létezesérdl
tudunk — nem fekszik a Res=—;— egyenesen.

A tiszta matematika miivel6i és a gyakorlati szakemberek kozott har-
monikus egyiittmiikodés van most kialakuloban a szdmelmélet szempontjabol
alapvetd jelentdségii, messzemend eredmények elérésére — mint ahogy az sok
mas tudomanydgban is megfigyelhetd. ]J6 példa erre az amsterdami Mate-
matikai Centrum, ahol a numerikus osztidly — melyet boven ellattak elektro-
nikus és mechanikai szdmoldgépekkel — értékes és 0Osztonzd szolgalatot tesz
az absztrakt kutatassal foglalkozé mas csoportoknak, legyenek azok az inté-
zeten beliil vagy azon Kkiviil.

Megitélésem szerint ebben az irdnyban tovabbhaladva nagy haladést
reméltiink ezen a majdnem hatartalan teriileten — a szdmelmélet teriiletén —,
amely olyannyira bdvelkedik szép Osszefiiggésekben s olyan torvényszeriisé-
gekben, melyeknek megfeleldit hidba keressiik a matematika mdas dagaiban.
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Fiiggelék

Ha a ,Kelvin-képek“ segitségével meghatarozzuk a két, kolcsonosen
egymason kiviili, a ill. b sugart, ¢ centrumtavolsdgi gomb kozotti C,, kapa-
citast, a szdmolds eredménye igy irhaté (1. pl. (10):

__EI S El

(1) Ca,b_ c 11:11—_2‘-._;,;-':—?/1((1),
ahol
£
E+I’
mig
1
E—[e—(a—b)]®
és

1
[=[c—(a+b)]2,
ahol E és [ egy mindkét gomb kozéppontjan atmend sikban a f6korok kiilsé
ill. bels6 érintdinek hosszat jelenti.
Ezek utdn az (1) alatti sor a kovetkezOképpen alakithato at:

S 2 &
h(e)= >, = DT gemtn,
=t 11— n=1 m=0

ami rogton erre a kifejezésre vezet:

@

) h(a)= > [d(n)—d(g)

n=1

N -
a”;

itt d(n) az n szdm osztdinak szdma (példdul d(6)—=4, mivel 6 0sszes 0szt0i:

1,2,3 és 6) és d(%) nullaval helyettesitendd, midén n pératian.

A (2) alatti sor szoros kapcsolatban van a hires Dirichlet-féle problé-
maval ((6), 262.0.).
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Avégbdl, hogy (2) szamara approximaciot nyerjiink abban az esetben,
mikor a gombok kozotti tidvolsdg kicsi a gombsugarakhoz képest (ami igen
kevéssel 1 alatti e-értéknek felel meg), a kovetkezO6 moddon jarhatunk el.

Uj x véltozét vezetiink be

c=e°"

helyettesitéssel, agyhogy (2)-bol

@) ()= Z

adodik.
e~ “-nek kétoldali Laplace-transzforméacional 71(p) felel meg (“opera-
tional image”, vo. (9)); irjuk:

d(n) d( )se'”” ¥ Z a’(n) e et _p2n f’”/.

n=1

e =1I(p) (Rep>0),
s ennek alapjdn

h(e")= (1— %) H(p)-&(p)  (Rep>1).

(3)-nak egy x— oo hatardtmenethez tartozo kozelitd értékét megadja az
inverz-integral reziduuma p == 1-nél:

h(e* )= 5 — ] 45(1~21,)”(”)C’(p)e“dpf

2l
p=l1
1 o, 1\Hp) 1 \(1 \’
— l— — |22 [ e Y ey
27rig>( 2”) p (p—lJrhL Jp—lJrhL ,e L
p=1

(itt y=0,57722... az Euler-konstans), ami p =1z mellett

(v vy |eraz=

?2 (] }—Z]ng—*— )(1——— IZ_|_ )( 1_, 7+},2)ezrdz

2=0)

Az integrandusbdl csupdn a z'!-et tartalmazo tagokat tartva meg,
kapjuk :

e 1 e’
)y Q= (7 +x-+log2)dz—— (y+x-log 2),
(4) he ) x5 — ?22(& g2) 5 (r+x+log2)

z2=0

s ez éppen (3) kivant aszimptotikus kifejezése x — > esetére. Visszatérve az
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eredeti ,geometriai“ valtozokra — feltételiink / < E — adodik:

e E—I_ 20

e =g~

innen

= (1——?—[ 2 a x~lo£
er=—lg\'Tg | va&y *=lgqy

Helyettesitsiik ezt be (4)—be:

E
”(“)~?21( 7-+log 5+ log 2) 41(7””0g )
tehat a kapacitds aszimptotikus kifejezése E > [ mellett (nagyon kozeli gom-

bok esete):
EQ
©) Con 22 (74108 % ).

7

A jobboldal még tovabb egyszeriisithetd, ha bevezetjik a két gomb
kozotti kis d tavolsdgot:

d=c—(a+0b);
minthogy
E? x 4ab,
I? ~ 2d(a + b),
tehat
6) Cip = aL—{—bl; (y—{—%~ log [Fczz—%_gb«)—) .

Egyenld méretli gbmbok esetén (a=-0) (6) a kovetkezd alakot olti:
a 1 a
Ca,a, = f(/—i—z‘ lOg 7) .
Ha pedig a d tavolsdg oly kicsi, hogy még y-t is elhanyagolhatjuk

log 4 -hez képest, akkor két olyan gomb kozotti kapacitisra, melyeknek

sugara egyarant a, s melyeknek (centrdlismenti) & tdvolsaga igen kicsi, a
kovetkezd végsd képletet kapjuk:

1 a
Caopo = ¢ log (-‘7) .

Forditotta: Mikolds Miklos,

Eotvis Lordnd Tudomdnyegyetem, Matematikai Intézet
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