
SZÁSZ GÁBOR EGY TÉTELÉRŐL 

írta: GRÄTZER GY. és SCHMIDT E. T. 

A z a l á b b i a k b a n SZÁSZ GÁBOR [2] d o l g o z a t á n a k 8 . t é t e l é r e a d u n k ú j 
b i z o n y í t á s t . 

A s z ó b a n f o r g ó t é t e l e r e d e t i a l a k j a — m e l y a z 1. p o n t b a n v á l t o z a t l a n u l 
s z e r e p e l — a Birkhoff—Menger-ié\e d i r e k t t é n y e z ő k r e r ó k i f e l t é t e l e k e t . 
F e l m e r ü l a k é r d é s , v a j o n n e m l e h e t n e - e e g y e n e s e n a h á l ó r a a d n i m e g f e l t é -
t e l t . A k é r d é s r e i g e n l ő v á l a s z t a d a 2 . t é t e l . 

1.. SZÁSZ GÁBOR, a t é t e l t e l ő k é s z í t e n d ő , [ 2 ] - b e n ö t s e g é d t é t e l t m o n d k i , 
m e l y e k n a g y o b b r é s z t G . BIRKHOFF, t o v á b b á W H I T N E Y , MACLANE é s DILWORTH 
e r e d m é n y e i t f o g l a l j á k ö s s z e . A z e l s ő h á r o m s e g é d t é t e l t k i s v á l t o z t a t á s o k k a l 
m e g i s m é t e l j ü k ; a f ü g g e t l e n s é g f o g a l m á r a , s a z e r r e v o n a t k o z ó e r e d m é n y e k e t 
ö s s z e g e z ő k é t u t o l s ó s e g é d t é t e l r e n e m l e s z s z ü k s é g ü n k . 

1. SEGÉDTÉTEL (BIRKHOFF—MENGER): Minden véges, komplementumos, 
moduláris háló, L, egyértelműen felírható az 

(1) L = P0 XPiX"'X Pn 
alakban, ahol P0 Boole-algebra és a Prk (i—\,2,...,n) egyszerű (komple-
mentumos, moduláris), nem disztributív hálók. 

2. SEGÉDTÉTEL: Véges, egyszerű, komplementumos moduláris háló minden 
( f ő ) ideálja is egyszerű háló. 

( [ 2 ] - b e n a f e n t i h e l y e t t a k ö v e t k e z ő á l l í t á s s z e r e p e l : a z L v é g e s , k o m p -
l e m e n t u m o s , m o d u l á r i s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r e g y s z e r ű , h a b á r m e l y k é t 
k ü l ö n b ö z ő a t o m h o z , p é s 17-hoz v a n e g y o l y a n h a r m a d i k a t o m , r, h o g y 
r <pllq. M i v e l e z a t u l a j d o n s á g , h a e g y h á l ó r a t e l j e s ü l , a k k o r m i n d e n i d e á l -
j á b a n i s f e n n á l l , e z é r t e b b ő l a z á l l í t á s b ó l t r i v i á l i s a n a d ó d i k a f e n t i 2 . s e g é d -
t é t e l . ) 

3 . SEGÉDTÉTEL: Az L 0 - e l e m e s , véges, moduláris háló [0 , b] intervallu-
mának hosszát (azaz maximális láncainak hosszát) jelölje ő(a, b), s legyen 
r)'(0, a) = ö(a). d(á) = 0 akkor és csak akkor, ha a = 0, és fennáll a követ-
kező identitás: 

(2) d(flUb,a) = d(b,a\ib). 

\ 
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E z e k u t á n f o g a l m a z z u k m e g SZÁSZ GÁBOR t é t e l é t . 

1. tétel. Legyen L 0 és 1 elemes, véges, komplementumos, moduláris háló. 
L-ben akkor és csak akkor található nem disztributív, ötelemü, 0 és 1 -et 
tartalmazó részháló, ha az (1) felbontásban P0 egyelemű és mindegyik 
Pi(i—\, 2,..., n) páros hosszúságú. 

MEGJEGYZÉS: A k í v á n t r é s z h á l ó l é t e z é s e a k ö v e t k e z ő e g y e n l e t r e n d s z e r 
m e g o l d h a t ó s á g á t j e l e n t i : 

( 3 ) x n j > = > , n z = z n x = 0 , x uy = yuz==zux=í. 

A z 1. T É T E L BIZONYÍTÁSA: T e t s z ő l e g e s A a l g e b r a i s t r u k t u r á r a i g a z a z 
a z á l l í t á s , h o g y e g y e g y e n l e t r e n d s z e r a k k o r é s c s a k a k k o r o l d h a t ó m e g A - b a n , 
h a v a l a m e l y d i r e k t e l ő á l l í t á s a m i n d e n d i r e k t - t é n y e z ő j é b e n m e g o l d h a t ó . T o v á b b á 
h á l ó k e s e t é n a z 1 é s 0 e l e m d i r e k t - f e l b o n t á s b e l i k o m p o n e n s e i é p p a d i r e k t 
t é n y e z ő k 1 é s 0 e l e m e i . í g y b e l á t t u k , h o g y ( 3 ) L - b e l i m e g o l d h a t ó s á g a e k v i -
v a l e n s ( 3 ) m i n d e n / / - b é l i ( / ' = 0 , 1 , . . . , rí) m e g o l d h a t ó s á g á v a l . 

A P„ B o o l e - a l g e b r á b a n , h a 0 < 1, a k k o r ( 3 ) m e g o l d h a t ó s á g a e g y n e m 
d i s z t r i b u t í v r é s z h á l ó l é t e z é s é t j e l e n t e n é , s e z é r t k e l l , h o g y P0 e g y e l e m ű l e g y e n . 

T e g y ü k f e l , h o g y ( 3 ) / / - b e n ( / > 0 ) m e g o l d h a t ó . E k k o r 

d ( l ) = d ( 0 , l ) = d ( 0 , x ) + d ( x , l ) = d ( z , l ) + d ( y , 0 ) = 2 d ( z , 1) , 

a z a z P i p á r o s h o s s z ú s á g ú . 
E l é g a t é t e l b i z o n y í t á s á h o z m á r c s a k a z t b e l á t n u n k , h o g y h a L 2n 

h o s s z ú s á g ú , e g y s z e r ű , k o m p l e m e n t u m o s , n e m d i s z t r i b u t í v , m o d u l á r i s h á l ó , 
a k k o r L - b e n ( 3 ) m e g o l d h a t ó . A l k a l m a z z u n k t e l j e s i n d u k c i ó t n-re. n = l - r e a z 
á l l í t á s t r i v i á l i s , m e r t a n e m d i s z t r i b u t i v i t á s k ö v e t k e z m é n y e k é p p e n L - n e k v a n 
h á r o m k ü l ö n b ö z ő a t o m j a , p, q, r, m e l y e k k i e l é g í t i k ( 3 ) - a t . T e g y ü k f e l , h o g y 
a z á l l í t á s t m á r m i n d e n 1 шк<п-те b e l á t t u k . L e g y e n a f L, ô(a) = 2n — 2 s 
a' e g y t e t s z ő l e g e s k o m p l e m e n t u m a ű - n a k . N y i l v á n ö(a') = 2. A z ( я ] é s (a'] 
f ő i d e á l o k b a n a 2 . s e g é d t é t e l é s a z i n d u k c i ó s f e l t é t e l k ö v e t k e z t é b e n ( 2 ) m e g -
o l d h a t ó , l e g y e n e k e z e k a m e g o l d á s o k x1,y1,zx és x2,y.,,z2. Á l l í t j u k , h o g y 
a z x = x, и x 2 , у = yx и y2, z = zx U z2 e l e m e k m e g o l d á s a i ( 3 ) - n a k L - b e n . V a l ó -
b a n , x и у = xx и yx U x2 и y-2 = а и а' = 1 s u g y a n í g y yuz = züx = \; t o v á b b á 
ô ( x ) = n, m e r t Xj n x 2 = 0 s e z é r t ô(x) = d ( X i и x 2 ) = d ( x , ) + d ( x 2 ) = (n—1) + 
T 1 = n, s u g y a n í g y ô(y) = ô(z) = n. E b b ő l , d ( x Л y, x) = ô(y, x и y) = 

— 2 n — « = 72, a z a z d ( x n j ) = d ( x ) — d ' ( x n y, x) = n—n = 0 , t e h à t x n > ' = 0 , 
s u g y a n í g y j > n z = z n x = 0 , a m i v e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 

2 . A B I R K H O F F — M E N G E R t é t e l b i z o n y í t á s á t l e g e g y s z e r ű b b e n A k ö v e t -
k e z ő t é t e l s e g í t s é g é v e l n y e r h e t j ü k . 
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4 . S E G É D T É T E L : Legyen L komplementumos, moduláris háló. Ez esetben 
a ) (NEUMANN) L = ( Ö ] X ( Ö ' ] akkor és csak akkor, ha a-nak pontosan 

egy komplementuma van; 
b ) (BIRKHOFF) feltéve L végességét, L akkor és csak akkor egyszerű, ha 

nincsen egyértelműen komplementumos eleme. 

E z e n t é t e l s e g í t s é g é v e l a z 1 . t é t e l t o l y a n a l a k r a h o z h a t j u k , a m e l y c s a k 
m a g á r a a h á l ó r a k ö t k i f e l t é t e l t . 

2. tétel. Legyen L 0 és 1 elemes ( 0 < 1) véges, komplementumos, modu-
láris háló. L-nek akkor és csak akkor van 0 és 1 -et tartalmazó, nem disztri-
butív, ötelemü részhálója, ha minden egyértelműen komplementumos eleme 
páros magasságú. 

BIZONYÍTÁS: L e g y e n L v é g e s , k o m p l e m e n t u m o s é s m o d u l á r i s . H a a z 
( a j é s (Л] f ő i d e á l o k m i n t h á l ó k d i s z t r i b u t i v a k , a é s b e g y é r t e l m ű e n k o m p l e -
m e n t u m o s a k , a k k o r a z ( а и b] f ő i d e á l m i n t h á l ó d i s z t r i b u t í v , s а и Л e g y é r t e l -
m ű e n k o m p l e m e n t u m o s . E z é r t v a n e g y m a x i m á l i s u0 e l e m L - b e n , a m e l y 
e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s é s m e l y r e (w0] m i n t h á l ó d i s z t r i b u t í v . J e l ö l j e 
Ui(i = 1 , . . r í ) a z o n m i n i m á l i s e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m e k e t , 
m e l y e k r e ( « , ] n e m d i s z t r i b u t í v . A 4 a ) s e g é d t é t e l b ő l t r i v i á l i s a n L = ( « „ ] X ( « , ] X 
X • • • X ( « „ ] , t o v á b b á a 4 b ) s e g é d t é t e l b ő l m i n d e g y i k ( u , J (i = ], 2,..., n) 
m i n t h á l ó e g y s z e r ű . A t é n y e z ő k s o r r e n d j é n e k a l k a l m a s m e g v á l a s z t á s á v a l 
n y i l v á n e l é r h e t ő , h o g y />, = ( « , ] (J=0, i , . . . , n ) , a h o l Pj az 1. s e g é d t é t e l b e l i 
f e l b o n t á s t é n y e z ő i t j e l ö l i . A k e r e s e t t s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t e h á t a z 
1. t é t e l s z e r i n t P 0 = l é s a P-k (i=\,...,n) h o s s z á n a k p á r o s s á g a . B e l á t j u k , 
h o g y e z e k v i v a l e n s a z e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m e k p á r o s m a g a s -
s á g á v a l . V a l ó b a n , h a m i n d e n e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m p á r o s 
m a g a s s á g ú , a k k o r s p e c i á l i s a n m i n d e n и , - r e ( / = 1 , 2 , . . . , n) i s t e l j e s ü l e z , í g y 
Pi ( / = 1, 2 , . . . , n) p á r o s h o s s z ú s á g ú . Н а и0ф0, a k k o r l e g y e n p e g y a t o m , 
m e l y r e p ^ u0. N y i l v á n p i s e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s ( m e r t p e g y é r -
t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s ( « 0 ] - b a n ) s ô(p)=\, e l l e n t m o n d á s , t e h á t u0 = 0. 
M e g f o r d í t v a , h a « O = 0 é s ô(uj) ( / ' = 1, 2 , . . . , rí) p á r o s , a k k o r m i n d e n а e g y -

é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m a= (J u, a l a k ú , s e z é r t d ( a ) = ^ > ó(u,f 
3= 1 3 3=1 

s z i n t é n p á r o s , b e f e j e z v é n a b i z o n y í t á s t . 
1 . MEGJEGYZÉS: AZ 1. s e g é d t é t e l t BIRKHOFF é s M E N G E R e r ő s e b b a l a k b a n 

m o n d t á k k i , n e v e z e t e s e n m é g a z t i s á l l í t o t t á k , h o g y a P , - k ( / = = 1 , 2 , . . . , n) 
a l k a l m a s л , - d i m e n z i ó s p r o j e k t í v t é r a l t é r h á l ó j á v a l i z o m o r f o k . H a e z t a z á l l í -
t á s t i s b e l e v e s s z ü k a z 1. s e g é d t é t e l b e , a k k o r a 2 . s e g é d t é t e l e l h a g y h a t ó 
u g y a n i s P i e g y f ő i d e á l j a é p p e n e g y a l k a l m a s a l t é r ö s s z e s a l t e r é n e k h á l ó j á v a l 
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i z o m o r f , v a g y i s m a g a i s e g y p r o j e k t í v g e o m e t r i a a l t é r h á l ó j a , s m i n t i l y e n , 
e g y s z e r ű . 

2 . MEGJEGYZÉS: B i z o n y o s v é g t e l e n k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k b a n i s 
m e g o l d h a t ó ( 3 ) . K ö n n y ű p l . v e r i f i k á l n i , h o g y N e u m a n n „ f o l y t o n o s g e o m e t r i á " -

j á b a n i s m e g o l d h a t ó ( 3 ) , s t e r m é s z e t e s e n = ó ( y ) = d(z) = - L . 
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