SZASZ GABOR EGY TETELEROL
irta: GRATZER GY. és SCHMIDT E. T.

Az alabbiakban SzAsz GABOR [2] dolgozatinak 8. tételére adunk uj

bizonyitast.

A szdbanforgd tétel eredeti alakja — mely az 1. pontban véltozatlanul
szerepel — a Birkhoff—Menger-féle direkt tényezOkre r6 ki feltételeket.
Felmeriil a kérdés, vajon nem lehetne-e egyenesen a halora adni meg felté-
telt. A kérdésre igenld valaszt ad a 2. tétel.

1. SzAsz GABOR, a tételt elokészitendd, [2]-ben 6t segédtételt mond ki,
melyek nagyobbrészt G. BIRKHOFF, tovabbd WHITNEY, MACLANE és DILWORTH
eredményeit foglaljak Ossze. Az els6 harom segédtételt kis valtoztatasokkal
megismételjiik; a fiiggetlenség fogalmara, s az erre vonatkozd eredményeket
Osszegezd két utolsé segédtételre nem lesz sziikségiink.

1. SEGEDTETEL (BIRKHOFF—MENGER): Minden véges, komplementumos,
moduldris hdlo, L, egyértelmiien felirhato az

(]) L:P0><Pl><"'xpn

alakban, ahol P, Boole-algebra és a P~k (i=1,2,...,n) egyszerii (komple-
mentumos, moduldris), nem disztributiv hdlok.

2. SEGEDTETEL: Véges, egyszerii, komplementumos moduldris hdlo minden
(f0) idedlja is egyszerii hdlo.

([2]-ben a fenti helyett a kovetkezd allitds szerepel: az L véges, komp-
lementumos, modularis hdlo akkor és csak akkor egyszerii, ha béarmely két
kiilonboz6 atomhoz, p és g¢-hoz van egy olyan harmadik atom, r, hogy
r<pugq. Mivel ez a tulajdonsdg, ha egy hdldra teljesiil, akkor minden ideal-
jaban is fenndll, ezért ebbdl az allitdsbodl trividlisan adddik a fenti 2. segéd-
tétel.)

3. SEGEDTETEL: Az L O-elemes, véges, moduldris hdlo [a, b] intervallu-
mdnak hosszdt (azaz maximdlis ldncainak hosszdt) jelolje 0(a, b), s legyen
(0, a)==0(a). d(a)=0 akkor és csak akkor, ha a=0, és fenndll a kiovet-
kezd identitds :

2) dlanb,a)y=0(b,aub).
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Ezekutan fogalmazzuk meg SzAsz GABOR tételét.

1. tétel. Legyen L O és 1 elemes, véges, komplementumos, moduldris hdlo,
L-ben akkor és csak akkor ftaldlhato nem disztributiv, otelemii, O és 1-et
fartalmazo részhdlo, ha az (1) felbontdsban P, egyelemii és mindegyik
P:(i=1,2,...,n) pdros hossziisdgu.

MEGJEGYZES: A kivant részhalé létezése a kovetkezd egyenletrendszer
megoldhatosagat jelenti:

3) xny=ynz=2znx=0, xUy=yuz=2z2Ux=1.

Az 1. TETEL BIZONYITASA: Tetszbleges A algebrai strukturdra igaz az
az allitas, hogy egy egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg A-ban,
ha valamely direkt elddllitdsa minden direkt-tényezdjében megoldhatd. Tovabba
hdlék esetén az 1 és O elem direkt-felbontasbeli komponensei épp a direkt
tényez0k 1 és O elemei. Igy belattuk, hogy (3) L-beli megoldhatésiga ekvi-
valens (3) minden Pj-beli (j=0,1,..., n) megoldhatésigaval.

A P, Boole-algebraban, ha 0 < 1, akkor (3) megoldhatdosaga egy nem
disztributiv részhalo létezését jelentené, s ezért kell, hogy P, egyelemil legyen.

Tegyiik fel, hogy (3) P;-ben (i >0) megoldhato. Ekkor
0(1)=0d(0,1)=0d(0, x)+d(x, 1) =0 (2, 1)+ d(y,0)=20(z, 1),

azaz P; paros hosszlsagu.

Elég a tétel bizonyitdsahoz mar csak azt belatnunk, hogy ha L 2n
hosszisagu, egyszerii, komplementumos, nem disztributiv, moduldris halo,
akkor L-ben (3) megoldhatd. Alkalmazzunk teljes indukciot n-re. n=1-re az
allitas trividlis, mert a nem disztributivitds kovetkezményeképpen L-nek van
harom kiilonb6z6 atomja, p, q, r, melyek kielégitik (3)-at. Tegyiik fel, hogy
az allitist mar minden 1 = k < n-re belattuk. Legyen a€L,d(a)=2n—2 s
a’ egy tetszbleges komplementuma a-nak. Nyilvan d(a’)—2. Az (a] és (a']
féidedlokban a 2. segédtétel és az indukcios feltétel kovetkeztében (2) meg-
oldhato, legyenek ezek a megoldasok x;,¥:,2; €S Xp, Vs, 2. Allitjuk, hogy
az x=x,UX,, Y=y U, 2=2,Uz, elemek megoldasai (3)-nak L-ben. Valo-
ban, xUy=x; Uy Ux,Uy,=aUa’ =1 s ugyanigy yUz=2zUx=1; tovabba
0(x)=n, mert x; N X, =0 s ezért d(x) = I(x; U Xy) = J(x) +-0(x)) = (n—1)+
+1=n, s ugyanigy J(y)=0J()=n. Ebbol, d(xny,x)=0(y,xUy)=
=2n—n=n, azaz o(xNy)=0(x)—o(x Ny, x)=n-—n==0, tehat xny=0,
s ugyanigy ynz=2znx=0, amivel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

2. A BIRKHOFF—MENGER tétel bizonyitdsat legegyszeriibben a kovet-
kez6 tétel segitségével nyerhetjiik.
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4, SEGEDTETEL: Legyen L komplementumos, moduldris hdld. Ez esetben

a) (NEUMANN) L ==(a]x(a’] akkor és csak akkor, ha a-nak pontosan
egy komplementuma van;

b) (BIRKHOFF) feltéve L végességét, L akkor és csak akkor egyszeri, ha
nincsen egyértelmiien komplementumos eleme.

Ezen tétel segitségével az 1. tételt olyan alakra hozhatjuk, amely csak
magdéra a halora kot ki feltételt.

2.tétel. Legyen L O és 1 elemes (0 < 1) véges, komplementumos, modu-
ldris hdlo. L-nek akkor és csak akkor van O és 1-et tartalmazo, nem disztri-
butiv, dtelemii részhdloja, ha minden egyértelmien komplementumos eleme
- pdros magassdgu.

BizoNYiTAs: Legyen L véges, komplementumos ¢és moduldris. Ha az
(a] és (b] foidedlok mint halok disztributivak, a és b egyértelmilen komple-
mentumosak, akkor az (a U b] foidedl mint halo disztributiv, s a U b egyértel-
milen komplementumos. Ezért van egy maximdlis u, elem L-ben, amely
egyértelmiien komplementumos és melyre (u,] mint balo disztributiv. Jelolje
ui(i=1,...,n) azon minimdlis egyértelmiien komplementumos elemeket,
melyekre (u;] nem disztributiv. A 4a) segédtéteibdl trividlisan L = (u] X (1] X
XX (u,], tovabba a 4b) segédtételb6l mindegyik (u] (i=1,2,...,n)
mint halo egyszerii. A tényezOk sorrendjének alkalmas megvalasztasaval
nyilvan elérhetd, hogy P,=(u;] (j=0,1,...,n), ahol P; az 1. segédtételbeli
felbontds tényezo6it jeloli. A keresett sziikséges és elegend6 feltétel tehat az
1. tétel szerint Pp=1 és a P;-k (i=1, ..., n) hosszédnak parossaga. Belatjuk,
hogy ez ekvivalens az egyértelmiien komplementumos elemek paros magas-
sagaval. Valéban, ha minden egyértelmilen komplementumos elem paros
magassagu, akkor specialisan minden u;-re (i—1,2,..., n) is teljesiil ez, igy
P; (i=1,2,..., n) paros hosszusagu. Ha u,=~0, akkor legyen p egy atom,
melyre p = u,. Nyilvan p is egyértelm{ien komplementumos (mert p egyér-
telmiien komplementumos (u]-ban) s d(p)=1, ellentmondas, tehat u,=0.
Megforditva, ha u,=0 és d(u;) (i=1,2, ..., n) paros, akkor minden a egy-

értelmiten komplementumos elem a= {J u;; alaki, s ezért 6(a):Z ()‘(uij)
=1 =3
szintén paros, befejezvén a bizonyitast. !

1. MEGJEGYZES: Az 1. segédtételt BIRKHOFF és MENGER erdsebb alakban
mondtak ki, nevezetesen még azt is allitottdk, hogy a Pi-k (i=1,2,...,n)
alkalmas n;-dimenzids projektiv tér altérhaléjaval izomorfok. Ha ezt az alli-
tast is belevessziik az 1. segédtételbe, akkor a 2. segédtétel elhagyhato
ugyanis P; egy féidealja éppen egy alkalmas altér Osszes alterének halojaval
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izomorf, vagyis maga is egy projektiv geometria altérhaléja, s mint ilyen,
egyszer{l.

2. MEGJEGYZES: Bizonyos végtelen komplementumos modularis haldkban is
megoldhat6 (3). Konnyii pl. verifikdlni, hogy Neumann ,folytonos geometria“-
jaban is megoldhato (3), s természetesen 6(x)=d(y)=6(z)=%.
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