
A KÜLFÖLDI SZAKIRODALOMBÓL 

GREEN-FÜGGVÉNYRE VONATKOZÓ EGYENLŐTLENSÉGEK* 

Irta : D. M. EJDUSZ (Leningrád) 

L e g y e n a h á r o m d i m e n z i ó s t é r k o r l á t o s £2 t a r t o m á n y á n a k a h a t á r a S. 
F e l t e s s z ü k , h o g y a z 5 h a t á r Я - k i t e v ő j ű Ljapunov-felület. T e k i n t s ü k a Laplace-
operatornak a z £2 t a r t o m á n y r a v o n a t k o z ó Dirichlet-feladathoz t a r t o z ó fí(x, y) 
G r e e / t - f ü g g v é n y é t . E z 

a l a k ú , a h o l rxy a z £2 t a r t o m á n y x é s у p o n t j a k ö z ö t t i t á v o l s á g , g(x, y) p e d i g 
a G r e e n - f ü g g v é n y r e g u l á r i s r é s z e . A g(x, y) f ü g g v é n y n e m k o r l á t o s í 2 X í 2 - b a n , 
é r v é n y e s a z o n b a n a 

e g y e n l ő t l e n s é g . LEVY [ 3 ] c i k k é b e n k í s é r l e t t ö r t é n t a g(x, y) d e r i v á l t j a i r a v o n a t -
k o z ó a n a l o g e g y e n l ő t l e n s é g b e b i z o n y í t á s á r a , d e a z o t t k ö z ö l t m e g f o n t o l á s o k 
h i b á s a k . [ 2 ] k ö z l e m é n y ü n k b e n r ö v i d í t v e i s m e r t e t t ü k a 

(1) \Dg(x,y)\^cM 
e g y e n l ő t l e n s é g b i z o n y í t á s á t ; i t t Dg(x, y) a z e g y i k p o n t b á r m e l y i k k o o r d i n á t á j a 
s z e r i n t v e t t e l s ő d e r i v á l t a t , с г p e d i g c s a k „ Q - t ó l f ü g g ő á l l a n d ó t j e l e n t ( a z i l y e n 
á l l a n d ó k a t a t o v á b b i a k b a n c - v e l j e l ö l j ü k ) . 

A j e l e n c i k k 1 . § - á b a n b e b i z o n y í t j u k , h o g y a 

s 

f ü g g v é n y b i z o n y o s é r t e l e m b e n a g(x,y) f ü g g v é n y f ő r é s z e . N e v e z e t e s e n b e b i -
z o n y í t j u k , h o g y ß x ß - b a n 1 f e n n á l l n a k a 

( 2 ) \ g i ( x , y ) \ ^ c M , 

(3) \g(x,y) -gi{x,y) \^wï Iccy 

* Математический Сборник 45 (87), (1958) 455—470. 
1 £2 mindig nyílt tartományt jelent. 
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e g y e n l ő t l e n s é g e k , t o v á b b á a z e l s ő d e r i v á l t a k r a v o n a t k o z ó a n a l ó g e g y e n l ő t l e n -
s é g e k , a m e l y e k b ő l s p e c i á l i s a n k ö v e t k e z i k ( 1 ) . A 2 . § - b a n a m á s o d r e n d ű d e r i -
v á l t a k a t v i z s g á l j u k . 

I s m e r t e t j ü k a f e l h a s z n á l a n d ó j e l ö l é s e k e t . A t, x, y, z, u, v, w b e t ű k k e l a z 
Í 2 + 5 h a l m a z p o n t j a i t j e l ö l j ü k . L e g y e n / ( u ) a z « ( Í 2 p o n t f ü g g v é n y e , a k k o r 
Dkf(x)~szel f o g j u k j e l ö l n i a z и p o n t k o o r d i n á t á i s z e r i n t k é p e z e t t b á r m e l y i k 
A r - a d r e n d ü d e r i v á l t é r t é k é t a z x p o n t b a n . H a f(u, v) k é t p o n t f ü g g v é n y e , a k k o r 
Dkf(u, v ) - v e l j e l ö l j ü k a z e l ö l á l l ó и p o n t k o o r d i n á t á i s z e r i n t v e t t L - a d r e n d ű 
d e r i v á l t a k a t . 

T a r t o z z é k a t p o n t a z 5 f e l ü l e t h e z . 5 í < r v a l f o g j u k j e l ö l n i 5 - n e k a t k ö z é p -
p o n t ú , d s u g a r ú g ö m b b e l s e j é b e n f e k v ő r é s z é t . nt-xt 1 j e l ö l j ü k 5 k ü l s ő n o r -
m á l i s á t a t p o n t b a n , T - v é l a t p o n t b e l i é r i n t ő s í k o t . H a t é s / a z 5 f e l ü l e t 
p o n t j a i , P t t , - g y e l j e l ö l j ü k a p o n t /7,- től v a l ó t á v o l s á g á t . 

<7-val f o g j u k j e l ö l n i a Ljapunov-féle g ö m b s u g a r á t , a m e l y e t o l y k i c s i n y -
n e k t é t e l e z ü n k f e l , h o g y t e l j e s ü l n e k a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l e k : 

1 . H a t é s ti az S f e l ü l e t p o n t j a i , t o v á b b á rtt,<q, a k k o r r « , < 2 ? « , . 
2 . A k á r m i l y e n / ( 5 p o n t o t v e s z ü n k i s , a z 5 f e l ü l e t 5 t s - b a n f o g l a l t b á r -

m e l y 5 ' d a r a b j á n a k a f e l s z í n e k i s e b b , m i n t a z 5 ' f e l ü l e t d a r a b T - r e v a l ó v e t ü -
l e t é n e k k é t s z e r e s t e r ü l e t e . 

3 . 5 м - п а к T f - r e v a l ó v e t ü l e t e , — a h o l ő t e t s z é s s z e r i n t i , <7-nál n e m n a -

g y o b b s z á m — t a r t a l m a z z a a T - b e n f e k v ő , / k ö z é p p o n t ú , - ^ d s u g a r ú k ö r t . 

A q s u g á r i l y e n m e g v á l a s z t á s a m i n d i g l e h e t s é g e s ( l á s d [1 ] , 1 6 — 1 7 . o l d a l ) . 
L e g y e n x a z Í 2 t a r t o m á n y e g y i k p o n t j a . A k k o r x - s a l f o g j u k j e l ö l n i a z 5 

f e l ü l e t x - h e z l e g k ö z e l e b b e s ő p o n t j á t . J e g y e z z ü k m e g , h o g y x r a j t a v a n л — o n . 
л г - m e l f o g j u k j e l ö l n i a z £2 t a r t o m á n y á t m é r ő j é t . R ö g z í t s ü n k e g y p s z á -

m o t ú g y , h o g y /7 = 3 , p q ^ m . 
Ot»-\al 0 < d < - É ç j j e l ö l j ü k 5 - n e k a z nt t e n g e l y ű , d s u g a r ú k ö r -

h e n g e r á l t a l k i m e t s z e t t é s a / p o n t o t t a r t a l m a z ó r é s z é t . T á - v a l j e l ö l j ü k o t » v e t ü -
l e t é t T - r e . 

L e g y e n cp(t,y) a t£S, y ( í 2 + 5 p o n t o k f ü g g v é n y e . A k k o r - v e i 

j e l ö l j ü k a <p(t, y) f ü g g v é n y n e k ( r ö g z í t e t t y m e l l e t t ) a z nt i r á n y b a n v e t t d e r i -
v á l t j á t a t h e l y e n . ( T e r m é s z e t e s e n i l y e n k o r a cp f ü g g v é n y n e k é r t e l m e z v e k e l l 
l e n n i m m e n t é n i s h e z e l é g g é k ö z e l . ) 

L e g y e n t o v á b b á 

a h o l « 5 , y ( í 2 + 5 . 
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M á r m e g á l l a p o d t u n k a b b a n , h o g y a c s a k í 2 - t ó l f ü g g ő á l l a n d ó k a t o - v e l 
j e l ö l j ü k . H a a z á l l a n d ó f ü g g h e t m é g v a l a m i l y e n a , , o 2 , . . . , a H n u m e r i k u s p a r a -
m é t e r e k t ő l i s , a k k o r с,-(ŰI, Ö2, . . . , ű „ ) - n e l f o g j u k j e l ö l n i . E z e n k í v ü l n é h a 0 - v a l 
é s ki-ve 1 i s f o g u n k j e l ö l n i á l l a n d ó k a t . 

l . § . 

1. LEMMA. Az x, y pontok tartozzanak Q + S-hez, továbbá legyen 
0 a<2, 0^ß<2. Akkor az 

/ / ( x , y ) = J rjf r~yt d Sí 
s 

függvényre fennáll a + ß> 2 esetén az 

F0(x,y)^cs(cc,ß)iii
xv

a-ß, 
a - f ß = 2 esetén az 

F0(x, y)^Crö(a,ß)|ln Гху j, 
a-fß<2 esetén az 

F0(x,y)^c6(a,ß) 
egyenlőtlenség. 

Н а a z x , у p o n t o k 5 - h e z t a r t o z n a k , a k k o r e z e k n e k a z e g y e n l ő t l e n s é g e k -
n e k a b i z o n y í t á s a s z e r e p e l a z [1 ] k ö n y v b e n ( 1 5 6 — 1 5 8 . o . ) . A l e m m a b i z o n y í -
t á s a h a s o n l ó m ó d o n v é g e z h e t ő , e z é r t e l h a g y j u k . 

2 . LEMMA. Legyen <p{t,y), ahol t f S , ' y f L 2 , at pont folytonos függvé-
nye. Tegyük fel, hogy minden t f S , у £02 pontpárra teljesül a 

(4) f f ( t , y ) \ ^ F n ; 

egyenlőtlenség, ahol kx állandó. Ezenkívül legyen minden yfS2-ra 

( 5 ) \W(t,y)\dSt^k2, 
s 

ahol ko állandó. Akkor az 

F(x, y) = J* rj" <p (t, y)dSt 
s 

függvényre, ahol 0 ^ « < 2 , X Ç Í 2 + 5 , y f í 2 , fennáll az 

( 6 ) I F & y Á ^ k ^ K . a y " 

egyenlőtlenség. 
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BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y 2 p r x - < rxy. V e z e s s ü k b e a 2=SX» 
j e l ö l é s t , a h o l ô=p1rxy. í g y ô^q. L e g y e n t(2\ a k k o r , m i n t k ö n n y e n l á t h a t ó , 

Г ь у Ш - т у Г х у . ( 4 ) f o l y t á n 
a 

Г - « /7 w o ^ 16ягАг1 f , „ . 1 6 n k i p " - ' 1 

r*t <p(t, y)dSt 2 — 9 l adç = 
J Су J (2—cc)rxy 0 

M o s t l e g y e n t(S—2. A k k o r 2 p r x t ^ r x y . Az ( 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k a p j u k : 

r'Jcp(t, y)dSt I ^ kf2p)arx
a
y. 

s-s 
I n n e n k ö v e t k e z i k ( 6 ) . 

A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r 2рг х хШг х у , a ( 6 ) e g y e n l ő t l e n s é g ( 5 ) - b ő l a d ó d i k . 
3 . LEMMA. Bármely z(S, z,(S, y(í2 + S ponthármasra, amely eleget 

tesz az ггч ^ 6rzy ( 0 < Ö < 1 ) feltételnek, érvényes a 

ITÍ(Z, y) — Tl(z,, y)J ^с%(в)(ггу rZZl + hyÓQ 

egyenlőtlenség. Abban a speciális esetben, amikor y(S, teljesül a 

\ r f z , y)-TI(zu у)фс9(0)(Д3г2А + r f j r í ) 
egyenlőtlenség. 

E l e m m a e g y s z e r ű b i z o n y í t á s á t e l h a g y j u k . 
4. LEMMA. Legyen <p(t,y), ahol « 5 , у ( f f a t pont folytonos függvénye 

és teljesüljön rá a 

(7) 
egyenlőtlenség, ahol 0 < « ^ 2 (ha и ^ 2, akkor még feltesszük, hogy fennáll 
az ( 5 ) egyenlőtlenség). Vezessük be a 

Ф(Г,у)= \TX(Z, t)cp(t, y)dSt 
s 

jelölést. Akkor bármely z(S, z,(S, y(Li ponthármasra, amely eleget tesz az 
r22,^0ггу ( O < 0 < 1 ) feltételnek, érvényes a 

10(z, у)-Ф(г„у)\уксп(в, a, ks, l')«tar,4 + r;fríf 
egyenlőtlenség, ahol X tetszés szerinti, k-nál kisebb pozitív szám.2 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n 20 = Sza, a h o l ô = 6rzy, t o v á b b á = SZÍ,, a h o l 

+ = - ^ ( 1 + 0 ) / + . A k k o r 

Ф(г, y) = J T,(Z, f)cp(t, y)dSt + j r f z , t)<p(t, y)dSt= Ф , « , у) + Ф2(Г, у). 
s-s, s, 

2 a = 2 esetén c10 függ még Ars-töl is. 
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2 0 
L e g y e n / £ 5 — 2 , ; a k k o r ^ g гл. A l k a l m a z v a a z,zut p o n t o k r a a 3 . 
l e m m á t , k a p j u k : 

IФ,(г, у)-Ф1(г1,у)\шса(в) I (гфгщ + г:?гф\<рфy)\dSt. 

I n n e n 

I Ф ф , у ) - Ф ^ , у ) \ ^ к 3 ( с ф в ) г ^ - 3 + с 1 3 ( в ) & / ф 2 ) f r ï r f d S t , 
S 

et 
a h o l h = 2 — y . A z a < 2 e s e t b e n a z 1 . l e m m a a l a p j á n 

I Ф , ( г , у ) - Ф , ( z x , у ) \ ш к 3 с и ( в , a ) ( t f / + + r j f t ) . 

а = 2 e s e t é n a z ( 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k ö v e t k e z i k : 
I Ф , ф у ) Ф , ( Z j , у ) | + Е с ф Щ г ф г ^ + 

M o s t l e g y e n / £ 2 , . ; a k k o r ö ) r 2 ! / . ( 7 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a / £ 2 Í 
p o n t o k r a 

( 8 ) + « ) / • : ; . 
V e z e s s ü k b e a 

ф ( / , у ) h a / £ 2 X 

= h a / £ 5 - 2 7 
j e l ö l é s t . A k k o r 

Ф2(2,у) = |т1(г, t)yp(t,y)dSt. 
s 

[ l ] - b e n b e v a n b i z o n y í t v a ( 7 7 — 8 0 . o . ) , h o g y a 

P(Z) = J T , ( Z , 
s 

f ü g g v é n y r e , a h o l p ( t ) a z 5 f e l ü l e t e n é r t e l m e z e t t k o r l á t o s f ü g g v é n y , t e l j e s ü l a 

\P(z)-P(zj)\ ü с 1 7 ( / ' ) ф s u p | , м ( / ) | 

e g y e n l ő t l e n s é g , a h o l г £ 5 , г + 5 , О < Я ' < Я . I n n e n é s ( 8 ) - b ó l k ö v e t k e z i k : 

I Ф 2 ( + у ) — Ф а ф , y ) | + к3с18(в, a, T)rfrLx. 

E z z e l a l e m m á t b e b i z o n y í t o t t u k . 

5 . LEMMA. Legyen <p(t,y), ahol t£S, у £ Í2, a t pont folytonos függvénye 
és teljesüljön rá a ( 7 ) egyenlőtlenség valamely a>0 mellett. Tegyük fel, hogy 
vannak olyan pozitív в, T, k, állandók (6> < 1 , л ' + Я ) , hogy bármely az гн,Швrty 

feltételnek eleget tevő t^S, ö £ 5 , y £ Í 2 ponthármasra fennáll a 

( 9 ) 1 7 ( 7 У)-9&,У)\Ш k i i r t " rttl + r f t ) 
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egyenlőtlenség. Legyenek az xj£í, yj£> pontok olyanok, hogy 2prxx^rxy. 
ß 

Vezessük be a oxi = o jelölést, ahol ô = — rxy. Akkor az 
zp 

F(u) = jr-J<p(t, y)dS, 
(T 

\ 

függvénynek az x pontban vett DF(x) deriváltja eleget tesz a 

\DF(x)\^Ci9(k3, ki, a, Ifr'M" 

egyen lőtlenségnek. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n t£o. A Q = Qm j e l ö l é s m e l l e t t f e n n á l l rxt = "2-Q- I n n e n , 
3 

f e l h a s z n á l v a , h o g y г х у Ш - т - г х у , k a p j u k : r x t ^ 0 r x y . K ö v e t k e z é s k é p p e n 

( 1 0 ) | 9 > ( x , y)—<p(t, y)I + kMaWMui + U'Mt). 

( 7 ) - b ő l é s a z rty^-Lrxy e g y e n l ő t l e n s é g b ő l a d ó d i k : 
( 1 1 ) \ < p ( f y ) \ ^ " k 3 r : a 

B e c s ü l j ü k m e g e l ő s z ö r a ^ d e r i v á l t a t , a h o l n az nx n o r m á l i s i r á n y a . 
K a p j u k : 

dF(x)_ rcos(rxt, nj) c o s ( r x f , n,) . , Ç c o s ( r , , t , nj) 
д 

( x ) = r c o s ( r . , % ) 7 С 0 8 ( ^ , Я , ) r ç o s ( j A n f f ^ ^ 
n J rrt J rjt 

[1 ] 7 8 . o l d a l á n b e v a n b i z o n y í t v a a 

I COS (rxt, n f ) — COS (rx,, fit) I = C21Ы 

e g y e n l ő t l e n s é g . E b b ő l é s a ( 1 1 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k ö v e t k e z i k : 

Г c o s f c , , пх)-со*(Гх*,ъ)y)dSt 

J rxt 
<T 

H a s z n á l j u k f e l a z 

( 1 2 ) C l n S t o d & a ^ c . M £ 2 ) 
J lit 
s 

e g y e n l ő t l e n s é g e t ( l á s d [1 ] , 2 7 5 . о . ) . ( 1 l ) - b ő l k a p j u k : 

f c o s ( r r n , ) ^ 
J rrt 

= 4 к3с^гху. 
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E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k a 
dF(x) 

dn = Сл(кл, a) rxy 

e g y e n l ő t l e n s é g e t . 
B e c s ü l n ü n k k e l l m é g a z F(u) f ü g g v é n y n e k a z S f e l ü l e t 3c p o n t b e l i v a l a -

m e l y é r i n t ő j e i r á n y á b a n v e t t d e r i v á l t j á t a z x h e l y e n . J e l ö l j e a z x p o n t h o z t a r -
t o z ó l o k á l i s k o o r d i n á t a r e n d s z e r t e n g e l y e i t 5 , rj, n, a h o l a | é s r\ t e n g e l y a z 5 
f e l ü l e t 3c p o n t b e l i é r i n t ő s í k j á b a n f e k s z i k . L e g y e n e k a t f o p o n t k o o r d i n á t á i a 
l o k á l i s r e n d s z e r b e n rí, rí, a z и p o n t é i p e d i g n . A k k o r 

дF(x)_ С ^ ^ > у ) _ ф у))(18( + ф ) у ) 

J rxt J rxt 

( 1 0 ) a l a p j á n 

Р т Ы ^ ) - ^ ) ) ^ . 
J Txt 

= С-л(к4, a, l')r 
A'-A-A 

H a s z n á l j u k f e l a z [1 ] 3 4 4 . o l d a l á n b e b i z o n y í t o t t a l á b b i e g y e n l ő t l e n s é g e t : 

' l o il dSt 

a h o l xfQ, 2 d < q . K a p j u k : 

d F(x) 
dt 

A l e m m á t b e b i z o n y í t o t t u k . 

\c2í(k3, k.u a, l')f A'-A-A 

6. LEMMA. Legyen <p{t,y), ahol t f S , y E L2, a t pont folytonos függvénye 
és tegyen eleget a következő feltételeknek: 

a ) Minden t f S , yfS2 mellett fennáll a ( 7 ) egyenlőtlenség, ahol 0 < a ^ 2 
(ha a== 2, akkor még feltesszük, hogy minden y f í é pontra teljesül ( 5 ) ) . 

b ) Vannak olyan pozitív 6,l',k4 állandók (ö< 1, l'S l), hogy bármely 
az rttl v 0rly feltételnek eleget tevő t f S , t , f S , y££2 ponthármasra fennáll a 
( 9 ) egyenlőtlenség. 

Akkor az 
F(x,y) = jr-Jq>(t,y)dSt ( x E ß , y E ß ) 

függvény DF(x,y) deriváltjaira érvényes a 

egyenlőtlenség. 
DF(x, y) I ^ c28(k2, k3, kt, a, l', в)гху

х~" 
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BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y 2 Р Г - > Г , . A b b a n a z e s e t b e n , 
amikor « = 2, (5)-ből következik: 

\DF(x,y)\^4p2k2rxy. 

. . . a s - L a i e l ö l é s t . A k k o r ( 7 ) - b ő l é s a z 1 . 
A z « < 2 e s e t b e n v e z e s s ü k b e a ß— 2 « l e i u l c 

lemmából adódik: 

1 DF(x, y)\*k á (2P)T W « ) * -

Legyen most 2 р г . , * г . . . Az F(a,y) függvényt két részre bontjuk: 

/•q. Az 5. 
ahol « az fí tartomány tetszés szerinti pontja, o - o * . d 2 p 

lemma szerint ^ ^ 

V T о 9 nr ~>r esethez hasonloan, 
Továbbá ha akkor így, a 2prxx>rxy 

kaPjUka \DF2(x,y)\^UK,k3,a,e)Cy 

egyenlőtlenséget. Ezzel a lemmát bebizonyítottuk. 
gY , . . /о\з valamint a következő egyen-1 . TÉTEL. QXQ-ban érvenyes ( 2 ) e s ( 3 ) , vaiamuu 

lőtlenségek: 
( 1 3 ) \Dg,(x,y)\^rxv, 

ahol X tetszés szerinti, Я-nál kisebb szám. 
BIZONYITÁS. Tartozzék az X és y pont ß - h o z . Akkor 

j _ п m ^ d s , 
( 1 5 ) g(x>y) — 4 í r J T x t dm 

s 

l n n e " „ , 1 + _ L ( i ° ° m d S , . 
У > = 4 L r f y 4 л : J С * a n t J s 

(16) 

На Я = 1, akkor a (3) egyenlőtlenséget a következőképpen kell írni: 

ahol £ tetszés szerinti pozitív szám. 
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L e g y e n г a z 5 f e l ü l e t p o n t j a ; a k k o r ( 1 6 ) - b ó l k ö v e t k e z i k : 

s 
L e g y e n 

ri+1(z, u) = I т;(г, t)rßt, u)dSt, 

a h o l z(S, u(P2 + S. ( 1 7 ) i s m é t e l t a l k a l m a z á s á v a l k a p j u k : 

dG(z,y) Ф / : , f / n d G ( / , y ) , c 

dth = STi(г 'y>+ J T ! ' > dm dS>' (18) 

+ 1 . A z 1. l e m m a é r t e l m é b e n m i n d e n a h o l / - e t ú g y v á l a s z t j u k , h o g y / = 
z(S, t(S p o n t p á r r a é r v é n y e s a 
( 1 9 ) | т г ( г , Ö l h e s s 
e g y e n l ő t l e n s é g . A ( 1 2 ) e g y e n l ő t l e n s é g e t á t í r h a t j u k a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 

( 2 0 ) ^ ( L y f d S t ^ k C u . 
s 

( 2 0 ) - b ó l a z 1. é s 2 . l e m m a a l a p j á n k ö v e t k e z i k : 

(21) Z M z , y) 
1=1 

~ C35 Ггу . 

A z i s m e r t ^ ^ g Q e g y e n l ő t l e n s é g é r t e l m é b e n д п г 

(22) dG(t,y) 
önt dSt = 1. 

( 1 8 ) - b ó l ( 2 1 ) , ( 1 9 ) é s ( 2 2 ) s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 
dG(z,y) ( 2 3 ) 

( 1 5 ) - b ő l é s ( 1 7 ) - b ő l a d ó d i k : 
dn. = ü СзвГгу • 

a h o l 

1 Г 1 
§ (*, У) = gi (x, y) + J — % (z, УУd S:, 

s 

9 o ( z , y ) = \ T 1 ( z , t ) ^ ^ d S t , 
s 

« 
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( 2 0 ) - b ó l é s a 2 . l e m m á b ó l k ö v e t k e z i k a ( 2 ) e g y e n l ő t l e n s é g , a 3 . é s 6 . l e m -
m á b ó l p e d i g a ( 1 3 ) e g y e n l ő t l e n s é g . B e c s ü l n ü n k k e l l m é g a 

( 2 4 ) Ф 0 ( х , y)=g(x, y)—gi{x, y) = ^ J^rTo«, y)dSz 

s 

f ü g g v é n y t . ( 2 2 ) - b ő l é s ( 2 3 ) - b ó l a 2 . l e m m a s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 

(25) \<p0(z,y)\^cnrif, 

a h o l z ( 5 , y ( í 2 , e b b ő l p e d i g a z 1. l e m m a é r t e l m é b e n k ö v e t k e z i k ( 3 ) . 
( 2 2 ) é s ( 2 3 ) s z e r i n t a <p„(z, y) f ü g g v é n y r e a l k a l m a z h a t ó a 4 . l e m m a . 

E b b ő l a l e m m á b ó l a d ó d i k , h o g y b á r m e l y , e g y m á s s a l a z f e l t é t e l 
ú t j á n ö s s z e k a p c s o l t z (S , zx(5, y ( í 2 p o n t h á r m a s r a f e n n á l l a 

(26) ! 9>o(z, y ) — % ( Z i , y) I с,ф')(rL/'rZZl + rjy f f ) 

e g y e n l ő t l e n s é g . ( 2 5 ) - b ő l é s ( 2 6 ) - b ó l a d ó d i k , h o g y а Ф0(х, у) f ü g g v é n y r e a l k a l -
m a z h a t ó a 6 . l e m m a a z a = 2 — A v á l a s z t á s s a l . E b b ő l a l e m m á b ó l k ö v e t k e z i k ( 1 4 ) . 

A t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

2. §. 

E b b e n a p a r a g r a f u s b a n f e l t e s s z ü k , h o g y a z 5 f e l ü l e t a z L2 o s z t á l y b a 
t a r t o z i k v a l a m i l y e n A < 1 k i t e v ő m e l l e t t ( a z L2 o s z t á l y d e f i n í c i ó j á t l á s d [ 1 ] 1 2 0 . 
o l d a l á n ) . M i n d e n i l y e n t u l a j d o n s á g ú f e l ü l e t 1 k i t e v ő j ű Ljapunov-felület. L e g y e n 
<p(t)at£S p o n t f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e . Di<p(t)-ve 1 ( / = 1 , 2 , 3 ) 
f o g j u k j e l ö l n i a </>(/) f ü g g v é n y f e l ü l e t i g r a d i e n s é n e k v e t ü l e t e i t a r ö g z í t e t t x 1 ; x2, x 3 

t e n g e l y e k r e . H a <p(t,u) a / ( 5 , + S p o n t p á r f ü g g v é n y e , a k k o r Di<p(t,u)-
v a l j e l ö l j ü k a ( p ( t , u ) f ü g g v é n y f e l ü l e t i g r a d i e n s é n e k v e t ü l e t e i t , m i k ö z b e n a 
m á s o d i k h e l y e n á l l ó и p o n t r ö g z í t e t t . 

7 . LEMMA. Ha z ( 5 , у ( ß + S , akkor fennáll a 

egyenlőtlenség. Ha speciálisan у ( 5 , ЙЛГАГОГ 

| Д т 1 ( г , у ) | ^ с 4 0 г ; ! , 2 . 

Azonkívül bármely, az rzz, ^ вrzy ( 0 < ö < 1 ) feltételt kielégítő z}S, z^S, 
у ( ß + 5 ponthármasra érvényes a 

ф л ф , y ) — Д T] ( 2 ! , у ) Ф c 4 I ( ö ) ( r p r „ , + / • ; ; « , ) 
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egyenlőtlenség. Ha speciálisan y f S , akkor 

I Di г\ (z, y)—Di t , (2,, = C42 ( 0 ) (r ;® r 2 2 l + r 2 ; rí). 
E n n e k a l e m m á n a k a z e l e m i b i z o n y í t á s á t e l h a g y j u k . 
8 . LEMMA.4 Legyen valamely azi ( z f S , 2 D < q) tartományban értelmezve 

egy cp(t) függvény, amelyre teljesülnek a 
( 2 7 ) W Ü l ^ o , 

( 2 8 ) l 9 » ( 0 - 9 ( 0 l S Í « / » 
i = l 

egyenlőtlenségek, ahol tfoző, f €ozó, k\ és a, pozitív állandók, a;=il. Akkor az 

F(v) = J ' T 1 (v, t)cp(f)dSt 

függvény, ahol v f аг0, differenciálható S mentén, és tetszés szerinti v,v pon-
tokra, amelyek azôrhez tartoznak ( d , = 0 d , 0 < 1 ) , érvényesek a 

n 
( 2 9 ) I DiF(v) I =S к'0сзг(в) + ^ к',д"'си(а), 

г—I 

\DiF(v)—DiF(v')\^ к'0сфв, s0)(уд'1 + у + у-'нГ) + 
( 3 0 ) " 

+ 2" ЫО, at, s)(/ôa' + y"' + у"ге'д1) 
i=1 

egyenlőtlenségek, ahol y = /"„„•, az srk pedig tetszés szerinti pozitív állandók. 

BIZONYÍTAS. L e g y e n e k i], n l o k á l i s k o o r d i n á t á k a 2 p o n t b a n , a h o l a z 
n t e n g e l y Лг -ve l m e g e g y e z ő i r á n y í t á s ú . E k k o r a aZÍ5 f e l ü l e t d a r a b e g y e n l e t e 
n = / ( § , 7 ) a l a k ú l e s z , a h o l a z / ( £ , r ) f ü g g v é n y m á s o d r e n d ű d e r i v á l t j a i l k i t e -
v ő j ű Lipschitz-feltételnek t e s z n e k e l e g e t 7 Á - b a n . J e l ö l j e (t\, v2, v) a v p o n t , 

p e d i g a t p o n t k o o r d i n á t á i t a l o k á l i s r e n d s z e r b e n . L e g y e n w(vxt vj) 
a v p o n t , « ( 4 , 4 ) a t p o n t 7 > r e v a l ó v e t ü l e t e . A k k o r ( l á s d [1 ] , 3 8 9 . o l d a l ) 

( 3 1 ) F(v)=0(w)cos(nv,n), 
a h o l 

0 ( w ) = J Q ( w , u)ip(u)du. 
Tzi 

I t t 

Q(w, «) = 

V ( u ) = \\ + [fí(tu 4 ) ] 2 + Un(4,4)Y<p(t), du = dLdU, 

/ ( 4 , 4 ) — f(vi, v) — ( 4 — vj)fí (Vi, v) — ( 4 — v)f'n (\h , r ) 
[(4—vjf + (4—vjf + (/(4, t j ) - f ( v u r.))4 I

3/, 
4 H. L. S Z M O Ó C K I J bebizonyított egy tételt ([1], 373. oldal), amelynek analogonja a 

lemma. A bizonyításnál felhasználjuk H. L. S Z M O L I C K I J módszerét. 
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L e g y e n u(Tz6, u'(T-_i. A k k o r a z a 0 = l j e l ö l é s m e l l e t t f e n n á l l 
( 3 2 ) ' \i>(u)\^c„k'0, 

( 3 3 ) 

T e k i n t s ü k e l ö s z ö r a 

I V(«) — | = Gs ^ k'i Für. 
i=о 

^(IV) = JQ (W , u)du 

f ü g g v é n y t , a h o l W(TZÔ, é s v é g e z z ü k e l a 
/ i = Vi + ( > c o s c u , t 2 = с 2 + д s i n o j 

h e l y e t t e s í t é s t . A k k o r 

Я(И7) = | dco I R(v7,v2,Q,m)dQ, 
о 0 

a h o l 
/(l.'l, V2, со) = f ú ' ! COS СО - f - V<> s i n со)'2 ф â' — v\ v\ ( l ' i c o s со + v2 s i n со). 

L e g y e n 0 a k k o r , m i n t k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó , 

dR ( 3 4 ) 
dvj Ф С б о Д " 1 , 

a h o l y ' = l , 2 . E z e n e g y e n l ő t l e n s é g e k s e g í t s é g é v e l b e b i z o n y í t h a t ó a 
2л 2л I 

дН 
dv-- = j R(v1,v2,l,co)-~dco + j dQ = Hn(w) + Hj2(w) 

Cr,2(6) 

о 0 

e g y e n l ő s é g . 5 L e g y e n w ( 7 Д ; a k k o r dl 
dVi â c 5 1 ( 0 ) , Ő 2 / 

dVidVj JM\-в)д. 

I n n e n k ö v e t k e z i k , h o g y Т Д - Ь е п 
( 3 5 ) | Я д ( и 7 ) | ^ С б 3 ( 0 ) , 

д Н я Сы(0) 
W dVi ~ д ' 

a h o l / , у = 1 , 2 . ( 3 4 ) f o l y t á n 7 V b a n 
( 3 7 ) \ H j 2 ( w ) \ ^ C e 6 ô \ 

B e c s ü l j ü k m e g a Hj2 f ü g g v é n y n ö v e k m é n y é t 7 Д - Ь а п . L e g y e n w,w'(Tzt. 
5 Lásd az analóg megfontolást [1] 382. oldalán. 
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V e z e s s ü k b e a z 

Гиг с P» ?иге' Q > Г«•«•' Yo> 
dR 
dVi 

Ri(ih,v2,tut2) = Ri(w; и) 

j e l ö l é s e k e t . J e l ö l j ü k T ' - v e l a z o n u £ T z i p o n t o k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k r e p > 2 / 0 . 
L e g y e n ufT', a k k o r , m i n t i s m e r e t e s ( [ 1 ] , 3 9 0 . o l d a l ) , 

( 3 8 ) с p " 3 + (>YI + 9'"YO)-Ri(w, ы) Ri(w', a) 
p P ' 

( 3 4 ) é s ( 3 8 ) s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 

( 3 9 ) \Hj2(w)-Hß(w')\^CvYo 1 1 + 

( 3 5 ) , ( 3 7 ) , ( 3 6 ) , ( 3 9 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 7 4 , - b e n é r v é n y e s e k a 

dH 

l n 7 
7o 

( 4 0 ) 

( 4 1 ) 

dvj 

dH(w) dH(w•) 
dvj dvj 

= § с ю ( 0 ) , 

Сы(в) 
/ о + С 5 7 / о И + In 

Го 

e g y e n l ő t l e n s é g e k . 
T e k i n t s ü k а Ф ( и > ) f ü g g v é n y t . V e z e s s ü k b e a z 

R(y,, vs. p , со) = R(v,, Vi, tx, f ) = R(w, u) 

j e l ö l é s t . A k k o r p Q ( w , u) = R(w, u). N e m n e h é z b e b i z o n y í t a n i a T:i-ban é r v é n y e s 

( 4 2 ) 

( 4 3 ) 

F l 
9 Г 

F 
dVi Q ^ p 2 

e g y e n l ő t l e n s é g e k e t . L e g y e n w,w'fTza, u£T'. A k k o r , m i n t i s m e r e t e s ( [ 1 ] , 3 9 0 . 
o l d a l ) , 

( 4 4 ) 
J _ F 
övi о 

_д_ R 
óv, p = c6i(/oP 3 4" 7o9 2)-

A ( 3 3 ) , ( 4 2 ) , ( 4 3 ) , ( 4 4 ) e g y e n l ő t l e n s é g e k b ő l k ö v e t k e z i k 6 a 

( 4 5 ) дФ , , ч дН . ч 

dvj dVj 

è Lásd az analóg megfontolást [1] 385—387. oldalán. 

8 III. Osztály Közleményei IX/3 
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ö s s z e f ü g g é s , a h o l 

T a 
( 3 3 ) - b ó l é s ( 4 3 ) - b ó l a d ó d i k , h o g y F a - b a n 

( 4 6 ) | / j O v ) | 
i=0 « i 

L e g y e n w , Tzô. ( 3 3 ) , ( 4 4 ) , ( 4 3 ) s e g í t s é g é v e l k a p j u k ( l á s d [1 ] , 3 8 7 . o l d a l ) : 

( 4 7 ) \ m - I Á w j \ ^ ± k [ c e 3 ( a j [ Y ^ + Ya
0< l „ * 

«=О V / о J 
A ( 3 2 ) , ( 3 3 ) , ( 4 0 ) , ( 4 1 ) , ( 4 5 ) , ( 4 6 ) é s ( 4 7 ) e g y e n l ő t l e n s é g e k b ő l a d ó d i k ( 2 9 ) 
é s ( 3 0 ) . 

9 . LEMMA. Legyen <p(t, y), ahol t ( S, y ££2, a t pont folytonos függvénye 

és teljesüljenek rá az alábbi feltételek: 

a ) Minden t(S, y ( ß pontpárra fennáll ( 4 ) . Azonkívül minden y ( <2-ra 

érvényes ( 5 ) . 

b ) Vannak olyan 0 és k-, állandók, hogy bármely az rih gj 6rty feltételnek 

eleget tevő t£S, tXS, у ( ß ponthármasra fennáll a 

I <P i f , у) - cp (f ,y)\^k;, (r'ty rtt, + ríj Sít) 
egyenlőtlenség. Vezessük be a 

Ф(Г, У) = J T x ( Z , t)<p(t, y)dSt ( z ( S ) 
s 

jelölést. Akkor minden z(S, y £ ß és / = 1 , 2 , 3 mellett teljesül a 

( 4 8 ) \01Ф(г,у)\^св4(кик2, к-,, в)ríj 

egyenlőtlenség. Azonkívül létezik olyan pozitív 60(6)<\ szám, hogy bármely 
az rzzi^e0rzy feltétel kielégítő z(S, z , £S, y£ß ponthármasra fennáll a 

( 4 9 ) | Д Ф ( г , y)—Di<P(z1,y)\^cIK,(ku к,, k-„ в, k')(rfjr^ + r f 2 rí) 

egyenlőtlenség, ahol k' tetszés szerinti, k-nál kisebb szám. 

B I Z O N Y Í T Á S . V á l a s s z u k a d x > 0 s z á m o t o l y a n k i c s i n e k , h o g y f e n n á l l j a n a k 
a 2 6 x m < q , 4вх<в(\ — 26) e g y e n l ő t l e n s é g e k . V e z e s s ü k b e а Ф = ozil, o" = 

= o,a 3 j e l ö l é s e k e t , a h o l z a z 5 f e l ü l e t e g y i k p o n t j a , di = 61 ггу, d 2 = ~ d i . 
L e g y e n и t e t s z é s s z e r i n t i p o n t S - e n . A k k o r 

Ф(и, y ) = j г\(и, t)cp(t, y)dSt+ I т , ( « , t)(p{t,y)dSt= ФМ y ) + Ф 2 ( « , у ) . 
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L e g y e n / ( 5 — o ' , z + o " . A k k o r r^Ojzy, rzzi^-^rzt. I n n e n é s ( 5 ) - b ő l a 7 . 
l e m m a é r t e l m é b e n a d ó d n a k a 

(50) IД Фх(г, у)\̂ с<як2в12 rjy. 
( 5 1 ) \Di01(z,y)-Di Ффиу)\^CvkzieÉr-jr^ + e É r J f o 

e g y e n l ő t l e n s é g e k . M o s t l e g y e n / ( a ' , a'. A k k o r г,уШ( 1 — 2 6 j ) r z y , r,tl^tírty, 
a h o n n a n 

MU у)-срф,у)\ёкф-2в,уа M Ф + Gy fit). 

A 8 . l e m m a é r t e l m é b e n e z e k b ő l a z e g y e n l ő t l e n s é g e k b ő l k ö v e t k e z i k : 

( 5 2 ) ID, Ф2(г, у) I â cm(k,, h ) r f , 

( 5 3 ) I D i Фф, у)-Di Ффг,у)ф ст(кх ,к;„в, L')(r*rzz, + ф ) , 

a h o l г ф о " . ( 5 0 ) - b ő l é s ( 5 2 ) - b ő l a d ó d i k ( 4 8 ) . V e z e s s ü k b e a <9o(i9) = ^ - 0 , 
j e l ö l é s t . A k k o r a z o k a z + S p o n t o k , a m e l y e k r e t e l j e s ü l a z rzz,^60rzy f e l t é t e l , 
o " - h ö z t a r t o z n a k . ( 5 1 ) é s ( 5 3 ) é r t e l m é b e n é r v é n y e s r á j u k a ( 4 9 ) e g y e n l ő t l e n s é g . 

1 0 . LEMMA. Legyen <p(t,y), ahol t}S, Y ( ß , a t pont S mentén folyto-
nosan differenciálható függvénye. Teljesüljenek az alábbi feltételek: 

a) A /(5, y (5 pontpárokra fennállnak a 

\<p(t,y)\^kerl
ty", 

\Di<p(t,y)\^k7n; 

egyenlőtlenségek, ahol / = 1 , 2 , 3 , 1 < a ^ 3 . a = 3 esetén pótlólag feltesszük, 
hogy érvényes ( 5 ) . 

b ) Léteznek olyan pozitív 0,F,ks állandók ( d e l , T^A), hogy bármely, 
az r,tl^6rty feltételnek eleget tevő t(S, tx}S, y ( ß ponthármasra fennáll a 

I D i < p ( t , y)—D;'f(tx, у ) ф кфМ'Ти + гф" f f , ) 
egyenlőtlenség. 

Akkor az 

F(x, y) = J ^ cp (t, y) dSt (x ( ß , у ( ß ) 
s 

függvény D2 F (x, y ) deriváltjaira érvényes a 

j D2F(x, y ) Y c ; „ ( + , lu, k7, k%, a, в, I'M'"" 

egyenlőtlenség. 

8* 
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BIZONYÍTÁS. O k o s k o d j u n k u g y a n ú g y , m i n t a 6 . l e m m a b i z o n y í t á s á n á l . 
E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y 2 p r x x > r x y . A k k o r 

ID2F(x, y)\^cn(k2, ke, a)r'x". 

M o s t t e g y ü k f e l , h o g y 2prxx^rxy. L e g y e n e k a z Í2 t a r t o m á n y t e t s z é s s z e r i n t i 
и p o n t j á n a k k o o r d i n á t á i v a l a m e l y r ö g z í t e t t k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n { u x , u 2 , u j ) . 
A k k o r 

F(u, y ) — J rllcpit, y)dSt + \ rf<p(t, y)dSt = F1(u, y) + F2{u, y), 
S-a a 

ß 

a h o l o = o2a, ő = ^-rxy. H a t^S—o, a k k o r rxt^ő. I n n e n 
zp 

ID2Fx(x, y)\^c7,(k2, ke, а, в)г~". 

FTF2{x, y) b e c s l é s é h e z h a s z n á l j u k f e l a z t a k é p l e t e t , a m e l y m e g a d j a a 
d i f f e r e n c i á l h a t ó s ű r ű s é g ű e g y s z e r ű r é t e g p o t e n c i á l j á n a k a d e r i v á l t j á t ( l á s d [1 ] , 
8 9 . o l d a l ) : 

_ \ ф М р y)—xcp(t, y ) c o s ( « t , ut)]rJdSt + 
О " 1 J 

a 

+ J W > y ) c o s (jit, uj) dSt + 
a 

+J r~ul<p(t, y ) [ c o s (nt, u2)dt3—cos ( n t , u3)dt2] = 
L 

= L(u, y) + I2(u, y) + I3(u, y), 

a h o l L а о f e l ü l e t d a r a b h a t á r o l ó g ö r b é j e , x az S f e l ü l e t k ö z é p g ö r b ü l e t e a t 
p o n t b a n , (tx,t2,tj) a t p o n t k o o r d i n á t á i . A z 5 . l e m m a s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 

I D l ß x , y) j = C73(Ac, k7, ка, а, в, I j f f " -

A DI2(x,y) d e r i v á l t a k b e c s l é s é h e z a d i f f e r e n c i á l h a t ó s ű r ű s é g ű k e t t ő s r é t e g 
p o t e n c i á l j á n a k d e r i v á l t j a i r a v o n a t k o z ó k é p l e t e t ( [1 ] , 9 3 . o l d a l ) k e l l f e l h a s z n á l n i . 
E z a k é p l e t a k e t t ő s r é t e g p o t e n c i á l j á n a k d e r i v á l t j a i t b i z o n y o s e g y s z e r ű r é t e g -
p o t e n c i á l d e r i v á l t j a i v a l f e j e z i k i , e z e k p e d i g a z 5 . l e m m a s e g í t s é g é v e l b e c s ü l -
h e t ő k . K a p j u k : 

I Dh(x, y)\^cu{ke, k7, A:8, в, l') r í f . 

A z I 3 ( x , у ) i n t e g r á l d e r i v á l t j a i t k ö z v e t l e n ü l l e h e t b e c s ü l n i : 

\DI3(x, y ) | = c7-,(k6, ci, 6 ) r f . 
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E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y a z x p o n t b a n 

D dFs(a,y) 
ÔU, = C76(kB , ki, kg, а , д, Я )rxy 

H a s o n l ó a n b e c s ü l h e t ő k a D ( — — I é s D ( 4 — 4 d e r i v á l t a k . A 1 0 . l e m m á t b e b i -
(du2) [duj 

z o n y í t o t t u k . 
2 . T É T E L . Ha az S felület az I 2 osztályhoz tartozik, akkor Í2 X Li-ban 

fennállnak a 
( 5 4 ) \ D 2

g l ( x , y ) \ ^ r ; l 

( 5 5 ) \ D \ g - g i ) \ ^ c K ( f ) r - l ~ e 

egyenlőtlenségek, ahol s tetszés szerinti pozitív szám. 

BIZONYÍTÁS. A z ( 5 4 ) e g y e n l ő t l e n s é g k ö z v e t l e n ü l a d ó d i k ( 2 0 ) - b ó l , t o v á b b á 
a 7 . é s 1 0 . l e m m á b ó l . A z (55) e g y e n l ő t l e n s é g b i z o n y í t á s á n á l u g y a n a z o k a t a 
j e l ö l é s e k e t f o g j u k h a s z n á l n i , m i n t a z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á n á l , 

í r j u k á t a ( 1 7 ) e g y e n l ő s é g e t a k ö v e t k e z ő a l a k b a : 

( 5 6 ) u(z, y) = -c,(z, y) + cp()(z, y), 

a h o l z Ç S , у (Я, p(z,y) = lJG(z>y) д ^ 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g f e l t e v é s e i n k m e l -
d n z l e t t a ' 

( 5 7 ) \ < P Á z > y ) \ ^ c 7 a r 7 y 

a l a k o t ö l t i . ( 2 6 ) é r t e l m é b e n b á r m e l y , a z r z z i ^ - ^ r z y f e l t é t e l ú t j á n ö s s z e k a p c s o l t 
z ( S , Z i Ç S , p o n t h á r m a s r a é r v é n y e s a 

\cp0(z, y)—<po(zu y)\2cmr:; r':Zi 

e g y e n l ő t l e n s é g . ( 5 6 ) é s a 3 . l e m m a f e l h a s z n á l á s á v a l k a p j u k , h o g y h a r Z Z l ^ - ^ - r z y , 
a k k o r 
( 5 8 ) \p(z, y)—[i(zu y)\ S c 8 1 (r/y FZZ, + Гzy Г22l). 

( 2 2 ) , ( 2 3 ) é s ( 5 8 ) - b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a <p0(z,y) f ü g g v é n y r e a l k a l m a z h a t ó a 
9 . l e m m a , a m e l y n e k é r t e l m é b e n 

( 5 9 ) \Di<pQ(z, y)\ ^cS2üy, 

( 6 0 ) \Di<p0(z, y)—Dicpa(z„ у)12Cs:fX)(r:;rZZí + r:y-'Aó'Zl), 

a h o l Я ' < Я , r z z i ^ 6 0 r z y . 
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M o s t t e k i n t s ü k a 

Ф 0 ( х , у) = \ r'J(po(t,y)dSt 
s 

f ü g g v é n y t . E r r e ( 5 7 ) , ( 5 9 ) é s ( 6 0 ) s z e r i n t a l k a l m a z h a t ó a 10 . l e m m a . E r e d -
m é n y ü l a z t k a p j u k , h o g y < 2 X Í 2 - b a n t e l j e s ü l a 

e g y e n l ő t l e n s é g , a h o l A ' < A . E b b ő l é s ( 2 4 ) - b ő l a d ó d i k ( 5 5 ) . A t é t e l t b e b i z o -
n y í t o t t u k . 
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