A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

GREEN-FUGGVENYRE VONATKOZO EGYENLOTLENSEGEK*
Irta: D. M. EJDUSZ (Leningrad)

Legyen a hdromdimenzi6és tér korlatos £2 tartomanyanak a hatira S.
Feltessziik, hogy az S hatar A-kitevdjii Ljapunov-feliilet. Tekintsiik a Laplace-
operatornak az §2 tartomanyra vonatkoz6 Dirichlet-feladathoz tartozé G(x, y)
Green-fiiggvényét. Ez

1
4712y

G(X, y) - +g(x: y)

alakd, ahol r., az £ tartomdny x és y pontja kozotti tavolsdg, g(x,y) pedig
a Green-fiiggvény regularis része. A g(x, y) fiiggvény nem korlatos £2X£2-ban,
érvényes azonban a

IS

egyenlotlenség. LEvy [3] cikkében kisérlet tortént a g(x, y) derivaltjaira vonat-
kozé analog egyenlétlenség bebizonyitdsdra, de az ott kozolt megfontolasok
hibdsak. [2] kozleményiinkben roviditve ismertettiik a

(1) |Dg(x, )| =cirzy
egyenlbtlenség bizonyitasat; itt Dg(x, y) az egyik pont barmelyik koordinatija
szerint vett elsd derivaltat, ¢, pedig csak 2-t0l fiiggd allandét jelent (az ilyen

allanddkat a tovabbiakban c;-vel jeldljiik).
A jelen cikk 1. §-dban bebizonyitjuk, hogy a

1 (1 g (1
0= 15z | 7 1)
N
fiiggvény bizonyos értelemben a g(x,y) fiiggvény f6érésze. Nevezetesen bebi-
zonyitjuk, hogy $2X£2-ban® fenndllnak a
) &1, Y)| = eotzy,
®) lg(x, ) —gi(x, ) = sty

* Marematuuecknit C6opuux 45 (87), (1958) 455—470.
1 £ mindig nyilt tartomanyt jelent.
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egyenlGtlenségek, tovabba az els6 derivdltakra vonatkozé analdg egyenlGtlen-
ségek, amelyekbdl specidlisan kovetkezik (1). A 2. §-ban a mdsodrendii deri-
valtakat vizsgaljuk.

Ismertetjilk a felhasznaland6 jeloléseket. A ¢, x,y, z, u, v, w betiikkel az
£+ 8 halmaz pontjait jeloljiik. Legyen f(u) az u€S$2 pont fiiggvénye, akkor
D*f(x)-szel fogjuk jelolni az u pont koordinatdi szerint képezett barmelyik
k-adrendii derivalt értékét az x pontban. Ha f(u, v) két pont fiiggvénye, akkor
D¥f(u, v)-vel jeloljiik az elol all6 u pont koordinatdi szerint vett k-adrendii
derivaltakat.

Tartozzék a ¢ pont az S feliilethez. Sis-val fogjuk jelolni S-nek a ¢ kozép-
ponti, 0 sugarii gomb belsejében fekvd részét. n.-vel jeloljik S kiilsé nor-
malisat a ¢ pontban, Ti-vel a ¢ pontbeli érint6sikot. Ha ¢ és £ az S feliilet
pontjai, ox-gyel jeloljiikk a #, pont n~t6l valo tavolsagat.

g-val fogjuk jelolni a Ljapunov-féle gobmb sugarat, amelyet oly kicsiny-
nek tételeziink fel, hogy teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1. Ha ¢ és t, az S feliilet pontjai, tovabbd ry, <gq, akkor ry, <204,

2. Akarmilyen €S pontot vesziink is, az S feliilet Si,-ban foglalt bar-
mely S’ darabjdnak a felszine kisebb, mint az S feliiletdarab T.-re valo vetii-
letének kétszeres teriilete.

3. Si-nak Ti-re vald vetiilete, — ahol J tetszésszerinti, g-ndl nem na-
gyobb szam — tartalmazza a T,-ben fekvd, ¢ kozépponti, Ld sugari kort.

A ¢ sugar ilyen megvalasztasa mindig lehetséges (lasd [1], 16—17. oldal).

Legyen x az £ tartomany egyik pontja. Akkor X-sal fogjuk jeldlni az S
feliilet x-hez legkodzelebb esd pontjat. Jegyezziik meg, hogy x rajta van nz-on.

m-mel fogjuk jelolni az &2 tartomany atmérdjét. Rogzitsiink egy p sza-
mot ugy, hogy p=3, pg=m.

ows-val (te S, 0<o <%q) jeloljiik S-nek az n, tengelyii, 0 sugara kor-

henger altal kimetszett és a ¢ pontot tartalmazo részét. Tis-val jeloljiik o vetii-
letét Ti-re.

Legyen ¢(t,y) a t€S, y€£22+4S pontok fiiggvénye. Akkor M—vcl

an
jeloljiik a @(f, y) fiiggvénynek (rogzitett y mellett) az n, irdnyban vett deri-
valtjat a ¢ helyen. (Természetesen ilyenkor a ¢ fliggvénynek értelmezve kell
lenni n; mentén is f-hez eléggé kozel.)

Legyen tovabba

1 4 (1
rl(t;y)_ﬁm(ﬁ”),
ahol £€S, yeL2+S.
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Mar megallapodtunk abban, hogy a csak £2-t6l fiigg6 allandokat c;-vel
jeloljik. Ha az allandd fiigghet még valamilyen a,, a,, ..., @. numerikus para-
méterekto! is, akkor ci(a;, as, ..., a,)-nel fogjuk jelolni. Ezenkiviil néha 6-val
és k;-vel is fogunk jelolni allandokat.

1. §.

1. LEMMA. Az X, y pontok ftartozzanak $2-+S-hez, ftovdbbd legyen
O=a<2, 0=06<2. Akkor az

Fo(x, 3) = | rif rif d:
S

Jiiggvényre fenndll a+8>2 esetén az

Fo(x, y) =cu(e, 81z,
a-B8=2 esetén az
Fo(x, y)=cs(@, B)|Inrzy |,
a+8<2 esefén az
Fo(x, y) =ts(a, 8)
egyenldtlenség.
Ha az x, y pontok S-hez tartoznak, akkor ezeknek az egyenlétienségek-

nek a bizonyitasa szerepel az [1] konyvben (156—158. 0.). A lemma bizonyi-
tdsa hasonié modon végezhetd, ezért elhagyjuk.

2. LEMMA, Legyen ¢(t,y), ahol t€S,'y€82, a t pont folytonos fiiggvé-
nye. Tegyiik fel, hogy minden t€S, y€S2 ponipdrra teljesiil a

) lo@t, M =try
egyenidtlenség, ahol k, dllandé. Ezenkiviil legyen minden y¢€&2-ra

() ot »)dSi= ks,
) S
ahol k, dllando. Akkor az
Fx,y)=| 1 9(t, 5)dS:
S
fiiggvényre, ahol 0=a<2, x€2+S, y€&2, fenndll az

(6) IF(x7 y)|§C7(k1, k?; a)r.;;;
egyenldtlenség.
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A Y

BizonviTAs. Elbszor tegyiik fel, hogy 2pr.z<r.,. Vezessiik be a =Sz,
jelolést, ahol 0= p-ir,,. Igy 0 =gq. Legyen {¢2X; akkor, mint kdnnyen lathato,
3

Jr;fgo(z‘, PAS: | = lﬁfkl jo““dgzw;.
xy 2—ea)ry
Py
Most legyen t€S—2. Akkor 2pr..=r.,. Az (5) egyenl6tlenségb6l kapjuk:
| | ot S| = k(@p)ras.
8-

Innen kovetkezik (6).
Abban az esetben, amikor 2pr.z=r.,, a (6) egyenl6tlenség (5)-b6l adddik.

3. LEMMA. Bdrmely 2€S, €S, y€82+4 S ponthdrmasra, amely eleget
tesz az r.,=0r, (0<0<1) feltételnek, érvényes a
112(2, 9) — (21, W) = 66(0) (7 T+ 127
egyenldtlenség. Abban a specidlis esetben, amikor y¢S, teljesiil a
|T2(2, ) — 7121, V)| = o (O) (Pl Foc +- 1 7))
egyenldtienség.
E lemma egyszerit bizonyitdsat elthagyjuk.
4. LEMMA. Legyen ¢(t,y), ahol t€S, y€82, a t pont folytonos fiiggvénye
és fteljesiiljon rd a
M lo(t, Y)| =koriy’
egyenldtlenség, ahol O<a =2 (ha a=2, akkor még feltessziik, hogy fenndll
az (b) egyenldtlenség). Vezessiik be a

D(z,3) = [ n(z Dot 1)dS,

8
jelolést. Akkor bdrmely 2€S, 2,€S, y€&2 ponthdrmasra, amely eleget tesz az
I, =0r, (0<60<1) feltételnek, érvényes a

| ¢(27 y)_ @(Zly .V)| é 510(0, «, ks, l’)(r:;;l—arzzl-l_ rz_yg‘ri‘z’l
egyenlitlenség, ahol X' tetszés szerinti, A-ndl kisebb pozitiv szdm.?
BizoNYiTAs. Legyen 2,=S.s, ahol J0=0r,,, tovibbd 3,=2_S.4, ahol
o, — % (146)r,,. Akkor
Dz )= |tz D9t S+ J (2 ) p(t, 1) dS, = Du(2, )+ Du(z, 9)-
8- 1

2 ¢ =2 esetén ¢y, fiigg még k,-tol is.
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Legyen t1€S—23,; akkor rzzlé%r,t. Alkalmazva a z,z,t pontokra a 3.
lemmat, kapjuk:
| (2, 1) — P, M| = cu(0) | (5 re +1270) 9 (E D).

5-3,
Innen

|Bu(2, ) — Bulzs, )| = hea(O) 1T - aO) ™) [ririass,,
S

ahol ll=2—%. Az ¢ <2 esetben az 1. lemma alapjan

| D1(2, y)— P1(21, Y)| = kscu (0, @) (’?Jl—arm + r;ya’jz\zx)-
a=2 esetén az (5) egyenl6tlenséghdl kévetkezik :
I @1(2', J’)— q)l(zh y)| = k2c15(0)(r;‘y_3rzzl + rz_yg r?zl)-

Most legyen t€2; akkor rty:%(l——ﬁ)rzy. (7)-bdl kovetkezik, hogy a t€2,
pontokra

®) lp(t, V)| = kscro(6, @)1
Vezessiik be a
(ty) ha tc3,

@
¢(f,y)—§0 ha f€S—3,
jelolést. Akkor

Dy(z,7) = | (2, it NAS..

S

[1]-ben be van bizonyitva (77—80. o.), hogy a
P(z)— Sj (2, Hu(t)dS:
fiiggvényre, ahol u(¢) az S feliileten értelmezett korlatos fiiggvény, teljesiil a
|P(2)—P(2)| = co(@)r, sup |u(®)]
egyenlétlenség, ahol z€S, 2,€8, 0<A'<4. Innen és (8)-bol kovetkezik :
| Do(2, y)— Po(21, P) | = Ksc1s(6, e, Z”)r;;r:;l'
Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

5. LEMMA. Legyen ¢(t,y), ahol tcS, y€&2, a t pont folytonos fiiggvénye
és teljesiiljon rd a (7) egyenldtlenség valamely a>0 mellett. Tegyiik fel, hogy
vannak olyan pozitiv 6, ', k, dllandok (6 <1, =4), hogy bdrmely az ru, =<0r,
Jeltételnek eleget tevi t€S, £, €S, yEQ‘ ponthdrmasra fenndll a

(9) |¢(t’ y)'_q"(tl: y)| = k4(rt-y1—a Ty, +rt_ylnar?t’1)
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egyenldtlenség. Legyenek az x€82, y€S$2 pontok olyanok, hogy 2pr.z=re.

Vezessiik be a ozs= o jelolést, ahol 0= ~—r,,. Akkor az

2p
F (u)=_fr;3cp(t, $)dS:
fiiggvénynek az x pontban vett ‘DF“T (x) derivdltja eleget tesz a
|DF(x)| = co(ks, kuy @, XYy "
egyenlitienségnek.
BizoNYITAS. Legyen f€0. A o —o5 jeldlés mellett fenndll rz = 2o. Innen,

felhasznalva, hogy r—iyg%rmy, kapjuk : rz = 60rz. Kovetkezésképpen

(10 9% 1) —9(t, Y| = kucoo(@) (g~ Fax 1oy 1R).

7)-bol és az r: zlrxy egyenlétlenségbol adodik :
y y

2
(1n lp(t, N =4"ksray.

Becsiiljik meg elészor a ‘%,(Ix) derivéltat, ahol n az n; normailis irdnya.
Kapjuk:
dF(x) _ (cos(rat, Nz)— cos(r,,,
an Tt

o

") o, 3)dS:+ f 21 gt yas.

[1] 78. oldalan be van bizonyitva a
[cOS(Fat, Nz)— COS(Fat, M)| = C21r;t
egyenl6tlenség. Ebbol és a (11) egyenlbtlenségbdl kovetkezik:

: U c0s (7at, ﬂa‘c)_—)cos(r”’ :) o(t,y)dS:

. =cn(ks, &) rhy”.
%

Hasznaljuk fel az
(12)

[ cos (rxt,
ra:t

Mgz (xeQ)

s

egyenldtlenséget (lasd [1], 275. o.). (11)-bdl kapjuk:

U COS(ra:f,n‘) o(t, y)dS l =4%ksCn72y-
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Ezzel bebizonyitottuk a

aF(x ‘ —a
l 0_’(1) §C24(k3; a) rxy

egyenlotlenséget.

Becsiilniink kell még az F(u) fiiggvénynek az S feliilet X pontbeli vala-
mely érintbje irdnydban vett derivéltjat az x helyen. Jelolje az X ponthoz tar-
toz6 lokalis koordinatarendszer tengelyeit & 7, n, ahol a & és 7) tengely az S
feliilet X pontbeli érintésikjaban fekszik. Legyenek a #€ ¢ pont koordinatai a
lokalis rendszerben &, 7,, n,, az u pontéi pedig &, 1, n. Akkor

F 0 ¥ X 20
P _ 5 (0t p)— g 9)aS+ 9 ) [ 2 as..
6§ It rI'

(10) alapjan

=Cy

ke, @, M) e
Y

.

Hasznéljuk fel az [1] 344. oldaldn bebizonyitott alabbi egyenlétlenséget:
&

3 dSt é CQedl,
r:rt
ozé
ahol x€£2, 20<q. Kapjuk:
’ %(gx) = Cu(ky, ke, @0, K)oy ™"

A lemmat bebizonyitottuk.

6. LEMMA. Legyen (i, ), ahol t€S, y€£2, a t pont folytonos fiiggvénye
és tegyen eleget a kivetkezd feltételeknek :

a) Minden t€S, y€2 mellett fenndll a (7) egyenldtlenség, ahol O0<a =2
(ha ¢ =2, akkor még feltessziik, hogy minden y €S2 pontra teljesiil (5)).

b) Vannak olyan pozitiv 6,2, k, dilandok (0<1, 2’ =2), hogy bdrmely
az ry, =0ry feltételnek eleget tevé t€S, €S, y€&2 ponthdrmasra fenndll a
(9) egyenlétlenség.

Akkor az

F(xy) = [riet,ndS  (x€Q, ye®)
i

’ fiiggvény DF(x,y) derivdltjaira érvényes a

IDF(x, y)| = cnlks, ks, kyy @, X, O) ™™
egyenldtlenség.
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BizonyiTAs. Eldszor tegyiik fel, hogy 2p7z>Tay- Abban az esetben,
amikor « =2, (5)-bdl kovetkezik

|DF(x, )’)\<4P Kolay -

Az a <2 esetben vezessiik be a ﬂ:—z—a jelolést. Akkor (7)-bdl es az 1.
lemmabol adodik :

|DF(x, y)| = karaz j B d S, = (29)° kscul(@)

Legyen most 2pris=rzy. AL F(u,y) fiiggvényt keét részre bontjuk:

t, L,
P,y — | 242 a5+ j 9. g,== F(u, )+ Filts
ahol 1 az Q tartomany tetszés szerinti pontja, 0= 0z, 6=—26?) ey AZ 3.

lemma szerint )
|DF.(x, )| = ciols, K, & N e

Tovabba ha t€S—a, akkor raz=0. Igy, a 2pra>Tay esethez hasonloan,
kapjuk a

\DF‘-"(X’ y)l écao(kz’ k?n «, O)ra—:;
egyenlotlenseget. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

1. TETEL. §X£-ban érvényes (2) és (3)% valamint a kivetkezd egyen-
I6tlenségek :

(13) |Dga(x, y)lécm?,
(14) ID(g—gx)lécaz(l’)/?cL"z,
ahol ¥ tetszés szerinti, A-ndl kisebb szdm.

BizonyiTAs. Tartozzék az X és y pont £2-hoz. Akkor

1 1 6G(,
(15) g(x,y)=zy—tjr—ﬂ/a(m N gs..
Innen
1 1 ’L aG(t, )
(16) G(x, y)——rymy—}— 4nJ e ds:.
N

s Ha A=1, akkor a (3) egyenldtlenséget a kovetkezoképpen Kkell irni :

lg—& | = @7y
ahol & tetszés szerinti pozitiv szam. '



GREEN-FUGGVENYRE VONATKOZO EGYENLOTLENSEGEK 323

Legyen z az S feliilet pontja; akkor (16)-bol kovetkezik:

f 1,
an ‘7——66(;2 Y 1z 9) + J o RACLUR) ‘;(m N 4s,.
S

Legyen i
Tz, 1) = | Ti(z, ) 1u(t, 0)dS;,
S

ahol z¢S8, uecf2 -+ 8. (17) ismételt alkalmazasival kapjuk:

1
(18) aGa(j, J’):'Z‘Ti(z, ) +Jfl(z, I)Md&,
2 =i an
S

ahol /-et ugy valasztjuk, hogy l:{%]—l—l, Az 1. lemma értelmében minden

z€S, t€8S pontparra érvényes a

(19) |Tl(2, t)|§633
egyenl6tlenség. A (12) egyenlétlenséget atirhatjuk a kovetkezOképpen:
(20) 17t »)1dS: =cu.
S
(20)-bdl az 1. és 2. lemma alapjan kovetkezik :
1
@1) 2. 72, )) | = ol
Az ismert 6—66—(5_’])_) =0 egyenl6tlenség értelmében
N19GEN| o
(22) J| 28 a5, 1.
N
(18)-bol (21), (19) és (22) segitségével kapjuk:
20G(z, ,
(23)‘ i —‘0(’21’—}2 = csﬁrzyg-

(15)-bél és (17)-bsl adédik : .
1 (1
g ) =& ))+z- jr— @2, ¥)dS.,

8

Po(2,¥) ZJ"LH(Z, t) M dsS:,
3 an;

1 1
£ )= g | 6 S
S

ahol
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(20)-bdl és a 2. lemmabol kovetkezik a (2) egyenlbtlenség, a 3. és 6. lem-
mabél pedig a (13) egyenldtlenség. Becsiilniink kell még a

(o) By, =% =205 9) = g | =95 1),

fiiggvényt. (22)-bdl és (23)-bdl a 2. lemma segitségével kapjuk:

(25) lpo(z, M| =ty

ahol z€S, y€Q2, ebbdl pedig az 1. lemma értelmében kovetkezik (3).
(22) és (23) szerint a ¢y(z, y) fiiggvényre alkalmazhatdé a 4. lemma.

Ebbdl a lemmabdl adodik, hogy barmely, egymassal az rz,1§—;~rzy feltétel
utjdn osszekapcsolt 2€S, 2,€S, y€£2 ponthdrmasra fennall a

(26) |90(2, ¥)— (21, )| = Cos(X) Py ey Ty Por)

egyenldtienség. (25)-bol és (26)-bol adodik, hogy a D,(x, y) fiiggvényre alkal-
mazhato a 6. lemma az ¢« = 2—A4 vélasztassal. Ebb6! a lemmabol kovetkezik (14).
A tételt bebizonyitottuk.

2. §.

Ebben a paragrafusban feltessziik, hogy az S feliilet az L, osztilyba
tartozik valamilyen 4 <1 kitevdé mellett (az L, osztdly definiciojat lasd [1] 120.
oldalan). Minden ilyen tulajdonsagu feliilet 1 kitevdjli Ljapunov-feliilet. Legyen
@(t)atcS pont folytonosan differencialhaté fliggvénye. Dig(t)-vel (i=1, 2, 3)
fogjuk jeloini a ¢(t) fiiggvény feliileti gradiensének vetiileteit a rogzitett x;, x,, x;
tengelyekre. Ha (¢, u) a €S, u€£2+ S pontpar fiiggvénye, akkor D;o(f, u)-
val jeloljik a ¢(f, u) fiiggvény feliileti gradiensének vetiileteit, mikodzben a
masodik helyen all6 u pont rogzitett.

7. LEMMA. Ha z€S, y€82-+ S, akkor fenndll a
|Dita(2, )| St
egyenldtlenség. Ha specidlisan y€S, akkor
|Dity(2, ¥)| = cuts-

Azonkiviil bdrmely, az r,=0r, (0<60<1) feltételt kielégité z€S, 2 €S,
y€&2 S ponthdrmasra érvényes a

| Diti(z, ) —Dits (21, V)| = calO) (12 Tony+- 13 12)
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egyenldtlenség. Ha specidlisan y¢€ S, akkor

|5i71 (2 J’)—Eﬂl (21, )| = co(6) (rz_;fzzl + f;f ’jz\a)
Ennek a lemmdnak az elemi bizonyitasat elhagyjuk.

8. LEMMA.! Legyen valamely 0.5 (2€S8, 20 <q) tartomdnyban értelmezve
egy @(t) fiiggvény, amelyre teljesiilnek a

27) e =k,

! 5

(28) lp(t)—o()|= % kirgh

egyenlidtlenségek, ahol t€ 0.5, t' €04, ki s «; pozitlv dllandok, «;=1. Akkor az

F@) = | t.(, g()dS,

Tz
fiiggvény, ahol v€a,s, differencidlhaté S mentén, és ftetszés szerinti v, v’ pon-
~ tokra, amelyek o.5-hez tartoznak (0,= 00, 0<1), érvényesek a

(29) _ l D;F (V)| = kicn(0) + ; kzdaicu(“i);
|D:F(v) — DiF(v')| = ki (6, &) (y 07 + 7+ 7 0% +
+ Z Kici(6, @i, &) (7 0% 4 4% - y*75 %)

egyenldtienségek, ahol y=r.,, az -k pedig tetszés szerinti pozitiv dllandok.

(30)

BizonyiTAs. Legyenek &, %, n lokalis koordinatdk a 2z pontban, ahol az
n tengely n.-vel megegyezd irdnyitasi. Ekkor a o.s feliiletdarab egyenlete
n=f( n) alaku lesz, ahol az f(§ n) fiiggvény masodrendii derivaltjai 4 kite-
vOjit Lipschitz-feltételnek tesznek eleget T..-ban. Jelolje (v, vy, v5) a v pont,
(t., &, t;) pedig a t pont koordinatdit a lokalis rendszerben. Legyen w(v,, v)
a v pont, u(t,t,) a t pont T,-re valé vetiilete. Akkor (lasd [1], 389. oldal)
31) F(v) = @ (w) cos (n,, n,),
ahol

D)= | Qw, uyyp(u)du.

Ty8
W)= VT+1fih, P+ 1, Do),  du—dtdt,
Qw, u) __ft, t)—f (vl; v)—(t —;A)f,g’ (01, v2)— (fa—) j:;]yl )
[(t— )+ (t—va) + (f(t, ) —f (v, )]

4 H. L. Szmorickiy bebizonyitott egy tételt ([1], 373. oldal), amelynek analogonja a 8.
lemma. A bizonyitasnal felhasznaljuk H. L. Szmorickly médszerét.

Itt
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Legyen u€ T.s, ' € T.s. Akkor az a,=1 jelolés mellett fennall
(32 @ =caks,

33) | (u)— ¢<u>|<c4sz kiru.
Tekintsiik eldoszor a -

Hw)= | Qw, w)du

fiiggvényt, ahol w€ 7.5, €s végezziik el a
ti=v,+ocosw, L=wv,+tesinw
helyettesitést. Akkor

25 (g, 2, @)

Hw)=[do | R, w0 v)de,
0

0
ahol

[(v1, va, @)=} (2, COS @ + 1, Sin W) + F— 12 — 15— (v, COS ® |- v, 5in W).
Legyen 0 =w=2s, 0=¢ =1, akkor, mint kbnnyen bizonyithato,
|]§I =Cyp,

~

R

6?]]'

(34)

= Cmg)wl’

ahol j=1, 2. Ezen egyenl6tlenségek segitségével bebizonyithaté a

2r 1

0?}] JR(@I,vg,lw)——d +J J_a_ﬁd@__ Hiy(w) + Ha(w)

0

egyenldség.® Legyen w€ T.4,; akkor _cm( ), afalv c52(0) , 1= (1-06)0.
(A
Innen kovetkezik, hogy 7.s-ben
(35) | H ()| = ca(6),
' 0 Hy| _ cu(0)
(36) |6—v =5
ahol i, j=1, 2. (34) folytin T,s-ban
@7) | Ha ()] = 0

Becsiiljiik meg a Hj, fiiggvény novekményét 7.s-ban. Legyen w, w' € T.s.

5 Lasd az analég megfontolast [1] 382. oldalan.
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Vezessiik be az

iR
ovi
jeloléseket. Jeloljiik 77-vel azon u€T.s pontok Osszességét, amelyekre o >2y,.
Legyen u¢ T, akkor, mint ismeretes ([1], 390. oldal),

= Ri(ty, v, b, )= Ri(w; u)

Ty =0y Tuw = @’; Fiew == Yy,

Ri(w,u)  Ri(W,u
38) W) RO cue (i +ori+ o).
(34) és (38) segitségével kapjuk :
0
(39) ) — Ha ) S s 1] 2]
0
(35), (37), (36), (39)-bdl kovetkezik, hogy T.,-ben érvényesek a
. aH :
(40) T =cw(0),
dHW) _ aHW)| _ cu(6) A( P )
(41) o%; v = Yot cavoll + ln%
egyenl6tlenségek.

Tekintsiik a @ (w) fiiggvényt. Vezessiik be az
ﬁ(vly vy, (), (l))= R(/Uli V2, tl; l‘2)ER(w7 U)

jelolést. Akkor ¢ Q(w, u)= R(w, u). Nem nehéz bebizonyitani a T.s-ban érvényes

R Cs9
42 —i=—,
( ) l@ Q
0 R|_ o
(43) avi © = @2

egyenldtlenségeket. Legyen w, w'€ T.s, u€ 7. Akkor, mint ismeretes ([1], 390.
oldal),

“9) ‘( a(::i f)w_ (—6@17 —g)u

A (33), (42), (43), (44) egyenlttlenségekbol kovetkezik® a

=ca(y,0 " +7507).

D H
(45) S = V) e+ hw)

6 Lasd az analég megfontolast [1] 385—387. oldalin.

8 III. Osztaly Kozleményei 1X/3
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osszefiiggés, ahol

L) = | @ —p) 2 (2] au

0

T8
(33)-b6l és (43)-bsl adodik, hogy Tis-ban
o ko™
(46) VJ(W)lécszz Pt
=0 ¢;

Legyen w, w'€ T.s. (33), (44), (43) segitségével kapjuk (lasd [1], 387. oldal):

@) b= 3 ke (L ).
A (32), (33), (40), (41), (45), (46) és (47) egyenldtlenségekbdl adodik (29)
és (30).

9. LEMMA. Legyen @(t,y), ahol t€S, y€82, a t pont folytonos fiiggvénye
és teljesiiljenek rd az aldbbi feltételek :

a) Minden t€S, y€£2 pontpdrra fenndll (4). Azonkiviil minden y¢€$2-ra
érvényes (D).

b) Vannak olyan 6 és k, dllandék, hogy bdrmely az ru, =6r, feltételnek
eleget tevo t€S, tL€S, y€2 ponthdrmasra fenndll a

|9t Y)— (b, )| = kolrg T+ 12 1)
egyenlotlenség. Vezessiik be a

Dz, 9) = |1(z gt )dS  (2€S)

S

0
In —
70

jelolest. Akkor minden z¢€S, y€£2 és i=1, 2,3 mellett teljesiil a

(48) |D: @ (2, )| = caulks, ko ks, O)ray

egyenldtlenség. Azonkiviil létezik olyan pozitiv 6,(0)<1 szdm, hogy bdrmely
az 1., =0,r., feltétel kielégitd z€S, 2,€S, y€£2 ponthdrmasra fenndll a

(49) D@ (2, y)—Di (21, )| = s (v, ko, Koy 0, ) (12 Fos Ty )
egyenldtlenség, ahol A’ tetszés szerinti, A-ndl kisebb szdm.

BizoNYITAs. Valasszuk a #,>0 szamot olyan kicsinek, hogy fennalljanak
a 20,m<gq, 46,<6(1—26,) egyenibtlenségek. Vezessilk be a 0’ =0, 0" =

idl.

=05, jeloléseket, ahol z az S feliilet egyik pontja, d,=¥6,r,, d,= 7

Legyen u tetszés szerinti pont S-en. Akkor

D@, 3) = | D9t NS+ | 1w, D9t )S= i(w, 3)+ Pufa,Y).

S-o’ o
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Legyen t€¢S—o’, z,€0”. Akkor ra=6,r.,, r,,lg-é—rzt. Innen és (5)-bél a 7.
lemma értelmében adodnak a

(50) ‘ \D; D,(2, y)| = coska 017 151
(51) IB@ Dy (2, y)_Ei Di(z, ) = ka2(0I3 rg_frz,l + 01—2 rz.yzﬂz\zl)

egyenl6tlenségek. Most legyen t€o’, t,€0’. Akkor ry, =(1—20,)ry, ru, <014y,
ahonnan o
|¢(t’ y)l = kl(l_zal)nrz_y-r

ot ¥)—@(t, P) = ks(1—26) (riy 1o+ 1 T
A 8. lemma értelmében ezekbdl az egyenl6tlenségekbdl kovetkezik :
(52) | Di @u(z, y)| S sk, ki) 12,
63)  |Di®:(2,3)—Di o1, Y = uolks, K, 0, XY (15 Tos -1 1),

ahol z,€0”. (50)-b6l és (52)-b6l adodik (48). Vezessiik be a (90(0)=711- 6

jelolést. Akkor azok a z,€S pontok, amelyekre teljesiil az 7., = 6,r,, feltétel,
0”-hoz tartoznak. (51) és (53) értelmében érvényes rajuk a (49) egyenlbtlenség.

10. LEMMA. Legyen ¢@(t,y), ahol €S, y€£2, a t pont S menién folyto-
nosan differencidlhato fiiggvénye. Teljesiiljenek az aldbbi feltételek :

a) A t€S, y€S8 pontpdrokra fenndlinak a
lp(t, | = ket
[Dip(t, YW= tbrrey

egyenlétlenségek, ahol i=1,2,3, 1<a=3. «=3 esetén potlolag feltessziik,
hogy érvényes (5).

b) Léteznek olyan pozitiv 6, X', ks dllandok (60<1, 2’ =1), hogy bdrmely,
az ru, = 0Ory feltételnek eleget tevo t¢S, €S, y€L2 ponthdrmasra fenndll a

|Digp(t, y) — Dip(ts, )| = ka(riy ™" rue,+rig " i)
egyenlitlenség.
Akkor az

1 .
F(x, y)———f;-xtfp(t, $)dS: (x€L, y€8)
S

fiiggvény D*F(x,y) derivdltiaira érvényes a

|D2F(x, y)l = C’;o(kg, k(i; k7; kS: «, 07 l’)rﬁ;‘l‘a
egyenldtienség. ’

8%
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H

BizonyiTAs. Okoskodjunk ugyanugy, mint a 6. lemma bizonyitasanal.
Eloszor tegyiik fel, hogy 2pr.z>r.,. Akkor

1D2F(X, J’)l =n (kz, ks, “) I‘;;.
Most tegyiik fel, hogy 2pr.z=r.,. Legyenek az £2 tartomdny tetszés szerinti

u pontjanak koordinatdi valamely rogzitett koordinatarendszerben (uy, uy, ts).
Akkor

F(a, ) — | ridg(t, y)dSi+ [ rid o(t, y)dSi=Fi(u, ) + Fu(w, ),

S-o
0
ahol 0= o0y, (5=ﬁrxy. Ha t€¢S—o, akkor r:= d. Innen

| D*F,(x, V)| = Cra(ks, Ko, ¢, O) 1oy

D?F,(x, ) becsléséhez hasznaljuk fel azt a képletet, amely megadja a
differencialhato siirliségii egyszerii réteg potencidljanak a derivaltjat (lasd [1],
89. oldal):

6 F2(u’ y)

H83) [ 1Dyt et ) cos (e, )l d5i-+
1

8nt Tt

+Jtp(f, y) cos (ns, u,) 9 (L) dS,+

+J r @(t, y)[cos (1, ) dt,—cos (n:, us)df;] =

L

= [1(11, y)+12(u, y)—]—13(ll, y)’

ahol L a o feliiletdarab hatdrolo gorbéje, » az S feliilet kézépgorbiilete a £
pontban, (4, , %) a ¢ pont koordinatdi. Az 5. lemma segitségével kapjuk:

iDll(x> y)l §C73(k67 k7; kS) CZ, 0) l’)r;;—h_a-

A DI(x,y) derivaltak becsléséhez a differencidlhatd siirliségit kettds réteg
potencidljanak derivaltjaira vonatkoz6 képletet ([1], 93. oldal) kell felhasznélni,
Ez a képlet a kettds réteg potencidljanak derivaltjait bizonyos egyszeriiréteg-
potencial derivaltjaival fejezi ki, ezek pedig az 5. lemma segitségével becsiil-
hetok. Kapjuk:

|DL(x, Y)| = crul, ko, ks, @, 60, XYy

Az I;(x, y) integral derivaltjait kozvetleniil lehet becsiilni:

|DI(x, ¥)| = crs(ks, &, 0) 12y
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy az x pontban

|D(6F2(Z’y) ~<C76(k6,k7, k8; 05,0 Z’/)ri_;\,_ :
1

Hasonléan becsiilhetfk a D(Z—F2

Uy

) és D(a—?) derivaltak. A 10. lemmat bebi-
3
zonyitottuk.

2. TETEL. Ha az S feliilet az L, osztdlyhoz tarfozik, akkor £2X$§2-ban
fenndllnak a

(54) , |D*gy(x, )| = cntay,
(55) 1D (g—g)| =cnle) 1oy
egyenlétlenségek, ahol & tetszés szerinti pozitiv szdm.

BizoNYiTAS. Az (54) egyenltlenség kozvetleniil adédik (20)-bol, tovabba
a 7. és 10. lemmabdl. Az (55) egyenlGtlenség bizonyitdsandl ugyanazokat a
jeloléseket fogjuk hasznalni, mint az 1. tétel bizonyitdsanal.

frjuk 4t a (17) egyenloséget a kovetkezd alakba:

(56) #(2,9) =0(2,¥) + 9u(2, ),

ahol z2€8, ye£2, p(z, y)=—"=2 60(2’ 96(2,y) . A (25) egyenldtlenség feltevéseink mel-
lett a |

(57) l9o(2, V)| = cury

alakot olti. (26) értelmében barmely, az rzzxéé—rzy feltétel utjan dsszekapcsolt
Z€S, z€8, y€L2 ponthirmasra érvényes a

i‘Po(z; y)_‘/’O(zl’ y)l = c%r;frgﬁ
egyenldtienség. (56) és a 3. lemma felhasznaldséaval kapjuk, hogy ha rzzlg—;—rzy,
akkor
(58) [ (2, Y)— 121, V)| = Cor(Fig Fooy 4Ty Ton)-

(22), (23) és (58)-bol kovetkezik, hogy a ¢,(z,y) fiiggvényre alkalmazhaté a
9. lemma, amelynek értelmében

(59) | Digpo(2, W= caliy
(60) 'D q)()(z y) DI(PO(ZD y)l<cs3(l)(rzy rzzl+r;yl 2/2121),
ahol ' <4, 1, =0,r.,.
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Most tekintsiik a
Do(x, ) = | 2l polt, $)dS:
N

fuggvényt. Erre (57), (59) és (60) szerint alkalmazhaté a 10. lemma. Ered-
ményiil azt kapjuk, hogy £2X&£-ban teljesiil a

| D Do(x,3)| = cu (W)

egyenldtlenség, ahol 4'<4. Ebbdl és (24)-b6l adodik (55). A tételt bebizo-
nyitottuk. '
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