AZ ITERATIV KOZELITOMODSZEREKROL, IIL.*
irta: ZAJTA AUREL

E harmadik részben az inverz Taylor-sorfejtéssel és a bel6le szarmaztathaté Euler-féle
kozelitbképletekkel foglalkozunk. A problémakérnek az 1. pontban adott altalanos ismerte-
tése utan a 2. fejezetben az inverz Taylor-sor és ennek hatvanyozasaval kapott sor
egyiitthatéinak explicit alakjat bizonyitjuk be, mig a 3. fejezetben az Euler-kozelités hiba-
képletét adjuk. A 4. fejezet arra a kérdésre ad valaszt, hogyan kell atalakitani az Euler-
féle kozelitOképletet tobbszords gyokok esetén, s végiil az utolsé pont az I részben tar-
gyalt tdbbi képletsorozatnak (a Kiss—Gornstein és a Bernoulli-iéle képleteknek) az Euler-
képletekkel valo szerkezeti rokonsagat mutatja be.

N

1. Az Euler-kozelités és az inverz Taylor-sor kapcsolata

A gyokkozelitésre hasznélt Euler-féle kozelitéképletek konnyen szarmaz-
tathatok az f(x) analitikus fiiggvény inverzének valamely f(x)=f(a) hely
kornyezetében érvényes Taylor-sorabol:

(1) x=a—£51,.[]1‘1}_,_(_a_/;(x_)] ,
ahol az E, egyiitthatok értékei :
Eo=1,
1 f(a)
=y
O )
Er= [3 f(a)) 7@ | St

tehat » >0 esetben az f(a) derivaltjaibol alkotott specialis tortpolinomok,
altalaban pedig a kovetkezd formulabol kiszamithat6 kifejezések :

(_1)1f.f;(a)v+l . d1'+1x
E.=- A
@ | (v+1)! (df( ) )x_a
Ha & jelsli az f(x) fiiggvény egyik zerushelyet, akkor (1)-b6l:
' E__ f(a)
@) t—am 35 (O] 3

* A dolgozat . része az MTA Ill. Osztdlya Kozleményeinek VI/3—4 szamaban (1956,
467—489 old.), IL. része a VIII'4 szamaban (1938, 457—472 old.) jelent meg.
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és a szerepld a mennyiség valasztasatol fiigg, hogy — amennyiben a (3) jobb-
oldaldn 4ll6 sor konvergdl, — az f(x) lehetséges zérushelyei koziil melyiket
szolgéltatja. A gyakorlatban a (3) sort a k-adik tagnal berekesztjiik, és az
igy kapott 1

) Pt
4) 8;.-(0)20—;:’E,.-(7f,(&))~)
kifejezést iterativ modon alkalmazzuk a & kozelitésére az

Xl = & (xu)

képlet szerint.

A (4) sorszeleteket EULER [1] ajanlotta eldszor kozelitd szamitasok cél-
jara, éppen ezért a szerepld polinomokat Euler-polinomoknak nevezziik el.
Azt, hogy a (4) sorszeletek azonosak a Il. rész VIII. tételénél definidlt és
Euler-kozelitésnek nevezett képletekkel, a 3. fejezetben fogjuk bebizonyitani,
éspedig azaltal, hogy megmutatjuk: a (4) képletek konvergenciafoka k-val
egyenlo.

A (4) képletek hasznalatdhoz nélkilozhetetlen az £, polinomok explicit
alakjanak ismerete. Az explicit alakok kiszamitdsdra szamos mod ismeretes,
pl. felhaszndlhaté a (2) formula is, vagy még inkdbb a beléle levezethetd
rekurziés Osszefliggés :

LY I S
(6) El' - "+1 f/ E)'—l » __}_1 el
Itt a differencidlds a szerint veendd. A (6) formula konnyen verifikalhato a
(2)-b6l, pl. tekintsiik a (2)-bol kozvetleniil nyerhetd

(r+NDE, 1 P E, 4
™ =
(=) f@ (=1
relaciot, melyb6l a jobboldalon kijelslt differencidlds és a megfeleld atrende-

zések elvégzésével konnyen adodik a (6).

Az Euler-sor explicit alakjanak meghatarozdsdra BODEWIG [3] szintén
rekurzids képletet adott meg, Kiss [4] pedig a konvergenciafok fogalmat fel-
haszndld eljardst kozolt. WunDT [5] lényegében a (2)-es képleten alapuld
modszerrel szamitotta ki az (1) sor egyiitthatdit a 8-adik tagig bezarolag.
Mindezeknek a modszereknek hatrdnya, hogy vagy rekurziosak, tehat egy
tetsz6leges E, egyiitthaté kiszamitdsdhoz gyakorlatilag ismerni kell az Osz-
szes ezt megel6z6t, vagy pedig kozvetlenek ugyan, (ilyen pl. a LAGRANGE-tOl
szdrmazd inverzios formula is [2]), de akkor rengeteg szdmolassal jarnak.
A kovetkezd pontban ismertetendé tétel sziikségtelenné teszi ezeket a szamo-
lasokat, mert tetszéleges indexre egyszerre megadja az E, egyiitthatok expli-
cit alakjat.
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2. Az E, egyiitthatok explicit alakja

Az (1) sorral definidlt E, egyiitthatok explicit alakja a kovetkezo :

1117 (”+k+1) il f(k) %
®) = 2= £ﬁ7ﬂ
]Jz]: (3) L.

ahol az i, hatvdnykitevék nem-negativ egész szdmok,
7+1

9) C h=r— 2 i,

(v > 0)

és az Osszegezést minden lehetséges esetre ki kell ferjeszteni a

s+l

(10) 2, (k= 1)ix =

megszoritds figyelembevételével. Amennyiben »—i—1=0, a szamlalé pro-
duktuma iires szorzatnak tekintendo.
A (8) formula specidlis esete a sokkal altalanosabb

EUm - 1;

”]“[ (r+k+m) FO\
(11) Epm=m-2(—1)" -5 11 (T) ,
qulh' ng (k!)l"“ o

formulanak, amelyb6l m=1 helyettesitéssel kapjuk (&, = E.). Az E7m jelo-
léssel a !

(r>0)

— L

=

12) e=or@] ;aam{ﬂm—f@ﬂ

f@)—f() @

sor egyiitthatoit jeloljiik: e soregyiitthatok explicit alakjat megadd (11) kifeje-

jezés Dbizonyitdsaval egyuttal a (8)-at is Dbebizonyitottuk. A (11) szintén
kiegészitendd még a (9) és (10) mellékfeltételekkel.

A (12) sor érvényességével kapcsolatban megjegyezziik, hogy amennyi-
ben a komplexvaltozdsnak tekintett f(x) fiiggvény az x =a pontban regula-
ris és f'(a)=£0, akkor a
fR—1@_,

f'(a)

pont kornyezetében minden valds egész m esetén érvényes a (12) soreldalli-

2 ==

2 1. Osztaly Kozleményei 1X'4
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tds. A Taylor-sor egyiitthatdinak kiszamitasi formulédjat alkalmazva, az E,.
egyiitthatokra, (12)-bél azonnal adédik:

| = f @ ]
(13) Em:_(___]l‘i))_. _‘:_f_(j‘):l:_(_‘l)___, .
! df(x) w=a

A (13) természetesen — bonyolultsaganal fogva — nem alkalmas az E,,
polinomok kiszamitasara, de a (11) bizonyitasanal fontos szerepet tOlt be.
Rogzitett » esetén ugyanis (11) és (13) jobboldala m-nek r-edfoku egész
fiiggvénye, és ezért ha bebizonyitjuk, hogy a (11) és (13) jobboldalainak
egyenlévé tételével nyert :

, d[ (x—a)f(a) ]
(=f" (@) ( e —f@ ) _

(14) rl | df(x)"
. o y (v+k-+m) ril 'f(k)' i,
—m (=t [ L] >0
L/ i.! ][[ (3

Osszefiiggést m-nek végtelen sok értéke kielégiti, akkor (14) csak azonossag
lehet. De akkor (14) tetszdleges valos egész m-re is fenndll, vagyis bebizo-
nyitottuk azt a tételt, hogy a (12) sor egyiitthatdinak explicit kifejezése (11)
alaki.

Az E,, polinomok explicit alakja abban a specidlis esetben, amikor m
negativ egész ¢és kisebb (—w)-nél, ardnylag konnyen meghatirozhato.
A tovabbiakban ezzel foglalkozunk.

Legyen tehat m negativ egész, és jelolje m abszolat értékét n:

(150a) m=—n.
A kényelmetlenné valé E, .. jelolések helyett vezessiik be az E;, jelolést:
(15 b) Erm: 1!(—11):E;n-

Ezzel az uj jeloléssel a (12)-b6! kis atrendezéssel nyerjiik:

L @ [f@—f@]
(16) @—x) = [ '@ ] ’

specidlisan n=1 esetben:

an ! SE;I.[MJ

a—x = I (a)

v-1

F@ e
=Fo—f@ T &5

f@ —f(x)r
AC
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A (17) jobboldalanak csak az els6 tagja, a (16) jobboldaldnak viszont az
els6 n tagja az [f(a)—f(x)] kifejezést a nevezdben tartalmazza; az ezutin
kovetkezd tagokban viszont mar sehol sem fordul eld [f(a) —f(x)] a neve-
z6ben. Minthogy a (17) sorbdl a (16) sor a szerint végrehajtott (n— 1)-szeres
differencialassal (és (—1)""'-(n—1)!-sal valo osztassal) elballithatd, a fenti
megéllapitdssal egybe vetve nyilvanvald, hogy a (16) sor elsé n tagja és
csakis ezek, a (17) sornak kizardlag az els6 tagjabol szarmaznak a differen-
.cialas soran, tehat

d( /(@ ‘): (1 a—1 3 v £ ( (a)—f(X))M’

da* ! f(a)—f(X) f’(a)
vagy, mivel az f(x) itt semmiféle szerepet nem jatszik :
gD s e
(18) (]}(ﬁ,")—)) =(—1)""-(n—1)!%E;n-(;(2a)))

A (18) baloldalanak explicit alakja mar ismeretes. Emlékeztetiink ugyanis
arra, hogy a baloldal szerepel a Newion-polinomok egyik eldallitdsdban
(vo. L. rész (23)):

n-1 PN U
(19) Ny = S0 (B

masrészt a Newton-polinomok explicit alakjat az 1. részben ugyancsak meg-
adtuk. A (19) alapjan a (18)—ba behelyettesitve, eredménytink :

n-1 f n-v
20 Mz - E.:n T ’
(20) FRUOEDN S
és most feladatunk az, hogy a (20) baloldalara az N,(f)-polinomok explicit
alakjat beirva, leolvassuk az Ej.-polinomokét. Idézziik az N, (f)-polinomok
explicit alakjat (vo. 1. rész 5. pont):

ey MO)=n SO g oy
,k[_{ik!g(k!)"k =

ahol . =

(22) g; = kz} K= n.

A (21)-bdl kis atalakitassal és i, helyett »-t irva nyerjiik :

(23) N(f) 2 n2(—1)" ,I'E;T:Z:j]})(;c!yk k:ﬁ (];k))JhJ(ff)

2%
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A (21) és (23) osszehasonlitdsaval ji. kitevokre azonnal adodik:

. j].‘ =i, (k > 1)
24) ¢ i
@4 —'l%jl;‘l‘n_"":ilr

és ha most ji-et ugy definialjuk, hogy

7+1
(25) % Je=7
legyen, akkor a (22), (24) és (25)-bol egyszeriien kovetkezik az is, hogy
741
(26) D kj=2r
=1
és
(27 Lh=n-t+j—2r.

Ha most beirjuk (23)-ba i;-nek (27)-beli kifejezését, a (20) -szal egybevetve
azonnal leolvashatd E;, explicit alakja:

* N r n—r—1y! v+l (e ()Nk
(28) Enm=n- ': (—— 1) ( 7+1 ) 1+1 ' £{(§’ ) ’

(ﬂ +i—2 l’)'gﬁll‘lz{ (k!)‘i’"

ahol a j,. kitevbk nem-negativ egész szamok, €s az Osszegezést az Osszes
lehetséges esetre végre kell hajtani a (25) és (26) megszoritdsok figyelembe-
vételével.

A (28) konnyen identifikilhato a (11) alatti kifejezéssel. Ha j,. helyett
ismét ratériink az i-val valo jelolésre, hamar felismerhetd, hogy a (25) és
(26) mellékfeltételek ugyanazt fejezik ki egyiitt, mint a (9) és (10). A (28)-
beli két faktoridlis hanyadosa;

(n—»—1)!
(n+j5—2»)!

pedig nem egyéb, mint a (11) szamlalojaban levs szorzat (— 1) " '-szerese
(/, helyett i-et, n helyett (—m)—et irunk, vo. (154a)):

(n—r—11 "3y e

(n¥i—21)1 1/ (n—r—k)=(—1)""" f[ (m+r-4-k).

Minthogy (11), ill. (28) mindig érvényes, ha m negativ egész és kisebb
(—7)-nél, azaz m-nek végtelen sok értékére, ezért a mar mondottaknal fogva
a (11)-gyel megadott explicit alakot altalanos érvénylinek tekinthetjiik.
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Kiegészitésképpen megjegyezziik, hogy a C,.(f)-polinomokra (vo. I
rész 4. és 5. pont) is fenndll egy a (20)-nak megfelel6 osszefiiggés (most
azonban m-nek mas a jelentése, mint kordbban, tehat (15a) nem érvényes!):

1 Cuwl(Sf) :'{i(nJrnHr—l).E:n (f_)”

fn' m ;’/::) n—r—1 n ) f

A (29) C.n(f)-polinomok explicit alakjabol (vo. I. rész (45)) vezethet6 le,
az Ej.-polinomok (28)-as alakjanak felhasznalasaval. A (29)-nek specialis
esete az m—:1 helyettesitésre (vo.l. rész (33)) nyerhetd Osszefiiggés:

(29)

- e g

melyre az utolso fejezetben még sziikségiink lesz.

3. Az Euler-kozelités hibaformulaja

Mint mar emlitettiik, a (4) kozelitoképlet és a II. rész 5. pontjaban
definidlt Euler-kizelitoképlet azonossagat azdltal bizonyithatjuk, hogy a (4)
kozelitoképlet konvergenciafokardl megmutatjuk, hogy k-val egyenlo. Azt kell
tehat bizonyitanunk, hogy az P

k

31) . sk(x)—sz——E—fE1,-(

==}

7+1
x v
o) -meco
felbontasban, az un. hibaképletben, o, oly kifejezés, melynek x— & kozeli-
tésre létezik a hatarértéke. Ez azonban kovetkezik a o, kifejezések rekurzids
képletébdl :

| S 1 ,
(32) (,ik+l _ 7 (g ‘(i[.; b ? ‘g ',(’k) »

és a kezdeti 0,=1 (vagy 022";{—,
pithatd, hogy 0. — bizonyos numerikus faktoroktol eltekintve — nevez6jében
csak f’ valamely hatvanyat tartalmazza, vagyis létezik a lim 0, = oy hatdr-
érték. .

) értékekbdl, amelyekb6l azonnal megélia-

Ami a (32) rekurziés formula bizonyitdsat illeti, ezt az aldbbiakban
vazoljuk. A (6) rekurziés képletb6! kiindulva elészor a (4) sor altalanos
tagjanak, a

) A
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kifejezéseknek rekurzios képletét,

/
(34) (ot )toss — v — o

vezetjiikk le, majd mindkét oldalon torténd Osszegezéssel és egyszerusnesekkel
az aldbbi Osszefiiggéshez jutunk:

k- k-1
(35) k-‘ukzyl'—;f '1’;!45»: _;.(l_rzi"(l;’).

Tekintve azonban, hogy
h~1

é)(X)-—X—Z‘U,,
1

ebbdl
k-1
&=1— Z 1w,
o1
és

= & — &1,

kovetkezik, amelyeknek a (35)-be valo behelyettesitésével megkapjuk az
s-kifejezések rekurzids képletét:
1
(36) Gl = & — - ]{ &
A (32)-t ebbdl ngy kapjuk, hogy a (31) szerinti helyettesitéseket :
& =&+ o (x— &),
gt = E+ Opur-(x — )Y,
€s .
&= 0 (x— &) +kop(x—E)" 1,
a (36)-ban elvégezziik és egyszeriisitiink.
Minthogy a lim o, hatarérték, Iétezik, o, sorba fejthetd (x —&) pozitiv
€ .
kitevss hatvanyai szerint:

O = 0o+ O+ (X — &) + Opo- (X —EP + -

A hibabecslés szempontjabol a sorfejtés elsé tagja (oi0) a dontd, ennek expli-
cit alakjat az aldbbiakban vezetjiik le. A (31)-t61 kis atalakitassal

© ok
Ounr (x— ) — 0 (x—E — —E(fi)
kovetkezik, vagy, tekintve, hogy f(x)= g (x)-(x—2%),

k
- . o
(ik+1'(x_;)—(i].- = ——Ek_l.(_.}’__,) R
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ahonnét

-k
()'m:llm ) == = lim E] 1° (f) = lim E);,1.

r>§ x>E a>£

Mivel E;.; f-nek csak derivaltjait tartalmazza, limesét azaltal nyerjiik, hogy
explicit kifejezésben mindeniitt végrehajtjuk az

f®— h.gt-b (h—=1,2,...,k
helyettesitéseket. Végsé eredményiink a (8) felhasznaldsaval:

1Ny e (k—2—=0)! g
(;k(,=m‘2(—l)° k(l k-1 ) hlll(g )
[I in! [] ()™ '

ahol az i, hatvanykitevék nem-negativ egész szamok,

h=k— 1—2 i,

h=1

(37)

és az Osszegezést az Osszes lehetséges esetre ki kell terjeszteni a
k-1
D hiy—k—1
-1

megszoritas figyelembevételével.

4. Az Euler-kozelités sziikséges atalakitasa
tobbszOris gyokok kozelitésekor

Mint a Il. rész 1. fejezetében emlitettiik, barmely egyszeres gydk koze-
- litéképletbdl tigy nyerhetiink ugyanolyan konvergenciafokt, de p-szeres gyok
kozelitésére alkalmas képletet, hogy benne végrehajtjuk az

| j@-rer [m=1]
(38  es "
] SO = 7 (F(0)")
helyettesitéseket. Vizsgaljuk meg, mivé alakul az Euler-kozelités a (38)

helyettesitések keresztiilvitelével.
Az Euler-sor altalanos tagijat a

kifejezések képezik; ezek rekurzios Osszefiiggése pedig, mint az a (34)-bol
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lathato :

(34’) (fl + 1)"“1L+1 —n-u, + %!(;l =-0.

A (38) helyettesitésekkel nyert uj kifejezést jelolje M, :

(39) M”(fm : (fm )(h)) — M,L(f; f(h)),

ekkor a (34)-bol kovetkezik, hogy az M, kifejezések pedig az
(40) (n+1)'Mn+]—n‘Mn+p'%'M),l:0

rekurzios formulat elégitik ki.
A (40) egyenlet megoldasara az M, polinomokat az alabbi alakban
keressiik :

n
(41) Mn: Z“zw"uw;
p=1

ahol az «,, mennyiségek numerikus egyiitthatok és a p fiiggvényei. A (40)-be
behelyettesitve :

i+l f

" n
i - ~
(n ‘i_ 1) * Z Gty cUp—I- 2 Cpp Uy +p M TIN Z (Zm;'[l;r =O.
YL § Pr=1 7 1

<.

-t kikiiszoboljiik a (34) alapjan. Rendezés utdn:

n+1

(42) 2 (14 Detusnr + (Pr—m)s—pr-cuo-n]-tt2 =0,

megjegyezve azt, hogy az 6sszegezéskor mechanikusan kiadodd @.o €s ¢4y
egyiitthatokat zérus-értékiinek kell tekinteniink.

Mivel a u, mennyiségek linedrisan fiiggetlenek, a (42)-b6l azonnal leol-
vashaté az «,, egyiitthatok rekurzids képlete :
43) (n+ Depivr+ (Y —n) ety —pr-eup-1y==0.

Ebbol a kezdeti e¢.o=0, €.oiy=0 és «;1=p értékekbdl valamennyi tovabbi
egyiitthatd meghatarozhato, éspedig elészor az .., majd ezek ismerete alap-
jan az .2, majd ezekbdl az «,3 stb egyiitthatok. Néhany alacsonyabb indexii
egytitthatd kiszamitott értéke:

tyn =p, “21:“(5): “::1:(/:;); (541?—(2 ),
. ) ) 1
p==p, tn=—p(p—1), =15 pPp—1(1p—11)

. 3 .
Cs=p", Cyg=—— 7[7'} (p—1),

4
ay=p.
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Az «,, egyiitthatoknak a vézolt eljarassal torténd szukcessziv meghata-
rozasat feleslegessé teszi az Altaldnos explicit alakjukat megadd alabbi
formula :

(44) = (—1)""r1 X 3224-—— ( )m

ahol az i, kitevOk nem-negativ egész szamok, és az Osszegezésnél az Osszes
lehetséges esetet figyelembe kell venni, amelyek kielégitik a

2 l'/b =V
(45) és -
2, /ll.];, = n
feltételeket.

A (44) bizonyitasara tekintsiik az
1—(1 _x)p =an X+ anX* oy x4 .-
és
[1 _(1 ___x)p]v = “1'1'x1’ + L)y 'x1'+1 _l_ (12w 'x1’+2 + b
sorfejtéseket. A (44) és (45)-bdl ugyanis kovetkezik, hogy

(46) [1—(1—x)"] = > @ -x"

Ha ennek alapjdn igazolni tudjuk a (43) rekurziés Osszefiiggést, akkor (44)
bizonyitottnak tekinthetd. Differencidljunk mindkét oldalon x szerint :

rp 1 —(— ) T (10" = X new 6™,

=Y

szorozzunk (1—x)-szel:

@) (T = D [ D) ] X

=91

frjuk fel a (46)-ot » helyett (v—1)-re és szorozzuk (»p)-vel:

o2}

(48) rp[1—(1—x)"T" = > vp-auwryx",

n=r-1
és szorozzuk meg (46)-ot is (vp)-vel:

[¢2]

[l —(1—x = X vp-ct,n-X".

n—w

Ha a (48) baloldalabol kivonjuk a (47) baloldalat, épp az utolso egyenlet
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baloldalat kapjuk. Ugyanez &ll tehat a jobboldalakra is. Rendezés és az x»
kiemelése utdn:
[¢]

> 1 [(n+ D ewyy +(Pp—n) oy — v p-ar-1)]- X" =0,

ahonnét azonnal leolvashaté a (45) rekurzids Osszefiiggés.

Annak, hogy az «., egyiitthatok a (46) sorfejtés tagjaiként szerepelnek,
mas haszna is van. x =1 helyettesitésre ugyanis az alabbi harom téfel kovet-
kezik beldle :

1) Za,,,, =1, ha p>0,

~
(49) 2) Zam,: 1, ha Nz=wrp és p pozitiv egész, és e kettd
B egyiittes alkalmazasaval:
3) @y ==, ha n=wp és p pozitiv egész. ,

A (49)-et felhasznalva konnyen bizonyithaté az Euler-sorra vonatkozo
lényeges tétel: Legyen az Euler-kiozelitésnek p-szeres gyokdk esetében sziiksé-
gessé valo mdodositdsa, azaz az

k-1 k-1 n
N Y W Wl
(50) & p=—=X— 2. M,=x— Z (Z Cay ‘!‘1')
n—=1 n=1 \wr=1
kettds sor k-— o limesre valamennyi tagjdt tekintve abszoldt konvergens sor.
Ekkor a lim &, , sor az eredeti Euler-sorrd dtrendezhetd. :

k>0

A bizonyitdshoz atalakitjuk az (50)-et:

k-1 k-1

. NN

&y X i | i Cmrr | Uy
=1 \n -

és felhasznaljuk a (49)-et:

[os] k-1 -~ © .
. - . a @ .
lim &, ,—x— > (hm > rc,,,,) = x— 2 w,=limg,,
kS

fo->» 0 V.=l \k>o© ne=yp =] k>

qu. . d.
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5. Az inverz Taylor-sor felhasznalasa kozelitoképletek
szerkesztésére

Az inverz Taylor-sort, ill. a hatvinyozdsaval nyert (12) sort a 1l. rész-
ben targyalt kongruencia-relaciok segitségével jol fel lehet haszndlni kozelité-
képletek szerkesztésére.

A (12) sor x =E& helyettesitésével (¢ az f(x) egyik zérushelyét jelenti) az

@=9r@ " Xp (f@)
eV R J X e {10
sorba megy at. Ha most bevezetjiik az
SR T4 .
(52) !zl:m s E} 4 (f ) (k - 2, 3. . .)

jelolést, akkor (51) igy is irhato:

Az (51)-bol és a beldle m=1 és m—m+1 helyettesite’sekre nyert Ossze-
fiiggésekbol az alabbi relaciot nyerjiik:

r=k-1

I:Qlcl—'_ Z El'(%) J'[r-(gl.‘m ‘I“ ;Izl Erm'(%) J: -(-)lf(m+l)+ ;l E1’(m+1) (

amelybol leolvashatd az

(53) . ’-(2I;1 ()I T "(21(""*'1) mod fkil

kongruencia é€rvényessége. Az (53) mas alakban, mivel a lim — hatdrér-
f>0 ==km

ték létezik, igy irhatd:

0
=S k(m+1) .
Q= 6 mod f&-1,

==km

vagy, (%J-vel valo szorzissal :

O,
(54) Qu -%z%ﬁ“’-%mod fE.

Minthogy (4)-bol

Sy
_(_)),1 f, a—§& ((1)
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kovetkezik, az (54) igy is irhato:

-(f-)k(m+1) f 1
_(,?km ‘7]n0df,

ahonnét a Il. rész IV. tétel alapjdn leolvashato, hogy a

sg(@)=a—

"(-) c{(m x
(95) B () = x — 0. ff ((x))
kozelitdképlet konvergenciafoka legaldbb k-val egyenld.

Azt, hogy az (55) konvergenciafoka pontosan k-val egyenld (k>1), a
kovetkezOképp lathatjuk be. Az (55)-bdl k — k+1 helyettesitésére nyert

Leonry  f(X)
_(.)4(7;+1)m f’(X)

kozelitoképlet konvergenciafoka nyilvdn legalabb (k4-1), ez a kozelitoképlet
azonban mod f*! inkongruens az (55) alattival, amib6l kovetkezik, hogy
amaz nem lehet (k- 1) konvergenciafokt. Ugyanis

(p(k-H)m (x) =X —

9(k+1)(m+1) 'ka - -(2(h+1)m . I527.'(1n+1) ==

~[Zrerl I HE AR S el HE Bl

NE-1
= (E(k—l)(m+1)_E(k—l)m)'(]]:,J #=0modf*, ha k>1,

it

azaz

-(-)(k+1)(m+1) Sgk(m+1) I
%) c mod f*,
=2 (k+)m ‘-Bkm

ahonnét mar lathato, hogy

(D(k+1)m $ q)km mod f’“’l R

Az (55) képlet konvergenciafoka természetesen nem valtozik, ha a jobb
oldalon, vagy csak a szamlaléban, vagy csak a nevezbben £ elsd indexét
k-nal nagyobb értékkel helyettesitjiik. Igy kapjuk pl. az

-(zk(m+1) f(x)
56 —_ s
(56) X Qom0
kozelitoképlet, mely m==—k vélasztassal a Bernoulli-féle kozelité formuldgt

szolgaltatja, (vo. I. rész (15)). Ennek bizonyitadsdra tekintsiik a (20) relaciot,



A7 ITERATIV KOZELITOMODSZEREKROL, I, 361

amelybdl a (15b) és az (52) felhasznaldsdval allitdsunk azonnal kovetkezik:

k-1-9 59 »”
N, ZU E: (k- l) (;) _>_ E:(kd)’(%)
h-1 = P
f: k-1 = 3 I
N, <o (S $
| > 5] > 5]

r—U

\ 7

E)'—f .(fJ
(=F+1) f Jih v f

k-

2
i

'y

e T Qanen
ZEu By

A (12) sorbol kiindulva olyan kozelitoképletet is konstrudlhatunk, mely
specidlis esetben a Kiss—Gornstein-féle képletsorozatot adja. Szorozzuk meg
mindkét oldalt

l——f (af)’;z{ (x)]’" -nel :

5 - S|l

és differencidljunk mindkét oldalon f(x) szerint:

f (cz} (a])‘ (x)]mﬂ h ( f’éa))'

Innét x —& helyettesitéssel és kis atalakitassal az alabbi eredményt kapjuk:

oy LO[evr@ T Smirp (f@)

Ezek utan vezessiik be az

m@a—x)"" > )
ORI N |

o0

k-2 . N

: o N mtr (1) —
(58) S—hm 1’%_6 m Erm f, (k 2, 3, .. .)
jelolést, amelynek segitségével az (57) uj alakja:
m-1 P
, [ @ | (@a=9f (a) ] o mA (f)
57 7N g = -- m T eyl B
N FelT 7@ R P v

Az (3T)-t irjuk fel (m—1) helyett m kitevovel, tovabba az (51)-t m=1
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esetre. EzekbOl és az (57')-b6l nyerjiik, hogy

Nt me (L)Ho S (L)J_
[-uh,;;+ k_l m Emn f, el —|" 1,‘:k_l E,, f/ =

--I(m+l)+ _\kil%l—'ﬁ‘ruuﬂ‘ 77) ’
amelybdl leolvashato az alabbi kongruencia:
(59) : Q211 = Qs mod fr-1.
Az (59)-bol, csakigy, mint az (53)-bol az (54), szarmazik az

(@4
] .i: -Hk(m_H).:Z‘_ L
Qug=—g =F mod f*,

illetbleg az

. --fk(m+1) f T
s@=a— mod
#(a) o, med st

kongruencia, amelybdl a Il. rész IV. tétele alapjan szintén kovetkezik, hogy a

" o --Z(fm+1) f(x)
(61) Djip (X) =x — ey
kozelitoképlet konvergenciafoka is legaldbb k-val egyenld. Azt, hogy a (61)
konvergenciafoka pontosan k-val egyenld, az (55)-nél kovetett eljarassal szin-
tén bebizonyithatjuk.
Végezetiil tekintsitk a (61)-bdl k — (k1) helyettesitéssel szarmazo

* '-2‘1.+1)(m+1) f (x)
62 (D c+)m (X)) =X — ¢ * Y
( ) (k+1) ( ) Q(k+l)m f (X)

kozelitoképletet, melynek konvergenciafoka tehat: (k4-1). Ez a képlet m——k
esetben a Kiss—Gornstein-féle képletsorozatot eredményezi. A Kiss—Gornstein-
féle képletsorozat foérésze ugyanis a (30) felhaszndldsaval:

k-2 k-1-%
S k—1—vr '
St (7

= N 2

o k— y . f’ k-
S )

Nty (A

r‘:‘b k—1 w(k-1) 7 _ﬁ
>ﬂ —’V E (’f)v f’ ’
y::l k ’k f

ami viszont nem egyéb, (vo. (15b4) és (58)), mint a (62) képlet férésze, ha
benne m helyett (—k)-t irunk.

K,l
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