
AZ ITERATÍV KÖZELÍTÖMÓDSZEREKRŐL, III.* 

írta: ZAJ TA AURÉL 

E harmadik részben az inverz 7ay/o/-sorfejtéssel és a belőle származtatható Euler-féle 
közelítöképletekkef foglalkozunk. A problémakörnek az 1. pontban adott általános ismerte-
tése után a 2. fejezetben az inverz Taylor-sor és ennek hatványozásával kapott sor 
együtthatóinak explicit alakját bizonyítjuk be, míg a 3. fejezetben az Еи/er-közelítés hiba-
képletét adjuk. A 4. fejezet arra a kérdésre ad választ, hogyan kell átalakítani az Euler-
féle közelítőképletet többszörös gyökök esetén, s végül az utolsó pont az I. részben tár-
gyalt többi képletsorozatnak (a Kiss—Gornstein és a Bernoulli-féle képleteknek) az Euler-
képletekkel való szerkezeti rokonságát mutatja be. 

1. Az Euler-közelítés és az inverz Taylor-sor kapcsolata 

A g y ö k k ö z e l i t é s r e h a s z n á l t Euler-féle közelitöképletek k ö n n y e n s z á r m a z -
t a t h a t ó k a z f(x) a n a l i t i k u s f ü g g v é n y i n v e r z é n e k v a l a m e l y f(x)=f(a) h e l y 
k ö r n y e z e t é b e n é r v é n y e s T a y l o r - s o r á b ó l : 

(1) a—2 Ev 
r=0-

m - m 

a h o l a z E v e g y ü t t h a t ó k é r t é k e i : 
« 0 = 1 , 

1 / " ( « ) 
2 f'(a) ' 

E,= 1 о í r (a))' Г (a) 
6 " \ f ( a ) j f ' i f l ) 

s t b . , 

t e h á t v > 0 e s e t b e n a z f(a) d e r i v á l t j a i b ó l a l k o t o t t s p e c i á l i s t ö r t p o l i n o m o k , 
á l t a l á b a n p e d i g a k ő v e t k e z ő f o r m u l á b ó l k i s z á m í t h a t ó k i f e j e z é s e k : 

(2) 

(3) 

E,, ( - i ) r - m 
( " + D ! 

v+l , , ' f l . í d' -x 
\df(x)v+1

JX=a 

H a £ j e l ö l i a z f(x) f ü g g v é n y e g y i k z é r u s h e l y é t , a k k o r ( l ) - b ő l : 

f E Í / ( « ) V ' + 1 

r = 0 

* A dolgozat I. része az MTA 111. Osztálya Közleményeinek VI/3—4 számában (1956, 
467—489 old.), II. része a VIII/4 számában (1958, 457—472 old.) jelent meg. 
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( 4 ) Sk(a) = a — T É r -

é s a s z e r e p l ő a m e n n y i s é g v á l a s z t á s á t ó l f ü g g , h o g y — a m e n n y i b e n a ( 3 ) j o b b -
o l d a l á n á l l ó s o r k o n v e r g á l , — a z f ( x ) l e h e t s é g e s z é r u s h e l y e i k ö z ü l m e l y i k e t 
s z o l g á l t a t j a . A g y a k o r l a t b a n a ( 3 ) s o r t a Ar -ad ik t a g n á l b e r e k e s z t j ü k , é s a z 
í g y k a p o t t 

" / 0 0 

k i f e j e z é s t i t e r a t í v m ó d o n a l k a l m a z z u k a £ k ö z e l í t é s é r e a z 

x „ + i = s, , . (x„) 
k é p l e t s z e r i n t . 

A ( 4 ) s o r s z e l e t e k e t E U L E R [ 1 ] a j á n l o t t a e l ő s z ö r k ö z e l í t ő s z á m í t á s o k c é l -
j á r a , é p p e n e z é r t a szereplő polinomokat Euler-polinomoknak nevezzük el. 
A z t , h o g y a ( 4 ) s o r s z e l e t e k a z o n o s a k a I I . r é s z V I I I . t é t e l é n é l d e f i n i á l t é s 
Euler-közelitésnek n e v e z e t t k é p l e t e k k e l , a 3 . f e j e z e t b e n f o g j u k b e b i z o n y í t a n i , 
é s p e d i g a z á l t a l , h o g y m e g m u t a t j u k : a (4) képletek konvergenciafoka k-val 
egyenlő. 

A ( 4 ) k é p l e t e k h a s z n á l a t á h o z n é l k ü l ö z h e t e t l e n a z Ev p o l i n o m o k e x p l i c i t 
a l a k j á n a k i s m e r e t e . A z e x p l i c i t a l a k o k k i s z á m í t á s á r a s z á m o s m ó d i s m e r e t e s , 
p l . f e l h a s z n á l h a t ó a ( 2 ) f o r m u l a i s , v a g y m é g i n k á b b a b e l ő l e l e v e z e t h e t ő 
r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s : 

( 6 ) ^ - Т Т Г Д - ^ - Т Т Г ^ 1 -

I t t a d i f f e r e n c i á l á s a s z e r i n t v e e n d ő . A ( 6 ) f o r m u l a k ö n n y e n v e r i f i k á l h a t ó a 
( 2 ) - b ö l , p l . t e k i n t s ü k a ( 2 ) - b ő l k ö z v e t l e n ü l n y e r h e t ő 

(7) (v+\)\Er __ J vlEr-j 
( - f T l f i a ) L(-/')" 

r e l á c i ó t , m e l y b ő l a j o b b o l d a l o n k i j e l ö l t d i f f e r e n c i á l á s é s a m e g f e l e l ő á t r e n d e -
z é s e k e l v é g z é s é v e l k ö n n y e n a d ó d i k a ( 6 ) . 

A z Elder-sor e x p l i c i t a l a k j á n a k m e g h a t á r o z á s á r a B O D E W I G [3 ] s z i n t é n 
r e k u r z i ó s k é p l e t e t a d o t t m e g , K i s s [4 ] p e d i g a k o n v e r g e n c i a f o k f o g a l m á t f e l -
h a s z n á l ó e l j á r á s t k ö z ö l t . W U N D T [ 5 ] l é n y e g é b e n a ( 2 ) - e s k é p l e t e n a l a p u l ó 
m ó d s z e r r e l s z á m í t o t t a k i a z ( 1 ) s o r e g y ü t t h a t ó i t a 8 - a d i k t a g i g b e z á r ó l a g . 
M i n d e z e k n e k a m ó d s z e r e k n e k h á t r á n y a , h o g y v a g y r e k u r z i ó s a k , t e h á t e g y 
t e t s z ő l e g e s Er e g y ü t t h a t ó k i s z á m í t á s á h o z g y a k o r l a t i l a g i s m e r n i k e l l a z ö s z -
s z e s e z t m e g e l ő z ő t , v a g y p e d i g k ö z v e t l e n e k u g y a n , ( i l y e n p l . a L A G R A N G E - Í Ó I 
s z á r m a z ó i n v e r z i ó s f o r m u l a i s [2 ] ) , d e a k k o r r e n g e t e g s z á m o l á s s a l j á r n a k . 
A k ö v e t k e z ő p o n t b a n i s m e r t e t e n d ő t é t e l s z ü k s é g t e l e n n é t e s z i e z e k e t a s z á m o -
l á s o k a t , m e r t t e t s z ő l e g e s i n d e x r e e g y s z e r r e m e g a d j a a z Ev e g y ü t t h a t ó k e x p l i -
c i t a l a k j á t . 
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2. Az Er együtthatók explicit alakja 

Az ( 1) sorral definiált E,. együtthatók explicit alakja a következő: 

En = 1 , 

П ( v + k + 1 ) r H f ,(A) Vk 

( 8 ) ( - ! ) " • % " Я М , ( " > 0 ) 
UáMKkT 7 

A=2 A=2 
я / г о / я г //. hatványkitevök nem-negatív egész számok, 

v+í 
( 9 ) = 

és az összegezést minden lehetséges esetre ki kell terjeszteni a 
I r+1 

( 1 0 ) 2 ( k — \ ) h = v 
A = 2 

megszorítás figyelembevételével. A m e n n y i b e n r — / — 1 = 0 , a s z á m l á l ó p r o -
d u k t u m a ü r e s s z o r z a t n a k t e k i n t e n d ő . 

A ( 8 ) f o r m u l a s p e c i á l i s e s e t e a s o k k a l á l t a l á n o s a b b 

Eom = 1, 
v-i,-1 
П (r' + k + m) 

r+1 f Ak) \ik 

( 1 1 ) E r m = m - 2 ( - l f - - M 7 Ï I / / V ' ( , / > 0 > 
H i \ II (к\у J 

A—2 A—2 . 

f o r m u l á n a k , a m e l y b ő l m = 1 h e l y e t t e s í t é s s e l k a p j u k ( 7 , , , = E,.). A z £ r m j e l ö -
l é s s e l a 
(12) Г (a—x)f'(a) f ( f l ) - f ( x ) 

m m 
- F Г / ( я ) - / ( х ) 1 

r—0 L /'(«) J 
s o r e g y ü t t h a t ó i t j e l ö l j ü k : e s o r e g y ü t t h a t ó k e x p l i c i t a l a k j á t m e g a d ó ( 1 1 ) k i f e j e -
j e z é s b i z o n y í t á s á v a l e g y ú t t a l a ( 8 ) - a t i s b e b i z o n y í t o t t u k . A ( 1 1 ) s z i n t é n 
k i e g é s z í t e n d ő m é g a ( 9 ) é s ( 1 0 ) m e l l é k f e l t é t e l e k k e l . 

A ( 1 2 ) s o r é r v é n y e s s é g é v e l k a p c s o l a t b a n m e g j e g y e z z ü k , h o g y a m e n n y i -
b e n a k o m p l e x v á l t o z ó s n a k t e k i n t e t t f(x) f ü g g v é n y a z х = я p o n t b a n r e g u l á -
r i s é s ф ( а ) ф 0 , a k k o r a 

/ ( х ) - / ( я )  
f'(a) 

p o n t k ö r n y e z e t é b e n m i n d e n v a l ó s e g é s z m e s e t é n é r v é n y e s a ( 1 2 ) s o r e l ő á l l í -

2 III. Osztály Közleményei IX 4 
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t á s . A Taylor-sox e g y ü t t h a t ó i n a k k i s z á m í t á s i f o r m u l á j á t a l k a l m a z v a , a z Er 
e g y ü t t h a t ó k r a , ( 1 2 ) - b ő l a z o n n a l a d ó d i k : 

( 1 3 ) 
eV (x-a)f'(a) 

v\ 
m - m 

df(x)v 

A ( 1 3 ) t e r m é s z e t e s e n — b o n y o l u l t s á g á n á l f o g v a — n e m a l k a l m a s a z Erm 
p o l i n o m o k k i s z á m í t á s á r a , d e a ( 1 1 ) b i z o n y í t á s á n á l f o n t o s s z e r e p e t t ö l t b e . 
R ö g z í t e t t v e s e t é n u g y a n i s ( 1 1 ) é s ( 1 3 ) j o b b o l d a l a m - n e k г ' - e d f o k ú e g é s z 
f ü g g v é n y e , é s e z é r t h a b e b i z o n y í t j u k , h o g y a ( 1 1 ) é s ( 1 3 ) j o b b o l d a l a i n a k 
e g y e n l ő v é t é t e l é v e l n y e r t 

(—f'(a)Y 4" 
(x-a)f'(a) 
f ( x ) - f ( a ) 

( 1 4 ) df(x)v 

V-4-1 
II (v + k + ni) v+l ( r (k)\lk 

• E I J 
(v>0) ,4-1 ,4-1 

1Пк\Ц{к\Г 
k=2 k=2 

ö s s z e f ü g g é s t m - n e k v é g t e l e n s o k é r t é k e k i e l é g í t i , a k k o r ( 1 4 ) c s a k a z o n o s s á g 
l e h e t . D e a k k o r ( 1 4 ) t e t s z ő l e g e s v a l ó s e g é s z m - r e i s f e n n á l l , v a g y i s bebizo-
nyítottuk azt a tételt, hogy a (12) sor együtthatóinak explicit kifejezése (11) 
alakú. 

Az Evm p o l i n o m o k e x p l i c i t a l a k j a a b b a n a s p e c i á l i s e s e t b e n , a m i k o r m 
n e g a t í v e g é s z é s k i s e b b ( — v ) - n é l , a r á n y l a g k ö n n y e n m e g h a t á r o z h a t ó . 
A t o v á b b i a k b a n e z z e l f o g l a l k o z u n k . 

L e g y e n t e h á t m n e g a t í v e g é s z , é s j e l ö l j e m a b s z o l ú t é r t é k é t n : 
( 1 5 ö ) m = — n. 

A k é n y e l m e t l e n n é v á l ó Er(.n) j e l ö l é s e k h e l y e t t v e z e s s ü k b e a z E*„ j e l ö l é s t : 
( 1 5 6 ) Erm —- Ey(-n) •— Evn. 

E z z e l a z ú j j e l ö l é s s e l a ( 1 2 ) - b ő l k i s á t r e n d e z é s s e l n y e r j ü k : 

(16) 
1 

( a — x ) H íÉÓ 
s p e c i á l i s a n n = 1 e s e t b e n : 

Z E*" 
m - m 

( 1 7 ) 1 
a—x Z E* i • 

r—0 

m - m 
/ 4 « ) 

V -1 

f i a ) 

Г (a) 
m - m 1 f t Z E ; , -

m - m 
í(a) . 
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A ( 1 7 ) j o b b o l d a l á n a k c s a k a z e l s ő t a g j a , a ( 1 6 ) j o b b o l d a l á n a k v i s z o n t a z 
e l s ő n t a g j a a z [ / ( a ) — / ( * ) ] k i f e j e z é s t а n e v e z ő b e n t a r t a l m a z z a ; a z e z u t á n 
k ö v e t k e z ő t a g o k b a n v i s z o n t m á r s e h o l s e m f o r d u l e l ő \f(a)—/(x)] a n e v e -
z ő b e n . M i n t h o g y a ( 1 7 ) s o r b ó l a ( 1 6 ) s o r a s z e r i n t v é g r e h a j t o t t ( n — l ) - s z e r e s 
d i f f e r e n c i á l á s s a l ( é s ( — 1 ) " _ 1 - ( л — l ) ! - s a l v a l ó o s z t á s s a l ) e l ő á l l í t h a t ó , a f e n t i 
m e g á l l a p í t á s s a l e g y b e v e t v e n y i l v á n v a l ó , h o g y a ( 1 6 ) s o r e l s ő n t a g j a é s 
c s a k i s e z e k , a ( 1 7 ) s o r n a k k i z á r ó l a g a z e l s ő t a g j á b ó l s z á r m a z n a k a d i f f e r e n -
c i á l á s s o r á n , t e h á t 

sn-1 í x> / .л Л n-1 d f'(a) 
da"1 l / ( a ) - / ( x ) = ( — l ) " - 1 • ( л — 1 ) ! Z B ' n -

f ( a ) - f ( x ) 
f ' ( a ) 

v a g y , m i v e l a z / ( x ) i t t s e m m i f é l e s z e r e p e t n e m j á t s z i k : 

( f í n W ^ . 
(18) f / ' ( < * ) Y 

l / ( « ) J 
A ( 1 8 ) b a l o l d a l á n a k e x p l i c i t a l a k j a m á r i s m e r e t e s . E m l é k e z t e t ü n k u g y a n i s 
a r r a , h o g y a b a l o l d a l s z e r e p e l a Newton-polinomok e g y i k e l ő á l l í t á s á b a n 
( v ő . I. r é s z ( 2 3 ) ) : 

/ _ , y i - i 
( 1 9 ) N n ( f ) = K 4 

И ST l / J ' ( л — 1 ) ! 
m á s r é s z t a Newton-polinomok e x p l i c i t a l a k j á t a z I . r é s z b e n u g y a n c s a k m e g -
a d t u k . A ( 1 9 ) a l a p j á n a ( 1 8 ) - b a b e h e l y e t t e s í t v e , e r e d m é n y ü n k : 

(20) 

é s m o s t f e l a d a t u n k a z , h o g y a ( 2 0 ) b a l o l d a l á r a a z A L ( » - p o l i n o m o k e x p l i c i t 
a l a k j á t b e í r v a , l e o l v a s s u k a z Y V p o l i n o m o k é t . I d é z z ü k a z Nn ( » - p o l i n o m o k 
e x p l i c i t a l a k j á t ( v ő . I. r é s z 5 . p o n t ) : 

(21) 

a h o l 

(22) 

N , i ( / ) = л . í n ~ V 1 ) ! / / ( f T . 
H h \ l I ( k T A=g 

Z ik = Z kik n. 

A ( 2 1 ) - b ő l k i s á t a l a k í t á s s a l é s i0 h e l y e t t v - t í r v a n y e r j ü k : 

( 2 3 ) 
r 

n - 1 

- 2 
r=0 

- a - . r - • ж с г и с г . 

k=2 к—2 
2 » 
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A ( 2 1 ) é s ( 2 3 ) ö s s z e h a s o n l í t á s á v a l jk k i t e v ő k r e a z o n n a l a d ó d i k : 

( A=h, (k> 1) 
( 2 4 ) e s r+ i 

— £ j k + n— V = h, 
k= 

é s h a n i o s t y ' , -e t ú g y d e f i n i á l j u k , h o g y 
r+1 

( 2 5 ) 2 / . = 

l e g y e n , a k k o r a ( 2 2 ) , ( 2 4 ) é s ( 2 5 ) - b ő l e g y s z e r ű e n k ö v e t k e z i k a z i s , h o g y 

( 2 6 ) £ k j к = 2 v 
A—1 

é s 

( 2 7 ) = 2r. 

H a m o s t b e í r j u k ( 2 3 ) - b a / - n e k ( 2 7 ) - b e l i k i f e j e z é s é t , a ( 2 0 ) - s z a l e g y b e v e t v e 
a z o n n a l l e o l v a s h a t ó E*n e x p l i c i t a l a k j a : 

( 2 8 , n { Ç ' 
( л + / i — 2 v) ! TT j к ! 7/ (к\у>-

a h o l a j k k i t e v ő k n e m - n e g a t í v e g é s z s z á m o k , é s a z ö s s z e g e z é s t a z ö s s z e s 
l e h e t s é g e s e s e t r e v é g r e k e l l h a j t a n i a ( 2 5 ) é s ( 2 6 ) m e g s z o r í t á s o k f i g y e l e m b e -
v é t e l é v e l . 

A ( 2 8 ) k ö n n y e n i d e n t i f i k á l h a t ó a ( 1 1 ) a l a t t i k i f e j e z é s s e l . H a j,c h e l y e t t 
i s m é t r á t é r ü n k a z / , , - v a l v a l ó j e l ö l é s r e , h a m a r f e l i s m e r h e t ő , h o g y a ( 2 5 ) é s 
( 2 6 ) m e l l é k f e l t é t e l e k u g y a n a z t f e j e z i k k i e g y ü t t , m i n t a ( 9 ) é s ( 1 0 ) . A ( 2 8 ) -
b e l i k é t f a k t o r i á l i s h á n y a d o s a ; 

( л — У — 1 ) ! 
( л + / i — 2 v ) ! 

p e d i g n e m e g y é b , m i n t a ( 1 1 ) s z á m l á l ó j á b a n l e v ő s z o r z a t ( — l ) ' '1" ' - s z e r e s e 
( Л h e l y e t t / - e t , л h e l y e t t ( — m ) - e t í r u n k , v ö . ( 1 5 л ) ) : 

(„_„_!)!_ y { n _ v _ k ) = ( _ iy--n-i j j (m + v + ky 

( л + / — 2 v ) ! k=1 Í = 1 
M i n t h o g y ( 1 1 ) , i l l . ( 2 8 ) m i n d i g é r v é n y e s , l i a m n e g a t í v e g é s z é s k i s e b b 

( — j ' ) - n é l , a z a z л г - п е к v é g t e l e n s o k é r t é k é r e , e z é r t a m á r m o n d o t t a k n á l f o g v a 
a ( l l ) - g y e l m e g a d o t t e x p l i c i t a l a k o t á l t a l á n o s é r v é n y ű n e k t e k i n t h e t j ü k . 
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K i e g é s z í t é s k é p p e n m e g j e g y e z z ü k , h o g y а С , „ ) ( ( / ) - р о Н п о т о к г а ( v ö . I. 
r é s z 4 . é s 5 . p o n t ) i s f e n n á l l e g y a ( 2 0 ) - n a k m e g f e l e l ő ö s s z e f ü g g é s ( m o s t 
a z o n b a n «z-nek m á s a j e l e n t é s e , m i n t k o r á b b a n , t e h á t ( 1 5 « ) n e m é r v é n y e s ! ) : 

I C«Af) + Ein ( f 
( 2 У ) f m Ч Л n—v—l y n -\f 

A ( 2 9 ) C«m ( / ) - p o l i n o m o k e x p l i c i t a l a k j á b ó l ( v ö . 1. r é s z ( 4 5 ) ) v e z e t h e t ő l e , 
a z C * « - p o l i n o m o k ( 2 8 ) - a s a l a k j á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l . A ( 2 9 ) - n e k s p e c i á l i s 
e s e t e a z m = 1 h e l y e t t e s í t é s r e ( v ö . I . r é s z ( 3 3 ) ) n y e r h e t ő ö s s z e f ü g g é s : 

( 3 0 ) y « . u ) = y y j - E H l 

m e l y r e a z u t o l s ó f e j e z e t b e n m é g s z ü k s é g ü n k l e s z . 

3. Az Euler-közelítés hibaformulája 

M i n t m á r e m l í t e t t ü k , a ( 4 ) k ö z e l í t ő k é p l e t é s a I I . r é s z 5 . p o n t j á b a n 
d e f i n i á l t Euler-közelítöképlet a z o n o s s á g á t a z á l t a l b i z o n y í t h a t j u k , h o g y a ( 4 ) 
k ö z e l í t ő k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k á r ó l m e g m u t a t j u k , h o g y k - v a l e g y e n l ő . A z t k e l l 
t e h á t b i z o n y í t a n u n k , h o g y a z 

(31) = 
[ f ( x ) J 

f e l b o n t á s b a n , a z ú n . h i b a k é p l e t b e n , ak o l y k i f e j e z é s , m e l y n e k x—»-S k ö z e l í -
t é s r e l é t e z i k a h a t á r é r t é k e . E z a z o n b a n k ö v e t k e z i k a ok k i f e j e z é s e k r e k u r z i ó s 
k é p l e t é b ő l : 

( 3 2 ) = — 

é s a k e z d e t i о г = 1 ( v a g y o.2 = j ^ é r t é k e k b ő l , a m e l y e k b ő l a z o n n a l m e g á l l a -
p í t h a t ó , h o g y o k — b i z o n y o s n u m e r i k u s f a k t o r o k t ó l e l t e k i n t v e — n e v e z ő j é b e n 
c s a k / ' v a l a m e l y h a t v á n y á t t a r t a l m a z z a , v a g y i s l é t e z i k a l i m ok = ok0 h a t á r -
é r t é k . 

A m i a ( 3 2 ) r e k u r z i ó s f o r m u l a b i z o n y í t á s á t i l l e t i , e z t a z a l á b b i a k b a n 
v á z o l j u k . A ( 6 ) r e k u r z i ó s k é p l e t b ő l k i i n d u l v a e l ő s z ö r a ( 4 ) s o r á l t a l á n o s 
t a g j á n a k , a 

(f. ( 3 3 ) a v = E , v-V 



/ 
3 5 4 ZAJTA A. 

k i f e j e z é s e k n e k r e k u r z i ó s k é p l e t é t , 
' / 

( 3 4 ) (v + 1 ) • fiv+i = v • fi г —у -и',., 

v e z e t j ü k l e , m a j d m i n d k é t o l d a l o n t ö r t é n ő ö s s z e g e z é s s e l é s e g y s z e r ű s í t é s e k k e l 
a z a l á b b i ö s s z e f ü g g é s h e z j u t u n k : 

( 3 5 ) k-fik = f i i — • 2 f f = i • f i — 2 É v 
J V 1 / V V=1 

T e k i n t v e a z o n b a n , h o g y 

e b b ő l 

e s 

7,-1 

Sk(x) = x— 2 V t . 
V-l 

k-1 
t'k =F= 1 — 2 , < , v 1 

flk = 8/, — Sk+1, 

k ö v e t k e z i k , a m e l y e k n e k a ( 3 5 ) - b e v a l ó b e h e l y e t t e s í t é s é v e l m e g k a p j u k a z 
8 / c - k i f e j e z é s e k r e k u r z i ó s k é p l e t é t : 

( 3 6 ) 8/с4-1 = 8fc — • • «/.- • 

A ( 3 2 ) - t e b b ő l ú g y k a p j u k , h o g y a ( 3 1 ) s z e r i n t i h e l y e t t e s í t é s e k e t : 
éit = % + ok-(x—1)7 

= ? + Ф + i • ( x — S ) ' ' + 1 , 
é s 

S'k = (7/,• ( x - 5 ) ' ' + A : o k ( x - S ) ' 

a ( 3 6 ) - b a n e l v é g e z z ü k é s e g y s z e r ű s í t ü n k . 
M i n t h o g y a l i m oj, h a t á r é r t é k , l é t e z i k , a k s o r b a f e j t h e t ő ( x — 5) p o z i t í v 

k i t e v ő s h a t v á n y a i s z e r i n t : 
Ok = o*o + Ф а • ( x — §) + аш - ( x — S)"-H 

A h i b a b e c s l é s s z e m p o n t j á b ó l a s o r f e j t é s e l s ő t a g j a (rj ; ,o) a d ö n t ő , e n n e k e x p l i -
c i t a l a k j á t a z a l á b b i a k b a n v e z e t j ü k l e . A ( 3 1 ) - t ő l k i s á t a l a k í t á s s a l 

oM • ( x - §)*+' - a „ • ( x - = - E k . . v \ f
f ) j 

k ö v e t k e z i k , v a g y , t e k i n t v e , h o g y f(x) = g(x)-(x—£), 

I f 
ok+1 • (x—£) — ok = — E1Í-V\J7 
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a h o n n é t 

okо = = l i m ok — l i m £ , . - 1 • М П = h m Ek-1. 
l j ) x->£ 

M i v e l £ , . 1 / - n e k c s a k d e r i v á l t j a i t t a r t a l m a z z a , l i m e s é t a z á l t a l n y e r j ü k , h o g y 
e x p l i c i t k i f e j e z é s b e n m i n d e n ü t t v é g r e h a j t j u k a z 

f m _ + h . g ( H - n (Л = 1 , 2 , . . . , A r ) 

h e l y e t t e s í t é s e k e t . V é g s ő e r e d m é n y ü n k a ( 8 ) f e l h a s z n á l á s á v a l : 

1 y i y i l ( 2 L - 2 - / , , ) !  
И 7 ) T î ^ - ' 7 ^ / л 7 " 
( 3 7 ) / 7 4 ! 7 7 ( Л ! ) 1 ' " 

a h o l a z 4 h a t v á n y k i t e v ő k n e m - n e g a t í v e g é s z s z á m o k , 
fc-i 

/n = L — 1 — É L 4 , 
Ä=X 

é s a z ö s s z e g e z é s t a z ö s s z e s l e h e t s é g e s e s e t r e k i k e l l t e r j e s z t e n i a 
t - i 
ÉL h 4 =--• к— 1 
f - i 

m e g s z o r í t á s f i g y e l e m b e v é t e l é v e l . 

4. Az Euler-közelítés szükséges átalakítása 
többszörös gyökök közelítésekor 

M i n t а I I . r é s z 1. f e j e z e t é b e n e m l í t e t t ü k , b á r m e l y e g y s z e r e s g y ö k k ö z e -
l í t ö k é p l e t b ő l ú g y n y e r h e t ü n k u g y a n o l y a n k o n v e r g e n c i a f o k ú , d e p-szeres g y ö k 
k ö z e l í t é s é r e a l k a l m a s k é p l e t e t , h o g y b e n n e v é g r e h a j t j u k a z 

( 3 8 ) 
/ ( x ) - / • ( * ) " * 

é s 

h e l y e t t e s í t é s e k e t . V i z s g á l j u k m e g , m i v é a l a k u l a z £ u / e / - k ö z e l í t é s a ( 3 8 ) 
h e l y e t t e s í t é s e k k e r e s z t ü l v i t e l é v e l . 

A z Euler-sor á l t a l á n o s t a g j á t a 

(Я ' 
k i f e j e z é s e k k é p e z i k ; e z e k r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s e p e d i g , m i n t a z a ( 3 4 ) - b ő l 
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l á t h a t ó : 

( 3 4 ' ) ( n + 1 ) - « , l + i — n - u n + j , u ' n = 0 . 

А ( 3 8 ) h e l y e t t e s í t é s e k k e l n y e r t ú j k i f e j e z é s t j e l ö l j e M „ : 
( 3 9 ) М Г ; ( / ' " ) " ' ) = M „ ( J ; f ) ) , 
e k k o r a ( 3 4 ' ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a z M„ k i f e j e z é s e k p e d i g a z 

( 4 0 ) ( n + Ó - M ^ — n - M n + p - j r - M ^ O 

r e k u r z i ó s f o r m u l á t e l é g í t i k k i . 
A ( 4 0 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á r a a z M „ p o l i n o m o k a t a z a l á b b i a l a k b a n 

k e r e s s ü k : 
11 

( 4 1 ) M a = 2 « nv kv j 
» = 1 

a h o l a z am. m e n n y i s é g e k n u m e r i k u s e g y ü t t h a t ó k é s a p f ü g g v é n y e i . A ( 4 0 ) - b e 
b e h e l y e t t e s í t v e : 

n+1 n r 11 

(nJT !)• 2 «(>1+1)1--Pv — Л- 2 anv-pv + p--r/- 2anv-p'v = 0. 
V= 1 1' 1 J V—l 

u ' v - i k i k ü s z ö b ö l j ü k a ( 3 4 ) a l a p j á n . R e n d e z é s u t á n : 
H+i 

( 4 2 ) 2[(n + l )«(»+i) i - -\-(pv—ri)anv—pvan(v-i)]-tiv = 0, 
V=1 

m e g j e g y e z v e a z t , h o g y a z ö s s z e g e z é s k o r m e c h a n i k u s a n k i a d ó d ó « „ о é s « „ ( n + p 
e g y ü t t h a t ó k a t z é r u s - é r t é k ü n e k k e l l t e k i n t e n ü n k . 

M i v e l a p r m e n n y i s é g e k l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n e k , a ( 4 2 ) - b ő l a z o n n a l l e o l -
v a s h a t ó a z a n v e g y ü t t h a t ó k r e k u r z i ó s k é p l e t e : 
( 4 3 ) ( « + l ) a ( n + i ) r + ( p v — n ) a „ v — p r - a , K v _ 1 ) = 0 . 
E b b ő l a k e z d e t i « „ o = 0 , «„(,1 + i ) = 0 é s ccn =p é r t é k e k b ő l v a l a m e n n y i t o v á b b i 
e g y ü t t h a t ó m e g h a t á r o z h a t ó , é s p e d i g e l ő s z ö r a z « „ i , m a j d e z e k i s m e r e t e a l a p -
j á n a z a,,2, m a j d e z e k b ő l a z а»3 s t b e g y ü t t h a t ó k . N é h á n y a l a c s o n y a b b i n d e x ű 
e g y ü t t h a t ó k i s z á m í t o t t é r t é k e : 

« п = P, «2i = — 1 2 ) ' К з 1 ^ ( з ) ' — ( 4 

« 1 2 = P > \ « 3 2 = — Р Ч Р — 1 ) , « 4 2 = l ) ( 7 ß — 1 1 ) 

3 
« 3 3 = P \ « 4 3 = — у Д ( « — O l 

« н = Р 4 -
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A z a m . e g y ü t t h a t ó k n a k a v á z o l t e l j á r á s s a l t ö r t é n ő s z u k c e s s z í v m e g h a t á -
r o z á s á t f e l e s l e g e s s é t e s z i a z á l t a l á n o s e x p l i c i t a l a k j u k a t m e g a d ó a l á b b i 
f o r m u l a : 

»-»'+! 1 f n Y h 

( 4 4 ) 

a h o l a z ih k i t e v ő k n e m - n e g a t í v e g é s z s z á m o k , é s a z ö s s z e g e z é s n é l a z ö s s z e s 
l e h e t s é g e s e s e t e t f i g y e l e m b e k e l l v e n n i , a m e l y e k k i e l é g í t i k a 

( 4 5 ) 
X 1 • 
ZJ hi = V 

é s 
2 hih = n 

f e l t é t e l e k e t . 
A ( 4 4 ) b i z o n y í t á s á r a t e k i n t s ü k a z 

1 — ( 1 — x ) 1 ' = a n x + a 2 1 x 2 + а з , * 3 H  
é s 

[1 — ( 1 — x ) X = civvxr + a ( r + i ) , . - x r + 1 + ci(r+2)v -x"+2 H  

s o r f e j t é s e k e t . A ( 4 4 ) é s ( 4 5 ) - b ő l u g y a n i s k ö v e t k e z i k , h o g y 
03 

( 4 6 ) [1 — ( 1 - X ) T = 2 « W - * " 
n=v 

H a e n n e k a l a p j á n i g a z o l n i t u d j u k a ( 4 3 ) r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s t , a k k o r ( 4 4 ) 
b i z o n y í t o t t n a k t e k i n t h e t ő . D i f f e r e n c i á l j u n k m i n d k é t o l d a l o n x s z e r i n t : 

0Э 

vp-[Í-O-X^-O-Jtr1 = 2 na„-Xя-1, 

s z o r o z z u n k ( 1 — x ) - s z e l : 
со 

( 4 7 ) vp\ 1 - ( 1 - х ^ Г 1 - ( 1 - x ) " = 2 [(n+\)cc(n+1)v-nccnv] x\ 
n=V-1 

í r j u k f e l a ( 4 6 ) - o t v h e l y e t t (v—l)-re é s s z o r o z z u k ( ? ' / ? ) - v e l : 
со 

( 4 8 ) vp [1 - ( 1 - х У Г 1 = 2 "p-ccn(v.irx, 
n=v-1 

é s s z o r o z z u k m e g ( 4 6 ) - o t i s (vp)-ve\ : 
со 

vp[ \—(\—xp]v = ^vp-cCnv'X1-
n=v 

H a a ( 4 8 ) b a l o l d a l á b ó l k i v o n j u k a ( 4 7 ) b a l o l d a l á t , é p p a z u t o l s ó e g y e n l e t 
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b a l o l d a l á t k a p j u k . U g y a n e z á l l t e h á t a j o b b o l d a l a k r a i s . R e n d e z é s é s a z xn 

k i e m e l é s e u t á n : 
л 

£ [(«+ 1 )a(n+1)r + (rp—n)anv — rp• «.„(„_!,]• x" = 0, 
JÍ r—1 

a h o n n é t a z o n n a l l e o l v a s h a t ó a ( 4 5 ) r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s . 
A n n a k , h o g y cLZ CCn v e g y ü t t h a t ó k a ( 4 6 ) s o r f e j t é s t a g j a i k é n t s z e r e p e l n e k , 

m á s h a s z n a i s v a n . x = 1 h e l y e t t e s í t é s r e u g y a n i s a z a l á b b i h á r o m t é t e l k ö v e t -
k e z i k b e l ő l e : 

0Э 
í) J f u H 1 . ha P>O, 

n=v 

N 
( 4 9 ) 2 ) 2 « « г = 1 , h a N ^ r p é s p p o z i t í v e g é s z , é s e k e t t ő 

e g y ü t t e s a l k a l m a z á s á v a l : 

3 ) anv = 0 , h a n =£ vp é s p p o z i t í v e g é s z . 

A ( 4 9 ) - e t f e l h a s z n á l v a k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó a z Euler-sorrci v o n a t k o z ó 
l é n y e g e s t é t e l : Legyen az Euler-közelitésnek p-szeres gyökök esetében szüksé-
gessé való módosítása, azaz az 

A-l A—1 
( 5 0 ) £ ; , - , = P r 

11=1 n = l 1 

kettős sor k~* oc limesre valamennyi tagját tekintve abszolút konvergens sor. 
Ekkor a l i m ек,р sor az eredeti Ealer-sorrá átrendezhető. 

k-> œ 

A b i z o n y í t á s h o z á t a l a k í t j u k a z ( 5 0 ) - e t : 

к-1 Г k-1 
V V sktP = x — ^ ^ anv\-fir, 

1=1 V" V 

é s f e l h a s z n á l j u k a ( 4 9 ) - e t : 

l i m s,,., p = x — N l i m У ^ a„r • uv = x — £ E r = h m sk, 
A-l V —. 1 

A->C0 r 1 VA->-CO 11= r J r=1 A-*-co 
q u . e . d . 
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5. Az inverz Taylor-sor felhasználása közelítőképletek 
szerkesztésére 

A z i n v e r z Taylor-sort, i l l . a h a t v á n y o z á s á v a l n y e r t ( 1 2 ) s o r t a 11. r é s z -
b e n t á r g y a l t k o n g r u e n c i a - r e l á c i ó k s e g í t s é g é v e l j ó l f e l l e h e t h a s z n á l n i k ö z e l í t ő -
k é p l e t e k s z e r k e s z t é s é r e . 

A ( 1 2 ) s o r x = £ h e l y e t t e s í t é s é v e l (£ a z f(x) e g y i k z é r u s h e l y é t j e l e n t i ) a z 

(51) 
(a-i) f i a ) 

f(a) 
Ш Х 

s o r b a m e g y á t . H a m o s t b e v e z e t j ü k a z 

( 5 2 ) 

j e l ö l é s t , a k k o r ( 5 1 ) í g y i s í r h a t ó : 
( « - £ ) / ' ( « ) 

A-2 
NT 

r=о 
= y E 

-'-km x i i-'vm \ jr 
(Ar = 2 , 3 . . . . ) 

(51') 
m 

&Ш + 2 Er 
v=k- 1 

A z ( 5 1 ' ) - b ő l é s a b e l ő l e m = 1 é s m - + m - \ - 1 h e l y e t t e s í t é s e k r e n y e r t ö s s z e -
f ü g g é s e k b ő l a z a l á b b i r e l á c i ó t n y e r j ü k : 

2 д - í 

1 V / J 

a m e l y b ő l l e o l v a s h a t ó a z 

( 5 3 ) 
k o n g 
t é k l é t e z i k , í g y í r h a t ó : 

— kin T" ^ F n „ • í 
r=k-1 \ . / 

'—AI --Inn -~l,\inn-l) 

ßfc(m+1, + 2 Д ( » + 1 ) ' ( / 
r=fc- 1 / 0 ' 

m o d / ' • 

k o n g r u e n c i a é r v é n y e s s é g e . A z ( 5 3 ) m á s a l a k b a n , m i v e l a l i m h a t á r é r -
f-*Q —km 

p — ßfc(m+l) 
p . --km 

m o d , 

/ v a g y , I | - v e l v a l ó s z o r z á s s a l : 

(54) 

M i n t h o g y ( 4 ) - b ő l 

= Д . 
/ «km J 

f (2ki--jr ~a—Í'A (a) 

I 
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k ö v e t k e z i k , a z ( 5 4 ) í g y i s í r h a t ó : 

^Zhm J 

a h o n n é t a I I . r é s z I V . t é t e l a l a p j á n l e o l v a s h a t ó , h o g y a 

&*(m + l ) / ( x ) ( 5 5 ) Ф * В 1 ( х ) = x Q, f'(x) 

k ö z e l í t ö k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a legalább k-val e g y e n l ő . 
A z t , h o g y a z ( 5 5 ) k o n v e r g e n c i a f o k a pontosan k-v a l e g y e n l ő ( L > 1 ) , a 

k ö v e t k e z ő k é p p l á t h a t j u k b e . A z ( 5 5 ) - b ö l A : — h e l y e t t e s í t é s é r e n y e r t 

Ф № + 1 ) т ( x ) = x -
7 ' ( * ) 

k ö z e l í t ő k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a n y í l v á n l e g a l á b b ( A r + 1 ) , e z a k ö z e l í t ő k é p l e t 
a z o n b a n m o d i n k o n g r u e n s a z ( 5 5 ) a l a t t i v a l , a m i b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
a m a z n e m l e h e t ( L + l ) k o n v e r g e n c i á t o k é . U g y a n i s 

L2(k+I)(m+1)-Í2km Í2ni+i)m-£2jc(m+l) = 

y F Í / Í I Í Y F m [ y F f 7 | | i y , iL 
' r 1 )T I ' / LJvni'l ' Lbrm'\ r,\ ' - £Lv(m+1*1 rt 

j '=o v / 7 . b ' = o V / 7 Lr=o v / 7 J b ' = o \J 

= ( E ( k - v ) ( m + \ ) — ф О moàfk, h a k> 1 , a z a z 

£2(к+1)т lies... 

a h o n n é t m á r l á t h a t ó , h o g y 

Ф(М)тфФкш m o d / ' í + 1 . 

A z ( 5 5 ) k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a t e r m é s z e t e s e n n e m v á l t o z i k , h a a j o b b 
o l d a l o n , v a g y c s a k a s z á m l á l ó b a n , v a g y c s a k a n e v e z ő b e n Í2 e l s ő i n d e x é t 
Аг-nál n a g y o b b é r t é k k e l h e l y e t t e s í t j ü k . í g y k a p j u k p l . a z 

( 5 6 ) x Дцт+l) Í(X) 
О (fc+l)m 

k ö z e l í t ő k é p l e t , m e l y m = — к v á l a s z t á s s a l a Bernoulli-féle közelítő formulát 
s z o l g á l t a t j a , ( v ő . I . r é s z ( 1 5 ) ) . E n n e k b i z o n y í t á s á r a t e k i n t s ü k a ( 2 0 ) r e l á c i ó t , 
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a m e l y b ő l a ( 1 5 6 ) é s a z ( 5 2 ) f e l h a s z n á l á s á v a l á l l í t á s u n k a z o n n a l k ö v e t k e z i k : 

Nk. i 
N,. f 

Z ^ V d - ( J ) 
к-2 
V / 

Г 

У E\-

fe-2 z 
r 0 
Z Er(-k+l) ' I yz j J 

%e*Aj 

ß l ( - W ) / 
^ (7 

A ( 1 2 ) s o r b ó l k i i n d u l v a o l y a n k ö z e l í t ő k é p l e t e t i s k o n s t r u á l h a t u n k , m e l y 
s p e c i á l i s e s e t b e n a / ö / s s — G o r n s t e i n - f é l e képletsorozatot a d j a . S z o r o z z u k m e g 
m i n d k é t o l d a l t 

Í m - m 

(a-xf 

/ 4 « ) 
со 

Z Erm. 
r=0 

- n e l : 

/ ( a ) - / ( * ) ' 
/ ' ( a ) 

é s d i f f e r e n c i á l j u n k m i n d k é t o l d a l o n f(x) s z e r i n t : 

m (a—x)" 
(m + r)E,.„ ' m - m 1 

/ ' ( a ) l / ' ( a ) J f'(x) 

I n n é t x—f'E. h e l y e t t e s í t é s s e l é s k i s á t a l a k í t á s s a l a z a l á b b i e r e d m é n y t k a p j u k : 

( 5 7 ) / ' ( a ) ( ű - 5 ) / ' ( a ) 
/ ( a ) z r m + v 

m 
.p 

E z e k u t á n v e z e s s ü k b e a z 

( 5 8 ) O * _ \ m + V F í L 
"-km— / • 1r i C-Tu< ' j y . m 

j e l ö l é s t , a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l a z ( 5 7 ) ú j a l a k j a : 

| M [ 
V / ' ( a ) J 

(k = 2 , 3 , . . . ) 

( 5 7 ' ) / ' ( a ) ( « - £ ) / ' (c) 
/ ( a ) 

O f . 
--A»? 

y wi + y  
i m 

• F 
ГП 

/ 

A z ( 5 7 ' ) - t í r j u k f e l ( m — 1 ) h e l y e t t m k i t e v ő v e l , t o v á b b á a z ( 5 1 ' ) - t m = 1 
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e s e t r e . E z e k b ő l é s a z ( 5 7 ' ) - b ő l n y e r j ü k , h o g y 

d m + v I f " 
/ • ~~~ ' LL ym ' I rr 

jSi-i m \J 
uufcm ' £2ki • 

v=k-1 m+ 1 

± E-U 
i . t v l / ' 

Ж 
v(m+1 j y / j ! O * _i_ V И + 1 + Г C-= í + ( m + l ) + - Z . — tL v i 

a m e l y b ő l l e o l v a s h a t ó a z a l á b b i k o n g r u e n c i a : 
( 5 9 ) £2L-£2ki m o d 

A z ( 5 9 ) - b ö l , c s a k ú g y , m i n t a z ( 5 3 ) - b ó l a z ( 5 4 ) , s z á r m a z i k a z 

ß r 
/ __ ß * ( l i i + i ) / 

i l l e t ő l e g a z 

e* (a) a 

o f f 
-űkm J 

ß * ( m + l ) / 

7 m o d / f c , 

ßkm f 7
m o d / ' ' : 

k o n g r u e n c i a , a m e l y b ő l a I I . r é s z IV . t é t e l e a l a p j á n s z i n t é n k ö v e t k e z i k , h o g y a 

( 6 1 ) < Z > L ( x ) = * ß i W n / ( * ) 
O f 

lem 
k ö z e l í t ő k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a i s l e g a l á b b L - v a l e g y e n l ő . A z t , h o g y a ( 6 1 ) 
k o n v e r g e n c i a f o k a p o n t o s a n Ar-val e g y e n l ő , a z ( 5 5 ) - n é l k ö v e t e t t e l j á r á s s a l s z i n -
t é n b e b i z o n y í t h a t j u k . 

V é g e z e t ü l t e k i n t s ü k a ( 6 1 ) - b ő l k-*(k+ 1 ) h e l y e t t e s í t é s s e l s z á r m a z ó 

ß ( t+ lXm+l) / ( x ) (62) Ф(*+1)т (X) = X O * 
k ö z e l í t ő k é p l e t e t , m e l y n e k k o n v e r g e n c i a f o k a t e h á t : ( L + 1 ) . E z a k é p l e t m = — L 
e s e t b e n a Kiss—Gornstein-té\e k é p l e t s o r o z a t o t e r e d m é n y e z i . A Kiss-Gornstein-
f é l e k é p l e t s o r o z a t f ő r é s z e u g y a n i s a ( 3 0 ) f e l h a s z n á l á s á v a l : 

Kk-i 
Kk •f 

fc-2 , , к—1 — v 
Û к—1 

•Е*(к И 
Г JT, yc-1-v 

J ) 
k-l , 
Y к—r 

á i к 
•Е;.к\ Г 

7 ; 
k-l у 

í ' = U L - l " 

5 л — r 
£)*/. • j y r 

7 " 
fti к 

a m i v i s z o n t n e m e g y é b , ( v ő . ( 1 5 b) é s ( 5 8 ) ) , m i n t a ( 6 2 ) k é p l e t f ő r é s z e , h a 
b e n n e m h e l y e t t ( — A : ) - t í r u n k . 
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