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A f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e l m é l e t é b e n — e l l e n t é t b e n p l . a d i f f e r e n c i á l -
e g y e n l e t e k e l m é l e t é v e l — k e v é s á l t a l á n o s m e g o l d á s i m ó d s z e r t , e x i s z t e n c i a - é s 
u n i c i t á s i t é t e l t i s m e r ü n k . ( N e m f o g l a l k o z u n k i t t a d i f f e r e n c i á l - , i n t e g r á l - s t b . 
e g y e n l e t e k r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s s e l t ö r t é n ő m e g o l d á s i e l j á r á s o k k a l . ) 

A j e l e n d o l g o z a t e l s ő r é s z é b e n a z e g y v á l t o z ó s é s e v á l t o z ó k é t t e t s z ő -
l e g e s é r t é k é t t a r t a l m a z ó f ü g g v é n y e g y e n l e t e k h a t t í p u s á r a a d o k m e g n é h á n y 
i l y e n e l j á r á s t é s t é t e l t . E z e k k ö z ü l a z I. 1 . é s 2 . § - b a n i s m e r t e t e t t e k i s m e r t 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s á n a k , a 3 . é s 4 . § - b a n i s m e r t e t e t t e k a s z e r z ő 
á l t a l r é g e b b e n t á r g y a l t s p e c i á l i s f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s i e l j á r á s á n a k 
á l t a l á n o s í t á s a k é n t k e l e t k e z t e k . F i g y e l e m r e m é l t ó , h o g y a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e k m e g o l d h a t ó s á g á r a v o n a t k o z ó f e l t é t e l e k i t t k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e k a l a k j á b a n j e l e n t k e z n e k , a m i t o v á b b i é r d e k e s p e r s p e k t í v á t m u t a t . 
E f e l t é t e l e k e t r é g e b b i d o l g o z a t o k b a n b e b i z o n y í t o t t t é t e l e k f e l h a s z n á l á s á v a l 
b i z o n y í t j u k . A z 5 . é s 6 . § - b a n t o v á b b i ú j a b b e l j á r á s o k a l k a l m a z á s á v a l é r ü n k 
c é l t , m e l y e k b i z o n y o s ( á l t a l á b a n n e m l i n e á r i s ) e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d á s á n 
a l a p s z a n a k , é s i t t a m e g f e l e l ő t é t e l e k é p p e n e z e n - e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d -
h a t ó s á g á b a n j e l ö l i k m e g a z i l l e t ő f ü g g v é n y e g y e n l e t a z a d o t t m ó d s z e r r e l v a l ó 
m e g o l d h a t ó s á g i f e l t é t e l e i t . T ö b b e k k ö z ö t t m e g k a p j u k a z 5 . § e l e j é n a z 

/(* + У) +/(*—D = 2 f(x) c o s y 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e g y s z e r ű m e g o l d á s á t : 

f(x) = a c o s x + b s i n x, 

m e l y e t S T . K A C Z M A R Z e l ő z ő l e g n e h e z e b b v a l ó s f i i g g v é n y t a n i e s z k ö z ö k k e l 
o l d o t t m e g . 

* A jelen dolgozat a bevezetéstől és néhány apróbb változtatástól eltekintve magyar 
nyelvű megfelelője a szerzőtől az Uszpechi Mat. Nauk. 11. kötete 3. füzetében a 3—68. 
oldalon megjelent orosz nyelvű cikknek. 
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A k ö v e t k e z ő f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e t f o g j u k r é s z l e t e s e b b e n t á r g y a l n i : 

( 1 ) / ( * + y ) = G [ / ( x ) , / ( y ) ] ( 1 . 1 . § ) , 

( 2 ) / ( ^ ) = - G [ / ( x ) , / ( y ) ] ( ' • 2 . § ) , 

( 3 ) f{ax + by + c)=G\f(x),f(y) ], 

( 3 ' ) f[F(x, y ) ] = G [ / ( x ) , / ( y ) ] < 
( 4 ) / ( x + y ) = ß [ / ( x ) , y j ( 1 . 4 . § ) , 
( 5 ) H\f(x + y ) , Д х - у ) , / ( x ) , x , у ] = О ( I . 5 . § ) , 

( 6 ) tf[/(x + y ) , / ( x - y ) , / ( x ) , / ( y ) , x , у ] = О ( I . 6 . § ) , 
d e a m é g á l t a l á n o s a b b 

f(ax + by + c) = G [ / ( x ) , Д у ) , x , y ] 
é s 

f[F(x, y ) ] = G [ / ( x ) , x , y ] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s á r a i s v á z o l u n k e l j á r á s o k a t . 

A m i n t l á t j u k , e g y e n l e t e i n k i s m e r t f ü g g v é n y e g y e n l e t e k n e k n é h a k ö z v e t l e n , 
n é h a a z o n b a n e l é g g é m e s s z e m e n ő á l t a l á n o s í t á s a i . 

A z I . 1. , 2 . , 3 . § - b a n i s m e r t e t e t t e l j á r á s o k a m e g o l d á s f o l y t o n o s s á g á n a k , 
m o n o t o n i t á s á n a k f e l t é t e l e z é s e m e l l e t t o l d j á k m e g a s z ó b a n f o r g ó f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e t . A 4 . , 5 . é s 6 . § e l j á r á s a i ( a 6 . § h a r m a d i k e l j á r á s a k i v é t e l é v e l ) é s 
t é t e l e i v i s z o n t m i n d e n n e m ű f o l y t o n o s s á g i , m o n o t o n i t á s i , s ő t m é r h e t ő s é g i f e l -
t é t e l e k n é l k ü l v e z e t n e k a t á r g y a l t f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r a . 

F ü g g v é n y e g y e n l e t e k k ü l ö n b ö z ő a l k a l m a z á s á v a l a z i r o d a l o m b a n s z á m o s 
d o l g o z a t f o g l a l k o z i k , a s z e r z ő i s m é g a d o t t r é g e b b i d o l g o z a t a i b a n n é h á n y 
t o v á b b i i l y e n a l k a l m a z á s t . A j e l e n d o l g o z a t m á s o d i k r é s z e ú j a b b i l y e n a l k a l m a z á -
s o k a t t á r g y a l , a m e n n y i b e n a m a t e m a t i k a k ü l ö n b ö z ő r é s z e i b ő l ( g e o m e t r i a i c s o -
p o r t e l m é l e t , v e k t o r a l g e b r a , n e m - e u k l i d e s i g e o m e t r i a , v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s s t b . ) 
t o v á b b i h a t o l y a n p r o b l é m á t a d m e g , m e l y e k m e g o l d á s a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k 
m e g o l d á s a r é v é n t ö r t é n i k . E z e n e g y e n l e t e k r é s z b e n e g y v á l t o z ó s , r é s z b e n t ö b b -
v á l t o z ó s f ü g g v é n y e g y e n l e t e k ( v e k t o r - , m á t r i x e g y e n l e t e k ) . A z e l ő b b i e k a d o l -
g o z a t e l s ő r é s z é b e n t á r g y a l t t í p u s o k h o z t a r t o z n a k , a z u t ó b b i a k i l y e n e k n e k , 
v a g y a z e l s ő r é s z b e n s z e r e p l ő t ö b b v á l t o z ó s f e l t é t e l i e g y e n l e t e k n e k k ö z v e t l e n 
á l t a l á n o s í t á s a i . 

A I I . l . § - b a n a ( 3 ) t í p u s ú e g y e n l e t e k r e v i s s z a v e z e t h e t ő 

ÁMMhÁM^H^) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a r é v é n k i m u t a t j u k , h o g y a z e l l i p t i k u s , i l l e t v e h i p e r -

\ 
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b o l i k u s „ m o z g á s o k k a l " ( „ o r t o g o n á l i s " t r a n s z f o r m á c i ó k k a l ) s z e m b e n i n v a r i á n s 
é s e g y e g y e n e s e n a d d i t í v t á v o l s á g d e f i n í c i ó l é n y e g é b e n c s a k a z e l l i p t i k u s , 
i l l e t v e h i p e r b o l i k u s g e o m e t r i á b a n s z o k á s o s m ó d o n a d h a t ó m e g . 

A I I . 2 . § - b a n a z ( 5 ) t í p u s ú 

( 7 ) - f(x + y) + / ( x — y ) = 2f(x) c o s y 

f ü g g v é n y e g y e n l e t s z e r e p e l , m e l y n e k m e g o l d á s a r é v é n a r r a a z e r e d m é n y r e 
j u t u n k , h o g y a v e k t o r ö s s z e a d á s r a d i s z t r i b u t í v m ü v e l e t h o m o g é n t é r b e n l é n y e -
g é b e n ( e g y - e g y m u l t i p l i k a t í v k o n s t a n s t ó l e l t e k i n t v e ) c s a k a s z o k á s o s s k a l á r i s , 
i l l e t v e v e k t o r i á l i s s z o r z á s l e h e t . A z e r e d m é n y b ő l e g y é b k é n t k ö n n y e n l e v e z e t -
h e t ő k h a s o n l ó t é t e l e k a k v a t e r n i ó s z o r z á s r a v o n a t k o z ó a n . 

A I I . 3 . § - b a n e l ő s z ö r a 

( 8 ) F [ F ( x , S ) , / ] = 5 [ x ( £ • ( * , / ) ] 

/ / - d i m e n z i ó s v e k t o r - f ü g g v é n y e g y e n l e t e t ( F , x / / - d i m e n z i ó s v e k t o r o k , g, s, t e g y -
e g y v a l ó s p a r a m é t e r ) o l d j u k m e g . ( E z á l t a l á n o s í t á s a e g y a z 1. 4 . § - b a n s z e -
r e p l ő f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k . ) — A z e r e d m é n y g e o m e t r i a i c s o p o r t e l m é l e t i é r t e l -
m e z é s e a k ö v e t k e z ő : / / - d i m e n z i ó s e g y p a r a m é t e r e s t r a n s z f o r m á c i ó - s e r e g b e n 
m i n d i g b e v e z e t h e t ő a d d i t í v p a r a m é t e r é s a k k o r ( e g y e g y s z e r ű m e g o l d h a t ó s á g i 
f e l t é t e l t e l j e s ü l é s e e s e t é n ) a s e r e g e g y k o o r d i n á t a t r a n s z f o r m á c i ó v a l m i n d i g 
á t v i h e t ő e g y k o o r d i n á t a p á r h u z a m o s e l t o l á s - s e r e g b e . E z t e d d i g c s a k d i f f e r e n -
c i á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k m e l l e t t m u t a t t á k k i . A m á r a d d i t í v p a r a m é t e r r e l f e l í r t 

F[F(x,u),v] F(x, // + / ) 

e g y e n l e t a s t a c i o n á r i u s m o z g á s i n t e g r á i o k r a ( é s h o m o g é n l á n c r e a k c i ó k g e n e -
r á t o r f ü g g v é n y e i r e ) i s j e l l e m z ő , m í g n e m - s t a c i o n á r i u s m o z g á s o k n á l ( é s i n h o m o -
g é n l á n c r e a k c i ó k g e n e r á t o r f ü g g v é n y e i n é l ) a z 

F[F(x, t, u),u, r] = F{x,t,v) 

e g y e n l e t l é p a h e l y é b e , m e l y e t s z i n t é n m e g o l d u n k a I I . 3 . § - b a n . 
A I I . 4 . § - b a n a ( 8 ) á l t a l á n o s í t á s a k é n t a z 

F[F(x, S),T] = F[x,G(S,T)} 

(F,x / 2 - d i m e n z i ó s v e k t o r o k , G,S é s T m(^rí) d i m e n z i ó s p a r a m é t e r e k ) e g y e n -
l e t e t o l d j u k m e g a p a r a m é t e r e k r e v o n a t k o z ó a d o t t G(S, T) k o m p o z í c i ó s s z a -
b á l y m e l l e t t . A z e r e d m é n y a n a l ó g a z e g y a d d i t í v p a r a m é t e r e s e t é n t a l á l t t a l . 

A I I . 5 . § - b a n a z t v i z s g á l j u k , m i a n n a k a v a l ó s z í n ű s é g e , h o g y e g y e s e -
m é n y e g y (s, t) i d ő s z a k b a n k-szor k ö v e t k e z i k b e , c s a k a z t t é t e l e z v e f e l , h o g y 
a z i d e g e n i d ő s z a k a s z o k b a n b e k ö v e t k e z ő e s e m é n y s z á m o k f ü g g e t l e n e k e g y -
m á s t ó l , é s h o g y n i n c s k i z á r v a , h o g y a z e s e m é n y e g y s z e r s e m f o r d u l e l ő . 
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E n n e k A ( 4 u ) ( û = ' = u = ^ ) v a l ó s z í n ű s é g é r e a 
CO 

2 1 M - / » ( « ) l к ч r / ,4nr; 
= V У / . - ^ 0 

r,+2r4+-+krk=k j=l £ ! 

k é p l e t e t ( ö s s z e t e t t i n h o m o g é n P o i s s o n - e l o s z l á s ) k a p j u k a 
n 

pH(s, и) = 2Pn-k(s, t) Pk (t, и) ( л = О, 1, 2 , . . . ) 

со 

> t = 0 

[ s < f < w , £ , ( / , « ) § = 0 , / 7 „ ( û , й ) ф 0 ] 

v é g t e l e n f ü g g v é n y e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a r é v é n . ( E n n e k e g y e n l e t e i a 
h o m o g é n e s e t b e n a z ( 1 ) t í p u s ú a k r a r e d u k á l h a t ó 

/ ? „ ( / + « ) = / ? „ ( ( ) A ( « ) 
A (( + «) = А (О A (")+Fo (0 P, (") 
A ( f + ") = Pi (t)p0 (и) + pi (t) pi (л)+a (t)Pí (") 

s t b . 
f ü g g v é n y e g y e n l e t r e n d s z e r b e m e n n e k á t . ) H a s o n l ó e r e d m é n y e k e t e l ő z ő l e g r i t k a -
s á g i , i n t e g r á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k m e l l e t t b i z o n y í t o t t a k b e . 

V é g ü l a 1 1 . 6 . § - b a n a f e n t i v e l r o k o n p r o b l é m á t v i z s g á l u n k : a z £ , , £ > , . . . , E „ 
l e h e t s é g e s á l l a p o t o k k ö z t i á t m e n e t e k A j ( s > t) (s < / ; i,j = 1, 2 , . . . , л ) v a l ó s z í n ű -
s é g e i n y i l v á n a 

n 
( 9 ) Pij(s,n) = 2PiÁs>t)Pkj(t,u) (s<t<u;i,j=l,2,...,n) 

k—\ 
n 

( 1 0 ) ZPö(t,u)=1 ( ( < u ; / = 1 , 2 , . . л ) 

[ A J ( s , 0 = 0 , Í P v | ф = 0 ] f ü g g v é n y e g y e n l e t r e n d s z e r n e k t e s z n e k e l e g e t , m e l y e k 
k ö z ü l a ( 9 ) e g y e n l e t e k a 

F ( s , u ) = F ( s , 0 P ( 4 л ) 
m a t r i x e g y e n l e t b e f o g l a l h a t ó k ö s s z e , m e l y u g y a n c s a k a z ( 1 ) t í p u s ú 

p (t + u)= p (t)p(u) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t i n h o m o g é n m a t r i x - á l t a l á n o s í t á s a . K i m u t a t j u k , h o g y e m a t r i x -
e g y e n l e t l e g á l t a l á n o s a b b r e g u l á r i s m e g o l d á s a 

P(t, и) — f i (t)1 II (u) 
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a l a k ú , a h o l 11(c) а .-ту ( с ) t e t s z ő l e g e s f ü g g v é n y e k b ő l a l k o t o t t r e g u l á r i s m a t r i x 
( \ щ \ ф О ) , m e l y n e k I I ( v ) ~ 1 a z i n v e r z e . ( R ö v i d e n a s z i n g u l á r i s e s e t e t i s t á r -
g y a l j u k . ) A f e l t é t e l e i n k e t k i e l é g í t ő á t m e n e t i v a l ó s z i n ű s é g f ü g g v é n y e k : 

n 
Pu (t, U) = 2 / Д ( 0 (л) - 0 ( / , у 1 , 2 , . . . , Л ) 

к=1 
(flki(t)a iTki(t) a l g e b r a i m i n o r a o s z t v a а \щ(1)\ d e t e r m i n á n s s a l ) , a h o l ( 1 0 ) -
b ő l m é g a 

n 
2 K k j ( t ) = k o n s t a n s ( k = \ , 2 , . . r í ) 
i—1 

m e g s z o r í t á s k ö v e t k e z i k . E z t a r t a l m a z z a a z ö s s z e t e t t i n h o m o g é n P o i s s o n -
e l o s z l á s r a v o n a t k o z ó f e n t i e r e d m é n y t i s . — B e f e j e z é s ü l e m l i t é s t ö r t é n i k a z ( 1 ) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t á l t a l á n o s í t ó 

f(x,z) = G[f(x,y), f(y, z)] 

f ü g g v é n y e g y e n l e t é s m é g k é t á l t a l á n o s f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r ó l á l t a -
l á n o s t e r e k b e n . 

T é t e l e i n k e t n é h o l a z itt m e g f o g a l m a z o t t n á l v a l a m i v e l á l t a l á n o s a b b a l a k -
b a n b i z o n y í t j u k b e . 

A d o l g o z a t l é n y e g e s e b b r é s z e a 11. r é s z . A z I . r é s z r é s z b e n e n n e k 
b e v e z e t é s é ü l s z o l g á l é s m a g á b a n c s a k a z é r t l e h e t é r d e k e s , m e r t m é g i l y e n 
e g y s z e r ű m ó d s z e r e k t á r g y a l á s a s e m t a l á l h a t ó m e g a z e d d i g i i r o d a l o m b a n . 

I . Á L T A L Á N O S M Ó D S Z E R E K 1 

I . l . § / ( x + y ) = G [ / < x ) , / ( y ) ] 

A z 
0) f(x + y) = G[f(x),f(y)] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t a Cauchy-íé\e ( [ 2 ] ) 

f(x + y ) ^ f ( x ) + f ( y ) 
é s 

f ( x + y ) = № f ( y ) 
e g y e n l e t e k á l t a l á n o s í t á s a k é n t t á r g y a l h a t ó . 

Például a 

(11) f(x+y)=f(x)+f(y)+f(x)f(y) 

1 Vö. [35] 

( f ( x ) = ax) 

(f(x)=a*) 
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f ü g g v é n y e g y e n l e t b ő l 

f(x + y + z) = / ( x ) +f(y) +/ (z) +f(x)f(y) +f(x)f(z) +f(y)f(z) + 

+ / ( * ) / 0 № ) 
é s í g y t o v á b b . 

( 1 2 ) / ( 2 x ) = 2 f{x) + / ( x ) 2 = [1 + / ( x ) ] a — 1 , 
/ ( 3 x ) = 3 / ( x ) + 3 f(xf + / ( x ) 3 = [1 + / ( x ) ] 3 — 1 , 

á l t a l á b a n 
/ ( « x ) = [ l ' + / ( x ) ] " - l , 

m e r t h a e z e g y « = Ar-ra t e l j e s ü l : • / 

/ ( A r x ) = [ l + / ( x f - l , 
a k k o r 

/ [ ( * + 1 ) x ] =f(kx + X) = fix) +f(kx) +f(x)f(kx) = 

. = = / ( * ) + [ l + / ( x ) f - l + / ( x ) [1 + / ( * ) ] * - / ( x ) = 
= [ l + / ( x ) ] " + 1 - l . q u . e . d . 

í g y x = = l , i l l e t v e x = h e l y e t t e s í t é s s e l a z / ( l ) = c j e l ö l é s t h a s z n á l v a 

f(n) ( l + c ) " - l , f(m) ( 1 + c f - l , 
i l l . 

( 1 + c ) ' " — + / Í 
m 

I « J 
- 1 , 

t e h á t 

n 

( T ö b b é r t é k ü s é g e s e t é n m i n d i g a p o z i t í v g y ö k ö t k e l l v e n n i , m e r t ( 1 2 ) - b ö l 
x 

f e l t é t e l e z v e h a t á r á t m e n e t t e l a z t k a p j u k , h o g y 

f(x) = (1 + с)* — 1 = kx— 1 ( + 1 +c). 

1 + / ^ 0 . ) P o z i t í v i r r a c i o n á l i s x - e k r e , f(x) f o l y t o n o s s á g á t 

M á s r é s z t , h a / ( x ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a a 0 - t , i l l e t v e a n e g a t í v s z á m o k a t 
i s t a r t a l m a z z a , a k k o r a z e r e d e t i ( 1 1 ) e g y e n l e t b e x = 0 - t h e l y e t t e s í t v e 

/ ( y ) = / ( 0 ) + / ( y ) + / ( 0 ) / ( y ) , 

t e h á t v a g y f ( y ) = — 1, v a g y 
/ ( 0 ) = 0 
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é s u g y a n c s a k ( l l ) - b e y — — x - e t t é v e , 
0 = / ( x — x ) = / ( x ) + / ( — x ) + / ( x ) / ( — x ) = 

= r - 1 + / ( — x ) + ( / r c — 1 ) / ( — x ) , 
t e h á t 

/ ( - x ) = k x - \ . 
í g y m i n d e n v a l ó s x - r e ( l l ) - b ő l 

/ ( х ) = Г - 1 v a g y / ( x ) = — 1 
k ö v e t k e z i k . M á s r é s z t e z e k a f ü g g v é n y e k v a l ó b a n k i i s e l é g í t i k a ( 1 1 ) f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e t : 

— 1 = — 1 — 1 + ( - l ) ( - l ) , 
i l l . 

f(x)+f(y)+f(x)f(y)=k'-\ +k1'-1 + (L'-1)(L"-1) = 
=:kx+k4-2+kx4v-kx-W +1 = k**—l =f(x+y). 

E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y a ( 1 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k l e g á l t a l á n o s a b b 
f o l y t o n o s m e g o l d á s a i / ( x ) = — 1 é s 

f(x) = k>-1, 
é s i g y a z u t ó b b i a l e g á l t a l á n o s a b b ( f o l y t o n o s é s ) s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s . 

E z a megoldási eljárás á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó a z ( 1 ) t í p u s ú f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s á r a : 

(1) nx+y) = G[f(x),f(y)], 
/ ( 2 x ) = G [ / ( x ) , / ( x ) ] = G 2 [ / ( x ) ] , 

f(nx) = G { / ( x ) , / [ ( « — 1 ) x ] } = G { / ( x ) , G „ - i [ / ( x ) ] ] = G „ [ / ( x ) ] . 

E b b ő l / ( l ) = c j e l ö l é s s e l x = l , i l l . h e l y e t t e s í t é s u t á n 

/ ( л ) = G„ ( c ) , / ( ^ ) = G ; 1 [ G m ( C ) ] , 

a h o l G u l ( x ) a G„ f ü g g v é n y i n v e r z f ü g g v é n y e . F o l y t o n o s / e s e t é n h a t á r á t -
m e n e t t e l m i n d e n p o z i t í v i r r a c i o n á l i s x - r e i s m e g k a p h a t j u k / ( x ) é r t é k é t : 

/ ( x ) = l i m / ( / - „ ) 
n->-co 

a h o l {r„} r a c i o n á l i s s z á m o k n a k e g y x - h e z t a r t ó s o r o z a t a . 
H a a 0 il l . a n e g a t í v s z á m o k i s / ( x ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á h o z t a r t o z -

n a k , a k k o r / ( 0 ) a z 
/ ( 0 ) = G [ / ( 0 ) , / ( 0 ) ] 

4 III. Osztály Közleményei 1X4 
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e g y e n l e t b ő l ( e z n e m l e h e t a z o n o s s á g ) , / ( — x ) a z 

/ ( 0 ) = G [ / ( x ) , / ( - x ) ] 

e g y e n l e t b ő l h a t á r o z h a t ó m e g . 
It t i s , a k ö v e t k e z ő k b e n i s , b e h e l y e t t e s í t é s s e l g y ő z ő d h e t ü n k m e g r ó l a , 

h o g y a k a p o t t m e g o l d á s e l e g e t i s t e s z - e a z e r e d e t i e g y e n l e t n e k , v a g y m é g 
s p e c i a l i z á l n i k e l l , v a g y e s e t l e g e g y á l t a l á n n i n c s ( n e m t r i v i á l i s ) m e g o l d á s . 

A r r a , h o g y e g y ( 1 ) t í p u s ú f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k m i k o r l é t e z i k ( f o l y t o n o s , 
s z i g o r ú a n m o n o t o n ) m e g o l d á s a , t e h á t , h o g y a f e n t i m ó d s z e r m i k o r v e z e t e l a 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r a , a z o n n a l k a p u n k e g y s z ü k s é g e s f e l t é t e l t , h a 
( l ) - b e ( x + y ) é s г , i l l e t v e x é s (y + z)-1 h e l y e t t e s í t ü n k : 

f[(x + y) + z)=~--G [ / ( x + y), f(z)] = G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , f(z)}, 

f[x + (y + z)] = G[f(x),f(y + z)] = G {f(x), Gif (y), fiz))}. 

T e h á t / ( x ) = - s , / ( y ) = f , / ( z r ) = и j e l ö l é s s e l a z ( 1 ) e g y e n l e t n é l f o l y t o n o s 
é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s l é t e z é s é n e k e g y i k s z ü k s é g e s f e l t é t e l é t 

( 1 3 ) G [ G ( s , t), u] = G [ s , G(t, uj\ 

a l a k b a n k a p t u k . M á s r é s z t a f e n t i h e l y e t t e s í t é s s e l a z o n n a l a d ó d i k ( l ) - b ö l , h o g y 

0 ( s , t ) ^ f [ f - 1 ( s ) + r \ t ) ] , 

t e h á t a z ( 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d h a t ó s á g a n y i l v á n a z t j e l e n t i , h o g y l é t e -
z i k o l y a n f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n / ( x ) f ü g g v é n y , a m e l l y e l G(s,t) 
í g y á l l í t h a t ó e l ő . É s e z a d j a e g y ú t t a l m i n d j á r t a f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n 
m o n o t o n m e g o l d á s l é t e z é s é n e k m á s i k s z ü k s é g e s f e l t é t e l é t : m i v e l / ( x ) - e t f o l y -
t o n o s n a k é s s z i g o r ú a n m o n o t o n n a k k í v á n t u k , e z é r t G - n e k i s f o l y t o n o s n a k é s 
m i n d k é t v á l t o z ó j á b a n s z i g o r ú a n n ö v e k v ő n e k k e l l l e n n i e . 

A k ö v e t k e z ő , a [ 1 6 ] d o l g o z a t b a n b e b i z o n y í t o t t t é t e l s e g í t s é g é v e l m e g -
m u t a t j u k , h o g y e s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k i s : 

1 ° . T É T E L : Ha G(t, u)[t, u, G(t, u) Ç < a, b >} folytonos és mindkét 
változójában szigorúan növekvő kétváltozós függvény, amely eleget tesz a (13) 
függvényegyenletnek, akkor, és csak akkor létezik olyan folytonos és szigorúan 
monoton g(t) függvény, amellyel G(t, u) így állítható elő: 

G(t,a) = g-fg(t)+g(uj\. 

H a i t t m é g a g(t) = x,g(u) = y, t=g1(x)=f(x), u = / ( y ) j e l ö l é s s e l 
é l ü n k , a k k o r t e l j e s e n bebizonyítottuk a k ö v e t k e z ő t é t e l első (exisztencia) 
állítását: 
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1. T É T E L : Az ( 1) függvényegyenletnek akkor és csak akkor létezik foly-
tonos és szigorúan monoton megoldása, ha G(t,u) folytonos és mindkét vál-
tozójában növekvő, továbbá eleget tesz a 

(13) G[G(s, f), u] = G[s, G(t, u)\ 
(asszociativitási) függvényegyenletnek. 

Ha f ( x ) ilyen megoldása (\)-nek, akkor minden 

h(x)=f(ax) 

is megoldás és más mérhető megoldás nincs. ( V ö . [ 8 ] - c a l i s . ) 
A második (unicitási) állítást így bizonyítjuk: 
H a 

/ (x + y) = G[/(x),/(y)], G(t, «)=/LT 1 (0+/" 1 («)] 
é s 

h ( x + y ) = G[h(x), h(y)] =/[/-' h(x) +/"1 h (y)], 
a k k o r 

f-1h(x+y)=rlh(x)+rih(y), 

v a g y i s f~lh(x) = cp(x) j e l ö l é s s e l 

9(x + y) = <p(x) + cp(y) 
t e h á t ( [ 2 ] ) : 

(p(x) = ax, h(x)=f(ax) q u . e . d . 

T o v á b b i példák e l j á r á s u n k r a : 

/ ( * + ? ) = { - / ( J F X Y ) MEGOLDÁS: / ( x ) = t g ax ( [ 8 ] , [ 3 2 ] v ö . [ 3 3 ] ) , 

f(x+y) = f i X ) f l x
f

} f ^ y ) MEGOLDÁS : f(x) = с t h a x ( [ 3 6 ] ) , 
1 â 

é s 
( 1 4 ) / ( x + y ) = / ( х ) " Ф + ( / ( * ) > 0 ) MEGOLDÁS : / ( x ) = e"x. 

A G ( L " ) = ' = G « , « ) = / ' " " f ü g g v é n y e k e l e g e t 

t e s z n e k a z . 1. t é t e l f e l t é t e l e i n e k ( f o l y t o n o s s á g , s z i g o r ú m o n o t o n i t á s é s ( 1 3 ) 
a s s z o c i a t i v i t á s ) , a m i b ő l k ö v e t k e z i k f ü g g v é n y e g y e n l e t e i n k m e g o l d h a t ó s á g a . 

A ( 1 4 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á t r é s z l e t e z v e : 
/( 2x) =f(x)W(x) = c[In/(*)P 

f ( n x ) = e\\nmr 

5* 
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é s / ( l ) = c , l n c = û j e l ö l é s s e l 
f(n) = e"n 

,„ J m\ M")]" Jm) 7 
e f \ n T y ' f \ n ) = e x p a ' 

H a t á r á t m e n e t t e l : 
f(x)=ex 

m i n d e n p o z i t í v v a l ó s x - r e . 
( 1 4 ) - b e y = 0 - t h e l y e t t e s í t v e 

a m i b ő l v a g y / ( x ) = 1 , v a g y 
l n / ( 0 ) = l , / ( 0 ) = e. 

H a s o n l ó k é p p e n y — — x - e t h e l y e t t e s í t v e ( 1 4 ) - b e : 

e—/(0)= / ( x ) — e*x l n «-«>, / ( — x ) = e" 

T e h á t ( 1 4 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a / ( x ) ~ 1 - e n k í v ü l 

m=e-x, 

m e r t e z v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 1 4 ) - t : 

/ ( x ) ["f(v) = {в"У = = / ( x + y ) . 

H a s o n l ó m ó d s z e r e k k e l o l d h a t ó k m e g a z á l t a l á n o s a b b 
/ ( x + y ) = G [ / ( x ) , / ( y ) , x,y], 

s ő t a z 
/ ( x + y ) = G [ / ( x - y ) , f(x),f(y), x, y] 

t í p u s ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k i s . — E z e k r e a z I. 6 . § - b a n m é g v i s s z a t é r ü n k 

I . 2 . § А Ц У ] G [ / ( x ) , / ( y ) ] 

A 

(2) f [ ^ f ) = G[f(x), f(y)j 

f ü g g v é n y e g y e n l e t a Jensen-féle ( [ 5 ] ) 

( . 5 ) f y ^ m ± M . 

e g y e n l e t á l t a l á n o s í t á s a k é n t t á r g y a l h a t ó . 
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E ( 1 5 ) e g y e n l e t e t a k ö v e t k e z ő k é p p e n v e z e t h e t j ü k v i s s z a ( 1 ) t í p u s ú e g y e n -
l e t r e : 

( 1 5 ) - b e n x h e l y é b e ( x + j / ) - t , y h e l y é b e 0 - t h e l y e t t e s í t v e 

[ i t t a = / ( 0 ) n e m h a t á r o z h a t ó m e g x = y = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l , m e r t a z / ( 0 ) = 
= / ( 0 ) - t a d n a ] , é s e z t ( 1 5 ) - t e l ö s s z e h a s o n l í t v a a z t k a p j u k , h o g y 

E z m á r ( 1 ) t í p u s ú e g y e n l e t é s a < j c ( x ) = / ( x ) — a h e l y e t t e s í t é s s e l a Cauchy-
f é l e ( [ 2 ] ) 

4 (x + y) = '/ (x) + <f (}') 

f ü g g v é n y e g y e n l e t b e m e g y á t : 

(f(x) = cx, f(x) cx + a, 

é s e z v a l ó b a n k i e l é g í t i ( 1 5 ) - ö t : 

D e m e g o l d h a t j u k a ( 1 5 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k ö z v e t l e n ü l i s , p l . O ^ x ^ l-re: 
A z / ( 0 ) = a , / ( 1 ) = b j e l ö l é s s e l ( 1 5 ) - b e n x = 0 , y = l - e t , m a j d x = 0 , 

x + y 

f(x + y)=f(x)+f(y)-a. 

(cx + a) + (cy + a) 
2 

, i l l . x = - - , y = l - e t t é v e 

Á l t a l á b a n i s i g a z , h o g y ( a r ö v i d e b b b—a=c j e l ö l é s s e l ) 

\ 
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H a u g y a n i s e z t n - r e ( 2 " n e v e z ő j ű t ö r t e k r e ) m á r b i z o n y í t o t t n a k v e s s z ü k , 
a k k o r 2 " + 1 n e v e z ő j ű t ö r t e k n é l p á r o s s z á m l á l ó r a t e r m é s z e t e s e n 

J2m\ fím\ m , 2m , 

P á r a t l a n s z á m l á l ó j ú t ö r t e k n é l v i s z o n t ( 1 5 ) - b e x = ~ , y = - e t h e l y e t -
t e s í t v e k a p j u k , h o g y ^ ^ 

/ m m+1\ m m+1 

/ [ - j * r - J / \ 2 . ! = ' 2 = + 

V a g y m á s k é p p : H a A: s i 2 " 

j o + | j Л 0 ) + / ( | ] « + + а 
/(2n+.) f { - 2 

H a p e d i g к ^ 2" 

^ Л 1 ) / f ^ l + Z O ) к \ J 2 " l 2 " 
2 " + i ) ^ V / 2 

С 2 2 " + 1 

N e m d i a d i k u s x - e k r e h a t á r á t m e n e t t e l 

/ ( x ) = = c x + ö . 
A [0 , ÍJ i n t e r v a l l u m o n k í v ü l r e i s k ö n n y e n k i t e r j e s z t h e t ő a m e g o l d á s , 

m e l y m e g e g y e z i k a z e l ő b b t a l á l t t a l . 
E z e k a megoldási eljárások á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó k a ( 2 ) t í p u s ú f ü g g -

v é n y e g y e n l e t e k r e : 
1. A ( 2 ) e g y e n l e t b e x h e l y é b e ( x + y ) - t , у h e l y é b e 0 - t t é v e é s a z í g y 

k a p o t t 

f [ ^ l ) = G[f(x + y),a\ 

e g y e n l e t e t ( 2 ) - v e l ö s s z e h a s o n l í t v a a z t a z ( 1 ) t í p u s ú 

G [ / ( x + y ) , t f ] = G [ / ( x ) , / ( у ) ] 
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e g y e n l e t r e t u d j u k v i s s z a v e z e t n i . [ I t t f(0) = a n e m h a t á r o z h a t ó m e g a = G(a,a)-
b ó l , m e r t x = G ( x , x ) . ] 

2 a ) A 
/(0) = ű, f(\) = b, 

1 / | y | = G(a, b), 

/ í ^ H i / í f W ^ 

e g y e n l e t e k k e l r e k u r z í v e m e g h a t á r o z z u k / ( x ) - e t m i n d e n d i a d i k u s t ö r t x = 

h e l y e n . 

2 b ) E g y m á s i k h a s o n l ó r e k u r z í v e l j á r á s : 

/ ( 0 ) = « , f ( \ ) = b, 

m 

f 

f 

N e m - d i a d i k u s x - e k r e 

l к \ = G = G 
Í2"+1 J 

= G 

f k 

a,f 

f(x) = l i m / ( í / „ ) , 

, h a k ^ 2 " , 

, h a k ^ 2 " . 

a h o l {í/„} d i a d i k u s t ö r t e k n e k e g y x - h e z t a r t ó s o r o z a t a é s í g y t o v á b b , x < 0 é s 
x > 1 - r e a z a = G [ / ( x ) , / ( — x ) ] , b = G [ / ( x ) , / ( 2 — x ) ] k é p l e t e k b ő l h a t á r o z h a t ó 
m e g / ( x ) é r t é k e . 

A ( 2 ) e g y e n l e t f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s á n a k l é t e z é s é r e 
G(t, u) f o l y t o n o s s á g á n é s n ö v e k e d é s é n k í v ü l t o v á b b i s z ü k s é g e s f e l t é t e l i t t ú g y 

X I у X j Z- Z " 1 V 
a d ó d i k , h o g y ( 2 ) - b e T é s 2 - t , i l l e t v e — „ é s T - t h e l y e t t e s í t ü n k : 

/ x + y 

= G 
4 

x+y 

x - f - 2 z + y' 

= G / \f х + г 
~ 2 ~ 

= G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , / ( z ) } , 
% 

G { G [ / ( x ) , / ( z ) ] , G [ / ( г ) , f(y)\\, 
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t e h á t a m e g o l d á s l é t e z é s é h e z s z ü k s é g e s a 

(16) G [ G ( s , ( ) , « ] = G [ G ( s , и), G (и, ()] 

f e l t é t e l t e l j e s ü l é s e i s ( f e r d e a u t o d i s z t r i b u t i v i t á s ) . 
I t t ( 2 ) - b ő l a z t l á t j u k , h o g y f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s 

l é t e z é s e a z t j e l e n t i , h o g y v a n o l y a n f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n f(x) f ü g g -
v é n y , a m e l l y e l a G f ü g g v é n y a 

a l a k b a n á l l í t h a t ó e l ő . 
H o g y a f e n t i s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k i s , a z t C z . R Y L L - N A R D E W S K I 

k ö v e t k e z ő t é t e l e b i z o n y í t j a ( [ 1 9 ] ) : 

2 I . T É T E L : Ha G(t, u) [(, и É (a, b)\ folytonos és szigorúan növekvő két-
változós függvény, amely eleget tesz a (16) függvényegyenleteknek, akkor és 
csak akkor látszik olyan folytonos és szigorúan monoton g(t) függvény, 
amellyel G a 

alakban állitható elő. 

( V ö . [ 2 0 ] - s z a l i s ; G(t,u) f o l y t o n o s s á g á n a k f e l t é t e l e m é g e n y h í t h e t ő e g y 
e g y e n e s e n v a l ó f o l y t o n o s s á g g á . ) 

A z x=g(t), y=^g(u), t=gl(x)=f(x), u=f(y) j e l ö l é s s e l k a p j u k a 
k ő v e t k e z ő t é t e l e l s ő á l l í t á s á t : 

2 I . TÉTEL : A ( 2 ) függvényegyenletnek akkor és csak akkor van folyto-
nos és szigorúan monoton megoldása, ha G(t, u) folytonos, növekvő és eleget 
tesz a 

függvényegyenletnek (ferde autodisztributivitás). 
Ha f(x) ilyen megoldása (2)-nek, akkor minden 

h(x)=f(cx + a) 

is megoldás és más mérhető megoldás nincs is. 

A m á s o d i k , u n i c i t á s i á l l í t á s t m e g i n t í g y b i z o n y í t j u k : 

(16) G [ G ( s , 0 , u] = G [ G ( s , u), G(u,t)] 
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v a g y i s (p(x) = fЛ(х) j e l ö l é s s e l é p p e n a ( 1 5 ) Jensen-féle 

(x + y) Cf(x) + ( f ( y ) 
<P 

e g y e n l e t e t k a p j u k , t e h á t 
f f ( x ) = cx + d, 

h(x)=f(cx + d), 

é s f o r d í t v a / ( x ) - s z e l e g y ü t t n y i l v á n h(x)=f(cx + d) i s k i e l é g í t i a ( 2 ) f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e t , q u . e . d . • 

E g y m á s i k f e l t é t e l r e n d s z e r t k a p u n k ( 2 ) m e g o l d á s á n a k l é t e z é s é r e a k ö v e t -
k e z ő k é p p e n : 

( 2 ) - b ő l 

G [ / ( x ) , / ( y ) ] = / x+y 
= / 

y + x G [ / ( y ) , / ( x ) ] , 

m á s r é s z t y = x h e l y e t t e s í t é s s e l 

/ ( x ) = G [ / ( x ) , / ( x ) ] , 

v é g ü l x h e l y é b e é s y h e l y é b e U ' - t , m a j d x h e l y é b e "X " - t é s y 

h e l y é b e - ] ' - t h e l y e t t e s í t v e 

/ 

/ 

/ 

/ 

x + y 

x + u 

, / 
, / 

y + Í; 

У + Т 

A k a p o t t s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k 

G ( x , y ) = G ( y , x ) 

G ( x , x ) = x 

G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , G [ / ( u ) , / ( , ; ) ] } , 

G { G [ / ( x ) , / ( « ) ] , G [ / ( y ) , / ( « ) ] } . 

( s z i m m e t r i a ) , 

( r e f l e x i v i t á s ) 
e s 

( 1 7 ) G [ G ( x , y ) , G (г/, с ) ] = G [ G ( x , и ) , G ( y , * ) ] ( b i s z i m m e t r i a ) 

a f o l y t o n o s s á g g a l é s n ö v e k e d é s s e l e g y ü t t e l é g s é g e s e k i s , a m i k ö v e t k e z i k a [ 1 3 ] 
d o l g o z a t b a n b e b i z o n y í t o t t , i t t k ö v e t k e z ő t é t e l b ő l : 
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2°>. T É T E L : Ha G(t,u) folytonos, szigorúan növekvő szimmetrikus, ref-
lexív és biszimmetrikus, akkor és csak akkor létezik oly folytonos és szigorúan 
monoton g ( x ) függvény, amellyel G(t,u) így állítható elő: 

( A k é t f e l t é t e l r e n d s z e r e k v i v a l e n c i á j á t k ö z v e t l e n ü l B . K N A S T E R [ 2 0 ] b i z o n y í t o t t a b e . ) 
A g(0 = x> = F t=g-1(x)=f(x), u = / ( y ) j e l ö l é s s e l k a p j u k a z 

itt k ö v e t k e z ő a l t e r n a t í v t é t e l t : 
2O. T É T E L : A 2 , tétel állításai érvényben maradnak, ha (16)-of a követ-

kező három függvényegyenlet-feltétellel helyettesítjük: 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e t , m e l y e t N . 1. L O B A C S E V S Z K I J [3 ] a p á r h u z a m o s s á g i s z ö g k é p -
l e t é n e k m e g h a t á r o z á s á r a h a s z n á l t . A G (t, u)=}/tu f ü g g v é n y e l e g e t t e s z a 2 1 ;  
i l l . 2-1 t é t e l f e l t é t e l e i n e k , t e h á t f ü g g v é n y e g y e n l e t ü n k n e k v a n m e g o l d á s a . A m e g -
o l d á s : 

( 1 7 ) G[G(x, y), G(u, v)] = G[G(x, a), G(y, v)] 

G ( x , x ) = x 
G(x, y)= G(y, x ) 

Példaként m é g t á r g y a l j u k a z 

( b i s z i m m e t r i a ) 
( r e f l e x i v i t á s ) 
( s z i m m e t r i a ) . 

/ ( х ) = а с т = л е ' ' , 

a m i t í g y k a p u n k m e g p l . a f e n t i e l s ő m ó d s z e r r e l : 

П х + у У : 1 Ж А 

'/•(X + JO <í(x)<f(y), 

e n n e k m e g o l d á s a ( C A U C H Y [ 2 ] ) : 
9P(X) = C 
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t e h á t 
f ( x ) = acx Î 

q u . e . d . 
M ó d s z e r e i n k a z á l t a l á n o s a b b 

f { ~ I ] = G[f(x),f(y), x,y] 

a l a k ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r e i s a l k a l m a z h a t ó k . 

X - f y X — y 
E z e k e g y é b k é n t a z и = , v = h e l y e t t e s í t é s s e l a z 

f(u) = G [/(и + r), f(u - v), и + v, и - г] 

a l a k r a h o z h a t ó k , a m i a z 1 . 5 . § - b a n t á r g y a l a n d ó 

( 5 ) H [ f ( x + y ) , f(x—y), f(x), x, y] = О 

t í p u s h o z t a r t o z i k . F o r d í t v a , a z ( 5 ) a l a k ú e g y e n l e t e k 

u-fr и—v 
X ~ 2 ' 2 

helyettesítéssel a 

a + г / u-fv и—v 
H fin), f(r), f --0 

alakra hozhatók és az e § - b a n ismertetett módszerekkel tárgyalhatók. P l . a fenti 
példánkban tárgyalt függvényegyenlet is LoBACSEVSZKijnél eredetileg ([3]) az 

f ( c f = f ( c + ß)f(c-ß) 

a l a k b a n l é p e t t f e l é s a z ő m e g o l d á s a l é n y e g é b e n a z I . 1. § - b a n e m l í t e t t m ó d -
s z e r s z e r i n t h a l a d . 

I. 3 . § f(ax + by + с) G [f(x), f(y)], f[F(x, y)] = G [ (x), f(y)] 

A 

( 3 ) f(ax + by + c) = G[f(x),f(y)] 

f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s t , m e l y á l t a l á n o s í t á s a a z ( 1 ) é s ( 2 ) e g y e n l e t e k n e k é s 
r á j u k v i s s z a v e z e t h e t ő , c s a k r ö v i d e b b e n t á r g y a l j u k , m e r t r é s z b e n m á r f o g l a l -
k o z t u n k v e l e a [ 1 4 ] é s [ 1 5 ] d o l g o z a t o k b a n . I t t a t e l j e s s é g é s a k ö z l e n d ő ú j 
m e g o l d á s i e l j á r á s o k k e d v é é r t e m l í t j ü k m e g . 
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A z i l y e n e g y e n l e t e k n e k a m á r m e g o l d o t t ( 1 ) v a g y ( 2 ) t í p u s ú e g y e n l e -
t e k r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s é t a [ 1 4 ] - b e n i s m e g o l d o t t 

(18) f(ax + by + c) = af(x) + bf(y) + c (аЬфО,а + ЬфО) 

e g y e n l e t példáján m u t a t j u k b e : 
H e l y e t t e s í t s ü n k ( 1 8 ) - b a 

as + bt , , . . 14  •v У a + b = ps + qt (p + q=\) 

- e t : 
f(as + bt + c) = (a + b)f(ps + qt) + c. 

H a e b b e n s és t h e l y é b e ú j r a x - e t é s y - t í r u n k é s ö s s z e h a s o n l í t j u k 

( 1 8 ) - c a l , a k k o r l á t j u k , h o g y 

( 1 9 ) f(px + qy)=pf(x) + qf(y) (p + q= 1 ) . 

I n n e n k é t f é l e k é p p e n i s h a l a d h a t n a k t o v á b b : 
1. ( 1 9 ) - b e n s o r r a e l v é g e z v e a z x = — , y = 0 ; x = 0 , y = — ; x = — , 

v y = — h e l y e t t e s í t é s e k e t a z / ( 0 ) = -/ j e l ö l é s s e l , a z t k a p j u k , h o g y 
Я 

№ = P f { j ) + Q7V 

f(r)-P7 + q f [ j ) , 

A h a r m a d i k e g y e n l e t b ő l a z e l s ő k e t t ő t k i v o n v a a z t k a p j u k , h o g y 

f(a + v)=f(u)+f(v)-y. 

E n n e k a z ( 1 ) t í p u s ú e g y e n l e t n e k a m e g o l d á s a , m i n t a z t a z I . 2 . § e l e j é n l á t t u k , 

f(x) = ссхфу. 

U g y a n e r r e a z e r e d m é n y r e v e z e t a m á s i k e l j á r á s i s : 

о /m\ u . u + v u + v 
2. ( l 9 ) - b e n m o s t a z x = — ^ — > У = и ; x = v, y = —^—r 

x=pUJÉv + qu, y=pr + q u J f b h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z v e e l , a k ö v e t -
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k e z ő e g y e n l e t e k e t n y e r j ü k : 

u + v 
+gf(u), 

f\P'+g 
u + v 

PJV)\gf\"Y)< 

/ I 
и ф r 

-f 
, и+ v . j , I u+v 

U + V 

=pf\p 
u-\-v 

g\ + 

+ qf\pv + q 

A h a r m a d i k e g y e n l e t b e b e h e l y e t t e s í t j ü k a z e l s ő k e t t ő t : 

и -\-v и + v 
f [ ' 2 j = ( p 2 + g f f y r j + p g \ m +/(r)j (p+q= i), 

Jll + A f ( u ) + f ( y ) 

D e e z é p p e n a ( 1 5 ) Jensen-fé\e f ü g g v é n y e g y e n l e t , m e l y n e k á l t a l á n o s m e g o l d á s a 

f(x) = ax + y. 

E z ú t t a l a z o n b a n e z n e m f e l t é t l e n ü l e l é g í t i k i a z e r e d e t i ( 1 8 ) f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e t : 

f(ax + by + с) = aux + bay -f- ccc -f- y, 

af{x) +f(y) + c=aax + bay + с - (a + b)y, 

t e h á t ( 1 8 ) c s a k a k k o r t e l j e s ü l , h a 

(a—l)c = (a + b—\)y. 

T e h á t é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő 

3 ° . TÉTEL. Az 

f(ax + by + с) = af(x) + bf(y) + с (аЬфО,а + ЬфО) 

függvényegyenlet általános mérhető megoldása 
f(x) = cix-\-y. 

Itt azonban a és у csak akkor tetszőleges konstansok, ha a + b = 1 és с = 0; 
ha viszont a + bf= 1, akkor / = [(« — l)c]/(n + 6—1), végül ha a + b= 1, 
de c=f= 0, akkor a= 1. 
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A z i t t i s m e r t e t e t t megoldási eljárások á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó k a 
( 3 ) f(ax + by + c) = G[f(x),f(y)} (ab=f=0,a + b = 0) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t r e : 

( 3 ) - b a 
as + bt x = y = ps + qt (p + q 1) a + b 

- e t h e l y e t t e s í t v e , a z e r e d m é n y b e n s és t h e l y é b e i s m é t x - e t é s y - t í r v a , é s a 
k a p o t t 

f(ax + by + с) = G[f(px + qy),f(px + qyj\ = G2 [f(px + qy)] 
e g y e n l e t e t ( 3 ) - m a l ö s s z e h a s o n l í t v a a 
( 2 0 ) f(px + qy) = GA{G[f(x),f(y)]} = F [ / ( x ) , / ( y ) ] 
e g y e n l e t h e z j u t u n k . 

I n n e n , e b b e n a z á l t a l á n o s e s e t b e n i s , k é t f é l e k é p p e n h a l a d h a t u n k t o v á b b : 

1. ( 2 0 ) - b a s o r r a x = — , y = 0 ; x = 0 , y = — ; x = y = ' - t h c -v / p ' q p q 
l y e t t e s í t v e , a z / ( 0 ) = у j e l ö l é s s e l a z 

m=F f(v) = F 7, / 
- v 

f(u + ?;) = F m Ai 
e g y e n l e t e k e t k a p j u k , a m i b ő l j - t é s / | ü j - t k i k ü s z ö b ö l v e e g y (1) t í p u s ú 

/(u + v) — H[f{u), f(v)] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t h e z j u t u n k . 

2 . M á s r é s z t ( 2 0 ) - b a n a z x = U\V , y = и ; x = v, y = "У 

x = p + 9 « , у = / 7 г / + g " j p h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z v e e l e g y m á s u t á n 
é s a k a p o t t 

f\pv + q ^ l \ = F /(')> / 
u + v 

= F , , и + г; , 1 , í « + г> 
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e g y e n l e t e k b ő l / j p " ' + qu j, / ( p v + q " j-t k i k ü s z ö b ö l v e e g y ( 2 ) t í p u s ú 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k a p u n k . 
T e r m é s z e t e s e n i t t i s , m i n t p é l d á n k b a n , m é g m e g k e l l g y ő z ő d n i r ó l a , 

h o g y a k a p o t t m e g o l d á s k i e l é g í t i - e a z e r e d e t i f ü g g v é n y e g y e n l e t e t . 
( 3 ) m e g o l d á s á n a k l é t e z é s é r e i t t x h e l y é b e ( a x - f - 6 y + c ) - t é s y h e l y é b e 

(au + br-fc)-1, m a j d x h e l y é b e ( ö x - f - ó « - ( - c ) - t é s y h e l y é b e ( a y + ö r - ( - c ) - t 
h e l y e t t e s í t v e k a p u n k s z ü k s é g e s f e l t é t e l t : 

f\áx + ab(y + u) + b2 v + ( a + b + 1 ) c ] = / [ a ( a x + by + c) + b(au + bv +c) + c ] = 
= G [ / ( a x + b y + с ) , f(au + bv + с ) ] = G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , G \ f ( u ) , /(r)]j 

é s 
f[d2x + ab(u + y) + bh- + ( a + b + 1 )c] f[a(ax + bu + c) + b(ay + bv + c ) + c ] = 

= G [ / ( a x + bu + c), f(ay + bv + c)]= G {G [ / ( x ) , / ( « ) ] , G [ / ( y ) , / ( c ) ] } , 

t e h á t a 
( 1 7 ) G [ G ( x , y ) , G ( a , r ) ] = G [ G ( x , a ) , G ( y , z ) ] 

b i s z i m m e t r i a s z ü k s é g e s a h h o z , h o g y a ( 3 ) e g y e n l e t n e k l é t e z z é k m e g o l d á s a . 
A f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s l é t e z é s é n e k s z ü k s é g e s f e l -

t é t e l é t t a r t a l m a z z a a k ö v e t k e z ő , k i s s é e l t é r ő a l a k b a n m á r a [ 1 5 ] d o l g o z a t b a n 
( v ö . [ 1 3 ] ) b e b i z o n y í t o t t t é t e l e l s ő r é s z e : 

3 . T É T E L . A ( 3 ) függvényegyenletnek csak akkor lehet folytonos és szi-
gorúan monoton megoldása, ha G folytonos, szigorúan monoton és eleget tesz 
a (17) függvényegyenletnek (biszimmetria). 

f(x)-szel együtt eleget tesz (3)-nak 

minden f(axf-y), (ha a + b= 1 és с 0) 

minden f(x + / ) , (ha a-\-b= 1 és c=f= 0) és 

minden f ( « x + A+b-M) a + b ¥ 1 ) 

alakú függvény is és csak ezek. 

A m á s o d i k á l l í t á s t i t t i s a m á r t ö b b s z ö r k ö v e t e t t ú t o n b i z o n y í t j u k : 

f(ax + by+c) = G\f(x), f(y)], G(t, u) = f[af \ t ) + bf~l(«) -j- c\ 

h(ax + by + с) = G[h(x), h(y)] =f[af~xh(x) + b f ' h(y) + c], 
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t e h á t а у ( 0 = / ' Л ( 0 f ü g g v é n y r e а ( 1 8 ) a l a k ú 

у ( о л - + й у + c ) = ö y ( x ) + Ьср(у) + с 

f ü g g v é n y e g y e n l e t t e l j e s ü l é s í g y а 3 ° t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k a 3 . t é t e l m á s o d i k r é s z e . 
A f e n t i e k h e z h a s o n l ó m ó d s z e r r e l o l d h a t ó k m e g a z á l t a l á n o s a b b 

f(ax + by + c) = G[f(x),f(y), x,y] 

a l a k ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k i s . 
V i s s z a v e z e t h e t ő a z e l ő b b i r e a 

( 3 ' ) / № , ) > ) ] = G [/(*)>/001 

f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a i s , h a £ é s G k ö z ü l az egyik biszimmetrikus 
( e l e g e t t e s z a ( 1 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k ) . 

U g y a n i s , h a p l . G b i s z i m m e t r i k u s , a k k o r 

( 2 1 ) G(u,r)=g[ag '(u) + bg i(r) + c] 

é s ( 3 ' ) - b ő l f~'g(x)- h(x), h\x) = s, h\y) t j e l ö l é s s e l a ( 3 ) t í p u s ú 

h(as + bt + c) = F[h(s),h(t) ] 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k a p j u k . 

[ g ( x ) - e t a ( 2 1 ) - g y e l e k v i v a l e n s u g y a n c s a k ( 3 ) t í p u s ú 

g(ax + by + c)-G[g(x),g(y)] 

e g y e n l e t b ő l h a t á r o z h a t j u k m e g . ] 
I t t i s é r v é n y e s ( [ 1 5 ] ) a m e g f e l e l ő 
3 ' . TÉTEL. Ha a ( 3 ' ) függvényegyenletben a folytonos és szigorúan mo-

noton F és G függvények közül az egyik biszimmetrikus, akkor az egyenlet-
nek csakis akkor lehet folytonos és szigorúan monoton megoldása, ha a másik 
is biszimmetrikus. 

Az anicitási viszonyok is a (3)-beliekhez hasonlóan alakulnak. 
Speciálisan, ha (3')-ben F vagy G asszociatív, úgy akkor és csak akkor 

van megoldás, ha a másik is asszociatív. 
Példák : 

( 2 2 ) / ( x y — У 1 — X 2 [ / l — y 2 ) = / ( x ) + / ( y ) , MEGOLDÁSA: / ( X ) = с a r c c o s x , 

( 2 3 ) / ( x y + | / x 2 — 1 / У 2 — 1 ) = / ( x ) + / ( y ) , MEGOLDÁSA: / ( x ) = c a r c h x . 

I t t G(s,t)=s + t, g(t) = kt, h(() = c o s i l l . Á ( 0 = c h / t y . E k é t f ü g g -

v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á t a 11. 1 . § - b a n f o g j u k h a s z n á l n i . 
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I. 4. § / ( х + у ) = G [ / ( x ) , y \ . 

A z i t t ( I . 4 . , 5 . , 6 . § ) k ö v e t k e z ő m ó d s z e r e k é s t é t e l e k á l t a l a d o t t , a z e d d i -
g i e k n é l k ö n n y e b b m e g o l d á s i l e h e t ő s é g n e k a z i s m a g y a r á z a t a , h o g y a ( 4 ) , ( 5 ) , 
( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s o k b a n a z x , i l l . y v á l t o z ó ö n á l l ó a n , t e h á t a z / f ü g g -
v é n y e n k í v ü l i s s z e r e p e l . 

A 
( 4 ) f(x + y) = G[f(x),y] 

a l a k ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r e t r i v i á l i s példa k é n t a 

( 2 4 ) / ( * + y ) = / ( x ) + y 

e g y e n l e t m e g o l d á s á t m u t a t j u k b e e l ő s z ö r . 
A z x = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l é s / ( 0 ) = Û j e l ö l é s s e l 

№=t+a 

é s e z v a l ó b a n m e g o l d á s a ( 2 4 ) - n e k : 

(x + y) + a = x + a + y 

é s p e d i g a ( 0 , a) p o n t o n á t m e n ő m e g o l d á s . E g y t e t s z ő l e g e s ( с , d) p o n t o n 
á t m e n ő m e g o l d á s 

m=(t-c)+d, 

a m i ( 2 4 ) - b ö l x = c, [f(c) = d] h e l y e t t e s í t é s s e l k ö z v e t l e n ü l i s a d ó d i k : 

f(c + y) = d+y, 

c+y=t, у — t—c, 

f(t) (t—c) + d. 

E z a z e g y s z e r ű megoldási eljárás á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó a ( 4 ) a l a k ú 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r e : 

( 4 ) - b e x 0 - t h e l y e t t e s í t ü n k é s itt i s a z / ( 0 ) = o j e l ö l é s t h a s z n á l j u k : 

( 2 5 ) / ( / ) = G (a, t), 

t e h á t ( 4 ) m e g o l d á s a c s a k i l y e n a l a k ú l e h e t . A (c , d ) p o n t o n á t m e n ő m e g o l d á s 
i t t i s a z x = c h e l y e t t e s í t é s s e l a d ó d i k ( 4 ) - b ö l : 

f(c + y)=G(d,y), (d f(cj), 

/ = с + у , у = / с , 
/(О = G(d, t—с). 

E z t e r m é s z e t e s e n a m e g o l d á s f ü g g v é n y ( 2 5 ) a l a k j á t i s t a r t a l m a z z a c = 0 - r a . 

5 III. Osztály Közleményei 1X/4 



/ 
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H o g y a ( 4 ) - b ő l a d ó d o t t ( 2 5 ) f ü g g v é n y v a l ó b a n m e g o l d á s a - e ( 4 ) - n e k , 
a r r ó l i t t i s h e l y e t t e s í t é s s e l g y ő z ő d h e t ü n k m e g : 

/ ( x + y ) = G ( a , x + y ) , 
G[/(x), У] = G[G(a, x), у]. 

T e h á t a ( 2 5 ) f ü g g v é n y , m e l y r ő l l á t t u k , h o g y ( 4 ) m e g o l d á s a c s a k i l y e n 
a l a k ú l e h e t , — a k k o r é s c s a k a k k o r l e s z v a l ó b a n m e g o l d á s a a ( 4 ) f ü g g v é n y -
e g y e n l e t n e k , v a g y i s ( 4 ) - n e k a k k o r é s c s a k i s a k k o r l é t e z i k m e g o l d á s a , h a a 

( 2 6 ) G (a, x + y ) = G [ G ( ö , x),y] 

f e l t é t e l t e l j e s ü l . í g y a d ó d i k a 
4 , . T É T E L . Ha a G(x,y) függvény legalább egy a értékre eleget 

tesz a ( 2 6 ) feltételnek, akkor és csakis akkor ( 4 ) megoldható és általános 
megoldása 

( 2 5 ) f(t) = G (a, t), 

mely átmegy a (0, a) ponton. A (c, a) ponton átmenő megoldás 

f ( f ) = G (a, t—c) 

alakba irható. ( V ö . [ 2 3 ] - m a l i s . ) 
E z e n t ú l m e n ő e n a f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s o k r a v o n a t -

k o z ó a n á l l a 
4 , . T É T E L . Ha a ( 1 4 ) feltétel egy a-ra teljesül, ha továbbá G(x,y) 

vagy mindkét változóban folytonos, anélkül, hogy valahol is y-tól függetlenné 
(y-ban konstanssá) válnék, vagy mindkét változóban szigorúan monoton, akkor 
a ( 4 ) függvényegyenlet ( 2 5 ) általános megoldása folytonos é s szigorúan 
monoton. 

f(x)-szel együtt a 

h(t)=f(t+b) 

függvények és csak ezek megoldásai (4)-пек. 
E t é t e l e l s ő k é t á l l í t á s á t ( k i s s é e r ő s e b b a l a k b a n ) a [ 2 3 ] d o l g o z a t b a n 

b e b i z o n y í t o t t u k . A z u t o l s ó ( u n i c i t á s i ) á l l í t á s b i z o n y í t á s a i t t i s í g y v é g e z h e t ő : 
( 4 ) - b ő l 

/ ( x + y ) = G [ / ( x ) , y ] , G(x,y)=f[r\x) + y], 

h(x + y) = G[h(x), y]=f[f'1h(x) + y], 

t e h á t cp(t) = / _ 1 / ? ( / ) - r e 
ff(x+y) = 9(x)±y 

\ 
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é s e z é p p e n a ( 2 4 ) e g y e n l e t , m e l y n e k m e g o l d á s a (f(t) = t + b t e h á t 
h(t)=f(t + b), 

q u . e . d . 
T o v á b b i p é l d a k é n t a z 

f(x+y)=f(x)e* 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t e m l í t h e t j ü k , m e l y n e k v a n m e g o l d á s a , m e r t G(x, y) = xe'1 

e l e g e t t e s z f e l t é t e l e i n k n e k . A z á l t a l á n o s m e g o l d á s , m i n t a z x = 0 h e l y e t t e s í -
t é s s e l l á t j u k : f(t) = aé. 

E z á t m e g y a ( 0 , á ) p o n t o n . A (c, d ) p o n t o n á t m e n ő m e g o l d á s t 
f(t) = de'c 

a l a k b a n í r h a t j u k f e l . 
A z 

f(x+y)=f(x)y ( f ( x ) ^0) 

f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k v i s z o n t n i n c s a t r i v i á l i s - / ( x ) = 0 é s / ( x ) = l m e g o l d á -
s o k t ó l e l t é r ő m e g o l d á s a , m e r t a G(x, y ) = x " f ü g g v é n y n e m t e s z e l e g e t a ( 2 5 ) 
e g y e n l e t n e k s e m m i l y e n x = 0 é s x = 1 - t ő l k ü l ö n b ö z ő é r t é k r e . H a m é g i s 
r á e r ő s z a k o l n á n k m e g o l d á s i e l j á r á s u n k a t , a k k o r f(t) = a1 a d ó d n a , d e e z n e m 
t e s z e l e g e t a z e g y e n l e t n e k : ax+'J Ф (ax)y, k i v é v e , h a « = 0 , v a g y a — 1 . 

A z á l t a l á n o s a b b 
f[F(x,yj\ = G[f(x), x , y] 

e g y e n l e t h a s o n l ó e l j á r á s s a l o l d h a t ó m e g . 
H e l y e t t e s í t s ü n k u g y a n i s e b b e i s x = 0 - t ( t e r m é s z e t e s e n m á s x = x„ 

h e l y e t t e s í t é s s e l i s c é l t é r ü n k ) : 

/[«(0, y)] = G [/(0), 0, y], 
é s h a a t = F(0, y ) h(y), y = hx(t)=g(t), f(0) = a j e l ö l é s e k e t v e z e t j ü k 
b e , l á t j u k , h o g y h a a z e g y e n l e t n e k e g y á l t a l á n v a n m e g o l d á s a , a k k o r a z c s a k 

f ( f ) = G[a, 0,^(0] 
l e h e t . 

Példa: f(xy)=f(x)J m e g o l d á s a , m i n t a z x = l h e l y e t t e s í t é s s e l l á t j u k 
( x = 0 i t t n y i l v á n n e m a l k a l m a s ) , f(t) — é é s v a l ó b a n cxy = (cx)y-

I . 5 . § H[f(x + y ) , / ( x - y ) , f(x), x , y ] = 0 

A k ö v e t k e z ő 5 . é s 6 . § - b a n a d o t t e l j á r á s o k a z e d d i g i e k k e l e l l e n t é t b e n 
n e m i n t é z i k e l t e l j e s e n a t á r g y a l a n d ó ( 5 ) , ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s o k a t , c s a k 
b i z o n y o s s p e c i á l i s f e l t é t e l e k k ö z ö t t . A h a s o n l ó m ó d o n m e g a d h a t ó e l j á r á s o k a t 
t e r m é s z e t e s e n k ö n n y ű s z a p o r í t a n i . 

5 * 
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A 
( 5 ) H[f(x + y), f(x—y), f(x), x , y ] = 0 
f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s r a a z I. 1 . é s I . 2 . § v é g é n m o n d o t t a k o n k í v ü l e g y e l ő r e 
m é g k é t t o v á b b i — k ü l ö n b ö z ő f e l t é t e l e k m e l l e t t a l k a l m a z h a t ó — megoldási 
eljárást t á r g y a l u n k . 

1. A z e l s ő t a S T . K A C Z M A R Z á l t a l [ 6 ] n e h e z e b b v a l ó s f ü g g v é n y t a n i 
e s z k ö z ö k k e l m e g o l d o t t 
( 7 ) f(x + y) + / ( x — y ) = 2f(x) c o s y 
f ü g g v é n y e g y e n l e t példáján m u t a t j u k b e ( v ö . [ 3 1 ] ) . E f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k , 
m e l y e t S T . K A C Z M A R Z a m á s o d i k s z i m m e t r i k u s d i f f e r e n c i á b ó l a k é t s z e r i d e r i -
v á l h a t ó s á g k i m u t a t á s a m e l l e t t a z 

/ " ( x ) = - / ( x ) 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e v e z e t e t t v i s s z a , á l t a l á n o s m e g o l d á s a 

/ ( x ) = a c o s x + b s i n x . 

A z e g y s z e r ű b b k ö z v e t l e n m e g o l d á s m e n e t e a k ö v e t k e z ő : 
V é g e z z ü k e l ( 7 ) - b e n s o r r a a z 

n s л i 4
 7 1 - ' rt 

x - 0, y = t; х = -2" + /,у = у ; x = - j , y = ^- + t 

h e l y e t t e s í t é s e k e t é s v e z e s s ü k b e a z / ( 0 ) = (7, / j 7 ) b j e l ö l é s e k e t . í g y 
j u t u n k a z 

/ ( 0 + / ( — f ) = 2a c o s t, 

/ 7 + 0 + / ( 0 = o , 

/ 7 + 0 + / ( - 0 = 2 Л c o s fe- + 1 ) = -2b s i n t 

e g y e n l e t e k r e . H a a z e l s ő k é t e g y e n l e t ö s s z e g é b ő l a h a r m a d i k a t l e v o n j u k : 
2 / ( 0 = = 2 a c o s t + 2b s i n t, 

m á r i s l á t j u k , h o g y a ( 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a c s a k 

/ ( 0 = a c o s t + b s i n t 

a l a k ú l e h e t . H o g y e z a f ü g g v é n y s e r e g m i n d i g v a l ó b a n m e g o l d á s a i s ( 7 ) - n e k , 
a r r ó l i t t i s b e h e l y e t t e s í t é s s e l k e l l m e g g y ő z ő d n ü n k : 

/ ( x + y) + / ( x y) = a c o s ( x + y) + a c o s ( x — y ) + b s i n ( x + y) + 
+ Л s i n ( x — y ) = 2(7 c o s X c o s у + 2 Л s i n x c o s y = 2 ( í 7 c o s x + b s i n x ) c o s y = 

= 2 / ( x ) c o s y . 
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T e h á t v a l ó b a n / ( x ) = a c o s x-fb s i n x a ( 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t l e g á l t a l á n o s a b b 

m e g o l d á s a . E z t a z e r e d m é n y t a II . 2 . § - b a n f e l f o g j u k h a s z n á l n i . A -f - f j 
h e l y e t t e s í t é s e k h e l y e t t u g y a n ú g y , v a g y m é g e g y k i c s i t k é n y e l m e s e b b e n 

a l k a l m a z h a t t u n k v o l n a m e g f e l e l ő ( - J — / } h e l y e t t e s í t é s e k e t , d e a z á l t a l á n o s ( 5 ) 
e g y e n l e t h a s o n l ó t á r g y a l á s á r a a m i f e n t i h e l y e t t e s í t é s e i n k á l t a l á n o s í t h a t ó k 
j o b b a n . 

M i v e l p é l d á n k b a n l é n y e g e s e n f e l h a s z n á l t u k , h o g y a z / ( x ) c o s y k i f e j e z é s 
л 

y = / y - - n é l a z o n o s a n e l t ű n i k , e z é r t e z e n e l j á r á s m á s ( 5 ) t í p u s ú f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e k r e v a l ó á l t a l á n o s í t á s á h o z a z k e l l , h o g y l é t e z z é k o l y a n у y„ é r t é k , 
h o g y a ( 4 ) - b e n s z e r e p l ő H(zx,z2, z3, x,y) f ü g g v é n y y = yu-ra f ü g g e t l e n n é v á l -
j o n Zg-tól: 
( 2 7 ) H(zu z2, zs, x, y) = h ( z , , z 2 , x ) . 

H a e z t e l j e s ü l , a k k o r a m e g f e l e l ő i t t k ö v e t k e z ő e l j á r á s g y a k r a n e r e d -
m é n y r e v e z e t : 

( 5 ) - b e s o r r a a z x = 0 , y = t; х = у 0 + 4 У = У»; x = y0,y = y0+t 
h e l y e t t e s í t é s s e l é s / ( 0 ) = я , f ( y ) = b j e l ö l é s s e l a 

H[f(t),f(-t),a,0,t] = 0 

h\f(2yü + t),f(t),y0 + t]=0 

H[f(2y0 +1),/(- 0, b, y„, y0 + t] = 0 

e g y e n l e t e t k a p j u k . H a e h á r o m e g y e n l e t b ő l f(2yn-ft) é s / ( — f ) - t k i t u d j u k 
k ü s z ö b ö l n i , a k k o r m e g k a p j u k f(t) k i f e j e z é s é t , a m e l y e t b e h e l y e t t e s í t v e a z e r e d e t i 
f ü g g v é n y e g y e n l e t b e , m e g g y ő z ő d h e t ü n k r ó l a , m e g o l d á s a - e v a l ó b a n a z e g y e n -
l e t n e k , v a g y m é g s p e c i a l i z á l a n d ó , v a g y e s e t l e g n i n c s i s a z e g y e n l e t n e k ( n e m 
t r i v i á l i s ) m e g o l d á s a . 

A f e n t i e k b ő l l e s z ű r h e t ő a k ö v e t k e z ő 
5] T É T E L . Ha létezik oly у = y„, mellyel 

( 2 7 ) H ( г , , г , , z 3 , x , у) = h ( г , , z 2 , x ) 
és a 

H(z, и, а, 0, t) = О, 

h(r,z,y,, + t) О, 

H (v, и, b,yo,yo-ft) = 0 

egyenletek (függetlenek és) z-re megoldhatók, akkor csak a belőlük nyert 
z=m 
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függvény lehet ( 5 ) megoldása és ez az általános megoldás legfeljebb két tet-
szőleges a, b konstanst tartalmaz. 

T o v á b b i példaként v i z s g á l j u k m é g m e g a 

( 2 8 ) f(x + y ) - f ( x - y ) - 4 УДУФу)+4 УЩ(\—у)—4у = О 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e t . I t t y 0 = 1, m e r t y = l - r e / ( x ) m á r n e m s z e r e p e l a z e g y e n -
l e t b e n . . V é g r e h a j t v a a z x = 0 ,y = t; x = f + l , y = l ; x = l , y = f + l 
h e l y e t t e s í t é s e k e t , k a p j u k a z 

Д О - Д - О - 4 У Д — 4 f a ( l — t ) 4 f = 0 

f(t~f 2) — / ( / ) — 4 У Д ? ) — 4 = 0 

f(t + 2 ) - / ( - 0 - 4 У Д = 0 - 4 ] [ b t — 4 t — 4 = 0 
e g y e n l e t e k e t . 

A z e l s ő k é t e g y e n l e t ö s s z e g é b ő l a h a r m a d i k a t l e v o n v a , a 

— 4 Y f f f î — 4 ( | / Ű — f ő ) ( + 4 f ß = 0 

e g y e n l e t r e , t e h á t a f ő — f ß = c, f a = /r j e l ö l é s s e l , a z 

f(t) = (ct + kf 
m e g o l d á s r a j u t u n k . H a a z o n b a n e z t a z e r e d e t i ( 2 8 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t b e h e l y e t -
t e s í t j ü k , a z t l á t j u k , h o g y 

(cx+cy+kf—(cx—cy+kf—Цех—cy + k) + 4(cx + k)(l— y)—4y = 0 , 

4 (cx + k)cy—4(cxJ
ik)-\-4cy-{-4(cx-\rk)—4(cx-\-k)y—4y = 0, 

(cx + k)y(c-\) + y(c-\) = 0, 
azaz 

(c—t)(cx + k+\) = 0 

c s a k a k k o r t e l j e s ü l m i n d e n x - r e , h a c = l ( u g y a n i s c = 0 t r i v i á l i s k o n s t a n s 
m e g o l d á s t a d n a ) t e h á t ( 2 8 ) m e g o l d á s a i a z 

f ( t ) = (t + kf é s Д О = к 

f ü g g v é n y e k . E z e k k i i s e l é g í t i k ( 2 8 ) - a t . 
2 . H a a ( 2 7 ) f e l t é t e l n e m t e l j e s ü l , a k k o r g y a k r a n a k ö v e t k e z ő e l j á r á s 

v e z e t e r e d m é n y r e , m e l y e t a z 

f ( x + Д + 2/( x—y) = 3/( x)—у 

f ü g g v é n y e g y e n l e t példáján m u t a t u n k b e . 
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A z x = 0 , y = t; x = t,y = 2t; x = t,y =—2t h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z v e 
e l , a z 

/ ( 0 + 2 / ( — / ) = 3 a — t , 
/ ( 3 0 + 2 / ( — 0 = 3 / ( 0 — 2 t , 
/ ( - 0 + 2 / ( 3 0 = 3 / ( 0 + 2 / 

e g y e n l e t e k e t k a p j u k . A z e l s ő e g y e n l e t e t h á r o m m a l s z o r o z v a , h o z z á a d j u k a h a r -
m a d i k e g y e n l e t k é t s z e r e s é t é s a z ö s s z e g b ő l l e v o n j u k a m á s o d i k e g y e n l e t 
n é g y s z e r e s é t , a k k o r a 

3 / ( 0 = - 6 / ( 0 + 9 / + 9 a 

e g y e n l e t h e z j u t u n k , t e h á t a m e g o l d á s c s a k 

m = t+a 

l e h e t , é s e z k i i s e l é g í t i a z e r e d e t i f ü g g v é n y e g y e n l e t e t : 

( x + y + ö ) + 2(x y + a ) = 3 ( x + (?) y. 
E z t a z e l j á r á s t á l t a l á b a n a l k a l m a z v a a z ( 5 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t r e , o t t i s a z 

x=- 0, y = t; x = t, y = 2 / ; x = t,y = —2t h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z z ü k e l 
é s a k a p o t t 

H\f(t),f(-t),a, 0 , / ] = 0 , 

H[f(3t),f(-t),m, / , 2 0 = 0 , 

H[f(-t),f(3t),f(t), / , - 2 / ] = 0 
e g y e n l e t e k b ő l k ü s z ö b ö l j ü k k i / ( — / ) - t é s / ( 3 / ) - t ( h a e z l e h e t s é g e s ) . A z í g y 
k a p o t t f ü g g v é n y l e s z a z ( 5 ) e g y e n l e t e g y e t l e n l e h e t s é g e s m e g o l d á s a . H o g y 
v a l ó b a n k i e l é g í t i - e a f ü g g v é n y e g y e n l e t e t , a z t a b e h e l y e t t e s í t é s d ö n t i e l . 

I t t i s l e s z ű r h e t ő a m e g f e l e l ő 
5.1. T É T E L : H A A 

H(z, 77, (7 ,0 ,0 = 0 , 

H(y, 77, z, t, 2t) = 0, 

H (u, r, z,t, — 2 / ) = 0 
egyenletek (függetlenek és) z-re megoldhatók, akkor csak a belőlük nyert 

z = / ( / ) 
függvény lehet az ( 5 ) függvényegyenlet megoldása. Ez az általános mogoldás 
legfeljebb egy tetszőleges a konstanst tartalmaz. 

T o v á b b i példaként a 
2 / ( x + y) + / ( x — y ) = 2f(x)(2e" + e") 
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f ü g g v é n y e g y e n l e t e t o l d j u k m e g . — E l v é g e z v e a f e n t i h e l y e t t e s í t é s e k e t é s a 
k a p o t t 

2 / ( 0 + / ( - 0 - a(2e> + e>), 
2 / ( 3 0 + / ( — 0 = / ( 0 ( 2 e 2 < + e~2t), 
2 / ( — 0 + / ( 3 0 = / ( 0 ( 2 e _ 2 í + e 2 t ) 

e g y e n l e t e k b ő l / ( — f ) - t é s / ( 3 í ) - t k i k ü s z ö b ö l v e ( a z e l s ő e g y e n l e t m i n d k é t o l d a -
l á t h á r o m m a l s z o r o z v a , h o z z á a d j u k a m á s o d i k a t é s l e v o n j u k a h a r m a d i k 
e g y e n l e t k é t s z e r e s é t ) a 

6/(/) = 3a(2e< + e ') — 3f(t)e 2Í, 

f(0 = a 2 + e_2t =ae< 
á l t a l á n o s m e g o l d á s t k a p j u k , é s e z k i i s e l é g í t i a z e r e d e t i e g y e n l e t e t : 

2 ö <?'+•" - f aer~y = aex(2ev + e"). 
M i v e l a z I. 5 . é s 1. 6 . § - o k t é t e l e i c s a k s z ü k s é g e s f e l t é t e l e i t a d j á k a n n a k , 

h o g y a z á l t a l u k m e g h a t á r o z o t t f ü g g v é n y a k i i n d u l á s i e g y e n l e t m e g o l d á s a l e g y e n , 
f o k o z o t t j e l e n t ő s é g e v a n a n n a k , h o g y a k a p o t t f ü g g v é n y n e k a z e r e d e t i e g y e n -
l e t b e v a l ó h e l y e t t e s í t é s é v e l g y ő z ő d j ü n k m e g r ó l a , v a l ó b a n k i e l é g í t i - e a z e r e d e t i 
e g y e n l e t e t , v a g y m é g s p e c i a l i z á l n i k e l l , v a g y e s e t l e g n e m i s l é t e z i k n e m t r i -
v i á l i s m e g o l d á s . 

T e r m é s z e t e s e n a l k a l m a z h a t ó k a z ( 5 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t r e a ( 6 ) e g y e n l e t 
m e g o l d á s á h o z a z 1. 1 . § v é g é n é s a k ö v e t k e z ő I. 6 . § - b a n m e g a d o t t m ó d s z e r e k i s 

I. 6. § H[f(x + y), f(x—y), f(x),f(y), x, y] = 0 

V é g ü l a z e g é s z á l t a l á n o s 
( 6 ) H [ / ( x + y ) , f(x - y ) , f(x), / ( y ) , x , y ] = О 
f ü g g v é n y e g y e n l e t r e a d u n k a z I. 1. § v é g é n e m l í t e t t e n k í v ü l m é g h á r o m k ü l ö n -
b ö z ő f e l t é t e l e k k ö z t a l k a l m a z h a t ó megoldási eljárást. 

1. A z e l s ő t a z 
f(x + У) + 2 / ( x — y ) + / ( x ) + 2 / ( y ) = 4 x + y 

e g y e n l e t példáján m u t a t o m b e . 
A z у = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l a z o n n a l a 

4 / ( x ) + 2 r t = 4 x 
[ / ( 0 ) = л ] , a z a z 

/ ( * ) = * — y 
m e g o l d á s h o z j u t u n k . 
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E z t b e h e l y e t t e s í t v e e g y e n l e t ü n k b e , l á t j u k , h o g y 

x + y— y +2x—2y—a + x— y +2y—ß = 4x + y 

c s a k a = 0 e s e t é n t e l j e s ü l . T e h á t e g y e n l e t ü n k e g y e t l e n l e h e t s é g e s m e g o l d á s a 
a z / ( x ) = x f ü g g v é n y . 

E z a z e l j á r á s á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó a ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t r e : 
y = 0 - á t h e l y e t t e s í t v e a z / ( 0 ) = a j e l ö l é s s e l , a 

H[f(x),f(x),f(x), a, x, 0] = 0 

e g y e n l e t e t k a p j u k é s h a e z n e m i d e n t i t á s , a k k o r b e l ő l e / ( x ) m e g h a t á r o z h a t ó . 
A k a p o t t e r e d m é n y v i s s z a h e l y e t t e s í t é s é v e l j u t u n k / ( x ) v é g l e g e s a l a k j á r a . 

E b b ő l k ö v e t k e z i k a 
6J. TÉTEL. Ha van oly a, melyre 

H(z, z, z, a, x , 0 ) = 0 

(nem azonosság és) z-re megoldható, akkor csak a belőle nyerhető 

z=f(x) 

függvény lehet megoldása a (6) függvényegyenletnek. E megoldás legfeljebb 
egy a konstanst tartalmaz. 

T o v á b b i példakeni a z 

f(x+y) +f(x—y) — / ( x ) — x 3 — 6 x y í / ' ( y ) = 0 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e t o l d j u k m e g . A z y = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l a z t k a p j u k , h o g y 
/ ( x ) = x 3 

a f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a é s e z k i i s e l é g í t i a z e g y e n l e t e t , m e r t 
(x + y ) 3 - f ( x — у ) 3 — x 3 — X 3 — 4 x y y = 0. 

2 . A m á s o d i k e l j á r á s t a z 
f ( x + у) - 2 / ( x — у ) + / ( x ) - 2 / ( y ) У 2 

f ü g g v é n y e g y e n l e t példáján m u t a t j u k b e . S o r r a e l v é g e z v e a z x = 0 , y = « 
x = t,y = 2t\ x — 2t, y = t; x = t, у = ( h e l y e t t e s í t é s e k e t a 

- f ( t ) - 2 f ( - t ) + a = f-2, 

/ ( 3 f ) — 2 / ( — / ) + / ( 0 — 2 / ( 2 f ) = 2 t — 2 , 
/ ( 3 0 - 4 / ( 0 + / ( 2 0 = / - 2 , 
f(2t)-2a-f(t) = t-2. 
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A z e l s ő é s h a r m a d i k e g y e n l e t ö s s z e g é b ő l a m á s o d i k e g y e n l e t e t é s a n e g y e d i k 
e g y e n l e t h á r o m s z o r o s á t l e v o n v a a z t k a p j u k , h o g y 

- 3 f ( t ) + la = -3t + 4, 

la—4 

A z o n b a n e r e d m é n y ü n k e t a k i i n d u l á s i e g y e n l e t b e h e l y e t t e s í t v e l á t j u k , h o g y 

x + y + 6 — 2 x + 2y—2b + x + b—2y—26 = y — 2 

c s a k a k k o r t e l j e s ü l , h a b—l. í g y 
/ ( x ) = x + 1 

a z e g y e t l e n l e h e t s é g e s m e g o l d á s é s e z k i i s e l é g í t i a z e g y e n l e t e t . 
Á l t a l á b a n i s a ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e t a z x = 0 , y — t; x=-t,y = 2t; 

x = 2t, y = /; x - t, y = t h e l y e t t e s í t é s e k k e l k a p o t t 

H[f(t),f(-t), a,m, 0 , t]=0, 
H[f(3t),f(-t),f(t),f(2t), t,2t] = 0 , 
E\f(3t),f(t), f(2t),f(t), 2t,t] = 0, 
H[f(2t), a, m m , t,t] = 0 

e g y e n l e t e k b ő l / ( — / ) , f(2t) é s / ( 3 / ) k i k ü s z ö b ö l é s é v e l o l d h a t j u k m e g ( a z í g y 
k a p o t t f(t) f ü g g v é n y t m i n d i g v i s s z a h e l y e t t e s í t v e a z e r e d e t i e g y e n l e t b e ) . 

E b b ő l a d ó d i k a 

6 2 . TÉTEL. H A A 

H(z, u, a, z, 0 , / ) = 0 , 

H(w, u, z, r, t, 2 / ) 0 , 

H(w, z, v, z, 21, t) = 0 , 

H(v, a, z, z, t, t) = С 

egyenletek (függetlenek és) z-re megoldhatók, akkor csak a belőlük nyert 

z - m 

függvény (mely legfeljebb egy a konstanst tartalmaz) lehet megoldása a (6) 
egyenletnek. 

T o v á b b i példa: 
f(x)f(x + y) —/(y)2/(x—y)2e"+4 ( f ( x ) ф 0) 
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E l v é g e z v e a f e n t i h e l y e t t e s í t é s e k e t , a z / ( 0 ) = a j e l ö l é s s e l a z 
af{t)=f{tff{-tfe<+\ 
/ ( 0 / (30 =f(2tff(—t)2e?M, 
/ (2 0 / ( 3 0 - / ( O 4 ^ 
/ ( 0 / ( 2 0 ~f{t)-a-eM 

e g y e n l e t e k e t k a p j u k . 
A z e l s ő é s h a r m a d i k e g y e n l e t s z o r z a t á t a m á s o d i k e g y e n l e t t e l é s a 

n e g y e d i k e g y e n l e t h a r m a d i k h a t v á n y á v a l o s z t v a a z t k a p j u k , h o g y 
a / (0/(2Q/(3Q f(tff(—t)-e-,+9 

/ (04 / (203 / (30 /(06/(— 02/(2/)2o6e5t+1° ' 

/ ( / ) 3 = ű 7 e 3 í + 8 , 

/ ( / ) = f o W . 
a ] 

D e ö = / ( 0 ) = У я 7 е 8 , t e h á t о 4 = a = + — s , í g y 

/ ( 0 = ± + 2 

а m e g o l d á s é s e z k i i s e l é g í t i f ü g g v é n y e g y e n l e t ü n k e t : 
gx-2 g.r+y-2 _ _ g2i/-4p2x-2i/-4gi/+4 _ 

3. H á sem a 6, , sem a 62 tételek feltételei nem tel jesülnek, akkor az 
1. 1. § - b a n említett, vagy az itt következő módsze r lehet célravezető. E m ó d -
szer a d'ALEMBERT ( [ 1 ] ) és C A U C H Y ( [ 2 ] ) által a 

( 2 9 ) f(x + y) +f(x-y) = 2 f ( x ) f ( y ) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r a a l k a l m a z o t t e l j á r á s á l t a l á n o s í t á s a . 

R ö v i d e n e m l é k e z t e t ü n k a ( 2 9 ) e g y e n i e t ( [ 2 ] ) m e g o l d á s i e l j á r á s á r a : 
( 2 9 ) - b e у = x - e t h e l y e t t e s í t v e a z t k a p j u k , h o g y 2 / ( x ) 2 = / ( 2 x ) + / ( 0 ) . 

( 2 9 ) - b ö l y = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l l á t j u k , h o g y v a g y / ( 0 ) = 1 , v a g y / ( x ) = 0 . 
A z u t ó b b i t r i v i á l i s m e g o l d á s t e z e n t ú l s z á m í t á s o n k í v ü l h a g y j u k . 

T e h á t / ( 0 ) 1, 
2 / ( x ) 2 = / ( 2 X ) + 1, 

/ ( 0 = 2 / ( j J - l s _ l , 
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A z / ( 1 ) = b é r t é k v a g y 1 - n é l n a g y o b b , v a g y — 1 é s + 1 k ö z é e s i k 
( a h a t á r o k a t i s b e l e é r t v e ) . A z e l s ő e s e t b e n v a n o l y a n с s z á m , h o g y 

b = c h с 
a m á s o d i k b a n o l y a n , h o g y 

b = c o s c. 

A k é t e s e t t á r g y a l á s a t e l j e s e n h a s o n l ó , m i a z e l s ő t v á z o l j u k : 

/ 

/ I M • + c h c , b с / U J Г 2 2 ' 

í 1 1 - T ) _ 
/ 1 + c h 
/ 

с 
2~ 

l 4 ] 2 ' 2 : Ch 4 " 
Á l t a l á b a n 

c h 
2 " ' 

m e r t , h a e z t « - r e m á r b i z o n y í t o t t n a k t é t e l e z z ü k f e l , a k k o r 

/ 
1 

,«+1 

M o s t ( 2 9 ) - b ő l x 

2 " . 
1 4 - c h ,4) 

2 2 c h I с — + 1 

1 2 1 — = — г , у = h e l y e t t e s í t é s s e l a z 
2" 2 2" 

1 7 1 

e g y e n l e t e t k a p j u k , t e h á t 

/ I — ] + c h - T = 2 c h - A - c h — = c h | c — ) + c h — , 
( 2 " J 2 " 2" 2" f. 2 " J 2 " 

v a g y i s 

Á l t a l á b a n , m i n d e n d i a d i k u s x - r e 
m 

/ ( * ) = / h s = c h c 7 ^ = c h c x , 
m 

( n e m k e l l m < 2 " - e t f e l t é t e l e z n i ! ) , m e r t e z t / л = 1 , 2 - г е ( u t o l j á r a / « = 3 - r a i s ) 
m á r k i m u t a t t u k , é s h a m—l, m - к é s m = k+ l - r e t e l j e s ü l , a k k o r 
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/77 = 2 / : + l - r e í g y k ö v e t k e z i k / 1 = / ( I - r e t e r m é s z e t e s e n n e m k e l l 

k ü l ö n b i z o n y í t a n i Ar- j -1 к : ( 2 9 ) - b e x --= ^ , y = — - e t h e l y e t t e s í t ü n k : 

2 

é s e b b ő l f e l t e v é s e i n k s z e r i n t 

i« ' 

t e h á t 
/ Í M ± T U c h p / M - l 
J [ 2 " j [ 2 " 

q u . e . d . 
N e m d i a d i k u s x - e k r e h a t á r á t m e n e t t e l 

/ ( x ) = l i m f(d„) = l i m c h (cd„) c h ( c x ) . 

N e g a t í v x - e k r e i s é r v é n y e s e z a k é p l e t , n i . h a ( 2 9 ) - b e x = 0 , y = / - t 
t e s z ü n k , a z t k a p j u k , h o g y 

m+/(-o=2/(o/(o)=2/(o, 
t e h á t (t < 0 ) 

Л 0 = / ( — 0 = c h c ( - 0 = c h с / . 

T e h á t ( 2 9 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a a z á l t a l u n k t á r g y a l t e s e t b e n 

f(x) = c h cx, 

a m á s i k , t e l j e s e n h a s o n l ó a n e l i n t é z h e t ő e s e t b e n a z 

/ ( x ) = c o s c x 
m e g o l d á s t k a p j u k . A z 

f(x)= 1 
k o n s t a n s m e g o l d á s m i n d k e t t ő h a t á r e s e t e c = 0 - r a . E z e k e n k í v ü l m e g a z e l e -
j é n k i z á r t 

f(x) = 0 
t e s z e l e g e t a z e g y e n l e t n e k . 

E z a z e l j á r á s á t v i h e t ő a z á l t a l á n o s ( 6 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á r a : 
( 6 ) - b a у = x - e t h e l y e t t e s í t v e , / ( 0 ) = a j e l ö l é s s e l a 

( 3 0 ) H[f(2x), a, f(x), f(x), x, x] = 0 
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e g y e n l e t e t k a p j u k ( e s e t l e g a z x = 0 - v a l k a p o t t 

H (a, a, a, a, 0 , 0 ) = 0 

- b ó l , h a e z n e m a z o n o s s á g , a m e g h a t á r o z h a t ó ) . ( 3 0 ) - b ó l , h a e z l e h e t s é g e s , 

k i f e j e z z ü k / ( x ) - e t , i l l . * = j e l ö l é s s e l A— j-et: 

/ Áj = G [/«),/]. 

E z z e l a k é p l e t t e l / ( ! ) = ó - b ő l s z u k c e s s z í v e m e g h a t á r o z h a t ó : 

/ | i - ) = G ( ô , l ) > / ( - l | = G / ( 2 » - i ) ' 2 » - i 

j- I j fc 
M á s r é s z t , h a ( 6 ) - b a x = л , у = — - e t h e l y e t t e s í t ü n k , a k a p o t t 

H 
' ( Т и / к ; 

M *(k±ï\ f ( A ] Ádi1 A 
2 " ) Ь ' Т 2 " ' 2 " 

= 0, 

p l . 

H f = o , 
( 2 " ) ' 2 " ) ' 2 " " 1 ) ' 2 " ) ' 2 n _ 1 ' 2 " 

e g y e n l e t t e l / | ^ | a m a r i s m e r t /|Aj-böl é s a z i s m e r t n e k f e l t é t e l e z e t t 

/ , / „ b ő i k i s z á m í t h a t ó ( h a e z a z e g y e n l e t 1 j-re m e g o l d -

h a t ó ) . E z z e l Д х ) m i n d e n p o z i t í v ( e g é s z é s ) d i a d i k u s t ö r t x - r e m e g v a n h a t á -
r o z v a , p o z i t í v n e m d i a d i k u s x - e k r e i s m é t h a t á r á t m e n e t t e l 

/ ( x ) = l i m f ( d n ) 
d n 

a d j u k m e g / ( x ) - e t . V é g ü l ( 6 ) - b a x = 0 - t h e l y e t t e s í t v e , a k a p o t t 

Я [ / ( у ) , / ( — у ) , а , / ( у ) , 0 , у ] = О 
e g y e n l e t t e l ö s s z e f ü g g é s t k a p t u n k / ( у ) é s / ( — у ) k ö z ö t t , a m i b ő l / ( x ) n e g a t í v 
x - e k r e i s m e g h a t á r o z h a t ó . 
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T o v á b b i példák: 
A LOBACSEVSZKIJ ( [ 3 ] ) - f é l e 

(31) Ax+y)f(x-y)=f(xy 

f ü g g v é n y e g y e n l e t í g y i s m e g o l d h a t ó : y = x = -r)- h e l y e t t e s í t é s s e l 

t e h á t 

1iab^a\u
a\ =fiC + 

/ l i af = ac±, 

ас 

é s ( 3 1 ) - b e n x 

v a g y i s 

Á l t a l á b a n i s 

у = — h e l y e t t e s í t é s s e l 

/ Ш 1 n I I f 

/ / I i i 

m e r t e z t i _ r e ( t e h á t i = - É j - r e i s ) i g a z o l t u k , é s h a \ é s - r e m á r 
2 2 2 2 2 

2 к 1 к 4 - 1 
b e l á t t u k , a k k o r r e i s é r v é n y e s , a m i t a ( 3 1 ) - b e n e l v é g z e t t x = n ,. 

2 2 p 
y = — h e l y e t t e s í t é s s e l l á t h a t u n k b e : 

/ ( M ± ! W 1 

I 2 " 

L + 1 E 
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a z a z 
2Д+1 

ас 

é s e z t k e l l e t t b i z o n y í t a n i . — N e m d i a d i k u s x - e k r e h a t á r á t m e n e t t e l s z i n t é n 
f(x) = а с ' 

- e t k a p u n k . — V é g ü l ( 3 1 ) - b e x = 0 - t t é v e 

a 
Ш a c ' J acv. f ( y ) f ( - y ) = m - d\ f ( y ) 

í g y i t t i s m e g k a p t u k , h o g y 
f(x) — a cr 

a ( 3 1 ) e g y e n l e t á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a é s e z k i i s e l é g í t i ( 3 1 ) - e t . 
V é g ü l a z I. 3 . § v é g é n s z e r e p l ő ( 2 2 ) é s ( 2 3 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e t a z 

i n v e r z f ü g g v é n y e k r e í r v a f e l , a z 

( 3 2 ) f(x + y)=f(x)f(y)~ У l ü f í W i 
é s a z 

f(X + y) =/(x)/(y) + y/(x)2-l /(}')—1 
e g y e n l e t e k e t k a p j u k , é s e z e k m e g o l d á s a m o s t c o s c x i l l e t v e c h c x l e s z . P é l d a -
k é p p e n a k é t h a s o n l ó e g y e n l e t k ö z ü l a ( 3 2 ) m e g o l d á s á t m u t a t j u k b e . 

| / ( x ) ; ^ 1 l é v é n b e v e z e t h e t j ü k a z / ( l ) = c o s c j e l ö l é s t . — ( 3 2 ) - b ő l y = x 
m e l l e t t 

' t 

/ I 2 

/ ( 2 x ) = 2 / ( x ) 2 - l , / ( 

• 4 1 ) = 
1 + c o s с с 
— 2 — = c o s 2 

2 J 

1 4 

/ 1 + Д 0 
2 

41) / 1 + c o s - с -- COS —r, 4 

Á l t a l á b a n i s fi—A = c o s f c - ^ l , m e r t e z t m — 1 , 2 - r e m á r i g a z o l t u k , é s h a 

к 4 - 1 к 

m = f 1, m = k é s / л = Ar + l - r e m á r i g a z , a k k o r ( 3 2 ) - b ö l x — , y = — 

h e l y e t t e s í t é s s e l 
,(2k+\\ f Лг+П f k ) . ( Аг+П . f k ) f 2k+l) 
f = COS С — — COS С — — Sin С 1 S in С — = COSI С ! . 

V 2 J \ 2n I I 2 " ) 1 2 " ) 2" I 2 " 
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H a t á r á t m e n e t t e l m i n d e n n e m - n e g a t í v v a l ó s x - r e i s 

/ ( x ) = c o s c x , 
t e h á t 

/ ( 0 ) = c o s c O = 1 
i s . 

V é g ü l a n e g a t í v x - e k r e v a l ó k i t e r j e s z t é s / ( x — y ) h i á n y a m i a t t i t t n é m i -
l e g m ó d o s í t o t t a l a k b a n m e g y : ( 3 2 ) - b e n y — x h e l y e t t e s í t é s s e l 

1 = / ( 0 ) = c o s cxf(— x ) — s i n cx ] /1 — / ( — x ) 2 , 

s i n 2 cx[ 1 — / ( — x ) 2 ] = 1 — 2 c o s c x / ( — x ) + c o s 2 cx:/(— x ) 2 , 

/ ( — x ) 2 — 2 c o s c x / ( — x ) + c o s 2 cx = 0 , 

/ ( — x ) — c o s c x = 0 , 

/ ( — x ) = c o s c x = c o s c ( — x ) . 

T e h á t ( 3 2 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a 

/ ( x ) = c o s c x 
é s e z k i i s e l é g í t i ( 3 2 ) - t : 

c o s с ( x -f- y ) = c o s c x c o s c y — s i n c x s i n с у = 

= c o s c x c o s c y — Y 1 — c o s 2 c x j 1 — c o s 2 c y . 

E z z e l e g y ú t t a l ú j a b b b i z o n y í t á s á t k a p t u k , h o g y ( 2 2 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s 
s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s a 

/ ( x ) = к a r c c o s x 
é s h a s o n l ó a n ( 2 3 ) - é / ( x ) = к a r c h x . 

B á r a ( 6 ) e g y e n l e t á l t a l á n o s í t á s a p l . ( l ) - n e k , v i s z o n t a f e n t i 1. , 2 . m e g -
o l d á s i e l j á r á s a i n k ( é s h a s o n l ó a n a z 1 . 4 . § , 1 . 5 . § e l j á r á s a i ) f e l t é t e l e z i k p l . , 
h o g y x e x p l i c i t e i s ( a z / f ü g g v é n y e n k í v ü l i s ) s z e r e p e l j e n a z e g y e n l e t b e n . 
H a e z n e m t e l j e s ü l , ü g y a z I. l . § v é g é n ( v a g y a z 1 . 2 . § v é g é n ) e m l í t e t t , v a g y 
a z I. 6 . § - b e l i 3 . e l j á r á s s a l k í s é r l e t e z h e t ü n k , b á r i t t i s m é t l e g a l á b b i s f o l y t o n o s -
s á g o t k e l l e t t f e l t é t e l e z n i , t e h á t e z e k a z e l j á r á s o k n e m o l y a n á l t a l á n o s a k , é s m á s -
r é s z t h a t ó k ö r ü k s i n c s o l y p o n t o s a n k ö r ü l h a t á r o l v a , m i n t a z (I . 4 . § é s ) 1 . 5 . § -
b é l i e l j á r á s o k é é s a z I. 6 . § 1., 2 . e l j á r á s á é . 

6 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i I X / 4 
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I I . N É H Á N Y A L K A L M A Z Á S 

II. 1. § A nem-euklidesi távolságfoga lom 

A f ü g g v é n y e g y e n l e t e k n é h á n y ú j a b b a l k a l m a z á s á n a k t á r g y a l á s á t ( r é g e b -
b i e k t a l á l h a t ó k p l . a [9] , [ 2 2 ] , [ 1 4 ] , [ 2 5 ] é s r é s z b e n a [ 2 8 ] , [ 2 9 ] d o l g o z a t o k -
b a n ) a ( 2 2 ) , ( 2 3 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e k a l k a l m a z á s á v a l k e z d j ü k a n e m - e u k l i d e s i 
g e o m e t r i á b a n ( v ö . [ 3 8 ] ) . 

A s í k ( A ' , , X . , X Í ) h o m o g é n k o o r d i n á t á j ú p o n t j á h o z h o z z á r e n d e l j ü k a t é r 
(+, x,, X; ) ( k ö z ö n s é g e s ) k o o r d i n á t á j ú p o n t j á t . A h o m o g é n k o o r d i n á t á k á l t a l 
t a r t a l m a z o t t t e t s z ő l e g e s s z o r z ó t a z e l l i p t i k u s e s e t b e n a z 

X? + XL + X 5 = 1, 

i l l , a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n a z 
x\—xl— xl= 1 

» 
n o r m á l á s s a l h a t á r o z z u k m e g , t e h á t a z a z e l l i p t i k u s s í k h o z e g y g ö m b f e l ü l e t , 
a h i p e r b o l i k u s s í k h o z e g y k é t k ö p e n y ű h i p e r b o l o i d p o n t j a i t r e n d e l j ü k . E n n e k 
p o n t j a i t r ö v i d e n a z X = ( x 1 , x 2 , x 3 ) v e k t o r o k k a l j e l l e m e z z ü k . A v e k t o r o k a t a 
t o v á b b i a k b a n n a g y , a s k a l á r o k a t k i s b e t ű k k e l f o g j u k j e l ö l n i . 

K e r e s s ü k a d(X,Y)>0 (X={=Y) t á v o l s á g n a k o l y a n é r t e l m e z é s e i t , a m e -
l y e k ( f o l y t o n o s a k é s ) 

a ) „ m o z g á s s a l " ( a z x? + x 2 + i l l . x ; — x ; — x § k i f e j e z é s t m e g t a r t ó 
t r a n s z f o r m á c i ó v a l ) s z e m b e n invariánsak, é s 

b ) e g y e g y e n e s e n ( s í k m e t s z e t e n ) f e l v e t t t á v o l s á g o k a t t e k i n t v e additivek. 
V A R Q A O T T Ó k i m u t a t t a , h o g y a z a ) f e l t é t e l n e k c s a k a 

d(X, Y)= f(X- Y) 

a l a k ú k i f e j e z é s e k f e l e l n e k m e g , a h o l / ( x ) t e t s z ő l e g e s f o l y t o n o s f ü g g v é n y é s 
X Y a „ s k a l á r i s " s z o r z á s j e l e , a m e l y e t a z e l l i p t i k u s e s e t b e n 

х - к = х а у 1 + х 2 у 2 + х з у 3 

- n a k , a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n 
X• Y= Xjyj—x2y2—x3y3 

- n a k é r t e l m e z ü n k . ( É s z r e v e h e t ő , h o g y m i n d k é t é r t e l m e z é s ű s z o r z a t disztributiv.) 
E n n e k b i z o n y í t á s á r a , a m e l y a [ 3 8 ] k ö z ö s d o l g o z a t u n k b a n m e g j e l e n t , i t t n e m 
t é r e k k i . 

M e g j e g y z e m a z o n b a n , h o g y a n o r m á l á s i f e l t é t e l e k m i a t t b á r m e l y v e k t o r 
ö n m a g á v a l v a l ó s k a l á r i s s z o r z a t a 1 - g y e l e g y e n l ő . 

( 3 3 ) M = 1 
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m i n d e n X v e k t o r r a . — A z t á l l í t o m , h o g y e b b ő l 

( 3 4 ) X Y\ < 1 ( a z e l l i p t i k u s e s e t b e n ) , 
i l l . 
( 3 5 ) | X K | ÍÉ 1 ( a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n ) 

k ö v e t k e z i k m i n d e n X, Y v e k t o r p á r r a . 
A z e l l i p t i k u s e s e t b e n a Cauchy—Bunjakovszkij—Schwarz e g y e n l ő t l e n -

s é g b ő l k ö v e t k e z i k ( 3 4 ) : 

( X У ) 2 = ( x , y , + x,y, + x 3 у ф Ш ( x ? + x l + x | ) (yí + + y 2 ) = ( X X) ( У • Y) = 1 . . 

A h i p e r b o l i k u s e s e t b e n e h h e z e z e n e g y e n l ő t l e n s é g h i p e r b o l i k u s a n a l o -
g o n j á t k e l l b e b i z o n y í t a n u n k : 

7 ° . TÉTEL. Ha X Ï — x l x; > 0 , akkor 

( x , y , — x,y, x „ y j 2 + (xf — x l x 2 ) (y? — y\ y ; ) . 

Egyenlőség csak akkor állhat, ha ( x , ) és [yf arányosak: 

ax-, = byL ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . 

B I Z O N Y Í T Á S : K é p e z z ü k A 

v(u) — (*]«+ Уф ~(xß + уф (xn и + уф = 

= ( x ? — x l x:)u- + 2{x,y, — x.1y1 x „ y „ ) u + {y\ — yl- y„2) 

k i f e j e z é s t . v(u) a z u 2 - n e k x l — x l x l > 0 e g y ü t t h a t ó j a m i a t t f e l f e l é n y í l ó 
p a r a b o l á v a l á b r á z o l h a t ó , t e h á t v a n , a h o l v(u)>0, p l . г ( + < * < ) p o z i t í v . M á s -

y, 
r é s z t a z « = — — h e l y é n 

X] 

( X Î — 4 х ; > 0 m i a t t ХгфО). 

E g y e n l ő s é g c s a k a k k o r á l l h a t , h a a x ; = 6 y ; ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . í g y v(u)~nak 
v a l ó s g y ö k e i v a n n a k , a m e l y e k l e g f e l j e b b a k k o r e s h e t n e k e g y b e , h a a x i = b y i 
( / = 1 , 2 , . . . , « ) . T e h á t a d i s z k r i m i n á n s n e m - n e g a t í v é s l e g f e l j e b b a k k o r 0 , 
h a a X i = b y i ( / = 1 , 2 , . . . , « ) : 

( x , y , — x 2 y 2 x„ уф + (xï —xl x l ) ( y l — y l yl) 

6 * 
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é s i t t e g y e n l ő s é g l e g f e l j e b b a k k o r á l l h a t , h a ax,= by; ( / = 1, 2 , . . . , rí), d e 
e z e s e t b e n , m i n t b e h e l y e t t e s í t é s s e l a z o n n a l l á t h a t ó , v a l ó b a n e g y e n l ő s é g á l l , 
q u . e . d . 

E z t a l k a l m a z v a ( 3 3 ) - b ó l v a l ó b a n m e g k a p j u k , h o g y 

(X- Yf = -х.,у2-х3у3у ( x l - x í - x f ) ( f i - y l - y í ) = (X X) (Y- Y) = 1 
é s é p p e n e z v o l t a b i z o n y í t a n d ó ( 3 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g . 

M á r m o s t a b ) f e l t é t e l t a k ö v e t k e z ő k é p p e n é r v é n y e s í t j ü k : 
L e g y e n 

( 3 6 ) Z = sX+tY 

a k o l l i n e a r i t á s b i z t o s í t á s á r a , a k k o r b ) n y i l v á n í g y s z ó l : 

d(X, Y) = d(X,Z) + d(Z,Y), 
v a g y i s 
( 3 7 ) f(X-Y)=f(X-Z)+f(Z-Y). 

A ( 3 6 ) e g y e n l e t e t ö n m a g á v a l , i l l . A - e l , i l l . K - n a l s z o r o z v a a d i s z t r i b u t i -
v i t á s é s ( 3 3 ) m i a t t a z 

1 = s 2 + É + 2 s / A - K , 

2 st 

i l l . X-Z = s + tX Y= 1 — , i l l . Z-Y = sX-Y+t 1—1s2 + /" 2s ' ' 2t 

ö s s z e f ü g g é s e k h e z j u t u n k . E z e k e t ( 3 7 ) - b e h e l y e t t e s í t v e v é g ü l a 

( 3 8 ) 

f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k a p j u k . 
E n n e k m e g o l d á s á r a b e v e z e t j ü k a z 

1 + s 2 - f J XZ, ' - f + ^ Z T 
2s ' ' 2t 

j e l ö l é s e k e t . ( 3 4 ) , i l l . ( 3 5 ) - b ö l 

a z e l l i p t i k u s e s e t b e n | x | ^ 1, | y | ^ 1, 

a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n j j | = l 
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k ö v e t k e z i k . M á s r é s z t 

4stxy = (1 + s2 — 4) (1 — s2 + 4) = 1 —(s2 — f f = 2 s2f—s4 — f + 1, 

4s 2 ( l —x 2 ) = 4 s 2 — ( 1 + s2 — f f = 
4 4 ( 1 — f ) = 4 f—(1 — s2 + f f 

4s 2 (x 2 — 1) = 

2s-f—s, — f + 2s2 + 2f—\, 

= ^ = - ( 2 s 2 4 - S
4 - 4 + 2 .s 2 + 2 4 - l ) 

x j> — [ / 1 — x 2 ] / 1 — y 2 = j ^ 2 s - f — s ' - f + 1 — (2s-f— s4— 4 + 2 x 4 - 2 4 — 1 ) 

1 — s 2 — 4 
2 s f 

é s í g y a ( 3 8 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t á t m e g y a z e l l i p t i k u s e s e t b e n a 

( 2 2 ) / ( x j , _ y T = ^ y i = ^ = / ( x ) + / ö , ) ( | x | ^ l , 

a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n a 

( 2 3 ) / ( ^ + f x 2 - l / / - l ) = / ( x ) + / ( D ( | x | ë l , 1 ) 

f ü g g v é n y e g y e n l e t b e . E z e n e g y e n l e t e k á l t a l á n o s f o l y t o n o s s z i g o r ú a n m o n o t o n 
m e g o l d á s a i , m i n t a z t a z I . 3 . § - b a n é s a z I . 6 . § - b a n l á t t u k 

/ ( x ) = с a r c c o s x , i l l e t v e / ( x ) = с a r c h x , 

e z e k t e h á t a ( 3 8 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t ö s s z e s f o l y t o n o s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g -
o l d á s a i . 

M i v e l f(y) = d>0 m i a t t ( 2 2 ) — ( 2 3 ) - b ó l a m i f o l y t o n o s n a k f e l t e t t / ( x ) - ü n k 
s z i g o r ú a n m o n o t o n i s ; e z é r t 

í с a r c c o s ( x , Vi + x„ у-, + x y ) 
d(X, Y) = f{X-Y)=\ w " \ 

' с a r c h ( x y x — x . , y . , — x y ) 

az e l l i p t i k u s , i l l e t v e h i p e r b o l i k u s e s e t b e n . E z e k а с s z o r z ó k o n s t a n s t ó l e l t e -
k i n t v e é p p e n a s z o k á s o s e l l i p t i k u s ( 1 . p l . [ 7 ] ) , i l l . h i p e r b o l i k u s t á v o l s á g d e f i -
n í c i ó j á n a k f e l e l n e k m e g . É r v é n y e s t e h á t a k ö v e t k e z ő 

7 . T É T E L . A (folytonossági, pozitívitási és) a ) és b ) feltételeknek csak a 

d(X, Y) = с a r c c o s ( x , y ! + x.,y2 +x,,y) 
illetve 

d(X, Y) = c a r c h (xy^ — х 2 у 2 — x . - . y . ) 

elliptikus, ill. hiperbolikus távolságdefiníció felel meg. 
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II. 2. § Vektorok skaláris és vektoriális szorzása 

U g y a n c s a k a v e k t o r s z o r z á s s a l k a p c s o l a t o s a z a k é r d é s , h o g y k é t v e k t o r 
k ö z ö t t i m ű v e l e t e k r e v o n a t k o z ó m i l y e n f e l t é t e l e k h a t á r o z z á k m e g ( e s e t l e g e g y 
á l l a n d ó s z o r z ó t ó l e l t e k i n t v e ) a k ö z ö n s é g e s s k a l á r i s , i l l e t v e v e k t o r i á l i s v e k t o r -
s z o r z á s t ( v ö . [ 3 1 ] ) . 

A v e k t o r s z o r z á s o k a s z o r z á s i s m e r t t u l a j d o n s á g a i k ö z ü l a d i s z t r i b u t i v i -
t á s t t a r t j á k m e g . A z e l ő z ő § - b ó I a z o n b a n v i l á g o s , h o g y a d i s z t r i b u t i v i t á s m a -
g á b a n n e m e l é g , m e r t p l . a z x1y1—x,y2—x3y3 m ű v e l e t i s d i s z t r i b u t í v . K é z e n -
f e k v ő a z a g o n d o l a t , h o g y e m ü v e l e t ххул—x2y.,—x3ys é r t e l m e z é s é b e n a z xx 
t e n g e l y k i t ü n t e t e t t s z e r e p e a z , a m i t k i k e l l z á r n i , h o g y a s z o k á s o s v e k t o r -
s z o r z á s o k h o z j u s s u n k . 

V a l ó b a n é r v é n y e s a 

8 . TÉTEL : Egy állandó szorzótól eltekintve csak a szokásos skaláris és 
vektoriális szorzat tesz eleget az A és В vektorokat összekapcsoló 

A-B és AxB 

vektorműveletekre — melyek közül az elsőnek eredménye skalár, a másodiké 
vektor — kiszabott következő két feltételnek: 

a ) rotáció-automorfizmus : a tér forgásánál a skaláris müvelet eredménye 
változatlan marad, a vektoriálisé együtt forog (a térben nincs kitüntetett irány), 

b ) disztributivitás : összeget tagonként lehet szorozni, skaláris mennyiség 
kiemelhető a szorzatból. 

B I Z O N Y Í T Á S : a ) - b ó l v i l á g o s , h o g y a m ü v e l e t e k e r e d m é n y e c s a k A k é t 
v e k t o r n a g y s á g á t ó l é s a k ö z t ü k b e z á r t s z ö g t ő l f ü g g . b ) - b ő l l á t j u k , h o g y 

( 3 9 ) A-B=\A\\B\Ea-EI!, AxB = \A\\B\EaXEB, 

. , А В a h o l EA = -Щ, EB = Щ-

a z A , i l l . В v e k t o r i r á n y á b a m u t a t ó e g y s é g v e k t o r o k . ( F - v e l m i n d i g e g y s é g -
v e k t o r o k a t f o g u n k j e l ö l n i . ) 

M é g n é h á n y e l e m i , g e o m e t r i a i m e g g o n d o l á s r a l e s z s z ü k s é g , a m e l y e k e t 
r é s z b e n S Z E L E T I B O R T Ó L v e t t e m á t ( s z ó b e l i k ö z l é s ) : 

1. H a A é s В n e m e g y i r á n y ú a k , a k k o r a z А X В m ű v e l e t e r e d m é n y e 
e g y , a n e m e g y i r á n y ú А , В v e k t o r o k s í k j á r a merőleges v e k t o r . 

2. X Y=0, h a X1Y. 
3. XxY = 0, h a X\\ Y. 
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( 3 9 ) é r t e l m é b e n e z e n á l l í t á s o k a t e l é g e g y s é g v e k t o r o k r a b i z o n y í t a n i , p l . 
2 ' . = 0 , h a EX1E2 

é s 
3 ' . ExE = 0 . 
1. BIZONYÍTÁSA: L e g y e n С e g y , a z А, В v e k t o r o k s í k j á r a m e r ő l e g e s 

v e k t o r . A z А x В v e k t o r m i n d e n e s e t r e e l ő á l l í t h a t ó a z А, В é s С á l t a l f e s z í t e t t 
k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n : 

AxB = aA + bB + cC. 

A z А, В, С v e k t o r h á r m a s t С k ö r ü l ж - v e l e l f o r g a t v a , e z á t m e g y a ( — A ) , 
( — В ) , С v e k t o r h á r m a s b a , t e h á t a ) m i a t t 

(—A)x(— ß ) = a ( — A ) + b(— ß) + cC = — aA—bB + cC. 
D e b ) - b ő l 

(—A)x(-B) = AxB, 
t e h á t 

—а А — ЬВ + сС = аА + ЬВ + сС, 

a m i c s a k a k k o r l e h e t s é g e s , h a 
a = 0, Ô = 0, A x B = cC, 

t e h á t a z А x В v e k t o r a z А , В v e k t o r o k s í k j á r a m e r ő l e g e s é s e z t k e l l e t t 
k i m u t a t n i . 

2 ' . BIZONYÍTÁSA: A z EX.LE2 v e k t o r p á r t E, k ö r ü l л s z ö g g e l e l f o r g a t v a a 
(—Ei), E., p á r t k a p j u k , t e h á t a ) é s b ) - b ő l 

EjE2 = (—Ej)-E, = —Ej-E, azaz E.E, 0. 

k ö v e t k e z i k é s e z é p p e n a 2 ' á l l í t á s . 
3 ' . BIZONYÍTÁSA h a s o n l ó : b ) - b ö l n y i l v á n v a l ó , h o g y ExE i r á n y a c s a k 

C - é v e l ( v a g y ( — f ) - é v e l ) e s h e t i k ö s s z e : 
Ex E = kE. 

M i v e l a z o n b a n a z E v e k t o r я г - v e l e l f o r g a t v a ( — £ ) - b e k e r ü l a ) m i a t t e g y ú t t a l 

(—E) x (-E) = k(—E) = — kE, 
d e b ) é r t e l m é b e n 

_кE = (—E) X (-E) = E X E = kE, 
t e h á t 

k = 0, Ex E = 0, q u . e . d . 
M o s t m á r e l j u t h a t u n k f e l t é t e l e i n k b ő l a ( 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t h e z , m e l y n e k 

m e g o l d á s á b ó l e d d i g i e r e d m é n y e i n k a l a p j á n k ö v e t k e z i k a 8 . t é t e l . 
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V e z e s s ü k b e a 
( 4 0 ) Ел-Еп =f{(p), 
i l l e t v e a 
( 4 1 ) EÁxEn=f(<f)E.IXB 

j e l ö l é s e k e t , a h o l cp a z F . i é s En v e k t o r o k b e z á r t a s z ö g 
( F , i , Eb) <f = cp 

é s a z EA,EB,EAXB v e k t o r o k m e r ő l e g e s j o b b r e n d s z e r t a l k o t n a k . ( A ( 4 0 ) é s ( 4 1 ) 
k é p l e t e k b e n s z e r e p l ő f(cp) n e m u g y a n a z , d e a k ö v e t k e z ő k b e n a z o n o s r e l á c i ó -
k a t f o g u n k r ó l u k k i m u t a t n i , ú g y h o g y a k ö z ö s j e l ö l é s k é n y e l m e s e b b l e s z . ) 
L e g y e n t o v á b b á E„ E,, E. h á r o m k o m p l a n á r i s v e k l o r é s s z ö g e i k : 

(Е1,Е,)^=<р-Ф, (£„£,)< = у + V. 
t e h á t 

(Eu E'2-\-Ej)<l=(f. 

A k k o r a b ) d i s z t r i b u t i v i t á s b ó l a d ó d ó 

ЕфЕу+Е^^ЕгЕ. + Е-Ез, 
i l l . 

Ex X (E, + Ej) = £ , X E, + E,xE3 [(£, X Ej) \ \ iE, X Ej)] 
- b ó l 
( 7 ) 2 f i g ) c o s V = / ( T + V ) + / ( 9 - 0 ) 

k ö v e t k e z i k . E f ü g g v é n y e g y e n l e t á l t a l á n o s m e g o l d á s a p e d i g , m i n t a z 1 . 5 . § 1 . -
b e n l á t t u k ( m i n d e n t o v á b b i f e l t é t e l n é l k ü l ) : 

ficp) = a c o s rp + ő s i n « | / ( 0 ) = a , / ( i j = ó ) . 

H a m á r m o s t a s k a l á r i s m ü v e l e t e t v i z s g á l j u k , a k k o r ( 3 9 ) é s ( 4 0 ) é r t e l m é b e n 
a f e n t i 2 . s e g é d t é t e l b ő l 

b=f\L j = 0, ficp) = a cos cp 

А - В a A j ß j c o s ( 4 , 

a v e k t o r i á l i s m ű v e l e t r e p e d i g ( 4 1 ) , 3 ' , é s ( 3 9 ) r é v é n 

a=f(0) = 0, ficp) = b sin cp, 

AxB = b\A\ | F | s i n (Л, В)фЕлхв, (4 1F . I x B J .F ) 
q u . e . d . 

E b b ő l h a s o n l ó t é t e l e k k ö v e t k e z n e k a k v a t e r n i ó s z o r z á s r a i s ( [ 3 1 ] , v ö . 
[ 2 7 ] , [ 4 ] ) . 
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