NEHANY ALTALANOSABB MODSZER-
AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK ELMELETEBEN
ES A FUGGVENYEGYENLETEK EGYES
UJABB ALKALMAZASAI, 1*

irta: ACZEL JANOS
A fiiggvényegyenletek elméletében — ellentétben pl. a differencial-
egyenletek elméletével — kevés altalanos megolddsi modszert, exisztencia- és

unicitasi tételt ismeriink. (Nem foglalkozunk itt a differencidl-, integral- stb.
egyenletekre valo visszavezetéssel torténé megoldasi eljarasokkal.)

A jelen dolgozat elsd részében az egyvéltozds és e valtozo két tetszo-
leges értékét tartalmazo filiggvényegyenletek hat tipusdra adok meg néhdny
ilyen eljarast és tételt. Ezek koziil az 1. 1. és 2. §-ban ismertetettek ismert
fliggvényegyenletek megolddsdnak, a 3. és 4. §-ban ismertetettek a szerz6
altal régebben targyalt specidlis fiiggvényegyenletek megoldasi eljarasdnak
altalanositasaként keletkeztek. Figyelemre méltd, hogy az egyvaltozds fiiggvény-
egyenletek megoldhatosagdra vonatkozo feltételek itt kétvaltozds fiiggvény-
egyenletek alakjaban jelentkeznek, ami tovabbi érdekes perspektivat muiat.
E feltételeket régebbi dolgozatokban bebizonyitott tételek felhasznaldsaval
bizonyitjuk. Az 5. és 6. §-ban tovdbbi tijabb eljardsok alkalmazdsaval ériink
célt, melyek bizonyos (dltaldban nem lineéris) egyenietrendszerek megoldasan
alapszanak, és itt a megfelelé tételek éppen ezen -egyenletrendszerek megold-
hatésagaban jelolik meg az illetd fiiggvényegyenlet az adott modszerrel vald

-

megoldhatosagi feltételeit. Tobbek kozott megkapjuk az 5. § elején az
Joe+9) +fx—y)—=2f(x) cos y
fiiggvényegyenlet egyszerii megoldasat:
f(x)=acos x-+bsin x,

melyet ST. KaczmARZ el6z6leg nehezebb valds fiiggvénytani eszkozokkel
oldott meg.

* A jelen dolgozat a bevezetéstdl és néhany aprobb valtoztatastol eltekintve magyar
nyelvli megfelel6je a szerz6té! az Uszpechi Mat. Nauk. 11. kotete 3. fiizetében a 3—68.
oldalon megjelent orosz nyelvit cikknek. :
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A kovetkezd fiiggvényegyenleteket fogjuk részletesebben targyaini:

(1) fee+3) =Gl F()] (.1.§)
@ 7557 =617, 50 (1.2.9),
(3) flax-+by-+c)=Gf(x), (]} '
(L.3.9)
@) fIFG = GL,Fo)
@) fee-+3) = FIf(2), 3] (1. 4.9)
(5) HIf(c49), 1), F(), %, 3] = (1.5.9)
©) HIf-+ ), J(c—3), £, F9), %, y] (1.6.9),

de a még altalanosabb
flax+by+c) = Gf(x), f(3), x, J]

f[F(x’ y)] = G[f(X), X y]
— fiiggvényegyenletek megoldasara is vazolunk eljarasokat.

Amint latjuk, egyenleteink ismert fliggvényegyenleteknek néha kozvetlen,
néha azonban eléggé messzemend altalanositdsai.

Az 1. 1., 2, 3. §-ban ismertetett eljardsok a megoldas folytonossdaganak,
monotonitdsdnak feltételezése mellett oldjak meg a szdban forgo fiiggvény-
egyenlefet. A 4., 5. és 6. § eljardsai (a 6.§ harmadik eljardsa kivételével) és
tételei viszont mindennemit folytonossagi, monotonitasi, s6t mérhetdségi fel-
tételek nélkiil vezetnek a targyalt fiiggvényegyenlet megoldasara.

Fiiggvényegyenletek kiilonbozd alkalmazdsaval az irodalomban szamos
dolgozat foglalkozik, a szerz6 is mégadott régebbi dolgozataiban néhany
tovabbi ilyen alkalmazast. A jelen dolgozat masodik része ajabb ilyen alkaimaza-
sokat targyal, amennyiben a matematika kiilonboz0 részeibdl (geometriai cso-
portelmélet, vektoralgebra, nem-euklidesi geometria, valosziniiségszamitds stb.)
tovabbi hat olyan problémat ad meg, melyek megoldasa fliggvényegyenletek
megolddsa révén torténik. Ezen egyenletek részben egyvéltozos, részben tobb-
valtozos fiiggvényegyenletek (vektor-, matrixegyenletek). Az el6bbiek a dol-
gozat els6 részében targyalt tipusokhoz tartoznak, az utobbiak ilyeneknek,
vagy az els6 részben szerepl0 tObbvaltozos feltételi egyenleteknek kozvetlen
altalanositasai.

A Il. 1. §-ban a (3) tipusti egyenletekre visszavezethetd

l—xh—y') ( 1+x ) (l—xi—]—yz)
R +f =5
fiiggvényegyenlet megoldasa révén k1mutat]uk, hogy az elliptikus, illetve hiper-

és
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bolikus ,mozgasokkal” (,ortogonalis” transzformaciokkal) szemben invaridns
és egy egyenesen additiv tavolsagdefinicié lényegében csak az elliptikus,
illetve hiperbolikus geometridban szokdsos moédon adhato meg.

A 1. 2. §-ban az (b) tipusn

(M FGx+3)+f(x—y)=2f(x) cos y-

fiiggvényegyenlet szerepel, melynek megolddsa révén arra az eredményre
jutunk, hogy a vektordsszeaddsra disztributiv miivelet homogén térben lénye-
gében (egy-egy multiplikativ konstanstol eltekintve) csak a szokdsos skalaris,
illetve vektoridlis szorzds lehet. Az eredménybdl egyébként konnyen levezet-
hetdk hasonlo tételek a kvaternioszorzasra vonatkozdan.

A 1. 3. §-ban eldszor a

(8) F[F(X’ S)r t] == F[X, g(S, t)]

n-dimenzids vektor-fiiggvényegyenletet (F, x n-dimenzios vektorok, g, s,  egy-
egy valos paraméter) oldjuk meg. (Ez altalanositdsa egy az l. 4. §-ban sze-
repld fliggvényegyenletnek.) — Az eredmény geometriai csoportelméleti értel-
mezése a kovetkezd: n-dimenzids egy paraméteres transzformécié-seregben
mindig bevezethetd additiv paraméter és akkor (egy egyszerii megoldhatosagi
feltétel teljesiilése esetén) a sereg egy koordinatatranszformacioval mindig
atvihetdé egy koordindtaparhuzamos eltolds-seregbe. Ezt eddig csak differen-
cidlhatosagi feltételek mellett mutattdk ki. A mar additiv paraméterrel felirt

F[F(x,u), v]-- F(x, u4r)

egyenlet a staciondrius mozgasintegralokra (és homogén lancreakciok gene-
ratorfiiggvényeire) is jellemz6, mig nem-stacionarius mozgasoknal (és inhomo-
gén lancreakciok generatorfiiggvényeinél) az

FIF(x, t,u), u,v]=F(x, t, v)

egyenlet 1ép a helyébe, melyet szintén megoldunk a II. 3. §-ban.
A 11. 4. §-ban a (8) altalanositasaként az

FIF(x,S), T]=F][x, G(S, T)]

(F, x n-dimenzids vektorok, G, S és T m(= n) dimenzids paraméterek) egyen-
letet oldjuk meg a paraméterekre vonatkozd adott G(S, T) kompozicids sza-
baly mellett. Az eredmény analég az egy additiv paraméter esetén talalttal.

A II. 5. §-ban azt vizsgaljuk, mi annak a valdsziniisége, hogy egy ese-
mény egy (s, f) id6szakban k-szor kovetkezik be, csak azt tételezve fel, hogy
az idegen id6szakaszokban bekovetkez6 eseményszamok fiiggetlenek egy-
mastol, és hogy nincs kizarva, hogy az esemény egyszer sem fordul eld.
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Ennek p.(t, u) (a=t=u-=0b) valdsziniiségére a

m
N )= (0]

pi(t, 11) — ! /\‘ 1, [f; () —'_fJ (t)] =0
. r1+_’r+ ethry ok j=1 ‘/
r;=i

1=
képletet (Osszetett inhomogén Poisson-eloszlas) kapjuk a

Pa(s, ) = Z Dui(S, ) pi (t, 1) (n==0,1,2,...)

2 pa(t, u) =1

[s<t<u, p.tu)=0, pa,b)+0]

végtelen fliggvényegyenletrendszer megoldasa révén. (Ennek egyenletei a
homogén esetben az (1) tipusuakra redukalhatd

Po(t-+u)=p, (t) p, (1)
pit+u)- p () py () +py () pr (1)
P ()= po () po () + p; (£) p, (1) 4 po (£) P2 (1)

fiiggvényegyenletrendszerbe mennek at.) Hasonl6 eredményeket el6zbleg ritka-
sagi, integralhatosagi feltételek mellett bizonyitottak be.

Végiil a 1. 6.§-ban a fentivel rokon problémét vizsgalunk: az E,, E,,..., E,
lehetséges allapotok kozti atmenetek pi;(s, f) (s <t;i,j=1,2,..., n) valoszinii-
ségei nyilvan a

) pi (s, "):gﬁik(& Dpy(Gu)  (s<t<u;i,j=1,2,...,n)
(10) 2 it =1 (t<u;i=1,2,..., 1n)
J=1

[pi (s, ©)=0, |p;| 0] fuggvenyegyenletrendszernek tesznek eleget, melyek
koziil a (9) egyenletek a

P(s, u)y= P(s, HP(t, u)
matrixegyenletbe foglalhatok Ossze, mely ugyancsak az (1) tipust
p-+u)y=p@®)p(a)

fiiggvényegyenlet inhomogén matrix-altalanositdsa. Kimutatjuk, hogy e matrix-
egyenlet legaltalanosabb reguldris megoldasa

P(t,u)=II(t)"" I (u)
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alaku, ahol /1(v) a :x;(v) tetszbleges fiiggvényekbol alkotott reguldris matrix
(|7z;] = 0), melynek /I(v)" az inverze. (Roviden a szinguldris esetet is tar-
gyaljuk.) A feltételeinket kielégitd atmeneti valOsziniiségfiiggvények:

Py (t, 1) = > Iy (t) 1 () =0 G,j=1,2,...,n)
k=1

(I; () a st (t) algebrai minora osztva a s1;(f)] determinanssal), ahol (10)-
b6l még a

> () —konstans (k=1,2,...,n)
J=1
megszoritas kovetkezik. Ez tartalmagza az Osszetett inhomogén Poisson-
eloszlasra vonatkozo fenti eredményt is. — Befejezésiil emlités torténik az (1)
fliggvényegyenletet altaldnosito

f(x’ Z) =G [f(x’ y): f(y’ 2)]

fiiggvényegyenlet és még két altalanos fiiggvényegyenlet megoldasardl alta-
lanos terekben.

Tételeinket néhol az itt megfogalmazottnal valamivel aitalinosabb alak-
ban bizonyitjuk be.

A dolgozat lényegesebb része a Il. rész. Az 1. rész részben ennek
bevezetéséiil szolgal és magaban csak azért lehet érdekes, mert még ilyen
egyszerii modszerek targyalasa sem talalhatd meg az eddigi irodalomban.

I. ALTALANOS MODSZEREK!

L1.§ f(x+y)=G[f(x),f()]

Az
(H FE+»=GIf(x), F(»)]
fﬁggvényegyehlet a Cauchy-féle ([2])
s fx+9=r+1(» (f(x) = ax)
F+)=Fxrf() (f(x)=a’)
egyenletek altalanositasaként targyalhato.
Példdul a
(mn - SEAEN=FE) TS/ ()

1 V5. [35)
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fiiggvényegyenletbol

Fx+y+2) =)+ @+ +f(0)f2)+
+ 1)/ )
és igy tovabb.
(12) f2x)=2f(x)+f(x) =[1+fOF—1,
f(33) =3+ 3£+ /(P = [+ —1,

altalaban
flnx) =14 f(x)]"—1,
mert ha ez egy n==k-ra teljesiil: . /

flkx)-~[1+f(x]"—1,
akkor

fltk+ ) xj=flkx+x)= f(x)+fkx)+F(x)](kx)=
=f0) -+ [L-+F I —14 () [T+ FOOfF — f(x) =
[V - f O] —1. qu. e. d.

fgy x=1,illetve x=,,7—: helyettesitéssel az f(1)=c jelolést haszndlva

. f(ny=(Q-c)"—1, fm) ~(Q+c)y" —1,
ill.
1oy —i—f{n ™) =17 (%) 1,

tehat i N
m

72 =+ 1. ,

n

(Tobbértékiiség esetén mindig a pozitiv gyokot kell venni, mert (12)-bol
R

L= [147(3]

~;O.) Pozitiv irracionalis x-ekre, f(x) folytonossagat

feltételezve hataratmenettel azt kapjuk, hogy
F)=U+¢) —1=k"—1 (k=14¢).

Masrészt, ha f(x) értelmezési tartomdnya a O-t, illetve a negativ szdmokat
is tartalmazza, akkor az eredeti (11) egyenletbe x=0-t helyettesitve

FMN=rO)+f»N+f0)f(»),

tehat vagy f(y)=—1, vagy
f© =0
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és ugyancsak (11)-be y=—x-et téve,
0=f(x—)=Ff()+f(—x)+f)f(—x)—
=k —1+f(—x)+ ¢k —1)f(—x)
f(—x)=k"—1.
gy minden valés x-re (11)-bél

f@ =K —1 vagy f()=—1
kovetkezik. Masrészt ezek a fiiggvények valoban ki is elégitik a (11) fiigg-
vényegyenletet:

tehat

—1=—1—14(=1)(=1),

FO+HfWM+HF) () =k — 1+ —14+ & —1) (K" —1) =
=K =24k — Kl = — 1 =f(x+ ).

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a (11) fiiggvényegyenletnek legaltalanosabb

folytonos megoldésai f(x)=—1 ¢és
fER)=k—1,

és igy az utdbbi a legaltalanosabb (folytonos és) szigortian monoton megoldas.

Ez a megolddsi eljdrds Aaltalaban is alkalmazhaté az (1) tipusu fiigg-
vényegyenletek megoldasara:

(1) fx+») =G/ f(M),
f2x)=Gf(x), fO)] = G.[f(x)],

....................................

f(nx) =G {f(x), fl(n—1) x]} = G{f(x), Gus [f(X)]} = G [f(2)]-

ill.

Ebbdl f(1)=c jeldléssel x =1, ill. x= % helyettesités utan

f(n)=G.(c), f( %) =Gy [Gu(0)],

ahol G,'(x) a G, fiiggvény inverz fiiggvénye. Folytonos f esetén hatarat-
menette] minden pozitiv irracionalis x-re is megkaphatjuk f(x) értékét:
fx) = lim £ ()
ahol {r,} racionalis szamoknak egy x-hez tarté sorozata.
Ha a O ill. a negativ szamok is f(x) értelmezési tartomdnyahoz tartoz-
nak, akkor f(0) az
FO) = G[/(0), (O]

4 1L Osztaly Kozleményei 1X'4
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egyenletbo! (ez nem lehet azonossag), f(—x) az

fO)=G[f(x), f(—x)]
egyenletb6l hatarozhaté meg.

Itt is, a kovetkezOkben is, behelyettesitéssel gybézddhetiink meg rola,
hogy a kapott megoldas eleget is tesz-e az eredeti egyenletnek, vagy még
specializalni kell, vagy esetleg egyaltalan nincs (nem trividlis) megoldas.

Arra, hogy egy (1) tipusi fiiggvényegyenletnek mikor Iétezik (folytonos,
szigortan monoton) megoldasa, tehat, hogy a fenti modszer mikor vezet el a

fiiggvényegyenlet megoldasdra, azonnal kapunk egy sziikséges feltételt, ha
(1)-be (x+p) és z, illetve x és (y-2)-t helyettesitiink:

Fl(x+y) +2 = Gf(x+), Sl = G{G/ (%), f()), F(2)},
Flx+(y+2)) = Glf(x), f(y + 2]~ G{f(x), G[f(»), f(D]}-

Tehat f(x)==s,f(y)=1, f(z2) = u jeloléssel az (1) egyenletnél folytonos
és szigoruan monoton megoldas létezésének egyik sziikséges feltételét

(13) , G[G(s, t), u} = Gfs, G(¢, u)]
alakban kaptuk. Mdsrészt a fenti helyettesitéssel azonnal adddik (1)-bdl, hogy
G O)=flf )+ O)

tehat az (1) fiiggvényegyenlet megoldhatdsaga nyilvan azt jelenti, hogy léte-
zik olyan folytonos és szigorian monoton f(x) fiiggvény, amellyel G(s,?)
igy allithatd el6. Es ez adja egyuttal mindjart a folytonos és szigortian
monoton megoldas létezésének masik sziikséges feltételét: mivel f(x)-et foly-
tonosnak és szigorian monotonnak kivantuk, ezért G-nek is folytonosnak és
mindkét valtozojaban szigortian novekvOnek kell lennie.

A kovetkez6, a [16] dolgozatban bebizonyitott tétel segitségével meg-
mutatjuk, hogy e sziikséges feltételek elégségesek is:

1°. TETEL: Ha Gt u)[f,u, G(t,u) € <a,b>) jfolytonos és mindkét
vdftozdjdban szigoriian novekvi kétvdltozds fiiggvény, amely eleget tesz a (13)
fiiggvényegyenletnek, akkor, és csak akkor létezik olyan folytonos és szigorian
monoton g(t) fiiggvény, amellyel G(t,u) igy dllithato eld:

Gt u)=g ' [g®)+g )]

Ha itt még a g(t)=x,g)=y,t=g1(x)=f(x), u=f(y) jeloléssel
éliink, akkor teljesen bebizonyitotfuk a kovetkezd tétel elsd (exiszfencia)
dllitdsdt: '
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1. TETEL: Az (1) fiiggvényegyenletnek akkor és csak akkor létezik foly-
tonos és szigbrzian monoton megolddsa, ha G(t, u) folytonos és mindkét vdl-
fozdjdban novekvd, tovdbbd eleget tesz a

(13) G[G(s, t), u] = G[s, G(t, u)]

(asszociativitdsi) fiiggvenyegyenleinek.
Ha f(x) ilyen megolddsa (1)-nek, akkor minden

h(x) =f(ax)
is megoldds és mds mérhetd megoldds nincs. (Vo. [8]-cal is.)
A mdsodik (unicitdsi) dllitdst igy bizonyitjuk: '
Ha ’

fx+9) =G, /) Gt )=FF" O +f " @)
h(x+y) = Glh(x), h(y)] = R+ )
FhG4p=F"h)+f"1 (),
vagyis f'h(x) = g(x) jeloléssel
¢ (x+y)=9(x)+9() .
p(x)=ax, h(x)=—f(ax) qul e. d.

és

akkor

tehat ([2]):
Tovabbi példdk eljardsunkra:

Jx+y) = —lj—tgj)%];%’))— MEGOLDAS: f(x)=tg ax ([8], [32] vo. [33]),

flx+4+y)= % MEGOLDAS: f(x)=cthax ([36]),
c .

" és

(14)  f(x+y)=f(x)!"r®), (f(x)>0) MEGOLDAS : f(x) = e"".
A G(tu)—= t1u , Gt, )= tru , G(t, u)=1t"" fiiggvények eleget
I—tu |4 1u
cz

tesznek az 1. tétel feltételeinek (folytonossig, szigord monotonitds és (13)
asszociativitds), amib6l kovetkezik fiiggvényegyenleteink megoldhatdsaga.
A (14) egyenlet megoldasat részletezve :

F(2x) = f(x)n7@ = elin/@F

............................

f(nx) = nr@nr

4*
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és f(1)=c, Inc=a jel6léssel

f(ny=e” -
e,,m=f(n Lﬂ_):e[m/(")] , f(ﬂ):e)(p aT.
o n n.
Hataratmenettel :
f(x)=¢e"

minden pozitiv valés x-re.
(14)-be y=0-t helyettesitve

FG)=f(x)hr@,
amibol vagy f(x)=1, vagy

In f(0)=1, f(0)=ce.
Hasonloképpen y==—x-et helyettesitve (14)-be:
e~ f(O) =)t — e, f(—x)—er”.
Tehat (14) altalanos folytonos megoldasa f(x)—= I-en Kiviil
f(x)=e",

~

" mert ez valdban ki is elégiti (14)-t:

JoPrw ()" — e = fx+ )

Hasonl6 moddszerekkel oldhatok meg az altalanosabb

fx+y) = Glf(x), f(»). %),

sOt az
f(x+4p)=Glf(x—p), (%), (), x, )]
tipusti fiiggvényegyenletek is. — Ezekre az l. 6. §-ban még visszatériink
L2.§ f[X52)- otre, o)
A
@ A= e, son
fiiggvényegyenlet a Jensen-féle ([5])
x4-y)__ fO ()
(15) f ( 2 ): 2

egyenlet altalanositiasaként targyalhato.
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E (15) egyenletet a kovetkezOképpen vezethetjiik vissza (1) tipusu egyen-
letre :
(15)-ben x helyébe (x-}y)-t, y helyébe O-t helyettesitve

f(ery\) fee+»)+70)  fx+y)+a
2 2 2 ’

[itt @ =f(0) nem hatarozhaté meg x — y =0 helyettesitéssel, mert az f(0)=
= f(0)-t adna], és ezt (15)-tel &sszehasonlitva azt kapjuk, hogy

J+y) =)+ (y)—a

Ez mar (1) tipusit egyenlet és a ¢(x)=f(x)—a helyettesitéssel a Cauchy-
féle (2])
¢(x+3) =9+ 9()

fiiggvényegyenletbe megy at:
p(xX)=cx, f(x)—cx+a,

és ez valdban kielégiti (15)-ot:

Fa

Xty ex+a)+(ey+a)
2 2 '

De megoldhatjuk a (15) fiiggvényegyenletet kozvetleniil is, pl. 0 = x = 1-re:
Az f(0)=a, f(1)=0 jeloléssel (15)-ben x=0, y=1-et, majd x=0,

y=—1— ill x:]— y=1-et téve
2 ’ . 2 2

rd

1 a--b
. f(g) 2
a-+b
. N (1_}_7
1 2 3a-+b 1
f(,él,):4 2 Ea 1 “‘—a‘{—]*(b'—a),
a-+b
g +b
2 C b 3
/ (73;’): 3 R R Y Gt}

Altalaban is igaz, hogy (a rovidebb b—a=c jeloléssel)

flﬂ' et m

n
M o—ay— ¢ 2 ta.
2') y (0= oy
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Ha ugyanis ezt n-re (2" nevezdjii tortekre) mar bizonyitottnak vessziik,
akkor 2"*' nevezdjii torteknél paros szamlalora természetesen

e

2n+l 271
Paratlan szamldioju torteknél viszont (15)-be x—ﬂ y= m—|;1 -et helyet-
tesitve kapjuk, hogy 2
m  m47 m
AT emtate™Hta
2m4-1) |2 2 2" 2m-+1
f gt "f 2 = 2 = onl +a.

[Vagy masképp: Ha k= 2"

k L3
AT

Ha pedig k= 2"

, '£7T44) 15 )
%“)Zf( : ( 2

f

w—m(

)+a+b

2 :C271+1 -}_a_ *

2"

Nem diadikus x-ekre hataratmenettel

J(x)=cx-+a.
A [0, 1] intervallumon kiviilre is konnyen Kkiterjeszthetd a megoldas,
mely megegyezik az el6bb talalttal.
Ezek a megolddsi eljdrdsok altaldban is alkalmazhatok a (2) tipusu fiigg-
vényegyenletekre :

1. A (2) egyenletbe x helyébe (x+)-t, 3 helyébe O-t téve és az igy -
kapott

x4+ '
52— atfetaal
egyenletet (2)-vel dsszehasonlitva azt az (1) tipusi

G{f(x+y)al= GLf(x), fF(»)]
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egyenletre tudjuk visszavezetni. [Itt f(0) — a nem hatdrozhaté meg a= G(q, a)-
bél, mert x= G(x, x).]

2a) A
fOy=a, f(1)=0,

..................

(3 A5

!

egyenletekkel rekurzive meghatdrozzuk f(x)-et minden diadikus tort x=§’g

helyen.
2b) Egy madsik hasonlo rekurziv eljaréds:

f@=a, f(1)=1b,

......................

A )~ ofasr(A]], w =2

Nem-diadikus x-ekre

£ — lim f(d.),

ahol {d,} diadikus torteknek egy x-hez tarté sorozata és igy tovdbb. x <O és
x >1-re az a = G[f(x), f(—x)], b= G[f(x), f(2—x)] képletekb&] hatarozhatod
meg f(x) értéke.

A (2) egyenlet folytonos és szigortian monoton megoldasanak létezésére
G(t, u) folytonossagan és novekedésén kiviil tovabbi sziikséges feltétel itt agy

x4y x4z , 2ty
2

5 s — -t helyettesitiink :

és 2-t, illetve

adédik, hogy (2)-be

x+y ., -
2 +Z) xty
f(—z— —a|A%52), r@| = ctovw, son @,

x—;z+z—;—y
f\——5—"-|=6

1552) 1752)|= atovw. s@1 cv@, so,
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tehat a megoldds létezéséhez sziikséges a
(16) G[G(s, b), ul =G [G(s, u), G(u,t)]

feltétel teljesiilése is (ferde autodisztributivitas).

Itt (2)-b6l azt latjuk, hogy folytonos és szigordan monoton megoldas
létezése azt jelenti, hogy van olyan folytonos és szigornan monoton f(x) fiigg-
vény, amellyel a G fiiggvény a

G gL OO

alakban allithato eld.
Hogy a fenti sziikséges feltételek elégségesek is, azt Cz. RYLL-NARDEWSKI
kovetkezd tétele bizonyitja ([19]):

21. TETEL: Ha G(t, u)[t, u € {a, b>] folytonos és szigortian nivekv ket-
vdltozos fiiggvény, amely eleget tesz a (16) fiiggvényegyenleteknek, akkor és
csak akkor ldtszik olyan folytonos és szigoriuan monoton g(t) fiiggvény,
amellyel G a

Gty o1& ?)izg(u)‘)

alakban dliithato eld.

(V6. [20]-szal is; G(f, u) folytonossdganak feltétele még enyhithetd egy
egyenesen valo folytonossagga.)

Az x=g(t), y=gW), t=g"(x)=Ff(x), u=f(y) jeloléssel kapjuk a
kovetkezd tétel elsd allitasat:

2;. TETEL: A (2) fiiggvényegyenletnek akkor és csak akkor van folyto-
nos és szigoriian monoton megolddsa, ha G(t, u) folytonos, novekvo és eleget
tesz a

(16) G[G(s, 1), u] = G[G(s, u), G(u, t)]

fiiggvényegyenletnek (ferde autodisztributivitds).
Ha f(x) ilyen megolddsa (2)-nek, akkor minden

h(x)=f(cx+a)
is megoldds és mds mérhetd megoldds nincs is.
A masodik, unicitasi allitist megint igy bizonyitjuk :

f(f‘ g}{) Glf ), fO)  Gu) = f (f_—l(i)jzifl(u))

w57 o, s

fhe)+f ‘h(y);,
5

/
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vagyis @(x)= f 'h(x) jeloléssel éppen a (15) Jensen-féle

q)(x—gy) ‘I(XHZ"P(J’)

egyenletet kapjuk, tehat |,
g(x)=cx-+d,

h(x)=f(cx+d),

és forditva f(x)-szel egyiitt nyilvan i(x) =f(cx-+d) is kielégiti a (2) fiigg-
vényegyenletet, qu. e.d. -

Egy masik feltételrendszert kapunk (2) megolddsanak létezésére a kovet-
kezOképpen :

(2)-bél
G170, FoN =1 (552 =255 = 617, s,
masrészt y=1x helyettesitéssel

f(x) =G/ (%), f(0),

végiil x helyébe x—:lz—y és y helyébe E%—t, majd x helyébe x—;—u_t és )y
helyébe y —iz_v -t helyettesitve

x+y , ut \
f(‘—- ;2) — ol /Z52), (452 |- s, o G, s,

f(xgu_;y%) Glf(x-i—u) f(y+@)

A kapott sziikséges feltételek

= G{G[f(x), f@), G (), f()]}-

G(x, »)=G(y, %) (szimmetria),
G(x,x)=x (reflexivitas)
¢és _
W) G[G(x, ), G(u, v)] = G[G(x, u), G(y, »)] (biszimmetria)-

a folytonossaggal és novekedéssel egyiitt elégségesek is, ami kovetkezik a [13]
dolgozatban bebizonyitott, itt kovetkezo tételbo] :




~—

390 ® . ACZEL J.

2,. TETEL: Ha G(t, u) folytonos, szigoriian nivekvs szimmetrikus, ref-
lexiv és biszimmetrikus, akkor és csak akkor létezik oly folytonos és szzgoruan
monoton g(x) fiiggvény, amellyel G(t, u) igy dilithaté elo:

Gt,u)y=g"! (éﬁgﬁi"))

(A két feltételrendszer ekvivalenciajat kozvetleniil B. KNASTER [20] bizonyitotta be.)
Aglty=x, gluy=y, t=g(x)=f(x), u=f(p) jeloléssel" kapjuk az
itt kovetkez$ alternativ tételt:
2.. TETEL: A 2, tétel dllitdsai érvényben maradnak, ha (16)-ot a kivet-
kez6 hdrom fiiggvényegyenlet-feltétellel helyettesitjiik :

(17) G[G(x, ), G(u, )] = G[G(x, u), G(3,7)] (biszimmetria)
G(x,x)=x (reflexivitas)
G(x,y)= G(y, x) " (szimmetria).

Peéldaként még targyaljuk az

11252~ r@rm) ,

fiiggvényegyenletet, melyet N. . LOBACSEVSZK] [3] a parhuzamossagi szog kép-
letének meghatarozasara hasznalt. A G(t, u)==|tu fiiggvény eleget tesz a 2,,
ill. 2, tétel feltételeinek, tehat fiiggvényegyenletiinknek van megoldasa. A meg-
oldas:

f(x)=ac" = ae*,

amit igy kapunk meg pl. a fenti els6 moddszerrel:-
FE
1F5 = VrerG),

A5 =1 e,

feryy  LOIO)

¢ (x+3) =5 ¢ (1),
ennek megoldasa (Caucny [2]):
p(x)=c",
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tehat .
f9=ac :
qu. e.d.
Modszereink az altalanosabb

\

%52 = 61769, 761, % 9

alaku fiiggvényegyenletekre is alkalmazhatok.

Ezek egyébként az u — x—;—y , v= x;y helyettesitéssel az

f@y=G{f(u+7v), f(u—v), utv, u—r]

alakra hozhatdk, ami az 1. 5. §-ban targyalandé

® H[f(x+y) f(x—y), f(x), x, 3]0
tipushoz tartozik. Forditva, az (5) alaki egyenletek

_u—+vr _u—v
X == 2 > y— 2
helyettesitéssel a
‘e udr u—v
#1015, 45 B <o

alakra hozhatok és az e §-ban ismertetett modszerekkel targyalhatok. Pl. a fenti
példankban targyalt fiiggvényegyenlet is LoBACSEvszkinél eredetileg ([3]) az
ey =flc+8)flc—5)

alakban lépett fel és az © megoldasa lényegében az . 1. §-ban emlitett mod-
szer szerint halad.

L3.§ flax+by+o= GUIX), SO AFC = Gl(x), /()]
A o

) flax+by+0)=G[f(x), f(¥)]

fiiggvényegyenlettipust, mely altaldnositisa az (1) és (2) egyenleteknek és
rajuk visszavezethet6, csak rovidebben targyaljuk, mert részben mar foglal-
koztunk vele a [14] és [15] dolgozatokban. Itt a teljesség és a kozlendd Uj
megoldasi eljarasok kedvéért emlitjiik meg.
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Az ilyen egyenleteknek a mar megoldott (1) vagy (2) tipust egyenle-
tekre valo visszavezetését a [14]-ben is megoldott

(18) flax+by+o)=af(x)+bf(y)+c  (ab+0,a+b£0)

egyenlet példdian mutatjuk be:
Helyettesitsiink (18)-ba

—ps+qt (p+qg=1)
-et:
flas+bt+c)=(a+b)f(ps+qb)+c

Ha ebben s és ¢ helyébe tjra x-et és p-t irunk és Osszehasonlitjuk
(18)-cal, akkor latjuk, hogy

(19) fox+qy)=pfx)+q9f@) (P+g=1).
Innen kétféleképpen is haladhatnak tovabb:

1. (19)-ben sorra elvégezve az x=§—, y=0; x=0, yz—:;—; X ==

y=7—; helyettesitéseket az f(0) = y jeloléssel, azt kapjuk, hogy
u
f(w)y=npf (F) +4q7,
f@)=pr+aqf (7?)

st =ps &) ar(Z).
A harmadik egyenletbdl az elsé kettét kivonva azt kapjuk, hogy
fu+o)=f)+f(v)—7.
Ennek az (1) tipusti egyenletnek a megoldasa, mint azt az 1. 2. § elején lattuk,

J(x)=eax-+y.

Ugyanerre az eredményre vezet a masik eljaras is:

2. (19)-ben most az x== H-IZ—U , y=u; Xx==uv, Y= u—;—v:
x:p¥+qu, y :pr+q% helyettesitéseket végezve el, a kovet-
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kezd egyenleteket nyerjiik:

f( ”+7’+un (ll+7)+qf(ll)
florra ™ 5= oy var[“57),
A"+7) 4@—i¥+ﬂu}+q@e+q +1”—ﬁdk"§”+q}+

+qf(m+q H)

A harmadik egyenletbe behelyettesitjiik az elsd kettot:
u-+tv
&

| =t (T patr s @+a=D),
f( u —;— ?) _ f(ll) J2rf(7’) )

De ez éppen a (15) Jensen-féle fiiggvényegyenlet, melynek altalanos megoldasa
f)=ax+y.

Ezattal azonban ez nem feltétleniil elégiti ki az eredeti (18) fiiggvény-
egyenletet:

flax4-by+cy=aex+bay-+ca+y,
af(x) +f(y)+e=aex+bey+ct(a+b)y,
tehat (18) csak akkor teljesiil, ha
(e—1D)c=(a-+b—1)5.
Tehat érvényes a kovetkezd
3°. TETEL. Az
flax+by+¢)=af(x)+0f(y)+c  (ab+0,a+b+0)
fiiggvényegyenlet dltaldnos mérheté megolddsa
f(X)=ex+7y.

Itt azonban « és y csak akkor fetszdleges konstansok, ha a+b=1 és c=0;
ha viszont a-+b==1, akkor y=[(e—1)c}/(a-+b—1), végil ha a-}+b=1,
de ¢ 0, akkor ¢ =1.
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Az itt ismertetett megolddsi eljdrdsok altaldban is alkalmazhaték a

©) flax+by+o)==Glf(x), f(N]  (ab+0,a+b=0)
fuggvényegyenletre :
(3)-ba

as-+ bt
x=y=—7iE~b-—ps+qf (p+q==1)

-et helyettesitve, az eredményben s ¢és ¢ helyébe ismét x-et és y-t irva, és a
kapott

flax+by+c)=Glf(px+qy), f(px+qy)] = G [f(px+qy)]
egyenletet (3)-mal Osszehasonlitva a

(20) f(px+qy) = GH{GIf(), [y = FIfF(x), f(9)]

egyenlethez jutunk.
Innen, ebben az altalanos esetben is, kétféleképpen haladhatunk tovabb:

u v u v
1. (20)-ba sorra x=—, y—0; x=0, y==—; x=-—, y==—-t he-
(20) ‘=Y =1 FXRA
lyettesitve, az f(0)=y jeloléssel az

fw=rli %), 7], R CE ]
et =rlfz) A
egyenleteket kapjuk, amibol f (%) -tés f (17) -t kikiiszobolve egy (1) tipusf;

Fu+v)= H[f(w), f(v)]
fiiggvényegyenlethez jutunk.

2. Masrészt (20)-ban az x= u—gv, y=u; Xx=r, y=u—;'.;'
u + v : u-tov ‘s . . .
X== +qu, y=pv+tgq —5 helyettesitéseket végezve el egymas utan
és a kapott

o) ez s
)=l 25,
ez R
ol o) o)




NEHANY ALTALANOSABB MODSZER AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK ELMELETEBEN, 1. 395
egyenletekbol f(pu——;—v + qu) , f(p v+q ii) -t kikiiszobolve egy (2) tipusti

555 = i@, ron

figgvényegyenletet kapunk.

Természetesen itt is, mint példankban, még meg kell gy6z8dni rola,
hogy a kapott megoldas kielégiti-e az eredeti fiiggvényegyenletet.

(3) megoldasanak létezésére itt x helyébe (ax--by+c)-t és y helyébe
(au+4be+c)-t, majd x helyébe (ax-+bu-+c)-t és y helyébe (ay-+ bv+c)-t
helyettesitve kapunk sziikséges feltételt : N
fl@®x+ab(y 4 u) 4+ b*v + (@ + b+ V)cl=fla(ax + by +¢) + b(au + br +c) + c]=
— G[flax4-by +c), flau+br+0l= G{Gf(x), [, Glf(w), f()]}
és ‘
fle*x +ab(u 4+ y) + b + (@ + b - )] =fla(ax + bu +c) + b(ay + br +¢) +¢c]=

= G[f(ax+bu+oc), f(ay +be 40l = G{GIf(x), fw)], GI/G), FOI},
tehat a ¢
a7 GIG(x, y), G(u, )] = G[G(x, u), G(y, )]
biszimmetria sziikséges ahhoz, hogy a (3) egyenletnek létezzék megoldasa.
A folytonos és szigortian monoton megoldéds létezésének sziikséges fel-

tételét tartalmazza a kovetkez, kissé eltérd alakban mar a [15] dolgozatban
(vo. [13]) bebizonyitott' tétel elsd része:

3. TETEL. A (3) fiiggvényegyenletnek csak akkor lehet folytonos és szi-
goruan monoton megolddsa, ha G folytonos, szigoriian monoton és eleget tesz
a (17) fiiggvényegyenletnek (biszimmetria).

J(x)-szel egyiitt eleget fesz (3)-nak
minden f(ex+7v), (ha a+b=1 és c—0)
minden f(x+*') (ha a+b=1 és c50) és
) (ha a+b61)

«c—

minden f ux+ Qi b

alakd fiiggveny is és csak ezek.
A masodik allitast itt is a mar tobbszor kovetett uton bizonyitjuk :
flax+by+0)=GIf(x), W), G(t, u)=flaf " &)+ bf " (u)+c]
h(ax+by+¢)=Gla(x), k)] =flaf " h(x)+bf " h()+c],




396 ACZEL J.

tehat a q(f) =f 'h(t) fiiggvényre a (18) alaku
g (@x+by+0)=ag(x)+bg(y)+c

fiiggvényegyenlet teljesiil és igy a 3° tételbdl kovetkezik a 3. tétel masodik része.
A fentiekhez hasonldé modszerrel oldhatok meg az altalanosabb

f(ax—l—by—l-f) == G[f(X),f(J’), X, y]

alaku fiiggvényegyenletek is.
Visszavezethet6 az elobbire a

(3) JUEE I =Gf(), f)]

fiilggvényegyenlet megoldasa is, ha F és G koziill az egyik biszimmefrikus
(eleget tesz a (17) fiiggvényegyenletnek).
Ugyanis, ha pl. G biszimmetrikus, akkor

(1) G(u,v) -glag "(w)+-bg '(r) -]
és (3)-bol flg(x)= h(), h'(x)==s, h'(y)—t jeloléssel a (3) tipusu
h(as-1-bt+c) == F[h(s), h(?)]

fliggvényegyenletet kapjuk.
[g(x)-et a (21)-gyel ekvivalens ugyancsak (3) tipustt

glax+by+c)-- Glg(x), gy
egyenletbd! hatarozhatjuk meg.]
Itt is érvényes ([15]) a megfeleld

3. TETEL. Ha a (3) fiiggvényegyenletben a jfolytonos és szigorian mo-
noton F és G fiiggvények kiziil az egyik biszimmetrikus, akkor az egyenlet-
nek csakis akkor lehet folyfonos és szigortan monoton megolddsa, ha a mdsik
is biszimmetrikus.

Az unicitdsi viszonyok is a (3)-beliekhez hasonléan alakulnak.

Specidlisan, ha (3')-ben F vagy G asszociativ, tigy akkor és csak akkor
van megoldds, ha a mdsik is asszociativ.

Példak : ‘

(22)  fOxy—Y1—x*V1—3*) ==f(x)+f(»), MEGOLDASA: f(x)=r arccos X,

23)  fxy+Vx—1Vy*—1)=f(x)+f(y), MEGOLDASA: f(x)=rc arch x.

Itt G(s, ) =s+4-t, g(t)=kt, h(t)=cos k% ill. A(¥)=ch k%. E két fiigg-

vényegyenlet megoldasat a 1l. 1. §-ban fogjuk hasznalni.
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L. 4. § f(x+y) = G[f(x), y)].

Az itt (L. 4., 5.,6.§) kovetkezd6 modszerek és tételek altal adott, az eddi-

gieknél konnyebb megoldasi lehetdségnek az is magyarézata, hogy a (4), (5),

. (6) fiiggvényegyenlettipusokban az x, ill. y valtozo ©ndlldan, tehat az f fiigg-
vényen kiviil is szerepel.

A
“4) fx+y) = Glf(%), 5]
alaka fliggvényegyenletekre trivialis példaként a
(24) fx+y)=f(x)+y

egyenlet megolddsdt mutatjuk be eldszor.
Az x= 0 helyettesitéssel és f(0)==a jeloléssel

f()=t+a
és ez valéban megoldasa (24)-nek:
(x+y)ta=x+a+y

éspedig a (0,a) ponton atmend megoldas. Egy tetszéleges (c,d) ponton
atmend megoldas

fO=({—0+d
ami (24)-bdl x =¢, [f(c) = d] helyettesitéssel kozvetleniil is adddik:
fe+y)=d+y,
c+y=—1t y=1t—c¢,
ft)= - (t—0) +d.

Ez az egyszerli megolddsi eljdrds altalaban is alkalmazhato a (4) alaka

fliggvényegyenletekre :
(4)-be x=:0-t helyettesitiink és itt is az f(0)=a jelolést hasznaljuk:

(25) f)=Ga, 1),
tehat (4) megoldasa csak ilyen alakd lehet. A (c, d) ponton atmend megoldds
itt is az x -~ =c helyeitesitéssel adodik (4)-bol:

fle+y) =G, y),  (d=f())
t=c+y, y=t—c
£ty — G(d, t—0).

Ez természetesen a megoldasfiiggvény (25) alakjat is tartalmazza c=C-ra.

5 1. Osztaly Kozieményei 1X'4
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Hogy a (4)-b6l adodott (25) fiilggvény valdban megoldasa-e (4)-nek,
arrol itt is helyettesitéssel gy6zédhetiink meg :
fx+y)=G(a,x+y)
G[f(X), y] — G[G(a) X), y]'
Tehat a (25) fiiggvény, melyrdl lattuk, hogy (4) megoldasa csak ilyen

alaka lehet, — akkor és csak akkor lesz valoban megoldasa a (4) fiiggvény-
egyenletnek, vagyis (4)-nek akkor és csakis akkor létezik megoldasa, ha a
(26) G(ar x+y):G[G(a’ X), y]

feltétel teljesiil. igy adodik a

4,. TETEL. Ha a G(x,y) figgvény legaldbb egy a eértékre eleget
fesz a (26) feltételnek, akkor és csakis akkor (4) megoldhato és dltaldnos
megolddsa

(25) f)=Ga, ),

mely dtmegy a (0, a) ponton. A (c,a) ponton dftmend megoldds

fO=G(a, t—o)

alakba irhaté. (Vo. [23]-mal is.)
Ezen talmenden a folytonos és szigortian monoton megoldasokra vonat-
kozoan all a

4, TETEL. Ha a (14) feltétel egy a-ra teljesiil, ha tovdbbd G(x,y)
vagy mindkét vdltozéban folytonos, anélkiil, hogy valahol is y-tol fiiggetlenné
(y-ban konstanssd) vdlnék, vagy mindkét valtozoban szigoriian monoton, akkor
a (4) fiiggvényegyenlet (25) dltaldnos megolddsa folytonos €s szigorian
monoton.

f(x)-szel egyiitt a
h(t) = f(t+b)
fiiggvények és csak ezek megolddsai (4)-nek.
E tétel els6 két allitasat (kissé er6sebb alakban) a [23] dolgozatban
bebizonyitottuk. Az utolsé (unicitasi) allitds bizonyitdsa itt is igy végezhetd:
(4)-bol

fex+y)=Glf(x), 3, G(x, ) =FF"(x)+],
h(x+y)=G[h(x), Y1=f1F " h(x)+),
tehat () =f "h(t)-re
(X +y)=@(x)+y
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és ez éppen a (24) egyenlet, melynek megoldasa ¢(t)=1{+ b tehat
h(t)-=f(t-+b),
qu. e. d.
Tovabbi példaként az

fx+y)=fx)er
fiiggvényegyenletet emlithetjiik, melynek van megolddsa, mert G(x, y)= xev
eleget tesz feltételeinknek. Az altalanos megoldas, mint az x =0 helyettesi-
téssel latjuk: f(f)=aée'.
Ez atmegy a (0, @) ponton. A (¢, d), ponton atmend megoldast
, ft)y=de'-
alakban irhatjuk fel. .
Az
fx+3) =f(xy (f(x)=0)

fiilggvényegyenletnek viszont nincs a trividlis ‘f(x)=0 és f(x)=1 megolda-
soktol eltérd6 megoldasa, mert a G(x,y)=x¥ fiiggvény nem tesz eleget a (25)
egyenletnek semmilyen x=0 és x=1-t8l kiilonbozd értékre. Ha mégis
raerbszakolnank megoldasi eljarasunkat, akkor f(f)=a* adddna, de ez nem
tesz eleget az egyenletnek: a**V=& (a’)Y, kivéve, ha a =0, vagy a—=1.

Az &ltaldnosabb

f[F(X, y)]= G[f(’C), X, y]

egyenlet hasonld eljarassal oldhatd meg.
Helyettesitstink ugyanis ebbe is x=:0-t (természetesen mas x=x,
helyettesitéssel is célt ériink):

JIFO, )] = G[£(0), 0,y],
és ha a t=F(0,y)=-h(y), y=h'({t)=g(t), f(0)=a jeloléseket vezetjiik
be, latjuk, hogy ha az egyenletnek egyaltalan van megoldasa, akkor az csak

f(®)=Gla,0,g(®)]
lehet.

Példa: f(xy)=f(x)' megoldasa, mint az x=1 helyettesitéssel latjuk
(x=0 itt nyilvan nem alkalmas), f(f) =c' és valéban ¢™ — (c°)".

L 5. § H[f(x—i—y),f(x—y),f(x)_, X, y] =0

A kovetkezd 5. és 6. §-ban adott eljardsok az eddigiekkel ellentétben
nem intézik el teljesen a targyalandé (5), (6) fiiggvényegyenlettipusokat, csak
bizonyos specidlis feltételek kozott. A hasonldé médon megadhatd eljarasokat
természetesen konny(i szaporitani.

5%
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A
®) ‘ H(f(x-F), f(x—p), f(x), x, 3] =0
fiiggvényegyenlettipusra az I. 1. és 1. 2. § végén mondottakon kiviil egyelére

még két tovabbi — kiilonbozd feltételek mellett alkalmazhaté — megolddsi
eljdrdst targyalunk.

1. Az els6t a ST. KAczmarz altal [6] nehezebb valds fiiggvénytani
eszkozokkel megoldott

(M G+ +f(x—y)=2f(x) cos y

fiiggvényegyenlet példdjdn mutatjuk be (vo. [31]). E fiiggvényegyenietnek,
melyet ST. KACZMARZ a mdsodik szimmetrikus differenciabol a kétszeri deri-
valhatésdg kimutatisa mellett az

J7 () =—f(x)
differencidlegyenletre vezetett vissza, altalanos megoldasa
f(x)=acos x4 bsinx.

Az egyszeriibb kozvetlen megoldds menete a kovetkezO:
Végezziik el (7)-ben sorra az

UL TIPS
X—O,J’—f, x_2+t)y 2; X 2,3’ 2+t

helyettesitéseket és vezessitkk be az f(0)=—a, f(%) =b jeloléseket. Igy
jutunk az

fO+f(—bH-=2acost,
flx+8+4-1(#) =0,
fr +1)+f(—1) = 2b cos (% + t) ——2bsint
egyenletekre. Ha az els6é két egyenlet 0sszegébdl a harmadikat levonjuk:
2f(f)y=2acost-+2bsint,
maris latjuk, hogy a (7) fiiggvényegyenlet megoldasa csak
f(Hy=acost+bsint

alakua lehet. Hogy ez a fiiggvénysereg mindig valoban megoldasa is (7)-nek,
arrdl itt is behelyettesitéssel kell meggydzbdniink:
f+9) - f(x—y) = acos (x+3) +a cos (x—¥) +bsin (x+3) +
+ b sin (x—y) =2a cos x cos y+2bsin x cos y = 2(a cos x4 b sin X) cos y=
== 2f(x) cos y.
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Tehat valdban f(x)—acos x+bsinx a (7) fiiggvényegyenlet legaltalanosabb

’

megoldasa. Ezt az eredményt a 1l. 2. §-ban fel fogjuk hasznalni. A (%—H‘)
helyettesitések helyett ugyantgy, vagy még egy kicsit kényelmesebben

alkalmazhattunk volna megfeleld (%—z‘) helyettesitéseket, de az altalanos (5)

egyenlet hasonlé targyaldsdra a mi fenti helyettesitéseink &italanosithatok
jobban. .

Mivel példankban lényegesen felhasznaltuk, hogy az f(x) cos y kifejezés
y=-
egyenletekre vald altalanositdsahoz az kell, hogy létezzék olyan y =y, érték,
hogy a (4)-ben szereplé H(z, 2, 25, X, y) fiiggvény y—y,-ra fliggetlenné val-
jon z;-tol: '

(27) H(z, 25, 25, %, ¥,) = h (21, 23, X).

nél azonosan eltiinik, ezért ezen eljards mas (5) tipusu filiggvény-

Ha ez teljesiil, akkor a megfeleld itt kovetkez eljards gyakran ered-
ményre vezet:

(5)-be sorra az x=0,y=1t; X=y,+Ly="2; X=)0, Y=Y +1
helyettesitéssel €s f(0)=a, [f(p,)=0 jeloléssel a
H[f(@®), f[(—1),a,0,1] =0
h{f2ys+1), f(t), yo+11 =0
Hf@2py+1), f(—1), 0, Y0, o+ =0

egyenletet kapjuk. Ha e harom egyenletb6l f(2y,+1) és f(—f)-t ki tudjuk
kiiszobolni, akkor megkapjuk f(f) kifejezését, amelyet behelyettesitve az eredeti
fiiggvényegyenletbe, meggyt6zOdhetiink rola, megolddsa-e valoban az egyen-
letnek, vagy még specializilando, vagy esetleg nincs is az egyenletnek (nem
trividlis) megoldésa.

A fentiekbdl lesziirhetd a kovetkezd

5, TETEL. Ha [étezik oly y=y,, mellyel
(27) H(z1, 25, 23, X, o) = h (21, 2, X)
és a
H(z,u,a,0,t)=:0,
h(r, 2, 93,+H =0,
H(v,u, 0,9y, yo+1)=0
egyenletek (fiiggetlenek és) z-re megoldhatok, akkor csak a beldliik nyert

2= £
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fiiggvény lehet (5) megolddsa €s ez az dltaldnos megoldds legfeljebb két tet-
szbleges a, b konstanst tartalmaz.

Tovabbi példaként vizsgaljuk még meg a
(28) fx+9)—fx—p)—4Vf(x—y) + 41/ (x) 1—y)—4y =0

fﬂggvényegyenlete't. Itt =1, mert y=-1-re f(x) mar nem szerepel az egyen-
letben. Végrehajtva az x=0,y=1f x=t-}+1,y=1; x=1,y=1t+1
helyettesitéseket, kapjuk az

FO—F——4 I +4 a(1—)—t1—
ft+2)—fO—4V7H —4—0
ft+2)—f(—)—4VT—D—4 1 bt—4t—4—0

egyenleteket.
Az els6 két egyenlet 6sszegébdl a harmadikat levonva, a

—4Vf)—4(Ja—1b)t+4)a=0
egyenletre, tehat a /b—|a=c, Ja=k jelijléssrel, az
fO = (ct+k)
megoldasra jutunk. Ha azonban ezt az eredet1 (28) fiiggvényegyenletbe helyet-
tesitjiik, azt latjuk, hogy : )
(ex+cy+ky—(cx—cy+ky—4(cx—cy+k)+4(cx+k)y(1—y)—4y=0,
4(cx+'k)cy—4(cx—kk)—|—4cy+4(cx+k)—4(c§c+k)y—4y:0,
(cx+Byc—1)+y(c—1)=0,

azaz
(c—D(cx+k-+1)=0

csak akkor teljesiil minden x-re, ha c=1 (ugyanis ¢=0 trividlis konstans
megoldast adna) tehdt (28) megoldasai az

FO=@+hr & f(=k
fuggvények. Ezek ki is elégitik (28)-at.

2. Ha a (27) feltétel nem teljestil, akkor gyakran a kovetkezd eljaras
vezet eredményre, melyet az :

! . Jx+)+2f(x—p) =3f(x)—y

fliggvényegyenlet példdjan mutatunk be.
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Az x=0,y=t; x=1y=21; x=t,y=—2¢ helyettesitééeket végezve
el, az

f®O+2f(—t)=3a—¢,
f@H+2f(—t)=3f(H)—2t,
f(—t+2f(3H=3f(t)+ 2t

egyenleteket kapjuk. Az els6 egyenletet harommal szorozva, hozzaadjuk a har-
madik egyenlet kétszeresét és az Osszegbdl levonjuk a masodik egyenlet

négyszeresét, akkor a
3f(t) = —6f(t)+9t+9a

egyenlethez jutunk, tehdt a megoldas csak
fy=t+a
lehet, és ez ki is elégiti az eredeti fiiggvényegyenletet:
(x+y+a)+2(x—y+a)=3(x+a)—y.

Ezt az eljarast altalaban alkalmazva az (5) fiiggvényegyenletre, ott is az -
x=-0,y=1; x=ty=2t; x=1£y==—2¢ helyettesitéseket végezziik el
és a kapott

H[f(t),f(——t), a,0, t] =0,

egyenletekbél kiiszoboljiik ki f(—1)-t és f(3f)-t (ha ez lehetséges). Az igy
kapott fiiggvény lesz az (5) egyenlet egyetlen lehetséges megoldasa. Hogy
valoban kielégiti-e a fliggvényegyenletet, azt a behelyettesités donti el.

Itt is lesziirhetd a megfeleld

5,. TETEL: Ha a
H(z,u,a,0,8)=0,

N H(r,u,2,1,26)=0,
H(u, v, 2,t,—28)=0
egyenletek (fiiggetlenek és) z-re megoldhatok, akkor csak a beldliik nyert
z=f(t)

fliggvény lehet az (5) fiiggvényegyenlet megolddsa. Ez az dltaldnos mogblda's
legfeljebb egy ftetszéleges a konstanst tartalmaz.

Tovabbi példaként a v
2f(x+ 1) +f(x—y) =2f(x)(2e" +e)
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fliggvényegyenletet oldjuk meg. — Elvégezve a fenti helyettesitéseket és a

kapott
2f@) Hf(—t)—a(2e'+e),

2B +f(—1) = f(O) 2e* + ),

2/(—)+f@1) =f(t) (2e7* +€*)
egyenletekbdl f(—t)-t és f(3¢)-t kikiiszobolve (az els6 egyenlet mindkét olda-
lat harommal szorozva, hozzdadjuk a madsodikat és levonjuk a harmadik
egyenlet kétszeresét) a

6f(t) =3a(2¢' +-e)—3f(t)e *,

altalanos megoldast kapjuk, €s ez ki is elégiti az eredeti egyenletet:
2aet +aevV=—=ae (2e"+eY).

Mivel az . 5. és 1. 6. §-ok tételei csak sziikséges feltételeit adjak annak,
hogy az éltaluk meghatarozott fiiggvény a kiinduldsi egyenlet megoldéasa legyen,
fokozott jelentdsége van annak, hogy a kapott fliggvénynek az eredeti egyen-
letbe vald helyettesitésével gy6zddjiink meg rola, valoban kielégiti-e az eredeti
egyenletet, vagy még specializdlni kell, vagy esetleg nem is létezik nem ftri-
vialis megoldas.

Természetesen alkalmazhatok az (5) fiiggvényegyenletre a (6) egyenlet
megoldasahoz az 1. 1. § végén és a kovetkezd . 6. §-ban megadott modszerek is

L 6.§ H[f(x+Y), f(x—p), f(x), f(¥), %, 3)- O

Végtil az egész altalanos

(6) Hf(x+p), f(x—p), f(x), (), x, y] = O
fliggvényegyenletre adunk az 1. 1. § végén emlitetten kiviil még harom kiilon-
boz6 feltételek kozt alkalmazhatd megolddsi eljdrdst.

1. Az els6t az

JE+0+2f(x—y) + ) +2f(»)=4x+y

egyenlet példdjan mutatom be.

Az y— O helyettesitéssel azonnal a
4f(x)+2a=4x
[f(0) = qa], azaz :

fR)=x—5

megoldashoz jutunk.
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Ezt behelyettesitve egyenletiinkbe, latjuk, hogy

x+y—%+2x—2y—a+x—%+2y—.a:4x+y

csak a =0 esetén teljesiil. Tehat egyenletiink egyetlen lehetséges megoldasa
az f(x) =x fiiggvény.

Ez az eljards altaldban is alkalmazhatd a (6) fiiggvényegyenletre:
y=0-at helyettesitve az f(0)=a jeldléssel, a

H[f(X), f(x)rf(x)’ a, x, O] =0

egyenletet kapjuk és ha ez nem identitds, akkor beldle f(x) meghatirozhato.
A kapott eredmény visszahelyettesitésével jutunk f(x) végleges alakjara.
Ebbol kovetkezik a

6,. TETEL. Ha van oly a, melyre
H(z,2,2,a,x,0)=0
(nem azonossdg €s) z-re megoldhato, akkor csak a beldle nyerhetd
z=f(x)

fiiggveny lehet megolddsa a (6) fiiggvényegyenletnek. E megoldds legfeljebb
egy a konstanst tartalmaz.

Tovabbi példaként az

Fc+9) + fx— ) — () — ' —6xy [T =0
fliggvényegyenletet oldjuk meg. Az y=0 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
f)=x’

a fiiggvényegyenlet megoldasa és ez ki is elégiti az egyenletet, mert
(X + P+ (x—pP—x—x —4xpy —0.
2. A masodik eljarast az
fe+1)—2f(x—p)+f)—2f(y) = y—2
fliggvényegyenlet példdjan mutatjuk be. Sorra elvégezve az x=0,y=1;
x=4Ly=2t; x=2fy=1t; x=It y-——=1 helyettesitéseket a
—fO)—2f(—0+a=r—2,
FBH—=2f(—0) +f()—2f(2t) =2t —2,
F@H—4fO)+fRH ~1—2,
f@H—2a—f(t)y=t—2.
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Az elsd és harmadik egyenlet 0sszegébdl a mdsodik egyenletet és a negyedik
egyenlet haromszorosat levonva azt kapjuk, hogy

—3f(t)+Ta—=—3t+4,
fly—t+ 18—t pp,

Azonban eredményiinket a kiinduldsi egyenletbe helyettesitve latjuk, hogy

x+y+b—2x42y—-20+4x+b6—2y—2b--y—2
csak akkor teljesiil, ha b=-1. igy
fE—=x+1
az egyetlen lehetséges megoldas €s ez ki is elégiti az egyenletet.
Altalaban is a (6) fiiggvényegyenletet az x=0,y=1¢; x=1y=2L
x=2t, y=1t; x==1, y=1 helyettesitésekkel kapott
HLf@), f(—1), a, f(1), 0, 1] == O,
HIf@BD, [(—1), f(1), [(2), 1, 21] =0,
H{f@31), (1), f(20), F(), 2¢, 1] -0,
H[f(21), a, f(1), f(), 1, t] = O
egyenletekb6l f(—1), f(2t) és f(3f) kikiiszobolésével oldhatjuk meg (az igy

kapott f(f) fiiggvényt mindig visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe).
Ebb6l adodik a

6,. TETEL. Ha a
) H(z,u,a,2,0,f) =0,

Hw,u,z, 0, t,26)=0,
Hw, z,1, 2,2t 1) ==0,
H(r,a,2,2,t,)=0C
egyenletek (fiiggetlenek €s) z-re megoldhatok, akkor csak a beldliik nyert
' z=f(t)

fiiggvény (mely legfeljebb egy a konstanst tartalmaz) lehet megolddsa a (6)
egyenletnek.

Tovabbi példa:
FQf(x+3) =y fx—y)Per (f(x) #0)
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Elvégezve a fenti helyetzesitéseket, az f(0)=a jeloléssel az
af(t) =f)f(—t)2et,
F(OF(3t) =f(21f(—t) e+,
F@OFEH =Ff(tyes,
. fOF2t) = f(t)a%e!+
egyenleteket kapjuk.

Az els6é és harmadik egyenlet szorzatdit a mdsodik egyenlettel és a
negyedik egyenlet harmadik hatvanyaval osztva azt kapjuk, hogy

af(t)f(20)f(3t) _ FEf(— t)ee?rw
FOFRTEY T P A— D Riae’
FtY == ae¥s,

f=Vaee.

De a= f(0) = Jd%é", tehit a* =€, a= + % igy

flty=" e
a megoldas és ez ki is elégiti fiiggvényegyenletiinket:

ea:—2 en-+1 -2 - e'_’.y—4e‘_’:r—2y—4ey+4 .

3. Ha sém a 6,, sem a 6, tételek feltételei nem teljesiilnek, akkor az
I. 1. §-ban emlitett, vagy az itt kovetkez6 modszer lehet célravezetd. E méd-
szer a d’ALEMBERT ([1]) és CaucHy ([2]) altal a

(29) Fx+y)+f(x—y) =2/()f()
fiiggvényegyenlet megoldasara alkalmazott eljaras altalanositasa.

Roviden emlékeztetiink a (29) egyenlet ([2]) megoldési eljarasara:

(29)-be y = x-et helyettesitve azt kapjuk, hogy 2f(x)*= f(2x)- f(0).
(29)-bdl y =0 helyettesitéssel latjuk, hogy vagy f(0)=1, vagy f(x)=0C.
Az utdbbi trividlis megoldast ezentul szamitdson kiviil hagyjuk.

Tehat f(0) =1, A

2f(x)y=f(2x)4-1,

f(t):gf(;;)z—l =1,

f (%) — l/ f‘tzfﬁ), ,
|
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Az f(1)=>b érték vagy 1-nél nagyobb, vagy —1 és 41 kozé esik
(a hatdrokat is beleértve). Az elsd esetben van olyan ¢ szam, hogy

b=chc
a masodikban olyan, hogy
b—=cosc.

A két eset tdrgyaldsa teljesen hasonld, mi az els6t vazoljuk:

‘1) _|/1+che . ¢
7 (?) 1 Ty ey

-/I-Ff(%J_l/l—*—Ch% c

2

1 c
—|=ch ",
)= 5

mert, ha ezt n-re mar bizonyitottnak tételezziik fel, akkor
' o r R —,IT
- /1+be /1+ch(C§) .
=)= ol
1

= 2n+1 °
. 2 1 iy
Most (29)-béi x=?=ﬁ, y= o helyettesitéssel az

(4]

Altalaban

5 =
o
(EIERENE
egyenletet kapjuk, tehat

(3 3 c
—— +ch——2ch Wcl ———ch(c— +4-ch —,
f (zn) u 2n i 2 ‘ 21;) 271.

3 3
—|=ch{ec —].
f(\zn) | 2,1)
Altalaban, minden diadikus x-re

f(x):f(g) =ch (c gl) =chex,

vagyis

(nem kell m < 2"-et feltételezni!), mert ezt m= 1, 2-re (utoljaira m=3-ra is)
mar kimutattuk, és ha m=1, m-—=k ¢é m=k-1-re teljesiil, akkor
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m-=2k-+1-re igy kovetkezik lf'%é):f(z,{(l -re természetesen nem kell

k41

n 7

15 )= )

és ebbol feltevéseink szerint

f(2k2+1)+ch (cz— 2ch( kjll)ch(jc—/i,)zch(cﬂ)_kchc

kiilon bizonyitani]: (29)-be x-= yz—_-—é{;—et helyettesitiink:

tehat

(2k—]1) l(2k+1’
qu. e. d.
Nem diadikus x-ekre hataratmenettel
f(x)=lim f(d,) == lim ch (cd,) == ch (cx).
d —»2x d —»ax

Negativ x-ekre is érvényes ez a képlet, ui. ha (29)-be x=0, y=1t-t
tesziink, azt kapjuk, hogy -

F@O)+1(—1)=2fB)F0) - 2/(),
J)=f(—t) =chce(—1)=chct
Tehat (29) altalanos folytonos megolddsa az altalunk targyalt esetben

f(x)=chex,

a madsik, teljesen hasonldan elintézhetd esetben az

teht (¢ < 0)

/ J(x)==coscx
megoldast kapjuk. Az :
f)=1

konstans megoldas mindkettd hataresete ¢— O-ra. Ezeken kiviil meg az ele-

jén kizart
Hn=0
tesz eleget az egyenletnek.
Ez az eljards atvihetd az altalanos (6) egyenlet megoldasara:
(6)-ba y = x-et helyettesitve, f(0)=a jeloléssel a

(30) H[f(2%), a, f(x), f(x), X, x] =0
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egyenletet kapjuk (esetleg az x == 0-val kapott
H(a,a,a,a,0,0)=0
-bol, ha ez nem azonossag, a meghatarozhato). (30)-bol, ha ez lehetséges,

kifejezzitk f(x)-et, ill. x=éje]61éssel f(é)-et

f (%J — GLf®), 1].

Ezzel a képlettel f(1)—-b-bol f (i,) szukcesszive meghatarozhato:

2"

z)=cevils)=ollz) 2| Azl ol 2=

k—{—l

Masrészt, ha (6)-ba x = , y=—§—"-et helyettesitiink, a kapott

R AR 25 5o

2n 2)L
pl. .

1 "1 1 1
; sV albJi b 10 Tl Oy
| n n) (zn-l) f( Zn) 271 1 2n]
+

) a mar ismert f(zl) -bol és az ismertnek feltételezett

egyenlettel f (

21!
hat6). Ezzel f(x) minden pozitiv (egész és) diadikus tort x-re meg van hata-
rozva, pozitiv nem diadikus x-ekre ismét hataratmenettel

f) = lim f(d)

f (—), Vi (k_z*_ 1)—bol kiszamithat6 (ha ez az egyenlet f ( +1) -re  megold-

adjuk meg f(x)-et. Végiil (6)-ba x =0-t helyettesitve, a kapott

H[f(y)!f(—y)’ a, f(y)7 0, y]=

egyenlettel Osszefiiggést kaptunk f(¥) és f(—y) kozott, amibdl f(x) negativ

x-ekre is meghatarozhato.
4
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Tovabbi példdk:
A LoBAcSEvszki] ([3])-féle

(€2)) JANfx—y)=f(x)

fiiggvényegyenlet igy is megoldhatd: y=x:~£~ helyettesitéssel

74 =var®,
tehat o

..............................

és (31)-ben x = % Y= -2]7 helyettesitéssel

=

1 \,2 1 '3« 3
a1 9 on—2 on
=(ac-’ I —=a?c¥, f(_):acg'.

vagyis

Altalaban is

’ "
m on
f ( _) =ac’ '7

2!1
mert ezt in-re (tehat %z%—re is) igazoltuk, és ha iﬂ és ktl -re mar
2 2" 2 2
! !
belattuk, akkor 2k2;¢1 -re is érvényes, amit a (31)-ben elvégzett x — k;tl ,

y:——;% helyettesitéssel lathatunk be:
2k+1 1 k132
e )15

211»
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azaz
. . 2k+1
2k+4-1 o
——|=-ac?
1Ex
és ezt kellett bizonyitani. — Nem diadikus x-ekre hataratmenettel szintén
f)=ac
-ct kapunk. — Végiil (31)-be x =0-t téve
a_ _,._‘i,,: a e
SO ) =[O =@ FO) =y = qar =A™

igy itt is megkaptuk, hogy
f(x)=ac”

a (31) egyenlet altalanos folytonos megoldasa €s ez ki is elégiti (31)-et.
Végiil az 1. 3. § végén szerepld (22) és (23) fiiggvényegyenleteket az

inverz fiiggvényekre irva fel, az

(32) Fe+y) = ff () —VI—F&xy V1—f(py

és az

Jx 49 =FEOf () 4-VFCy —1 [ f(yy—1
egyenleteket kapjuk, és ezek megolddsa most coscx illetve chcx lesz. Példa-
képpen a két hasonlo egyenlet koziil a (32) megoldasat mutatjuk be.
f(x)'=1 lévén bevezethetjilk az f(1)=cosc jelolést. — (32)-b8! y=x
mellett

F@2x)=—2f(xy—1, f(é) — 1/TE27(_5 ’
f(;) ;:]‘ E%@:cos%, f(—Zlf)= ! };( 2J

....................................................................................

/f'l-l—cos— c
2 Ty

Altalaban is f(%)=cos (cg%), mert ezt m==1,2-re mar igazoltuk, és ha

m==1, m—=k és m=k+ 1-re mar igaz, akkor (32)-bdl x:%, y=—2/£,;

H

helyettesitéssel

f(2kj— )z-cos(ck_tl‘)cos(ci{n‘)—sin(ck+1)sin(c£)=cos(c 2k4 1 .
2 2 . 2 2n 211 k 21»
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Hataratmenettel minden nem-negativ valos x-re is

f(x)=:cos cx,

tehat
f(0)y=coscO=1
is.
Végiil a negativ x-ekre valo kiterjesztés f(x—y) hidnya miatt itt némi-
leg modositott alakban megy: (32)-ben y—=—x helyettesitéssel

1 == f(0) == cos cxf(—x)— sin cx J T—f(—x)?,

sin® cx[1—f(—x)*] = 1—2 cos cx f(—x) + cos® cx f(—x)?,
J(—x)*—2cos cxf(—x)+cos’cx ==0,

J(—x)—cos cx =0,

f(—Xx)==cos cx = cos c(—x).

Tehat (32) altalanos folytonos megoldasa
f(x)=-coscx
és ez ki is elégiti (32)-t:

cos ¢ (x| ))==coscxcoscy —sincxsincy =

==coscxcoscy — Y 1—cos’cx |[/1—cos’cy.
‘ y

Ezzel egyuttal tjabb bizonyitisat kaptuk, hogy (22) altaldnos folytonos
szigorian monoton megolddsa '

Jf(x) =k arc cos x

és hasonloan (23)-€ f(x)=kar ch x.

Bar a (6) egyenlet altalanositasa pl. (1)-nek, viszont a fenti 1., 2. meg-
oldasi eljarasaink (és hasonléan az 1.4.§, 1.5.§ eljardsai) feltételezik pi.,
hogy x explicite is (az f fiiggvényen kiviil is) szerepeljen az egyenletben.
Ha ez nem teljesiil, igy az 1. 1. § végén (vagy az l.2.§ végén) emlitett, vagy
az 1. 6. §-beli 3. eljarassal kisérletezhetiink, bar itt ismét legalabbis folytonos-
sagot kellett feltételezni, tehat ezek az eljardsok nem olyan altaldnosak, és mas-
részt hatokoriik sincs oly pontosan koriilhatarolva, mint az (1. 4. § és) 1.5.§-
beli eljarasoké és az 1.6.§ 1., 2. eljarasaé.

-

6 UI. Osztaly Kozleményei 1X4
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II. NEHANY ALKALMAZAS °

II. 1. § A nem-euklidesi tavolsagfogalom

A fiiggvényegyenletek néhany ujabb alkalmazasanak targyaldsat (régeb-
biek taldlhatok pl. a [9], [22], [14], [25] és részben a [28], [29] dolgozatok-
ban) a (22), (23) fiiggvényegyenletek alkalmazasaval kezdjiik a nem-euklidesi
geometridban (vo. [38]).

A sik (x;, x,, x;) homogén koordinatdju pontjahoz hozzarendeljiik a tér
(X1, X», X;) (kozonséges) koordinatdji pontjdt. A homogén koordinatdk altal
tartalmazott tetszbleges szorzot az elliptikus esetben az

N+x+xi=1,
ill, a hiperbolikus esetben az
X} —x3—x3=-1 \
normalassal hatarozzuk meg, tehat az az elliptikus sikhoz egy gombfeliilet,
a hiperbolikus sikhoz egy kétkopenyii hiperboloid pontjait rendeljiik. Ennek
pontjait roviden az X=(x;, X, X;) vektorokkal jellemezziik. A vektorokat a
tovabbiakban nagy, a skaldrokat kisbetiikkel fogjuk jeldlni.
Keressiik a d(X, Y)>0 (X=Y) tavolsignak olyan értelmezéseit, ame-
lyek (folytonosak és) :
a) ,mozgassal® (az xi4+x+x; ill. xi—x;—x3 kifejezést megtart6
transzformacioval) szemben invaridnsak, és :
b) egy egyenesen (sikmetszeten) felvett tdvolsdgokat tekintve additivek.
VARGA OTTO kimutatta, hogy az a) feltételnek csak a

d(X,Y)=f(XY)

alaki kifejezések felelnek meg, ahol f(x) tetszéleges folytonos fiiggvény és
X-Y a ,skalaris” szorzds jele, amelyet az elliptikus esetben

XY= x1y1+x2y2+x3y3
-nak, a hiperbolikus esetben A

XY= X Y1— X )e—X3)s
-nak értelmeziink. (Eszrevehetd, hogy mindkét értelmezésii szorzat disztributiv.)
Ennek bizonyitdsara, amely a [38] kozos dolgozatunkban megjelent, itt nem
térek ki.

Megijegyzem azonban, hogy a normalasi feltételek miatt barmely vektor
onmagaval valoé skalaris szorzata 1-gyel egyenlo.

(33) X-X=1
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minden X vektorra. — Azt allitom, hogy ebbdl

(34) XY =1 (az elliptikus esetben),
ill. ’

(35) | X-Y|=1 (a hiperbolikus esetben)

kovetkezik minden X, Y vektorparra.
Az elliptikus esetben a Cauchy—Bunjakovszkij—Schwarz egyenl6tlen-
ségbdl kovetkezik (34):

(X-Yy=p+on+xp)=@+0+6) 0+ %+ =X X)(V-YV)=1..

A hiperbolikus esetben ehhez ezen egyenl6tlenség hiperbolikus analo-
gonjat kell bebizonyitanunk :

7°. TETEL. Ha xX}—x3—---—x2>0, akkor
(G —Xp— =X Z =G = X)GF— i — - — ).
Egyenldség csak akkor dllhat, ha {x;} és {y;} ardnyosak:
ax;=by; (i=12,...,n).
BizonyiTAs: Képezziik a
w(u) = (x,u 4+ y,)f—(xzzz +yy—r—(x,uty)y=
= =X = X 2000 — XY =X YU+ (I — Y — e )

kifejezést. v(u) az w’-nek xi—x;— -+ —x. >0 egyiitthatéja miatt felfelé nyilo
parabolaval abrazothatd, tehat van, ahol v(1) >0, pl. v(4 o) pozitiv. Mas-
W

részt az u=—"- helyén
1

S (% VY N 7% oY RV A &
v( xl) (y'l x“’xi) (y" x"X)éo’

(F—x3—---—x2>0 miatt x,50).

Egyenloség csak akkor allhat, ha axi=by; (i=1,2,...,n). Igy v(u)-nak
valos gyokei vannak, amelyek legfeljebb akkor eshetnek egybe, ha ax;==by;
(i=1,2,...,n). Tehat a diszkrimindns nem-negativ és legfeljebb akkor O,
ha ax;=by; (i=1,2,...,n): i

G —xY— o — XY= (G —G— - —X)(i— Y3 — - —3)

o*
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és itt egyenlOség legfeljebb akkor allhat, ha ax;=0by; (i=1,2,...,n), de
ez esetben, mint behelyettesitéssel azonnal lathatd, valdban egyenléség all,
qu. e. d.

Ezt alkalmazva (33)-bol valoban megkapjuk, hogy

(XYY =0 —x—xp:) = —X—x5) i — 11— 1) = (X- X) (V- V)= 1

és éppen ez volt a bizonyitand6 (35) egyenlStlenség.
Marmost a b) feltételt a kovetkezOképpen érvényesitjiik :
Legyen

"(36) Z=sX+tY
a kollinearitas biztositasara, akkor b) nyilvan igy szol:
d(X, Y)=d(X, 2)+d(Z,Y),
vagyis
(37) fXY)=HX-2)+HZ-Y).

A (36) egyenletet onmagaval, ill. X-el, ill. Y-nal szorozva a disztributi-
vitds és (33) miatt az
1 =s+t+2s5tX Y,

| —s—+¢
AR PV
. X-Z-—fs+tX-Y:—1j——2S:9_—l_, i, Z-Y:sX-Y—i—t:l—_-;—;ﬁ

osszefiiggésekhez jutunk. Ezeket (37)-be helyettesitve végiil a

38) f('_—%t_—i):f( 1+§s—f2)+f(i 1—;2t+tﬂ)

fiiggvényegyenletet kapjuk.
Ennek megolddsara bevezetjiik az

25 e Y=o

_1__}_"3'__{__:)(2, _lﬂzz.y

jeloléseket. (34), ill. (35)-bol
az elliptikus esetben [|x|=1, 'y|=1,

a hiperbolikus esetben |x|=1, [y|=1



NEHANY ALTALANOSABB MODSZER AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK ELMELETEBEN, I 417

kovetkezik. Masrészt

4stxy=(1+s—)(1—s —I—t)——l—(s Py =2s8r—s'—t'+1,
48(1 —x)=45— (1 + 85—y = |

202 oA 4 2 2
48 (1 —p) = 4F— (1 —s* £ — 28 —st—t 258+ 2 —1,

4SQ(X‘ 1)— s Y R T PR P
AP — = —(2¢ +25 4+ f—)
— T2 T=y'= £:282f2—s*—t*+ 1— (28 F—s'— 14258+ 2£—1)
xy-+ V=T =T — | st
B bt el
2st

és igy a (38) fiiggvényegyenlet atmegy az elliptikus esetben a

(22) fay—V1—=x11—3) = f(x)+ 1) (Ix]=1, [y[=1)
a hiperbolikus esetben a
(23) fey+Ve—11y—D)=Ffx)+f0)  (x[=1 [y[=1)

fiiggvényegyenletbe. Ezen egyenletek altalanos folytonos szigorian monoton
megoldasai, mint azt az 1.3. §-ban és az . 6. §-ban lattuk

f(x)=carccosx, illetve f(x)==carchx,

ezek tehat a (38) fiiggvényegyenlet Osszes folytonos szigortian monoton meg-
oldasai.
Mivel f(y) = d>0 miatt (22)—(23)-bol a mi folytonosnak feltett f(x)-iink
szigordan monoton is; ezért
\ € arc cos (X; Y, + Xa Vs -+ Xs35)

dX, V) =J(X-Y) = car ch (X, ),— X s —X335)

az elliptikus, illetve hiperbolikus esetben. Ezek a ¢ szorzd konstanstol elte-
kintve éppen a szokdsos elliptikus (1.pl. [7]), ill. hiperbolikus tavolsag defi-
nicidjanak felelnek meg. Ervényes tehat a kovetkez6.

1. TETEL. A (folytonossdgi, pozitivitdsi és) a) és b) feltételeknek csak a
d(X, Y)==carc cos(X,y; + X, ¥o+ Xs ¥5)

illetve
d(X, Y)=carch (31— X2),—X;35)

elliptikus, ill. hiperbolikus tdvolsdgdefinicio felel meg.
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II. 2. § Vektorok skalaris és vektorialis szorzasa

Ugyancsak a vektorszorzassal kapcsolatos az a kérdés, hogy két vektor
kozotti miiveletekre vonatkozo milyen feltételek hatdrozzak meg (esetleg egy
allando szorzotdl eltekintve) a kozonséges skaldris, illetve vektoridlis vektor-
szorzast (vo. [31]).

A vektorszorzdsok a szorzds ismert tulajdonsdgai koziil a disztributivi-
tast tartjdk meg. Az elézd §-bol azonban vildgos, hogy a disztributivitds ma-
gaban nem elég, mert pl. az X, )1 — X, Yo — X35 miivelet is disztributiv. Kézen-
fekvd az a gondolat, hogy e miivelet x,y,—x;y,—x;¥; értelmezésében az x;
tengely Kkitiintetett szerepe az, amit ki kell zarni, hogy a szokdsos vektor-
szorzasokhoz jussunk.

Valoban érvényes a

8. TETEL: Egy dllando szorzotdl eltekintve csak a szokdsos skaldris és
vektoridlis szorzat fesz eleget az A és B vektorokat Osszekapcsolo

A-B és_ AXB

vektormiiveletekre — melyek kiziil az elsének eredménye skaldr, a mdsodiké
vektor — kiszabott kivetkezo ket feltételnek :

a) rotdcié-automorfizmus : a tér forgdsdndl a skaldris miivelet eredménye
vdlfozatlan marad, a vektoridlisé egyiitt forog (a térben nincs kitiintetett irdny),

b) disztributivitds : Osszeget tagonként lehet szorozni, skaldris mennyiség
kiemelheté a szorzatbol.

BizoNyiTAS: a)-bol vilagos, hogy a miiveletek eredménye csak a keét
vektor nagysagatol és a koztiik bezart szogtdl fiigg. b)-bol latjuk, hogy

(39) A-B—|A||B|Es-Ey,  AXB==|A||BIEsxEg,
A B
ahol EA:!vAT, El:.: TE

az A, ill. B vektor irdnydba mutatd egységvektorok. (E-vel mindig egyseég-
vektorokat fogunk jeldlni.)

Még néhany elemi, geometriai meggondoldsra lesz sziikség, amelyeket
részben SzeLE TIBORTOL vettem &t (szobeli kozlés):

1. Ha A és B nem egyiranyuak, akkor az A X B miivelet eredmenye
egy, a nem egyirdnyu A, B vektorok sikjara merdleges vektor.

2, X-Y=0, ha X'Y.

3. Xx¥Y=0, ha X|Y.



NEHANY ALTALANOSABB MODSZER AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK ELMELETEBEN, L 419

(39) értelmében ezen allitisokat elég egységvektorokra bizonyitani, pl.
2. E-E,=0, ha E, _ E,
és

3. EXE==0.

1. BIZONYITASA: Legyen C egy, az A, B vektorok sikjara merbleges
vektor. Az A X B vektor mindenesetre el6allithatd az A, B és C altal feszitett
koordinatarendszerben :

AXB=aA+bB4cC.

Az A, B, C vektorhdrmast C koriil :z-vel elforgatva, ez atmegy a (—A),

(—B), C vektorharmasba, tehat a) miatt
(—A)xX(—B)-—=a(—A)+b6(—B)+cC=—aA—bB+cC.
De b)-bol 4
(—A) X (—B)=AXB,
tehat
—aA—bB+cC—=aA+4-bB+cC,
ami csak akkor lehetséges, ha
a=0, 6-—=0, AXB=c(,

tehat az A x B vektor az A, B vektorok sikjara mertleges és ezt kellett
kimutatni.

2'. BIZONYITASA: Az E, | E, vektorpart E, koriil ;v szoggel elforgatva a
(—E)), E, part kapjuk, tehat a) és b)-bol

El'E_y == (_El)‘Eg:"—El‘Ez azaz El'Eg ==4U.

kovetkezik és ez éppen a 2’ allitas.

3. BIZONYiTASA hasonl6: b)-bdl nyilvanvalo, hogy E X E irdnya csak
E-ével (vagy (—E)-ével) eshetik ossze:
EXE=EE.

Mivel azonban az E vektor :r-vel elforgatva (—E)-be keriil a) miatt egytttal
(—E) X(—E)=k(—E)=—KE,
de b) értelmében
—kE=(—E)X(—E)=EXE=KE,
tehat
k-==0, EXE=0, qu. e.d.

Most mar eljuthatunk feltételeinkbdl a (7) fiiggvényegyenlethez, melynek
megoldasabol eddigi eredményeink alapjan kovetkezik a 8. tétel.
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Vezessiik be a

(-1'0) EA'EH :f((//);
illetve a
(41) EiXEp :f((l')EAxB

jeloléseket, ahol ¢ az E4 és Ej vektorok bezarta szog
(E.l;Eb’)<)::¢

és az Ea, Ep, Eaxp vektorok merdleges jobbrendszert alkotnak. (A (40) és (41)
képletekben szerepld f(¢) nem ugyanaz, de a kovetkezbkben azonos relacio-
kat fogunk roluk kimutatni, ugyhogy a kozos jelolés kényelmesebb lesz.)
Legyen tovabba E,, E,, E; hdrom komplandris vektor és szogeik :

(El) E—’)q: —1, (EI; E3) <=0+ Y,
tehat )
(B, E:4+E)<=1.
Akkor a b) disztributivitisbol adodo
E,(Ey+ Es) — Ey-Ey+ Ev-Es,

ill.

b'l E]X(EJ—‘_Es):EIXE_)"l‘ElXE; {(E]XE_))”(Ele,)]
-bo
) 2f(¢) cos Y = f(g +v) +flg—)
kovetkezik. E fiiggvényegyenlet altalanos megolddsa pedig, mint az 1.5.§ 1.-
ben lattuk (minden tovabbi feltétel nélkiil):

flp)—=a cog ¢+bsine (f(O) =a, f(;—r) = b) .

Ha mdar most a skaldris miiveletet vizsgaljuk, akkor (39) és (40) értelmében
a fenti 2. segédtételbol

b=1{ =0, fy—acosy
A-B-=a|A||B|cos(A, B)q;
a vektoridlis miiveletre pedig (41), 3’, és (39) révén
a=f(0)=0, f(y)=bsing,

AXB=0A||B sin(4A, B)y<xEixs, (A _Eixpl B)

qu. e. d.
Ebb6l hasonlo tételek kovetkeznek a kvaternidszorzdsra is ({31], vo.

[27], [4])-
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