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J ó l l e h e t á ( g e o m e t r i a i ) h a s o n l ó s á g a z ó k o r ó t a i s m e r e t e s f o g a l o m ( s z o b -
r o k , f e s t m é n y e k , t é r k é p e k , s t b . ) , m é g s e m a l k a l m a s a r r a , l e g a l á b b i s e l e m i m a t e -
m a t i k a i é r t e l m é b e n , h o g y k i f e j e z z e a z é l ő v i l á g e g y e d e i k ö z ö t t i h a s o n l ó s á g i 
v i s z o n y o k a t . N e m l é t e z i k k é t g e o m e t r i a i l a g h a s o n l ó l é n y , k i v é v e a z t a z e s e t e t , 
m i d ő n a z o n o s m é r e t ű e k . V a l ó b a n , p é l d á u l a h h o z , h o g y e g y f a k é p e s l e g y e n 
n e d v e i t c i r k u l á l t a t n i , a z s z ü k s é g e s , h o g y t ö r z s é n e k k e r e s z t m e t s z e t e k ö r ü l b e l ü l 
a r á n y o s l e g y e n r t é r f o g a t á v a l , t e h á t á t m é r ő j e У c - v e l l e g y e n a r á n y o s . I l y e n 
m e g g o n d o l á s o k a l a p j á n e g y 4 r t é r f o g a t ú f a á t m é r ő j e |/ 4 = 2 - s z ö r n a g y o b b k e l -
l e n e , h o g y l e g y e n . M á r m o s t a h h o z , h o g y g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g m e g v a l ó s u l -
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j o n , e z a z á t m é r ő , m i n t l i n e á r i s m é r e t , n e m n ő h e t c s a k J / 4 < 2 - s z e r e s é r e . 
M i n d a z o n á l t a l , m i n t a z k ö z i s m e r t , a t e r m é s z e t t u d ó s o k a h a s o n l ó s á g n a k 

e g y , a z a z o n o s s á g n á l s o k k a l á l t a l á n o s a b b f o g a l m á t h a s z n á l j á k , é s k é t s é g k í v ü l , 
i l y e n f o g a l o m s z ü k s é g e s i s . E n n e k n y i l v á n v a l ó a n t ö b b k ü l ö n b ö z ő é r t e l m e t 
t u l a j d o n í t h a t u n k . E z a z e l ő a d á s a z t t ű z i k i c é l j á u l , h o g y k é t i l y e n k í s é r l e t e t 
j a v a s o l j o n . 

L e g y e n e k x, y, z,... e g y P p o p u l á c i ó e g y e d e i . E z e k e t a z e g y e d e k e t a 
к s z á m ú cu с.,,..., Ci, m e n n y i s é g h a t á r o z z a m e g , é s ú g y k e z e l h e t ő k , m i n t a 
A r - d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r p o n t j a i . A z xSy s z i m b ó l u m a z t f o g j a j e l e n t e n i , 
h o g y x é s у hasonlóak. T e g y ü k f e l , h o g y 

1. h a x y, a k k o r x S y ( a h a s o n l ó s á g á l t a l á n o s a b b , m i n t a z a z o n o s s á g ) , 
2 . h a x S y , a k k o r y S x ( a h a s o n l ó s á g s z i m m e t r i k u s r e l á c i ó ) , 
3 . h a x S y é s ySz, a k k o r xSz ( a h a s o n l ó s á g t r a n z i t í v r e l á c i ó ) . 
A t r a n z i t i v i t á s t ö r v é n y e l e s z ű k í t i a t e r m é s z e t t u d ó s o k á l t a l h a s z n á l t h a s o n l ó -

s á g i f o g a l m a t . V a l ó b a n , ö k k i e s z e l i k a k é t n e m - h a s o n l ó e g y e d k ö z ö t t i l á n c o k 
l é t e z é s é t , m e l y l á n c o k a t o l y a n e g y e d - l á n c s z e m e k a l k o t j á k , m e l y e k m i n d e g y i k e 
h a s o n l ó k ö z v e t l e n s z o m s z é d j a i h o z . A 3 . t u l a j d o n s á g a l a p j á n e z a l e h e t ő s é g 
s z á m u n k r a k i v a n z á r v a . 

K é t e g y e d e t azonosnak f o g u n k t e k i n t e n i , h a m é r t t u l a j d o n s á g a i k c,,c2,... 
. . . , C i , n a g y s á g a i r é v é n m e g k ü l ö n b ö z t e t h e t e t l e n e k , v a g y i s h a a A r - d i m e n z i ó s 

* . 

* A Biometriai Symposionon (Budapest), 1959. szeptember 8-án elhangzott előadás 
szövege. 
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t é r b e n n e k i k m e g f e l e l ő e g y e d i p o n t o k e g y b e e s n e k . K é t e g y e d e t a z 5 értelem-
ben hasonlónak f o g j u k n e v e z n i , h a a n e k i k m e g f e l e l ő e g y e d i p o n t o k v a l a m e l y 
e l ő r e d e f i n i á l t S c s a l á d u g y a n a z o n h a l m a z á b a n v a n n a k ; e r r ő l a z 5 c s a l á d r ó l 
a z t f o g j u k m o n d a n i , h o g y a z a z x S y r e l á c i ó t indukálja ( t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y 
e z a z i n d u k c i ó e g y é r t e l m ű ) . P é l d á u l a k o o r d i n á t á k k e z d ő p o n t j á n á t h a l a d ó 
ö s s z e s e g y e n e s e k 5 c s a l á d j a a g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g o t i n d u k á l j a . 

H a m e g a d t u n k e g y 5 c s a l á d o t , é s k ö v e t k e z é s k é p p a z á l t a l a i n d u k á l t 
xSy h a s o n l ó s á g o t , a k k o r c s a k e g y e t l e n , a z 5 h a s o n l ó s á g o t invariánsul hagyó 
transzformáció l é t e z i k , v a g y i s e g y e t l e n o l y a n t r a n s z f o r m á c i ó v a n , m e l y n é l a z 
x p o n t é s t r a n s z f o r m á l t j a , a z 5 c s a l á d u g y a n a z o n h a l m a z á h o z t a r t o z i k . E z t a 
t r a n s z f o r m á c i ó t S ( x ) - s z e l j e l ö l j ü k . P é l d á u l a b b a n a z e s e t b e n , h a 5 a g e o -
m e t r i a i h a s o n l ó s á g , i l y e n t r a n s z f o r m á c i ó a z S(x)= a-x t r a n s z f o r m á c i ó , a h o l 
a á l l a n d ó . 

M i n d e n m e n n y i s é g e t , m e l y a z S ( x ) t r a n s z f o r m á c i ó n a k i n v a r i á n s a , a z 5 
C; h a s o n l ó s á g indexének f o g j u k n e v e z n i . P é l d á u l a - a l a k ú h á n y a d o s o k a g e o -
Cj 

m e t r i a i h a s o n l ó s á g n a k i n d e x e i . E z e n t ú l m e n ő e n a c 1 , — _ f z l i n d e x e k e z e n 
C-l C:>, ck 

h a s o n l ó s á g teljes i n d e x - r e n d s z e r é t a l k o t j á k , v a g y i s v a l a m e l y e g y e d ö s s z e s i l y e n 
i n d e x e i n e k e g y m á s i k e g y e d m e g f e l e l ő i n d e x e i v e l v a l ó e g y e n l ő s é g e s z ü k s é g e s 
é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g u k n a k . 

M á r m o s t a h a s o n l ó s á g s z o k á s o s é r t e l m e v i s z o n y l a g o s n a k m u t a t k o z i k . 
K é t o l y a n k í n a i , a k i k e t E u r ó p a l a k o s a i n a k p o p u l á c i ó j á b a n h a s o n l ó k n a k 
m i n ő s í t e n e k , a k í n a i a k v a l a m e l y p o p u l á c i ó j á b a n l e h e t n e k n e m - h a s o n l ó k . T e r -
m é s z e t e s d o l o g t e h á t a h a s o n l ó s á g j e l e n t é s é t a p o p u l á c i ó h o z k ö t n i . 

I t t a p o p u l á c i ó r a v o n a t k o z t a t o t t h a s o n l ó s á g k é t f a j t á j á t f o g o m m e g k ü l ö n -
b ö z t e t n i . A z e l s ő t deviációs hasonlóságnak, a m á s o d i k a t p e d i g természetes 
hasonlóságnak f o g o m n e v e z n i . 

H a v a l a m e l y p o p u l á c i ó h o m o g é n , t e k i n t e t h e t j ü k a n n a k centrumát, azaz 
e g y o l y a n v i r t u á l i s e g y e d e t , m e l y n e k t u l a j d o n s á g i m e n n y i s é g e i e g y e n l ő k a z 
á t l a g o s o k k a l . E z t j e l ö l j e p. K é t e g y e d e t , x - t é s y - t deviációsan hasonlóknak 
f o g u n k n e v e z n i , h a t u l a j d o n s á g a i k n a g y s á g a i t e k i n t e t é b e n a p c e n t r u m t ó l a r á -
n y o s m ó d o n t é r n e k e l . í g y , h a x é s y a p-tői а с г ( a h o l / — 1, 2 , . . . , A) 
m e n n y i s é g e k b e n t é r n e k e l , t o v á b b á e z e n d i f f e r e n c i á k á l l a n d ó k é s / - t ő i f ü g g e t -
l e n e k , a k k o r x é s у e b b e n a z é r t e l e m b e n h a s o n l ó . H a p é l d á u l e g y e m b e r 
a p o p u l á c i ó c e n t r u m á t ó l c s a k o r r á n a k h o s s z á b a n t é r e l , a k k o r m i n d a z o n e m -
b e r e k , a k i k h o z z á d e v i á c i ó s a n h a s o n l ó k , a c e n t r u m t ó l c s a k e b b e n a t u l a j -
d o n s á g b a n f o g n a k e l t é r n i . 

E g y k a r i k a t ú r a l é n y e g e a b b a n á l l , h o g y h a n g s ú l y o z z u k a m o d e l l j e l -
l e m z ő v o n á s a i t , a m i t a z á l t a l l e h e t e l é r n i , h o g y a m o d e l l é s a c e n t r u m t u l a j -
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d o n s á g a i k ö z ö t t i k ü l ö n b s é g e k e t a r á n y o s a n s z o r o z z u k . E b b e n a z e s e t b e n a 
k a r i k a t ú r a d e v i á c i ó s a n h a s o n l í t a m o d e l l r e . 

A d e v i á c i ó s h a s o n l ó s á g o t i n d u k á l ó 5 h a l m a z - c s a l á d a p o p u l á c i ó p c e n t -
r u m á n á t h a l a d ó ö s s z e s e g y e n e s e k c s a l á d j a ( é s n e m a z o r i g ó n á t h a l a d ó e g y e -
n e s e k c s a l á d j a , m i n t a g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g e s e t é b e n ) . T e h á t k é t e g y e d d e v i á -
c i ó s a n h a s o n l ó e g y m á s h o z , h a a / г - d i m e n z i ó s t é r b e l i e g y e d i p o n t j a i k a t ö s s z e -
k ö t ő e g y e n e s a p c e n t r u m o n á t h a l a d . J e l ö l j ü k p k o o r d i n á t á i t ci, c2, . . . , c / ; - v a l . 
A z e z t a h a s o n l ó s á g o t i n v a r i á n s u l h a g y ó t r a n s z f o r m á c i ó ( v e k t o r i ) a l a k j a a 
k ö v e t k e z ő : S(x) = a (x—p), v a g y i s n u m e r i k u s a l a k b a n S(c;) — a (c, — ci),  
a h o l a z a e g y ü t t h a t ó á l l a n d ó . 

E n n e k a h a s o n l ó s á g n a k a z i n d e x e i a 4 — C s _ h á n y a d o s o k , é s a - 1 Ú - , 
Cj — Cj C-2 — Cl 

— — — C J - ' r e n d s z e r e z e n i n d e x e k t e l j e s r e n d s z e r e . 
cs—c 3 с,.—Ci. 1 

M é g i s , a d e v i á c i ó s h a s o n l ó s á g f o g a l m a n e m m i n d i g b í r é r d e k e s t e r m é -
s z e t e s é r t e l e m m e l . T e k i n t s ü k p é l d á u l k ü l ö n b ö z ő k o r ú é s k é t t u l a j d o n s á g : t e r -
m e t é s s ú l y á l t a l j e l l e m z e t t g y e r m e k e k p o p u l á c i ó j á t . I t t a c e n t r u m f ü g g a z 
é l e t k o r o k p o p u l á c i ó n b e l ü l i e l o s z l á s á t ó l , é s k ö v e t k e z é s k é p p e n n e m b í r b i o l ó g i a i 
é r d e k e s s é g g e l , é p p ú g y , m i n t a d e v i á c i ó s h a s o n l ó s á g . 

I l y e n k o r a t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g f o g a l m a a z , m e l y l e h e t ő v é t e s z i , 
h o g y a t e r m é s z e t t u d ó s i n t u í c i ó j á t j o b b a n m e g r a g a d j u k . E z e s e t b e n a c e n t r u m 
s z e r e p é t n e m p o n t , h a n e m v o n a l j á t s s z a . 

H a f e l o s z t j u k a g y e r m e k e k u g y a n e z e n p o p u l á c i ó j á t é l e t k o r o k s z e r i n t i 
c s o p o r t o k r a é s m e g k e r e s s ü k m i n d e n e g y e s c s o p o r t c e n t r u m á t , a k k o r l á t j u k , 
h o g y e z e n c e n t r u m o k e g y v o n a l ( a f e j l ő d é s i v o n a l ) m e n t é n h e l y e z k e d n e k e l . 
A z o n b a n a p o p u l á c i ó c e n t r u m a m á s e s e t e k b e n i s m e g l e h e t f o s z t v a b i o l ó -
g i a i é r t é k é t ő l . A t é r b e n v a l a m e l y p o p u l á c i ó t e g y t ö b b é v a g y k e v é s b é k i t e r j e d t 
p o n t f e l h ö ( m a g e d e s p o i n t s ) á b r á z o l . M e n n é l i n k á b b g ö m b a l a k ú e z a f e l h ő , 
a n n á l n a g y o b b s z e r e p j u t a p o p u l á c i ó c e n t r u m á n a k . E z z e l s z e m b e n m e n n é l 
e l n y ú l t a b b e z a f e l h ő , a n n á l n a g y o b b s z e r e p e t j á t s z i k e g y v o n a l . H a ú g y 
t e k i n t j ü k , h o g y a p o p u l á c i ó k n e m t ú l s á g o s a n t é r n e k e l a n o r m á l i s e l o s z l á s t ó l , 
f e l l e h e t t é t e l e z n i , h o g y e z a v o n a l e g y e n e s ( H O T E L L I N G t e n g e l y e [ 1 ] ) . 

E k k o r k é t e g y é n t t e r m é s z e t e s é r t e l e m b e n h a s o n l ó n a k t e k i n t h e t ü n k , h a 
e g y e d i p o n t j a i k a f ő t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e n h e l y e z k e d n e k e l . 

M i n t h o g y e z e n t e n g e l y n u m e r i k u s m e g h a t á r o z á s a r e n d s z e r i n t m e g l e h e t ő -
s e n u n a l m a s d o l o g , é n e z t e g y m á s i k e g y e n e s s e l h e l y e t t e s í t e m , m é g p e d i g a z -
z a l , m e l y e t természetes tengelynek n e v e z t e m e l ( l á s d [2 ] ) , é s a m e l y e t m á r Teis-
sier ( l á s d [ 3 ] ) i s v i z s g á l t . E z e n a z t a t e n g e l y t é r t e m , m e l y n e k k o m p o n e n s e i 
r e n d r e a Ci , e-z,..., ck t u l a j d o n s á g o k ou o>,..., ok szórásai. K ö v e t k e z é s k é p k é t 
e g y e d e t természetes értelemben hasonlónak n e v e z e k , h a a c, t u l a j d o n s á g a i k 
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é r t é k e i k ö z ö t t i k ü l ö n b s é g e k e z e n a , s z ó r á s o k k a l a r á n y o s a k , á l l a n d ó ( / - t ő i f ü g -
g e t l e n ) a r á n y o s s á g i e g y ü t t h a t ó m e l l e t t . 

E b b ő l k ö v e t k e z ő e n a t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g o t i n d u k á l ó c s a l á d a t e r -
m é s z e t e s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e k c s a l á d j a . T e h á t a z t l e h e t m o n d a n i , 
h o g y k é t e g y e d e b b e n a z é r t e m b e n h a s o n l ó v a l a m e l y p o p u l á c i ó r a n é z v e , h a 
a z e g y e d i p o n t j a i k a t ö s s z e k ö t ő e g y e n e s p á r h u z a m o s e z e n p o p u l á c i ó t e r m é s z e -
t e s t e n g e l y é v e l . A t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g o t i n v a r i á n s u l h a g y ó t r a n s z f o r m á c i ó 
a t é r n e k a t e r m é s z e t e s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s t r a n s z l á c i ó j a . I n v a r i á n s a i é s í g y 
t e r m é s z e t e s i n d e x e i , a t e r m é s z e t e s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e k t e t s z é s 
s z e r i n t i j e l l e m z ő i . 

K é p e z z ü k e z e n i n d e x e k e g y r e n d s z e r é t . N o r m á l j u k e c é l b ó l a c\,c2,... 
...,ck t u l a j d o n s á g o k a t o l y a n m ó d o n , h o g y v á r h a t ó é r t é k ü k 0 é s s z ó r á s n é g y -
z e t ü k 1 l e g y e n : 

= 0 = 1 , 2 , . . . , » . 

N o r m á l j u k m é g e g y s z e r a / , - k e t a 

7=1 ( 7 1 + 72 + • • • + / t ) 

á t l a g u k s e g í t s é g é v e l o l y k é p p , h o g y m i n d e n e g y e s e g y e d b á r m e l y t u l a j d o n s á -
g á n a k v á r h a t ó é r t é k e 0 l e g y e n : 

Wi = Y i — Y 0 = 1 , 2 , . . . , » . 
A z í g y d e f i n i á l t w - k a t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g s z á m á r a i n d e x - r e n d s z e r t 

a l k o t n a k . E z a r e n d s z e r n e m t e l j e s , m e r t a z i n d e x e k n e m f ü g g e t l e n e k , t u d n i -
i l l i k Wi + i v 2 - | \-wk = c. E l e g e n d ő a z o n b a n b e l ő l e b á r m e l y i k e t e l h a g y n i 
a h h o z , h o g y t e l j e s r e n d s z e r r é v á l j é k . B e b i z o n y í t o t t a m ( l á s d [2 ] ) , h o g y a m o s t 
d e f i n i á l t t e r m é s z e t e s i n d e x e k e g y e n l ő s é g e v a l ó b a n s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e k é t e g y e d t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g á n a k . 

M I L I C E R O W A ( l á s d [4 ] ) é r d e k e s e r e d m é n y e k e t é r t e l a t e r m é s z e t e s i n -
d e x e k a l k a l m a z á s á v a l b o x o l ó k é s m á s s p o r t o l ó k s z o m a t i k u s a n a l í z i s é r e . 
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