A POPULACIORA VONATKOZTATOTT
HASONLOSAG FOGALMAROL*

J. PERKAL (Vroctaw)

Jollehet a (geometriai) hasonldsdg az 6kor oOta ismeretes fogalom (szob-
rok, festmények, térképek, stb.), mégsem alkalmas arra, legalabbis elemi mate-
matikai értelmében, hogy kifejezze az €16 vildg egyedei kozotti hasonlosagi
viszonyokat. Nem létezik két geometriailag hasonld lény, kivéve azt az esetet,
mid6én azonos méretliek. Valoban, példaul ahhoz, hogy egy fa képes legyen
nedveit cirkulaltatni, az sziikséges, hogy torzsének keresztmetszete koriilbeliil
aranyos legyen + térfogataval, tehdt atmérdje | r-vel legyen aranyos. llyen
meggondolasok alapjan egy 4+ térfogati fa atmérdje | 4 = 2-szor nagyobb kel-
lene, hogy legyen. Marmost ahhoz, hogy geometriai hasonlosdg megvaldsul-

jon, ez az atmérd, mint linedris méret, nem nohet csak lf71< 2-szeresére.

Mindazonaltal, mint az kozismert, a természettudosok a hasonlosagnak
egy, az azonossagnal sokkal dltaldnosabb fogalmat haszndljak, és kétségkiviil,
ilyen fogalom sziikséges is. Ennek nyilvanvaléan tobb kiilonbozd eértelmet
tulajdonithatunk. Ez az el6adas azt tiizi ki céljaul, hogy két ilyen kisérletet
javasoljon.

Legyenek x,y,2,... egy P populacié egyedei. Ezeket az egyedeket a
k szamu ¢, ¢y, ..., ¢ mennyiség hatdrozza meg, és ngy kezelhetdk, mint a
k-dimenzids euklideszi tér pontjai. Az xSy szimbdélum azt fogja jelenteni,
hogy x és y hasonldak. Tegyiik fel, hogy

1. ha x==y, akkor xSy (a hasonlosag altalanosabb, mint az azonossag),

2. ha xSy, akkor ySx (a hasonlésag szimmetrikus refacio),

3. ha xSy és ySz, akkor xSz (a hasonlosag tranzitiv relacio).

A tranzitivitds torvénye lesziikiti a természettuddsok éaital hasznalt hasonlo-
sagi fogalmat. Valdban, 0k kieszelik a két nem-hasonlé egyed kozotti lancok
létezését, mely lancokat olyan egyed-lancszemek alkotjdk, melyek mindegyike
hasonlé kozvetlen szomszédjaihoz. A 3. tulajdonsdg alapjan ez a lehetOség
szamunkra ki van zarva.

Két egyedet azonosnak fogunk tekinteni, ha mért tulajdonséagaik ¢,,c, ...
..., C; nagysagai révén megkiilonboztethetetlenek, vagyis® ha a k-dimenzios

'
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térben nekik megfeleld egyedi pontok egybeesnek. Két egyedet az S érfelem-
ben hasonlonak fogjuk nevezni, ha a nekik megfelel6 egyedi pontok valamely
eldre definidlt S csaldad ugyanazon halmazéban vannak; errél az S csaladrol
azt fogjuk mondani, hogy az az xSy relaciot indukdlja (tekintettel arra, hogy
ez az indukcid egyértelmil). Példdul a koordindtdk kezddpontjdn athalado
Osszes egyenesek S csaladja a geometriai hasonldsagot indukalja.

Ha megadtunk egy S csalddot, és kovetkezésképp az aitala indukalt
xSy hasonldsagot, akkor csak egyetlen, az S hasonlosdgot invaridnsul hagyo
transzformdcio létezik, vagyis egyetlen olyan transzformdcié van, melynél az
x pont és transzformaltja, az S csaldd ugyanazon halmazdhoz tartozik. Ezt a
transzformaciot S(x)-szel jeldljiik. Példaul abban az esetben, ha § a geo-
metriai hasonlosag, ilyen transzformacio az S(x)=:a-x transzformacio, ahol
a éllando.

Minden mennyiséget, mely az S(x) transzformdacidnak invaridnsa, az S
hasonlosag indexének fogjuk nevezni. Példaul a —C‘ alaku hanyadosok a geo-

4
metriai hasonlosagnak indexei. Ezen talmenden a a %‘), .. .,C';’
3 3 k
hasonlosag feljes index-rendszerét alkotjak, vagyis valamely egyed 0sszes ilyen
indexeinek egy masik egyed megfeleld indexeivel vald egyenldsége sziikséges
és elegendd feltétele geometriai hasonlésaguknak.

Marmost a hasonlosdg szokdsos értelme viszonylagosnak mutatkozik.
Két olyan kinai, akiket Eurdpa lakosainak populacidjaban hasonléknak
mindsitenek, a kinaiak valamely populaciojaban lehetnek nem-hasonldk. Ter-
mészetes dolog tehat a hasonlosag jelentését a populaciohoz kotni.

Itt a populdciéra vonatkoztatott hasonlosag két fajtajat fogom megkiilon-
boztetni. Az elsdt devidcids hasonlosdgnak, a masodikat pedig fermészefes
hasonldsdgnak fogom nevezni.

Ha valamely populdcié homogén, tekintethetjiik annak cenfrumdt, azaz
egy olyan virtudlis egyedet, melynek tulajdonsdgi mennyiségei egyenlok az
atlagosokkal. Ezt jeldlje p. Két egyedet, x-t és y-t devidciosan hasonléknak
fogunk nevezni, ha tulajdonsagaik nagysagai tekintetében a p centrumtdl ara-
nyos modon térnek el igy, ha x és y a p-t6l a ¢; (ahol i=1,2,...,k)
mennyiségekben térnek el, tovabba ezen differencidk allanddk és i-t6l fiigget-
lenek, akkor x és y ebben az értelemben hasonlo. Ha példaul egy ember
a4 populdcio centrumatol csak orranak hosszaban tér el, akkor mindazon em-
berek, akik hozzd devidciésan hasonlok, a centrumtdl csak ebben a tulaj-
donsagban fognak elténi.

Egy karikatura Iényege abban &ll, hogy hangsulyozzuk a modell jel-
lemz6 vondsait, amit azaltal lehet elérni, hogy a modell és a centrum tulaj-

1.
indexek ezen
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donsagai kozotti kiilonbségeket ardnyosan szorozzuk. Ebben az esetben a
karikatira devidciosan hasonlit a modellre.

A deviacios hasonldsagot indukdld S halmaz-csalad a populacié p cent-
ruman athaladd dsszes egyenesek csalddja (és nem az origdn édthaladd egye-
nesek csalddja, mint a geometriai hasonidsag esetében). Tehat két egyed devia-
ciosan hasonld egymashoz, ha a k-dimenzids térbeli egyedi pontjaikat bssze-
koto egyenes a p centrumon at halad. Jel6ljikk p koordinatait ¢/, ¢, .. ., ¢.-val.
Az ezt a hasonldsdgot invaridnsul hagyd transzformacid (vektori) alakja a
kovetkez6: S(x)=a (x—p), vagyis numerikus alakban S(¢)=a (c;—7¢),
ahol az a egyiithatd allando.

- . . c—<C ., . 1 —C
Ennek a hasonlosagnak az indexei a C’ z hanyadosok, és a cl =
7 Ci 2—C2
Cr—C2 Ck-1—Cie-1 . T
e, = rendszer ezen indexek teljes rendszere.
C3—Cy Cr—Ci

Mégis, a deviacios hasonlosag fogalma nem mindig bir érdekes termé-
szetes értelemmel. Tekintsiik példaul kiilonboz6 kort és két tulajdonsag: ter-
met és suly altal jellemzett gyermekek populacidjat. Itt a centrum fiigg az
¢életkorok populacion beliili eloszldsatol, €s kovetkezésképpen nem bir bioldgiai
érdekességgel, éppugy, mint a devidcios hasonlosag.

llyenkor a természetes hasonlésdg fogalma az, mely Iehetdvé teszi,
hogy a természettudos intuicidjat jobban megragadjuk. Ez esetben a centrum
szerepét nem pont, hanem vonal jatssza.

Ha- felosztjuk a gyermekek ugyanezen populdciojat életkorok szerinti
csoportokra és megkeressitk minden egyes csoport centrumat, akkor latjuk,
hogy ezen centrumok egy vonal (a fejlédési vonal) mentén helyezkednek el.
Azonban a populacid centruma mas esetekben is meg lehet fosztva biolé-
giai értékétdl. A térben valamely populdciét egy tobbé vagy kevésbé kiterjedt
pontfelhd (mage des points) dbrazol. Mennél inkabb gomb alaka ez a felho,
annal nagyobb szerep jut a populacié centrumanak. Ezzel szemben mennél
elnytitabb ez a felh6, annal nagyobb szerepet jatszik egy vonal. Ha ugy
tekintjitk, hogy a populdciok nem tilsdgosan térnek el a normalis eloszlastol,
fel lehet tételezni, hogy ez a vonal egyenes (HOTELLING tengelye [1]).

Ekkor két egyént természetes értelemben hasonl6nak tekinthetiink, ha
egyedi pontjaik a fOtengellyel parhuzamos egyenesen helyezkednek el.

Minthogy ezen tengely numerikus meghatdrozdsa rendszerint megleheto-
sen unalmas dolog, én ezt egy masik egyenessel helyettesitem, mégpedig az-
zal, melyet fermészetes tengelynek neveztem el (ldsd [2]), és amelyet mar Teis-
sier (lasd [3]) is vizsgélt. Ezen azt a tengelyt értem, melynek komponensei
rendre a ¢, ¢z, ..., ¢ tulajdonsdgok oy, 0s, ..., 0, szdrdsai. Kovetkezéskép két
egyedet fermészetes értelemben hasonldnak nevezek, ha a c¢; tulajdonsagaik
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értékei kozotti kiildnbségek ezen o; szérasokkal aranyosak, allando (i-tol fiig-
getlen) aranyossagi egyiitthatd mellett.

Ebb6] kovetkezden a termeészetes hasonlosigot indukald csalad a ter-
mészetes tengellyel parhuzamos egyenesek csaladja. Tehat azt lehet mondani,
hogy két egyed ebben az értemben hasonld valamely populdcidra nézve, ha
az egyedi pontjaikat osszekotd egyenes parhuzamos ezen populdcid természe-
tes tengelyével. A természetes hasonlosagot invaridnsul hagyo transzformacié
a térnek a természetes tengellyel parhuzamos transzldcioja. Invariansai és igy
természetes indexei, a természetes tengellyel parhuzamos egyenesek tetszés
szerinti jellemzdi.

Képezziik ezen indexek egy rendszerét. Normaljuk e célbol a ¢i, ¢, ...

.., ¢ tulajdonsagokat olyan moédon, hogy varhato értékiik O és szordsnégy-
zetiik 1 legyen: : N
c;—¢C

i e - (l :1,2,,/{)

Normaljuk még egyszer a y.-ket a
_ 1
7= Gkt 70
atlaguk segitségével olyképp, hogy minden egyes egyed bérmely tulajdonsa-
ganak varhato értéke O legyen:
Wi:LZ;—7 (121,2,.,A)

Az igy definidlt w;-k a természetes hasonlosag szamdra index-rendszert
alkotnak. Ez a rendszer nem teljes, mert az indexek nem fiiggetlenek, tudni-
illik wy +ws+ - +wi=rc. Elegend6 azonban bel6le barmelyiket elhagyni
ahhoz, hogy teljes rendszerré valjék. Bebizonyitottam (lasd [2]), hogy a most
definidlt természetes indexek egyenlOsége valoban sziikséges és elegendd fel-
tétele két egyed természetes hasonlosdganak.

MiLiICEROWA (lasd [4]) érdekes eredményeket ért el a természetes in-
dexek alkalmazasaval boxol6k és mas sportolok szomatikus analizisére.
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