UJABB EREDMENYEK AZ ABSZTRAKT ALGEBRA TERULETEN
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Eléadta a Matematikai Allandé Bizoftsdg 1951 december 13-dn tartott iilésén

Az absztrakt algebra, vagy kevésbbé szabatos elnevezéssel modern algebra
bizonyos értelemben kiilonleges helyet foglal el a matematika legtijabb &gai
kozott. Ennek oka az a hatalmas mérvii és rendkiviil gyors iitemii fejlodés,
amely ezt a tudomanyt a XX. szdzad immdr mogotitink levd elsd felében mai
allapotadhoz eljuttatta. Elegendd néhdny szdéval utalni erre a nagy atalakuldsra.
Szdz esztenddvel ezelott még nyilvdn nem lehetett szé arrdl, hogy az algebra
onalld tudomdany volna, hiszen az akkori algebra még u. n. ,alaptételét is
kénytelen volt a fiiggvénytanbdl kolcsonodzni. Ezzel szemben a szdzadforduld
tajan feltord hatalmas erejii uj gondolatok és fogalomalkotasok, valamint ezek
kristalytisztasdga rendszerének kialakuldsa lehet6vé tette, hogy az algebra sza-
zadunk elsé negyedében teljesen autark tudoménnyd véljék, legaldbbis olyan
értelemben, hogy azota csupdn a matematika alapjaira vonatkozé kutatdsok-
bol, kiilonosképpen a halmazelméletbél merit. Ennél tobbet ezen a téren a
dolog természeténél fogva nem is varhatunk. Masfel6l a szdzad masodik negye-
dében bekdvetkezd leglijabb fejlodés odavezetett, hogy ma az algebra a mate-
matika tigyszolvan valamennyi dgaban folyo kutatdsoknal jelentds szerepet tolt
be. Alapvetd fontossdgi fogalmakat és modszereket lehetett atiiltetni a tiszta
algebra talajabdl a matematika latszolag egészen tavolesé tudomanyagaiba, s
ez nemcsak rendkiviil termékenynek bizonyult a korszerii kutatdsban, hanem
érezhet6 hatdssal volt az illet6 tudomanyagak ,probléma-latasdra“, beallitott-
sagara is. Ezért minden tulzds nélkiil mondhatjuk azt, hogy korunkban a
modern algebra gyakorol a matematika egészének fejlédésére olyan univerza-
lisan influalo hatast, mint a mult szdzad mésodik felében a fiiggvénytan. Ugyan-
akkor hangstlyoznunk kell azonban azt is, hogy ez a félreismerhetetlen folya-
mat a valosagban igen természetes és egészséges kolcsonhatdsok alakjaban
megy végbe, amelyek sordn az algebra is nyer értékes indittatisokat a mate-
matika egyéb teriiletein folyo kutatdsokbdl. Elegendé ilyen vonatkozasban példa-
képpen arra a mindkét irdnyban igen termékeny kapcsolatra utalnunk, amely
egyrészt az absztrakt algebra, mdsrészt a funkciondl-analizis, a modern geo-
metridk, a topologia és a matematika alapjaira vonatkozd kutatdsok legtijabb
fejlodése kozott fenndll. Tehat semmiképpen sincs szd arrol, hogy az algebra
emlitett hatdsa a legcsekélyebb mértékben is veszélyeztetné a matematika tobbi
againak onallésagat és szuverénitasat.

Ha marmost ilyen mély kapcsolatban van az algebra az egész matema-
tika jelenkori fejlédési iranyaival, akkor 6rvendetesnek mondhaté, hogy hazank-
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ban is tobb matematikus foglalkozik absztrakt algebraval és ért el ezen a téren
szamottevd eredményeket. Kiilonosen biztatd annak a grafikonnak ezidei ten-
dencidja, amelyet a hazai algebrai kutatidsok extenzitdsdnak id6beli fejlodésérol
lehetne késziteni. Bauer Mihdlyra, Haar Alfrédra és Kiirschdk Jozsefre gon-
dolva ugyanis nyilvanvald, hogy a jelen szézad elsé harmaddban voltak vildgra-
sz0l6 magyar alkotdsok az absztrakt algebra teriiletén, de az ilyen irdnyu kuta-
tasok akkoriban a rendkiviil gazdag ¢és sokoldali magyar matematikai életnek
még ardnylag csupan sziik metszetét jelentették. Ezzel szemben szazadunk
masodik harmaddnak eddig eltelt els6 felében rohamos emelkedést mutat az
emlitett grafikon. Csak a legutdbbi egy-mdsfél esztendd alatt is olyan kiterjedt
és sokoldali vizsgélatokat folytattak algebristdink, hogy nehezen megoldhato
feladat a rendelkezésre all6 id6 alatt hidnytalanul beszdmolni e vizsgélatok
legfontosabb eredményeirdl, hiszen algebraval foglalkozd matematikusainknak
mar a szama is Orvendetesen nagy. Ezenfeliil koruk és matematikai munkas-
séguk pillanatnyi szakasza tekintetében is széles spektrumot mutatnak: van
koztiik harom akadémikus, akik egyszersmind Kossuth-dijasok is; viszont négy
egészen fiatal, illetve kutatomunkajanak kezdetén Aallo algebristinkrdl is szol-
nunk kell, egyrészt ama kapcsolat miatt, amelyben munkdssiguk az Oket ira-
nyitd matematikusokéval van, mdasrészt mert eredményeik elérik azt a fokot,
amely sziikségessé teszi, hogy szerepeljenek ebben a beszamoldban. Jo fényt
vet ez a jelenség arra, hogy az alkot6 munka szempontjab6l milyen kedvezd
és egészséges kozOsségi szellem hatja at algebristdinkat. Ennek koszonhetd,
hogy nem egymadstol elszigetelten, csupan egyéni becsvagytdl hajtva végzik
munkéjukat, hanem &llandé gondolatcsere kapcsolatiban élnek egyméssal s

-

azokkal a matematikusokkal, akik mdsiranyti vizsgalataikban fel tudjak hasz-

ndlni a modern algebra eredményeit. Ezenfeliil azok az algebristdink, akik mar
érettebb kutatok, természetesnek tartjak, hogy tuddsukat, kialakitott médszerei-
ket €s problémaikat tovabbadjak azoknak a fiatal, illetve kezdd kutatoknak,
akik koziil az eljovendd évtizedek magyar algebristai keriilnek majd ki. Ezért
a jovotél nemcsak azt varhatjuk, hogy a hazénkban folyé algebrai kutato
munka megmarad mostani szinvonaldn, hanem azt is, hogy ez a szinvonal
még emelkedni fog.

Ha azt kérdezziik, hogy algebrai kutatdsunk az absztrakt algebranak
melyik dgdban bizonyult legeredményesebbnek, akkor erre az az egyérteimii
valasz, hogy a csoportelméletben. Ez annyira nyilvanvald és kiilfoldi matema-
tikusok altal is elismert tény, hogy ma mér nem elhamarkodott deriilatis egy
onallé magyar csoportelméleti iskolardl beszélni, amely éppen ezekben az évek-

ben alakul ki, de korvonalai mar most is teljes hatdrozottsaggal felismerheték.

Orommel kell rdmutatnunk arra, hogy — természetesen . sokszorosra nagyitott
méretekben — hasonld jelenség nyilvanul meg a Szovjetuniéo matematikai éle-
tében is, ahol, mint legilletékesebb, A. G. Kuros akadémikus allapitotta meg

nemrégiben, hogy a szovjet algebristdk eredményei a csoporteimélet terén a
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legjelentdsebbek. Mi, magyar algebristdk, ugy véljiik, hogy itt nemcsak vélet-
lenr6l van szo, s rajtunk all, hogy azt a rendkiviil kedvezd lehetdséget, ame-
lyet ez az analdgia nyujt szamunkra, minél jobban felhasznaljuk. Mar az
eddigiek soran is sokat koszonhetiink az élenjar6 szovjet csoportelméleti iskola
hatdsanak, de a legkozelebbi jovoben még inkabb .igyekezni fogunk elmélyedni
a nagy szovjet eredmények és modszerek tanulmanyozdsaban.

Mielott a hazankban foly6 algebrai kutatisok legtjabb eredményeinek
ismertetésére ratérnék, legyen szabad kegyelettel megemlékeznem egy nagyon
fiatalon elhunyt magyar algebristarol, Sdndor Gyuldr6l, aki az alatt a rend-
kiviil rovid id6 alatt is, amely adatott neki, bizonysdgat tudta nyujtani nagy-
erejit algebrai tehetségének. Sdndor Gyula munkaszolgédlatosként halt meg
1944-ben, az akkori rémuralom kovetkeztében. Nem sokkal haldla el6tt egy
levelet irt Rédei Ldszlonak, aki ezt a levelet mostanaban publikélta. Ez teszi id6-
szeriivé egyebek kozott mostani megemlékezéstinket Sdndor Gyuldrol. Az emlitett
levélben Sdndor pontos becslést ad a torzshatvanymodulusti magasabbfoki
kongruencidk megoldasainak szamara. Ez az eredmény egy Nagell—Ore-féle
tétel élesitését jelenti €s absztrakt algebrai értelmezése nyilvanvalo. Fajdalommal
gondolunk azokra a tovdbbi szép eredményekre, amelyekkel Sdndor Gyula oly
korai elhunyta miatt lett szegényebb matematikai életiink.

Még csupéan annyit jegyzek meg tulajdonképpeni beszamolém megkez-
dése eldtt, hogy az aldbbiakban absztrakt algebra helyett roviden csak algebrat
fogok mondani, viszont beszamoldm id6hidny miatt csupan az absztrakt algebra
teriiletén elért eredményekre vonatkozik. Vannak hazai kutatdéinknak szép ered-
ményei a klasszikus, illetve numerikus algebra korében is, ezekre azonban én
most nem terjeszkedhetem ki. _ : :

Hajos Gyorgy legajabb algebrai eredményeinek ismertetéséné! abbdl kell
kiindulnunk, hogy Hajos tiz évvel ezelott vilagraszolo eredményt ért el Minkowski
egy olyan sejtésének bebizonyitdsaval, amely azel6tt egy félévszdzadon at dacolta
legkivalobb matematikusok egész sordnak sokirdnyu bizonyitasi kisérletével. Az
ily médon Minkowski—Hajds-féle tétellé valtozott sejtésnek eredeti, szamelméleti
jellegii megfogalmazédsarol ezuttal nem szélva, azt a geometriai megfogalmazast
kell emlitentink, amelyet szintén Minkowski adott sejtésének. Nevezziink e célbol
pontracsnak az n-dimenzids euklideszi térben olyan, csupa izolalt pontokbdl dllo
ponthalmazt, amely 6nmagaba megy at minden olyan transzlacional, melyet a hal-
maz két pontja altal meghatérozott vektor definidl. Nevezziik tovabba egyszeresen
térfedd kockardcsnak csupa egybevdgoé kockdk olyan halmazat ugyancsak az
n-dimenzios térben, amelyre érvényesek a kovetkezok: a tér barmely pontja hozza-
tartozik a halmaz legalabb egy kockdjéhoz, de a halmaz két kiilonbdz6 kockajanak
“soha sincsen kozos belsd pontja; tovdbba a halmazhoz tartozd -kockdk kozép-
pontjai pontracsot alkotnak. A Minkowski—Hajoés-féle tétel marmost tigy szol,
hogy egyszeresen térfed6 kockardcs mindig oszlopozott, azaz tartalmaz két
olyan szomszédos kockat, amelyek egy n—1 dimenzidju oldallapja teljes egé-
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szében kozOs. Barmennyire egyszeriien hangzik is ebben a fogalmazasban a
tétel, bizonyitdsa rendkiviili nehézségekbe iitkdzik, s ezek a nehézségek a tér
dimenzidszdmadval oly er8sen ndvekednek, hogy Hajds el6tt nagy teljesitmény-
nek szamitott az is, amikor pl. bebizonyitottédk a tételt 8 dimenzids térre. Hajos
az els6 dontd fontossagt lépést azzal tette a tétel altaldnos igazoldsa irdnya-
ban, hogy egy egészen uj, csoportelméleti fogalmazast adott neki, amely mar
teljesen fiiggetlen a geometriai fogalmazdsban szerepl6 tér dimenzidszamatol.
Minkowski sejtésének ezt a Hajostdl szdrmazd csoportelméleti alakjat sikeriilt
azutdn valamivel késébb magdnak Hajdsnak rendkiviil mély és éleselméjii
meggondoldsok ttjan bebizonyitania. A Hajos-féle csoportelméleti tétel meg-
fogalmazasa céljabol tekintsiink egy G véges Abel-féle csoportot. Jelolje A és B
két tetszéleges részhalmazat, vagy mdsszoval komplexusdt G-nek. Ha G bar-
mely eleme pontosan egyféleképpen eldallithatd egy A-beli és egy B-beli elem
szorzataként, akkor azt mondjuk, hogy G az A és B komplexusok szorzata.
Ezt a tényt igy jeloljik: G= A. B. Nevezziik tovdbbé szimplexeknek G csupa
kiilonboz6 elemekbdl allo és

[a)=[1, ¢ e, ..., 1]

alakt komplexusait. Az ¢" elemet a felirt szimplex zardelemének nevezziik.
Ez nyilvdn akkor és csak akkor eleme a szimplexnek, ha «"=1, azaz ha a
szimplex csoport. Marmost a Hajos-féle csoportelméleti tétel igy szol: Ha egy
véges Abel-féle csoportot eléallitunk szimplexek szorzataként, akkor e szim-
plexek egyike okvetleniil csoport.

Jellemzd e tétel rendkiviili mélységére, hogy bar tisztdn csoportelméleti
tényt fejez ki, mindmdig nem sikeriilt senkinek sem kizardlag csoportelméleti
eszkozokkel bebizonyitani, hanem csak tigy, hogy gyiiriielméleti, pontosabban
csoportalgebrai segédeszkozoket is igénybe vesziink. Hajos egyik legnagyobb-
jelentéségii eredménye a csoportalgebrai bizonyitdsi modszer felfedezése volt,
amely mindmadig az egyetlen jarhaté 0t e roppant nehéz és mély tétel igazo-
lasara. Tiz esztend$ telt el Hajos bizonyitdsanak publikdldsa ota, s ez id6
alatt fel is figyeltek rd a matematikusok a vildg minden részében, de Hajos
bizonyitdsa mindmaig lényegében az egyetlen. Tovabbhaladni foképpen csak
Hajos bizonyitdsdnak technikai egyszeriisitése irdnydban sikeriilt, azonban a
Hajostol szarmazo dontd gondolatok valtozatlan megtartdsa mellett. Nagy orom-
mel allapithatjuk meg, hogy ezek az eredmények is magyar matematikusok-
nak, elsosorban Rédei Ldszidnak koszonhetok.

O. H. Keller 1930-ban azt a sejtést mondotta ki, hogy egybevagd koc-
kak egyszeresen térfedd rendszere akkor is mindig oszlopozott, ha nem kivan-
juk meg, hogy a kockdk kozéppontjai racsot alkossanak. Ez az u. n. Keller-
féle sejtés nyilvan altalanositidsa a Minkowski—Hajos-féle tételnek, s bizonyi-
tdsa eddig csak legfeljebb hatdimenzids térre sikeriilt. Hajds legujabban a
Keller-féle sejtés analdg csoportelméleti megfogalinazdsat is meg. tudta adni,
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s ez az eredménye tgy tekinthetd, mint az éls6 komoly lépés Keller sejtésének
altalanos igazoldsa irdnyaban. Ett6l kezdve joggal remélhetjiikk, hogy ez a
mostanaig reményteleniil nehéznek bizonyult sejtés eldbb-utobb mégis igazo-
last nyer majd. Megalapozza -ezt a reményiinket az a koriilmény is, hogy a
Hajos-féle csoportelméleti fogalmazasban Keller sejtése is dimenzidmentes.
A sejtés csoportelméleti alakja igy szol: Ha
G=K:[o] [e) --- [en],

ahol K a G véges Abel-féle csoport tetszbleges komplexusa, akkor az [e]
szimplexek kozt van olyan, amelynek zardeleme eldallithaté két K-beli elem
hanyadosaként. Nyilvanvald, hogy ez az éllitis a K=1 esetben a Hajos-féle
csoportelméleti tételbe megy éat.

Hajos csoportelméleti vizsgdlatai egy mdsiranyd, de szintén igen érdekes
és nehéz problémakorhoz is elvezettek, amelyben legtijabban szintén nagystlyt
eredményt sikeriilt Hajosnak elérnie. Nevezziik a G csoport valamely A kom-
plexusat periodikusnak, ha van G-nek olyan e==1 eleme, amelyre a-A = A.
Ez a kovetelmény nyilvdn pontosan annyit jelent, hogy A az ¢ elem Aaltal
generdlt ciklikus csoport bizonyos G-beli mellékosztalyaib6l all. Marmost
Hajos azt a problémat vetette fel, hogy ha G fel van bontva két komplexus
szorzatara, igaz-e, hogy ezek egyike sziikségképpen periddikus. Legel6szor azt
sikeriilt Hajdsnak bebizonyitani, hogy abban az esetben, amikor G torzshat-
vanyrendit ciklikus csoport, a valasz igenld. De mar éltalaban tetsz6leges véges
ciklikus csoport esetében is igen nehéz ez a probléma. Legujabban azt sikeriilt
Hajosnak kimutatnia, hogy ha G olyan ciklikus csoport, amelynek rendje fel-
bonthaté harom paronként relativ primszdm szorzatdra, s e harom szdm koziil
legalabb kettd Osszetett, akkor G eldéllithatd két nem-periddikus komplexusa-
nak szorzataként. Eszerint a felvetett kérdésre az esetek legnagyobb részében
nemleges a valasz. Rédei Ldszlonak viszont azt sikeriilt bebizonyitania, hogy
a valasz igenld, ha a G ciklikus csoport rendje haromnal nem tobb primszam
szorzata. llyen moédon most mar csupan a p™q*, prqr, pqrs rendszamu ciklikus
csoportok esetében nyiit a probléma, ahol p,gq,r, s kiilonbozd primszamokat
jelentenek.

Kalmdr Ldszlo egyik legljabb dolgozatiban a val6s szdmok Cantor-féle
értelmezésének van der Waerden éltal algebraizdlt moddjat egy igen lényeges-
ponton tokéletesitette, s ennek koszonhetden a valds szamok bevezetésének
ez az utja tisztdn algebraiva valt. Hogy milyen 4j és mély bepillantast enged
Kalmdr eredménye a valds szdmtestnek ebbe a tisztdn algebrai konstrukcidjaba,
azt az az Orvendetes tény is mutatja, hogy ezek a vizsgalatok Kalmdrt egy
igen érdekes sejtéshez vezették, amelyet azéta Kalmdr és Rédei egyik tanitvanya,
Steinfeld Otf6 be is bizonyitott. Ennek az eredménynek megfogalmazasa céljabol
tekintsiink egy K archimédeszileg elrendezett testet, s jeloljiik B-vel a K-beli
elemekbdl allé kortatos, C-vel a Cauchy-féle konvergenciakritériumnak eleget-
tevd, N-el pedig a nulla-hatarértékii sorozatok halmazat. A B, C, N halmazok
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nyilvan gyfiriit alkotnak a sorozatok szokdsos mddon értelmezett 6sszeadasara
€s szorzdsdra nézve, s ezenfeliil V idedlja B-nek. Ha K a raciondlis szamtest,
akkor a C/N maradékosztalygyiirii alkalmas-a valds szamtest algebrai értelme-
zésére. Marmost Kalmdr sejtése, illetve Steinfeld eredménye ugy szol, hogy
a C/N test maximélis a B/N maradékosztalygyiiriiben, azaz C N-nek nincsen
valédi testbOvitése a B:N gyfiriiben.

Ugyancsak Kalmdr Ldszlo legijabb kutatisai nevezetes eredményhez
vezettek az asszociativ rendszerek szdproblémdjaval kapcsolatban is. E pro-
bléma tulajdonképpen a matematika alapjaira vonatkozd vizsgalatok korébe tar-
tozik elsdsorban, de nyilvanvalo, hogy szorosan osszefiigg az algebraval is,
és az ilyen természetii kapcsolatok éppen a legutébbi id6ben igen terméke-
nyeknek bizonyultak az algebra haladasidra nézve. Tekintsiink véges szamu
generatorelemmel és definidlo relaciéval megadott asszociativ rendszert, amely-
ben tehat egy asszociativ miivelet van értelmezve. Egy ilyen rendszer Thue
altal 1914-ben felvetett ,szoproblémaja“ nem mas, mint az a kérdés, hogy mi
a sziikséges €s elegendd feltétele annak, hogy egy relacio érvényes legyen
ebben a rendszerben. E problémat akkor tekintenék megoldhaténak, ha volna
olyan eljards, amelynek segitségével barmely adott relaciorol véges szamu
1épésben el tudndk donteni, hogy érvényes-e a tekintett asszociativ rendszer-
ben. Egy ilyen végesjellegii eldontd eljards szabatos definici6javal tobben fog-
lalkoztak, s legkézenfekvObb definicionak az mondhatd, amelyet Markov szovijet
akadémikus adott az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson tartott el6adasa-
ban az algorithmus fogalmara. Marmost Markov és Post egymastol fiiggetle-
niil s majdnem egyid6ében, elég bonyolult médon kimutattdk olyan végesen
generalt asszociativ rendszer létezését, amelynek széproblémaja nem oldhato
meg altalanos rekurziv eljarassal. Kalmdr legtijabban erre az u. n. Markov—
Post-féle tételre sokkal egyszeriibb, kozvetleniil az alfalanos rekurziv eljaras
fogalméan alapuld bizonyitast adott. :

Rédei Ldszid a legutdbbi idében is rendkiviil termékeny munkassagot
folylatott és gyarapitotta nagyjelentdségii eredményekkel a csoportelmélet, a
gyiiriielmélet, az algebrai strukturak altalanos elméletének és az algebrai lényeg
miatt az altalunk targyalt tirgykorbe tartozé véges geometrianak teriiletét. Leg-
kiemelked6bb alkotdsai a legujabbak koziil egy, az algebrak elméletével kap-
csolatos uj fogalomnak, a duplaalgebrdnak bevezetése, amelyet mindjart ismer-
tetek, tovabba az algebrai struktiurdk ferdeszorzafdnak fogalma, amely mér a '
Rédeit6l eredd altaldnos értelmezése Ota eltelt rovid id6 alatt is rendkiviil
értékesnek é€s hasznosnak bizonyult mind a csoportelmélet, mind a gyiirlielmélet
problémakorében.

Kozismert dolog, hogy a modern gyftriielmélet egyik legszebb és leg-
jobban kidolgozott aga az algebrak, vagy mas elnevezéssel hiperkomplex rend-
szerek elmélete. Ha a lehetd legéltalanosabb felépitésben akarnank ezt az elmé-
letet targyalni, akkor egységelemmel bird, kiilonben pedig teljesen tetszoleges
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ferde gytrtt kellene afapul venniink. Ekkor azonban az az algebrai vonatko-
zasban ritka és szokatlan helyzet &ll el6, hogy az algebrak kiilonosen szép és
fontos példai, mint amilyen a polinomgyiirii, a teljes matrixgyiirii, az alternalé
szamok gyiiriije és a kvaterniogyiiri, aldozatul esnek a tdrgyaldsméd nagy
altalanossaganak. Ezek ugyanis a szokdsos értelmezésben csak akkor algebrak,
ha az alapgyiirli kommutativ. Rédeinek e felismerésbdl kiindulva sikeriilt a
szokasos operatorfeltételek alkalmas megvaltoztatdsdval egy duplaalgebranak
nevezett olyan gyfiriosztalyt értelmeznie, amely természetes Aaltalanositisa az
algebrak fogalmanak, az utobbival kommutativ alapgyfirii esetén egybeesik, s
amely az elébb emlitett négy fontos esetet is feloleli. A duplaalgebra elneve-
zés azt jelzi, hogy az ilyen rendszernek az alapgyiirii kétoldali operdtortarto-
méanya. Egészen bizonyos, hogy ez az iij fogalom - nagyjelentségiinek bizo-
nyul majd a modern gyiirlielméletben, éspedig egyrészt azért, mert eddig egy-
masto! egészen tavolesd gyiiriitipusok egységes tirgyaldsat teszi lehetdvé, ki-
kilszobolve ezéltal az eddigi algebra-fogalom legsilyosabb hidnyossagat, mdas-
részt mert remélhetd, hogy id6vel sikeriiini fog a duplaalgebrak elméletét az
algebrakéhoz hasonl6 mélységben feltarni. llyen vonatkozdsban maris nagy-
becsli eredményei vannak Rédeinek. Sikeriilt nevezetesen megadnia az osszes
olyan duplaalgebrakat, amelyeknek van monomialis bazisa, azaz olyan bazisa,
hogy két baziselem szorzata mindig egy baziselem szorozva az alapgyiirii
valamely elemével. Az dsszes ilyen duplaalgebrdk megaddsa egy csoportnak
egy félcsoport altal vald Schreier-féle bovitése utjan sikertil Rédeinek. Alkal-
mas félcsoport esetén ez a konstrukcid a legegyszeriibb esetekben éppen a
fentebb emlitett négy fontos gyiiriit szolgéltatja.

Egy mdsik, hasonléan nagy rendszerez0 erbvel bir6 algebrai struktura,
amelyet Rédei egyik legijabb dolgozataban rendkiviil altalanosan értelmez, a
ferdeszorzat. Hogy ez a fogalom is mennyire alkalmas egymastdl eddig elszi-
geteltnek tekintett konstrukciok egységes targyalasara, azt legszebben az a
tény illusztralja, hogy a ferdeszorzat a csoportelméletben egyenlérangt speci-
alis esetként oleli fel a Schreier-féle csoportbévitést- és a faktorizalhatd cso-
portok Zappa—Szép-féle elméletét. Rédei ilyen irdnyh vizsgalatai kiilfoldon
- is visszhangra taldltak mar, amennyiben Kochendorfer is bekapcsolddott e
kutatdsokba. :

A Schreier-féle csoportbévitési elmélet gytiriielméleti analogonjat 1942-
ben sikeriift Evereffnek megcsinalnia. Evereff nehéz targyalasmddja helyett
Rédei ezt a problémat is rendkiviil elegdnsan és attekintheté modon tudja meg-
oldani a ferdeszorzat segitségével.

Egyik tovabbi igen érdekes gylirielméleti dolgozataban az Osszes olyan
gytiriiket sikeriil Rédeinek explicit formaban megadnia, amelyek barmely rész-
modulusa kétoldali ideal. Figyelemremélto, hegy egy ilyen gyiirli mindig kom-
mutativ. Ez a Rédei dltal megoldott probléma tigy tekinthetd, mint a Hamilton-
féle csoportok problémajanak gyiiriielméleti analogonja.



80 SZELE TIBOR

Egy Szele Tiborral kozosen irt gylirielméleti dolgozatdban megadja Rédei
az Osszes elsorangu gyiiriiket, igy nevezve egy gyliriit, ha additiv csoportja
elsérangi csoport. E dolgozat eredményeit tolitk fliggetleniil valamivel sziikebb
keretben egy évvel kés6bb R. A. Beaumont és H. S. Zukkermann is publi-
kaltdk a Pacific Journal of Mathematics 1. kétetében.

Igen figyelemreméltéak Rédeinek azok a dolgozatai is, amelyekben a
Hajos-féle csoportelméleti tétel eredeti bizonyitdsat egyszertisiti. Kiemelend6,
hogy Rédei taldlt egy uj megfogalmazast is a Minkowski—Hajos-féle tételre,
amely a valos szamok additiv csoportjanak egy tulajdonsagat fejezi ki és igy
szol: Jeloljik V-vel a valos szamok additiv csoportjat, V,.-el pedig n szamu
V csoport direkt Osszegét. Ha U olyan alcsoportja V,-nek, hogy V, U szerinti
barmely mellékosztalyaba pontosan egy olyan (xi,...,X,) elem esik, amelyre
0=x;<1 (i=1,...,r), akkor V,-nek legalabb egyik (0,...,0,1,0,...,0)
eleme U-ban van.

A véges egyszerit csoportok elméletével kapcsolatos Rédei kovetkezd
ijabb eredménye: Barmely G paros rendii véges egyszerii csoport tartalmaz
olyan G 5 H > K részcsoportlancot, amelyben H és K nem Abel-féle csoport,
kivéve azt az esetet, amikor G rendje 2 vagy 60.

Szép Jendvel kozosen a véges nilpotens csoportok generatorrendszerei-
6l a kovetkez6 eredményt nyerte Rédei: Ha {e,B,...} véges p-csoport és
{a,8,...}=={B, ...}, akkor {e, 8,...} 3= {e?, 8,...}. Hasonld megallapitas érvé-
nyes a tekintett csoport kommutatorcsoportjdra nézve is. Legiijabban N. Ifo
kimutatta, hogy ezek az eredmények toviabb nem élesithettk.

Jelenleg is folyamatban vannak Rédei vizsgalatai két adott ciklikus cso-
port Osszes Zappa—Szép-féle szorzatinak meghatdrozasara.

Annak a Szele Tibor éltal tobb dolgozatban vizsgalt kérdésnek a dudli-
saként, hogy egy gyiirli mennyiben van determinalva additiv csoportja altal,
Steinfeld Otto, Rédei tanitvanya, azt a problémat vetette fel, hogy melyek az
Osszes gyiiriik, amelyek multiplikativ félcsoportja el6 van irva. Ez egy rend-
kiviil nehéz probléma, amely az emlitett magyar kutatoktdl fiiggetleniil D. Ellis
floridai matematikus vizsgélataiban is felmeriilt, aki azonban eddig még nem
tudott eredményt elérni ezzel kapcsolatban. Rédei egy fontos észrevételébol
kiindulva most Rédei és Steinfeld kozbsen kutat]ak ezt a problémat, mér eddig
is szép eredményekkel.

Mahler és Jarnik felfedezte a racspontokra vonatkozo Minkowski-féle
alaptétel p-adikus Aaltalanositasdt. Rédeinek sikeriilt ezt a tételt még tovabb
altalanositania, egyuttal kideritve, hogy a tétel valédi 1ényegének nem a p-adikus
szamok, hanem a véges projektiv terek, azaz a véges testek nyelve az igazi
kifejezdje. Rédei tétele egyszersmind Thue egyik eredményének is nagymérvii
altalanositasa. Ezenfeliil tobb figyelemremélto szamelméleti alkalmazdsat is adta
mar Rédei emez eredményének, amelyek koziil egyik a torzsszammodulusra
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vonatkoz6 hatvdnymaradékok elosziasat illeti és Vinogradov egy mnevezetes
tételével all kapcsolatban.

Aczél Jdnos vizsgalatainak egyik legujabb eredménye algebrai vonatko-
zasban is figyelemreméltd. Frobeniustol szarmazik a hiperkomplex szdmok
elméletének az a nevezetes tétele, hogy a kvaterniotest az egyetlen lehetséges
véges fokszamit nem-kommutativ testbévitése a valos szamtestnek. Aczélnak
sikeriilt egy ennél részhen erdsebb, részben gyengébb, de Frobenius tételével
szoros kapcsolatban lev) tételt bebizonyitania, amely lényegében azt mondja
ki, hogy a kvaternidtest a valos szamtestnek egyetlen negyedfoki nulloszto-
mentes gyiiriibovitése. Kiemelendd Aczél bizonyitasanak geometriai jellege és
rendkiviil szemléletes volta, ami didaktikai szempontbdl szamottevd haladast
jelent, mivel ezen az tton hozzaférhetové vélik Frobenius tételének gondolat-
kore olyanok szamara is, akik elézéleg nem foglalkoztak behatdan absztrakt
algebraval.

Fuchs Ldszlo legijabb vizsgalatai az elrendezett és részben -elrendezett
csoportok elmélete, az értékeléselmélet, tovibba az idedlelmélet terén hoztak
rendkiviil értékes gyiimolesoket.

Legyen G additiv Abel-féle csoport. G-t akkor nevezziik részben elren-
dezett csoportnak, ha elemei részben rendezett halmazt alkotnak oly’ médon,
hogy a>0 ¢és b>0 esetén mindig a4 6> 0. A tekintett elrendezés Fuchs
elnevezése szerint normdlis, ha abbél, hogy G valamely a elemére és vala-
mely n természetes szdmra na = 0, mindig ¢ = 0 kovetkezik. Marmost Fuchs
problémdja a lbvetkez8: A részben elrendezett G csoport rendezése mikor
terjeszthetd ki a csoport teljes elrendezésévé, ha a kiterjesztésnél ezenfeliil
még G egy tetszbleges elemérdl eldirjuk, hogy az 0-nal nagyobb legyen
(amennyiben ez a kovetelmény nem all fenn mar eleve, illetve nincs ellent-
mondasban G eredeti elrendezésével). Fuchs tétele tigy szol, hogy ez akkor
és csak akkor lehetséges, ha G eredeti elrendezése normalis. Ez a tétel specialis
esetként tartalmazza F. Levi ama szép tételét, mely szerint egy Abel-féle
csoport akkor és csak akkor elrendezhetd, ha torziémentes.

Egy masik, ugyancsak részben elrendezett csoportokra vonatkozé dolgo-
zataban G. Birkhoff egyik eredményét altaldnositja Fuchs. Az olyan részben
rendezett csoportokra, amelyek egyszersmind lattice-t is alkotnak ugyanarra
a rendezési reldciora nézve, Birkhoff értelmezte az abszolit érték fogalmat,
mint az a, —a elempdr felsd burkat. Birkhoffnal tehat az abszolit érték is
csoportelem. Fuchs kiterjeszti ezt a fogalomalkotast tetszbleges részben ren-
dezett csoportokra is, ahol tehat lattice-kovetelmények teljesiilésérdl nincs szo.
Az a mély és finom gondolat, amely ezt az altalanositast lehetévé teszi, analog
oOtletet tartalmaz ahhoz, amely a legnagyobb k&z0s oszté és az ideal kozti
kapcsolatot eredményezi. A Fuchs-féle abszolit érték fogalménak megvannak
mindazok a tulajdonsagai, amelyek a kbzonséges abszolat értéket jellemzik.

6 Matematikai és Fizikai OsztdlyAnak Kozleményei. 1. o.
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Fuchs egy tovabbi dolgozatiban részben elrendezett csoportok rendezés-
tartd homomorfizmusaival foglalkozik. Megmutatja, hogy a csoportelmélet homo-
morfiatétele, tovabba a két izomorfiatétel atvihetd az ilyen homomorfizmusokra
is. A homomorfiatételben szereplé normaloszté mindig konvex alcsoport és a
faktorcsoport indukalt elrendezése 4ltalaban kiterjesztendd. E szisztematikus
vizsgalatok rendkiviil szép alkalmazasaként adodik Fuchs kovetkezd tétele:
Egy normadlisan részben elrendezett csoportnak akkor és csak akkor nincs valodi
konvex alcsoportja, ha a csoport rendezéstartdan izomorf a valos szamok egy
additiv alcsoportjaval.

Végiil még egy tovabbi, ebbe a targykorbe vago dolgozataban a Schreier-
féle csoportbdvitést sikeriil &tvinnie Fuchsnak részben elrendezett csoportokra,
amely utdbbiak elméletében magatol értetédd modon ugyanolyan alapveto
fontossagu szerepet tolt be ez az eredmény, mint a kozdnséges csoportoknal.
Kiemeli az eredmény szépségét a kovetkezd korollarium: ‘ha ismeretes egy
részben elrendezett csoport kozonséges Schreier-féle boOvitése egy részben
elrendezett csoporttal, akkor ez a blvités mindig elrendezhet6 az alapul vett
csoportok elrendezése altal indukdlt modon, hacsak az a nyilvanvaldan sziik-
séges kovetelmény teljesiil, hogy a bovitésnél felhasznalt automorfizmusok
rendezéstartéak
dolgozatat vessziik sorra, amelyben az értékeléselméletet altalanosxt]a igen
messzemenden. Kiilonds 0rdm szdmunkra emiékezetiinkbe idézni, hogy ennek
az egész modern algebraban, s6t ennek keretein is tilmenden, oly nagyjelen-
toségii e]méletnek felfedezéje Kiirsclza’k jo’zsef szintén magyar matematikus
algebral struktira volt. Krulltdl szdrmazik az a tovabbi fontos haladdst jeientd
1épés, hogy az u. n. exponencidlis értékelést veszi alapul, mikoris az értékhal-
maznak csupan elrendezett Abel-féle csoportot kell alkotnia. Fuchs legujabban
ugy altaldnositotta az elméletet, hogy elegendd, ha az értékhalmaz részben
elrendezett Abel-féle csoport. Az exponencidlis értékelés axidmai ekkor a kovet-
kezok: a K kommutativ. test barmely zérustol kiilonb6z6 a eleméhez hozza-
rendeljiik egy G részben elrendezett additiv Abel-féle csoport valamely «(a)
elemét, mint a ,abszolat értékét“, oly moédon, hogy v(ab) = v(a) +v(b) mindig
teljesiiljon, tovdbba v(a) = v(b) és v(a’) = v(b) esetén mindig v(a—a’) = v ()
alljon. Marmost a pozitiv és zérus abszolut értékii elemek a test zéruselemével
egytitt egy integritdstartomanyt alkotnak, amelyet a test értékgyiiriijének neve-
ziink. Az erre a fogalomra vonatkozé kovetkezd fontos tétel csak az elmélet
Fuchs-féle dltalanositisaban igaz: Egy integritdstartomany kvociensteste mindig
értékelhet6 ugy, hogy az értékgylirt éppen az alapul vett integritdstartomany
legyen. Ez a tétel egyebek kozott azért is jelentds, mert lehetdvé teszi, hogy
az integritistartomany bizonyos tulajdonsdgait az értékcsoport egyszeriibb
struktdrajaban vizsgaljuk. Az el6bbi tételben fellépd értékcsoport tovabba akkor
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€s csak akkor teljesen elrendezett, ha az integritistartomdny minden idealja
irreducibilis, azaz nem 4llithatd eld két t6le Kkiilonbbz6 idedl metszeteként.
Fuchs ezen eredményeinek szamos alkalmazédsai koztil kiilonosen figyelemre-
mélto Clifford egy eredményének 1j és egyszeriibb bizonyitasa, amely kritéri-
umot tartalmaz arra nézve, hogy egy integritdstartomany mikor integrdlisan
zart. Kiemelendd még az a tovabbi szép eredmény, mely szerint integralisan
zart gyar(i értékcsoportja teljesen elrendezett csoportok szubdirekt Osszege.

Idedlelméleti tdrgya dolgozatainak egyikében messzemenden altaldnositja
a Noether-féle gyiiriikre vonatkozd felbontési tételeket, s Fuchs targyaldsaban
ez a ma mar klasszikusnak nevezhetd elmélet sokkal egyszeriibbé, attekint-
hetdbbé és rovidebbé valt.

Egy masik idevago targya dolgozatidban egy uj fogalmat, a primdlis idedl
fogalmat vezeti be Fuchs. A kommutativ R gyiirii / idedljat akkor nevezi pri-
malisnak, ha az R/ maradékosztalygyiirtiben a nullosztok idedlt alkotnak.
Bebizonyitja tovabba azt a tételt, hogy R minden idedlja el6allithat6 primalis
idedlok metszeteként. Amennyiben az R gyfiri maximum-kovetelménynek is
eleget tesz, akkor az el6bbi tétellel kapcsolatban unicitds is éllithaté bizonyos
értelemben.

A normalizator csoportelméleti fogalmanak analogiajara vezette be Kalmdr
Ldszlo a gytrlielméletben az idealizdfor fogalmat. Egy adott kommutativ R
gyiirii esetében R valamely S részgyfiriijének idealizdtoran R maximalis olyan
részgyiiriijét értjitk, amelyben S idedl. Fuchs legujabban egy szép alkalma-
zasat taldlta e fogalomnak a modern arithmetikdban. Fuchs eredménye igy
sz0l: az R kommutativ gyiirii akkor és csak akkor integrdlisan zart R kvoci-
ensgyiiriijében, ha minden végesen generdlt és legalabb egy nem-nullosztot
tartalmazo -idedljanak idealizdtora a kvociensgyfiriiben része R-nek. E tétel
tovabbi érdekes kovetkezménye azt mondja ki, hogy egy maximum-kovetel-
ménynek elegettevd R integritdstartomanyban egy J ideal akkor és csak akkor
bomlik fel egyértelmiien primidedlok szorzatdra, ha / barmely primidealoszt6ja
maximalis idedl R-ben, s valamennyi ilyen primidealoszté idealizdtora R
kvocienstestében éppen R.

Végiil megemlitendé még, hogy az I. Magyar Matematikai Kongresz-
szuson tartott el6addsaban Fuchs tetszbleges gyiirtik radikaljdra uj definiciot
adott, amely masirdny 4ltaldnositdsa a radikal klasszikus definici6janak, mint
a facobson-féle radikal. Idetartozik még Fuchs jelenleg is foly6 vizsgalatainak
kovetkez6 eredménye. Ha atvissziik egy csoport ®-alcsoportjanak fogalmat arra
az csetre, amikor a tekintett csoport egy gyfrii, b5nmagaval, mint baloldali opera-
tortartomannyal ellatva, akkor a ®-alcsoport éppen a Jacobson-féle radikal lesz.

Gyires Béla egyik leguijabb dolgozatdban egy adott elem adott tényezd-
szamu faktorizicidinak pontos szamdt hatdrozta meg maradékosztalygyfiriikben.
Eredménye ‘tigy tekinthetd, mint a ,factorisatio numerorum* klasszikus pro-
bléméjanak atvitele egységelemmel bird, véges, ciklikus gyiiriikre.

6*
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Kertész Andrds bebizonyitotta, hogy egy csoport akkor és csak akkor
bir azzal a tulajdonsaggal, hogy valamennyi alcsoportja direkt faktor, ha a
csoport elemi Abel-féle csoport, azaz barmely elemének rendje véges és négy-
zetmentes szam. Mint utdlag kideriilt, R. Baer egyik vizsgalatdban egy mas
jeltemzd tulajdonsdguk alapjan ugyanezek a csoportok léptek fel. Leguijabban
Kertész Szele Tiborral egyiitt az olyan Abel-féle csoportokkal foglalkozik,
amelyek valamennyi endomorf képe direkt faktor. Az ilyen csoportok kozott
mar igen bonyolult tipusok is fellépnek.

Szép Jend igen figyelemreméltd eredményekben gazdag vizsgélatokat °
folytatott a véges csoportok struktiira-elméletében. Koztudomadsu, hogy ez az
egyik legvonzobb, de évtizedek ota megoldatlan problémait tekintve egyszer-
smind az egyik legnehezebb &ga is a modern algebrdnak. Amikor Schreier
felfedezte a nevérdl elnevezett bovitéselméletet, tigy latszott, hogy ezzel a struk-
turaprobléma egycsapasra az egyszeril csoportok kivizsgaldsdra redukélodott.
Nem szélva most arrdl, hogy a Schreier-féle bdvitéselmélet konkrét strukttira-
vizsgalatokban sem valtotta be az eleinte hozzaflizott reményeket, elég arra
ramutatnunk, hogy az egyszerii csoportok problémdira ez az elmélet termé-
szeténél fogva teljesen alkalmazhatatlan. Ezért igen oOrvendetes, hogy Szép-
nek egy olyan vizsgalati mddszert sikeriilt kidolgoznia, amely éppen az egy-
szerii csoportokkal kapcsolatban vezetett becses eredményekhez. Nevezziik
egy véges csoport tdgabb, illetve sziitkebb értelemben vett faktorizacidjanak a
csoport két olyan alcsoport szorzataként valo el6allitdsat, amelyek metszete
tetszOleges, illetve csak az egységelembdl all. Szép a szitkebb értelemben fakto-
rizdlhatd csoportok vizsgalatibd! indult ki. Mint utélag kiderilt, a masodik
vilaghabort alatt mar G. Zappa és G. Casadio olasz matematikusok is foglal-
koztak a faktorizdthatd csoportokkal, és sikeriilt megadniok egy, a Schreier-
féle csoportbdvitéselmélethez hasonld elvi konstrukciot, amely szolgaltatja két
adott csoport sziikebb értelemben vett szorzatait, illetve tdgabb értelemben vett
szorzatait az esetben, ha a két csoport metszete normélosztdja a szorzat-cso-
portnak. Ezen az elvi konstrukcion tilmend szerkezeti eredményeket azonban
Zappa és Casadio nem kapott. Szép toliik fiiggetleniil ujra megtaldita ezt a
konstrukcidt, amely legajabban egy Rédeitdl eredd €s a ferdeszorzatra alapitott,
mar emlitett targyalasban igen vilidgosan attekinthetévé vélt; de Szép ezen az
u. n. Zappa—Szép-féle elméleten Iényegesen tul is ment, amennyiben sok
fontos kovetkezményt vont le beldle, elsbsorban az egyszerii csoportokra vonat-
kozélag. Altalaban azt mondhatjuk, hogy a Zappa—Szép-féle elmélet konkrét
problémak esetében gyakran jobban alkalmazhatd a Schreier-bovitésnél és
nagyon kedvezden egésziti ki azt, 1évén éppen azokra a problémdkra alkal-
mazhat6, ahol a Schreier-bovités természeténél fogva hasznavehetetlennek bizo-
nyul. Ezzel a mddszerrel Szép legiijabb dolgozataiban a kovetkezd eredmé-
nyeket nyerte. Megmutatta, hogy barmely térzsszamfoka alterndlo csoport sziikebb
értelemben faktorizdlhato, azaz hogy végtelen sok egyszerii csoport van, amely
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alkalmas valodi alcsoportjainak Zappa—Szép-féle szorzata. Bebizonyitja tovabba,
hogy ha a G véges csoport sziikebb értelemben faktorizalhat6 és faktorai
relativ prim rendiiek, akkor G barmely N normélosztéja is szitkkebb értelemben
faktorizalhato, s faktorai normalosztok G megfelelé faktoraiban. Ennek a tétel-
nek kovetkezménye, hogy ha G faktorai egyszerli csoportok, akkor vagy maga
G is egyszerii, vagy pedig faktorai egyike normdloszté G-ben. Egy tovabbi,
Rédei Ldszlgval kozos dolgozatiban a tigabb értelemben faktorizalhatd cso-
portok elméletét dolgozza ki Szép, éspedig 1gy, hogy Casadiotdl eltérben
semmi kikotést nem tesz a faktorok metszetére nézve. F dolgozat eredményei-
b6l kovetkezik, hogy ha egy csoport tdgabb értelemben faktorizalhato, éspedig
oly modon, hogy az egyik faktor Abel-féle, s a két faktor metszete nem csupan-
az egységelembdl all, akkor maga a csoport nem egyszerfi. Tovabbi ilyen
természetit eredménye Szépnek az, hogy relativ prim rendli Abel-féle cso-
portok Zappa—Szép-féle szorzata mindig feloldhatd. Ezf azota N. Ifo és H.
Wielandf Aaltalanositotta. Egyik tijabb dolgozatiban az tsszes faktorizdlhato
csoport egyszeriiségére ad meg sziikséges é€s elegendd feltételt Szép.

A tovébbiakban ismertetendd eredményekkel kapcsolatban R+ mindig az
osszes racionalis szamok additiv csoportjat, C(p*) pedig a p-hatvany -neve-
z6jli racionalis szdmok mod 1 vett additiv csoportjat, azaz u. n. Priifer-féle
p~ tipust csoportot jelvli. Itt p tetszdleges torzsszam.

Szélpdl Istvdn megmutatta, hogy a p elemii csoport és C(p*) az Osszes
olyan Abel-féle csoportok, amelyek barmely nem egyelemit homomorf képe
izomorf magaval a csoporttal. Ennek az eredménynek mintegy dudlisa Szele
Tibor kovetkezd eredménye: a p elemil csoport €és R* az Osszes olyan Abel-
féle csoportok, amelyek valamennyi, a nulloperatortdl kiilonb6z6 endomorfiz-
musa automorfizmus. Ezt az utdbbi tételt legijabban J. P. Serre périsi mate-
matikus operatorcsoportokra altalanositotta. Szélpdl egy masik dolgozatiban
megmutatja, hogy C(p~) az egyetlen végtelen Abel-féle csoport, amelynek vala-
mennyi valédi alcsoportja véges. Csaknem biztosra vehet6, hogy ez a tétel
akkor is igaz, ha nem szoritkozunk Abel-féle csoportokra, de ekkor mar a bizo-
nyitds rendkiviil nehéznek igérkezik. Hogy azonban mégsem reménytelen prob-
lémaval allunk szemben, azt Fjodorov szovjet matematikus legtijabb eredménye
mutatja, aki ennek a probiémanak a dudlisat oldotta meg tetsz6leges csopor-
tokra, bebizonyitvan, hogy ha egy végtelen csoport valamennyi tulajdonképpeni
alcsoportja véges indexii, akkor a csoport végtelen ¢iklikus csoport. Figyelemre-
mélto, hogy Fjodorov felhasznalja bizonyitasaban O. Ju. Smidt egy igen mély tételét,
s mikor R. Baer értesiilt Fjodorov eredményérél, levélben kozolte Szele Tibor-
ral sajat bizonyitasat e tételre, de Baer is kényszeriil egy mély tételt felhaszndlni,
bar bizonyitdsa egészen mas titon halad. Ez azt mutatja, hogy Fjodorov tétele is,
valamint Szélpal még megoldatlan problémadja is stilyos kérdésekkel fiigg Ossze.

Egy Szele Tiborral kozos dolgozataban azt bizonyitja be Szélpd! Istvdn,
hogy a torzsszdmrendil csoport, C(p*) és R* az Osszes Abel-féle csoportok
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kozil- egyértelmtien ki van tiintetve ama tulajdonsidga alapjan, hogy e csopor-
tokat barmely, a nulloperétortdl kiilonbozé endomorfizmusuk az egész cscportra
képezi le.

Legujabb vizsgalataiban adott gyfirlinek olyan bovitéseivel foglalkozik
Szélpdl amelyben az adott gylirii nem ideal. Megmutatja, hogy ilyen bedgyazas
mindig lehetséges. _ _

Szendrei Jdnos a gyfirlik egységelemes bovitéseivel kapcsolatban bebizo-
nyitotta, hogy barmely nullosztomentes gyiirinek van ugyancsak nullosztd-
mentes egységelemes bovitése. Ha megkivanjuk, hogy a bévités a lehetd ieg-
szitkebb legyen, akkor még unicitds is &ll fenn. Szendreinek ezt az eredmé-
nyét legiijabban R. E. Johnson felhasznélta egyik dolgozataban, amelyrdl alabb -
még lesz sz0. Szendrei legtijabb, Szele Tiborral kozos dolgozata a kommu-
tativ endomorfizmusgyiirtivel biré Abel-féle csoportokkal foglalkozik.

Szele Tibor egyik legiijabb dolgozatiban, amelyet tanitomesterének, Rédei
Ldszlonak otvenedik sziiletésnapjara dedikalt, egy olyan elmélet alapjait dol-
gozta ki, amely az Abel-féle csoportok strukttra-elméletében ugyanazt a sze-
repet tolti be, mint a Steinitz-féle testb6vitési elmélet a kommutativ testek
elméletében. Csoportok algebrai és transzcendens bovitésének érteimezése utan
megmutatja, hogy egy tetszbleges csoportb6vités mindig megvaldsithatd egy
tiszta transzcendens és egy azt kovetd algebrai bévités dltal. Barmely csoportnak
van pontosan egy algebrailag zart algebrai bovitése. Az algebrailag zart cso-
portok ama tulajdonsdgukndl fogva vannak Kkitiintetve az Osszes Abel-féle
csoportok koziil, hogy barmely ket tartalmazé csoportnak direkt komponensei.
Egyébként az osszes algebrailag zart csoportok a

2C(pS)+ 2Rt
direkt Osszeg alakjaban adhatok meg. Ennek az elméletnek egyik eredménye
egy uj rangfogalom tetszéleges Abel-féle csoportokra, amely az eddigi, Priifertol,
illetve Baert6] szarmazo rangfogalmakat specidlis esetként tartalmazza. Tobb
ismert tétel tij és részben élesitett bizonyitdsa is adédik ebbdl az elméletbdl.

Szele egy tovabbi csoportelméleti eredményének megfogalmazasa céljabol
legyen G tetszbleges Abel-féle csoport, H pedig olyan ciklikus alcsoportja
G-nek, amelynek rendje a véges r szam. Marmost a tétel azt mondja ki,
hogy a H alcsoport akkor és csak akkor direkt komponense G-nek, ha H metszete
rG-vel 0. Ez a tétel specidlis eseteként tartalmaz szdmos csoportelméleti tételt,
igy pl. a véges Abel-féle csoportok alaptételét, a végesrangt torzidcsoportok
Kuros-féle alaptételét, azt a két Kulikov-féle eredményt, melyek szerint az 0sszes
direkt irreducibilis torzi6csoportok a ciklikus p-csoportokkal és C(p®)-nel
vannak adva, illetve, hogy direkt irreducibilis vegyes csoport nincsen, Fomin
szintén szovjet matematikusnak korlatos elemrendii torzidcsoporttal biré vegyes
csoportokrol szolo tételét, stb. ' ~

A nem Abel-féle csoportok eiméletében Szele legtjabb eredményei a kovet-
kez6k. Megmutatja, hogy létezik egy és csak egy olyan végtelen csoport, amely
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valamennyi véges kvaterniocsoportot alcsoportjaként tartalmazza, s egyuttal a
legsziikebb ilyen tulajdonsagu csoport. Ez a Szele 4ital ,végtelen kvaternio-
csoportnak“ nevezett csoport olyan, hogy barmely két nem egyelemii alcso-
portjdnak metszete nem egyelemii. Valdszinlinek latszik, hogy ez az egyetlen
ilyen tulajdonsagii végtelen nem-Abel-féle csoport, de ennek bizonyitdsa eddig
még nem sikeriilt. A masik, ebbe a tirgykorbe tartozé eredmény azt mondja
ki, hogy ha egy tetszOleges csoportnak van tokéletes alcsoportja, akkor van
tokéletes normalosztdja is. Tokéletesnek az olyan csoportokat szokds nevezni,
amelyek onmaguk kommutatorcsoportjai. _

Gyiiriielméleti téren Szele legnjabban azzal a problémakorrel foglalkozott,
hogy amennyiben elé van irva egy gyiirii additiv csoportja, milyen mértékben
van ezzel mar determindlva a gyiirli. Nyilvanvalo, hogy a legerdsebb mér-
tékben akkor, ha csupan egyetlen olyan gyiirii létezik, amelynek additiv cso-
portja az eldirt. Ez esetben a gyiirli sziikségképpen u. n. 2érdgyiirii, s az ilyen
csoportokat nilcsoporfoknak nevezi Szele. Megadja az osszes nil-torzidcsopor-
tokat. Ezek éppen az Osszes algebtailag zdrt torziGcsoportok, amelyek el6-
allitasardl fentebb mdr volt sz6. Megmutatja, hogy vegyes nilcsoport nincsen.
A torziémentes nilcsoportok koziil tetszdlegesen nagyszamossagli tipust tud
megadni Szele, de az Osszest még nem ismeri. A kovetkezd lépés az Osszes
olyan additiv csoport megadasa, amelyre pontosan két kiilonbozd gyiiriitipus
épithetd. Egyik legijabb dolgozatiban meghatdrozza Szele az 0Osszes ilyen
csoportot. Erdekes, hogy a torziomentes csoportok koziil egyediil a raciondlis
szamok additiv csoportja ilyen. A tovabbi vizsgédlatok még folyamatban vannak.

Schreiernek és Artinnak kb. 25 esztendbvel ezelbtt egy kozos dolgozatban
sikeriilt tisztdn algebrailag jellemeznie az elrendezheté kommutativ testeket.
Eredményiik szerint egy test akkor és csak akkor elrendezhetd, ha formaélisan
- valos, azaz ha —1 nem eleme a test elemeinek négyzetei altal generalt additiv
félcsoportnak. Kétesztendével ezeldtt /. P. Serre altalanositotta ezt az eredményt,
megadvdn annak sziikséges és elegendd feltételét, hogy egy adott elrendezett
test adott bdvitésére mikor terjeszthetd ki az alaptest elrendezése. Szele leg-
ujabban ferde testekre Aaltalanositotta Schreier, Artin és Serre eredményeit, s
néhdany nappal ezeldtt értesiilt arr6l, hogy R. E. Johnson az 6 eredményét is
altalanositotta nuliosztomentes gyiiriik elrendezésének problémajara.

Szele legutébbi, jelenleg is folyamatban levé vizsgalatai a direkt 0sszeg
fogalmanak 4ltaldnositidsaval allanak kapcsolatban. Ez az A4ltaldnositds igen
célszeriinek latszik vegyes csoportok szerkezetének vizsgalatindl, kiilondsen a
kommutativ endomorfizmusgyiiriivel biré Abel-féle csoportok, illetve az olyan
Abel-féle csoportok leirasdndl, amelyek barmely._endomorf képe direkt faktor.
Eme vizsgdlatok eredményei Szendrei [dnossal, illetve Kertész Andrdssal kozos
cikkben jelennek meg, amelyekrdl fentebb mar volt szo.

Debreceni Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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HOZZASZOLAS
SZELE TIBOR el6adasahoz

REDE! LASZLO lev. tag:

Szele Tibor elhangzott el6adasdban Kkitiind ismertetést adott az utébbi
években végzett hazai fontosabb aigebrai kutatdsainkrol. Néhany apro, kiegé-
szitd megjegyzésen kivill hozzaszolo azt az észrevételt teszi, hogy kutatdink a
csoportelméleten kiviil az algebra egyéb agait.is szinte hasonld mértékben
miivelték, igy a gyfirlielméletben éppen Szele Tibornak is becses kutatasai
vannak, s igen jelentdsek Fuchs Ldszlé idevagd vizsgdlatai. Egyébként pedig
sokszor megitélés dolga, hogy egy-egy vizsgalatot hova szamitunk, igy példaul
Hajés Gyorgy csoportelméleti tétele a gyiirtielméletbe is tartozik. Egyaltalan
az algebra fejezetei egymastdl alig hatarolhatdk el. Hazdnkban az algebranak
régi, érdemekben gazdag multja van, elég erre nézve Hunyadi Jend, Konig
Gyula, Kiirschdk Jozsef, -Bauer Mihdly nevét emliteni. Mai algebristdink is
joles6 megnyugvéssal elmondhatjdk, hogy sikeres munkaval 4apoltdk a tradi-
ciokat. Orvendetes id8sebb s fiatal algebristdinknak nagy szdma, féleg az el-
mult évtizedekkel vald 6sszehasonlitisban, amikor ismert kiilonb6z6 okokbol
sok tudds volt kénytelen kivandorolni az orszagb6l. Nem véletlen, hogy a
Magyar Tudomanyos Akadémidnak tdmogatasa, s ezen keresztiil Népi Demo-
kracianknak tudomanypértolé politikdja meghozta aldasos gytimolcsét. Mint
mindennemil tudomanyos kutatdinkat, (gy benniinket algebristakat is a-tudo-
- manynak ez a megbecsiilése sarkaljon tovabbi munkara.
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