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A tudomény célja a valdsdg megismerése, avégett, hogy a valdsagot az
emberiség altalanos jolétének megvaldsitisa és fokozdsa érdekében megval-
toztathassuk. E cél felé valé torekvésben fontos szerepe van a matematikanak :
absztrakcié segitségével megdllapitani az anyagi vildg térformainak és meny-
nyiségi viszonyainak kiilonboz8 koriilmények kozott egyarant érvényes torvé-
nyeit. A matematika az elméleti természettudomanyok nélkiilozhetetlen eszkoze ;
ezek nélkiil pedig a kisérleti természettudds sotétben tapogatddznék, legfeljebb
rutinjara bizhatnd magat.

Ha azonban megnézzilk a matematikusnak munkamoddszerét, amikor a
kisérleti természettudés szdmdara az utat megvilagitd elmélet épitése soran
egy-egy problémét igyekszik megoldani, akkor azt latjuk, hogy 6 maga tobb-
nyire sotétben tapogatddzo, pusztan rutinjara tdmaszkodo¢ kisérleti modszerrel
dolgozik. Otletszeriien végigprobalja a felvetddd gondolatokat, hatha valamelyik
célhoz vezet. Vajjon nem lehetséges-e olyan tudomdny, amely ekozben utat
mutasson a matematikusnak, hasonldan, mint ahogyan a matematika és a ra
épiilo elméleti természettudoményok, els6sorban az elméleti fizika, utat mutat
a kisérleti természettudésnak a maga kisérletezése kozben?

llyen tudomény szerepét van hivatva betdlteni a matematika alapjainak
tudomdnya. Hogy teljesen betdlthesse, a matematika kiilonboz6 teriiletein dol-
gozd matematikusok matematizdlasanak altalanositott tapasztalatava kell valnia.
Egy-két lépést mar megtett ebben az irdnyban és az erre vonatkozd kutatidsokba
néhany magyar matematikus is belekapcsolodott.

E tekintetben szdmos haladé tradiciora tekinthetiink vissza. Ezek kozott
idérendben is, de jelentdségiiknél fogva is elsé helyen éllnak a két Bolyai
kutatasai a geometria alapjaira vonatkozolag. Bolyai Jdnos, az orosz Loba-
csevszkij-vel egyid6ben, a hiperbolikus géometria felépitésével megtette a leg-
fontosabb 1épést a pdrhuzamossdg axiomajanak a geometria tobbi axiomajatol
val6 fiiggtségére vonatkozd tobb évezredes probléma megoldasa felé. Appendixe
cimében jogosan &llapitotta meg Kant idealista kijelentéseivel szemben, hogy
az a kérdés, hogy a valdsagos vildgban milyen geometria érvényes, az Euklides-
féle-e, vagy nem, a priori soha el nem donthetd, tehdt kisérleti titon vizsgélando.
Jol tudjuk, milyen fontos szerepe volt Bolyai Jdnos e megallapitdsanak a modern
fizika kialakuldsaban.
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Nagy érdekl6dést mutatott a matematika alapjai irdnt Konig Gyula; 6
volt az els6, aki Hilbert bizonyitdselméleti gondolatait megértette és Hilbertet
sok tekintetben megelozve tovabbfejlesztette. Fia, a fasisztdk &ltal halalba
iildozott Konig Dénes, grafelméleten kiviil elsdsorban halmazelmélettel foglal-
kozott, a matematikdnak olyan agéval, amelyet sokan a matematika alapjaihoz
szamitanak.

A matematika alapjainak tudoménya terén ma miikod6 magyar matema-
tikusok — eltekintve néhany halmazelméleti kutatastol — elsGsorban a mate-
matikai logika kérdéseivel foglalkoznak. Munkassaguk ismertetése soran nem
szoritkozhatom az utolso €vre, mert az idevdgd kutatdsokban szereplé fogalmak
és problémak nem kozismertek a matematikusok kozott és igy azok megértése
végett régebbi kutatdsokat is figyelembe kell venniink.

A matematikai logika egyik fontos teendéje, hogy a kivetkezmény fogal-
manak matematikai szempontbdl szabatos, a matematika legkiilonboz8bb terii-
letein, mindenféle kovetkeztetésre egyarant alkalmazhaté meghatarozasat adja.
Kozelfekvé azt is megkivanni, hogy adott allitdsokrol (tételekr6l, feltevésekrol
vagy sejtésekrdl) a meghatdrozas alapjan mindig el lehessen donteni véges
szamu lépésben, vajjon egy tovabbi adott allitas kovetkezményiik-e. A matematikai
logika az ilyen meghatarozéds kérdését az u. n. eldontésproblémdra vezeti vissza.

Az eldontésprobléma annak a feltételeit keresi, hogy egy adott logikai.
formula barmely halmazon azonosan igaz legyen; ezzel ekvivalens masik (u. n.
dualis) alakjaban annak feltételeit keresi, hogy egy adott logikai formulahoz
legyen olyan halmaz, amelyen kielégithets. A logikai formuldk, amelyekro] itt
sz0 van, olyan formuldk, amelyek logikai fiiggvényekbol u. n. logikai miiveletek
és kvantorok segitségével épiilnek fel.

Logikai fiiggvényen olyan egy- vagy tobbvaltozoés fiiggvényt értiink,
amely egy tetszleges halmazon (u. n. individuumtartomanyon) van értelmezve,
értékei pedig logikai értékek, vagyis egy kételemii halmaz elemei, amelyeket
n,igaz“-nak és ,hamis“-nak neveziink. Logikai fiiggvényre példa az az F(x)
fiiggvény, amely a természetes szamok halmazan ugy van értelmezve, hogy
értéke ,igaz“, ha x primszdm, ,hamis“, ha x Osszetett szdm; vagy az a
G(x, y, 2) fiiggvény, amely a sik pontjai halmazdn tigy van értelmezve, hogy
értéke ,igaz“, ha x,y, z egy egyenesen fekv$ pontok, kiildnben ,hamis®.

Logikai miiveleten olyan egy- vagy tobbvaltozos fiiggvényt értiink, amely-
nek fiiggetlen valtoz6i is a logikai értékek halmazan futnak at, értékei is
logikai értékek. Pl. a negdcié miivelete az az egyvaltozés X fiiggvény, amely-
nek értéke ,igaz“, ha X értéke ,hamis“, viszont ,hamis“, ha X értéke ,igaz“;
a konjunkcid mivelete az a kétvaltozos X & Y fiiggvény, amelynek értéke
akkor és csak akkor ,igaz“, ha X értéke is, YV értéke is ,igaz“, mdskiilonben
Lhamis“; az implikdcio milvelete az a kétvdltazos X — Y fiiggvény, amelynek
értéke akkor é€s csak akkor ,hamis“, ha X értéke ,igaz“, Y értéke ,hamis®,
és minden mas esetben ,igaz“.
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Kvantornak nevezziik a kovetkezd két, logikai fiiggvényeken végezhets
fliggvényoperaciot :

. WF@ =

(u. n. dltaldnos kvantor); és

»igaz“, ha F-azonosan ,igaz“,
,hamis“ minden mas esetben

\ ,hamis¢, ha F azonosan ,hamis“
(Ex)F(x):; S ) ” ’
I ,igaz“ minden mas esetben

(u. n. exisztencidlis %vantor). Tobbvaltozos logikai "fiiggvényre alkalmazva egy
kvantort, eggyel kevesebb valtozos fiiggvényt kapunk; pl. (x)F(x,y) csak y-
- .

tol fiigg, az x u. n. kotott vdltozo (mint [ f(x, y)dx-ben az x).

Egy logikai formula értéke attdl fiigg, melyik halmazt valasztjuk indi-
viduumtartomdny gyanant, hogyan definidljuk rajta a formuldban szerepl6
logikai fiiggvényeket és az individuumtartomany, mely elemeit helyettesitjiik a
formuldban szerepld, nem Kkotott (u. n. szabad) valtozok helyére. Azonosan
igaznak neveziink egy logikai formuldt egy halmazon, ha barhogy definidljuk
ezen a halmazon a formulaban szerepld logikai fiiggvényeket, mindig (a szabad
valtozok bdrmely értékére) ,igaz“ lesz az értéke; kielégithetdnek neveziink
egy logikai formuldt egy halmazon, ha lehet ugy definialni ezen a halmazon
a formuldban szereplé logikai fiiggvényeket, hogy (a szabad valtozok alkalmas
értékeire) ,igaz“ legyen az értéke. PL -

() (F(x)— F(x))

barmely halmazon azonosan igaz,

(()F(x, x) & () (R ((F(x,3) & F(3,2)) = F(x,2))) > (Ex) () F(x, 3),
mint konnyen lathatd, barmely véges halmazon azonosan igaz formula; a

((D)Fx, x) & ()(NE ((F(x, y) & F(3,2)) = F(x, 2))) &

& () (M) (F(x, ) = (E2)(F(x, 2) & F(2,9)))
formula kielégithet6 a valos (vagy a raciondlis) szamok halmazan (,igaz“ lesz
az értéke, ha F-et igy definialjuk, hogy F(x, ) akkor és csak akkor legyen
»igaz“, ha x <y, kfilénben ,hamis*).

A logikai formuldk bizonyos specidlis osztdlyaira meg van oldva az
eldontésprobléma, azaz ezekhez az osztalyokhoz van olyan algoritmus, amely-
nek segitségével barmely adott, a kérdéses osztalyhoz tartozd formularél véges
szamu lépésben el lehet donteni, hogy azonosan igaz-e (barmely halmazon),
ill. hogy kielégithet6-e (alkalmas halmazon). Az elddntésprobléma redukcio-
elmélete viszont az eldontésproblémat specialis formula-osztalyokra vonatkozo,
vagyis a kérdéses osztilyokhoz tartoz6 formuldk azonosan igaz, ill. kielégithetd
voltinak feltételeit kérdezé eldontésproblémara igyekszik visszavezetni. Az
eldontésproblémdra vonatkozé magyar kutatdsok legnagyobb része az eldon-
tésprobléma redukcidelméletére vonatkozik.

[
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Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a logikai for-
muldban, amelyr6! sz6 van, nincs szabad valtozd, tovabba maga a formula
prenex alakii. Ezen azt értjiik, hogy ugy keletkezik, hogy logikai fiiggvényekre
elébb logikai miiveleteket alkalmazunk, majd az igy keletkezd M formulaban
egymdasutan kvantorokkal kotjilk le a valtozokat. A kvantorok alkalmazdsa
elott keletkezd M formulat a kész formula magvdnak nevezziik, a kész for-
muldban a mag elbtt alld kvantorok sorozatat a kérdéses prenex formula
prefixumdnak. Pl.

() F(x, x) & ()Y (x, 9) = F(y, %))
nem prenex formgla, :

INER)(F(x, ) — (G(x,2) & G(2,9)))
prenex formula, prefixuma (x)(y)(Ez), magva F(x,y) —(G(x,2) & G(z,¥)).

Rovidebb kifejezésmod kedvéért nevezziik egy prenex formula tipusdnak
a IT és = jeleknek azt a sorozatdt, amely tgy keletkezik, hogy a formula
prefixumaban minden altalanos kvantort II, minden exisztencialis kvantort =
jellel poétolunk; a tipusban az egymasutdni IT vagy = jelek ,szorzatat“ hat-
vanyjeloléssel roviditjiik. Pl. az emlitett prenex formula tipusa IT*Z3.

Kalmdr az 1932-es ziirichi nemzetkozi matematikai kongresszuson tartott
eldadasaval olyan vizsgélatokat kezdett, amelyek az eldontésprobléma vissza-
vezetésére irdnyulnak olyan formulak kielégithetdségének kérdésére, amelyekben
csak egyeflenegy logikai fiiggvény szerepel és az is kétvdltozds. Egyuttal
igyekezett azt is elérni, hogy a formula tipusa minél egyszeriibb legyen. igy
kés6bb bebizonyitotta, hogy az eldontésprobléma visszavezetheté olyan for-
mulak  kielégithetoségének kérdésére, amelyek egyetlenegy, . kétvaltozos,
logikai fiiggvényt tartalmaznak és emellett SITSIT" (Ackermann-féle) tipusuak.
(Ackermann csak azt bizonyitotta be, hogy az eldontésprobléma visszavezet-
heté SIISII" tipusu, de akarhany logikai fiiggvényt tartalmazé formulak kielé-
, githetdsége kérdésére; hasonld eredményekrél nevezték el a kés6bb emlitendd
tipusokat is). Késébb, Surdnyival kozosen, bebizonyitottak a megfeleld reduk-
ciés-tételt I1'S" (Godel-féle), IT"X és II'SIT" (Pepis-féle) tipust, egyetlen,
kétvaltozds, logikai figgvényt tartalmazo formuldkra vonatkozdéan. Legutdbbi
dolgozataiban Kalmdr a megfeleld redukcios tételt II°S"IT és 113" IT" tipus
esetére is bebizonyitotta.

Surdnyi 1943-ban irt doktori disszertaciojaban az eldontésprobléma
redukcidelméletének teljesen uj fejezetét nyitotta meg. Az addigi redukcio-
tételek mindegyike vagy csak az altalanos, vagy csak az exisztencialis kvan-
torok szamat redukaélja adott szdmra. Surdnyinak sikertilt elészor bebizonyitania
olyan redukciotételt, amely egyidejiileg mindkét szdmot adott szdmra redukalja
(de a formula magvaban szerepl6 logikai fiiggvények szdmat nem). Bebizonyi-
totta, hogy az eldontésprobléma visszavezethetd olyan formuldk kielégitheto-
ségének kérdésére, amelyek akar IT°X, tehdt egyidejiileg Godel-féle és Pepis-
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féle, akar II*S 1T tipustiak. Legtijabb dolgozataiban (specialis) Ackermann-féle
=1, 13712 tipusu formuldk kielégithetOségének kérdésére redukalta az
eldontésproblémat, tovabba, ha megengedjiik, hogy a formulaban hatirozat-
lan logikai fiiggvényeken kiviil az a kétvaltozds rogzitett logikai fiiggvény is
szerepeljen, amelynek értéke akkor és csak akkor ,igaz“, ha x=y, akkor
IT3°IT és ZITS4IT tipust formuldk eseén is bebizonyitotta a megfeleld tételt.
Emellett az is elérhetd, hogy egyvaltozos logikai fiiggvényeken kiviil a SII3IT?
és IIZ?II* tipusok esetén legfeljebb hét, a IIZ°IT és STIS'IT tipusok esetén
legfeljebb négy kétvaltozos logikai fiiggvény szerepeljen a formula magvaban
(az utobbi esetben nem szamitva az emlitett rogzitett fiiggvényt).

Mas természetli, nem a formula tipusara, hanem az individuumtartomdny
sadmossdgdra vonatkozé redukcittételt bizonyitott be Kalmdr az ‘1. Magyar
Matematikai Kongresszuson: megmutatta, hogy az eldéntésprobléma vissza-
vezethetd arra a kérdésre, mely logikai formuldkhoz van olyan véges halmaz,
amelyen az adott formula kielégithetd. (El6zbleg Lowenheim azt bizonyitotta
be, hogy az eldontésprobléma visszavezethetd a megszamlalhaté individuum-
tartoményokon valo kielégithetdség kérdésére ; tovabbi redukcio lehetdsége azért
latszott valdsziniitlennek, mert adott véges n szamossag esetén meg van oldva
az a kérdés, mely formuldk elégitheték ki valamely n elemi{i halmazon.)

Az eldontésprobléma redukcioelméletének eredetileg az volt a célja, hogy
olyan specidlis esetére redukdlja az eldontésproblémat, amelyet mar sikeriil
megoldani. Az a remény, hogy ezt sikeriil elérni, Church tétele folytdn szét-
foszlott ; e tétel ugyanis azt mondja ki, hogy nincsen olyan algoritmus, amelynek
segitségével barmely adott formuldrol véges szami lépésben el lehetne donteni,
azonosan igaz-e, ill. kielégithetd-e. E tétel bizonyitasdhoz természetesen eldbb
szabatosan definialni kellett az algoritmus fogalmat, amelyet a matematikus
mindennapi munkajaban éppenigy rutinjara tamaszkodva szokott alkalmazni
szabatos definici6 nélkiil, mint a kovetkezmény fogalmat. Church maga meg-
keriilte ezt a magédbanvéve is jelentds feladatot azzal, hogy onkényesen azt
nevezte megengedett algoritmusnak, amely egy bizonyos, altaia felallitott axioma-
rendszerben kifejezhetd. Ez szabatosan definidlhatd fogalom ugyan, csak éppen
az nem magatol értet6dd, hogy fedi az algoritmusnak a matematikus minden-
napi praxisiban hasznalt fogalmit. Az algoritmus fogalmanak kielégitobb
szabatos definiciojat adta Kleene, amennyiben visszavezette azt az olyan szam-
elméleti fiiggvény fogalmara, amelynek minden adott helyen véges szamu
1épésben ki lehet szamitani az értékét s azt javasolta, hogy ez utébbi fogalmat
a rekurziv fiiggvény fogalmanak egy jelentds altalanositasaval azonositsuk. Az
algoritmus fogalmanak olyan szabatos definicidjat, amelyrél nyilvanvald, hogy
fedi a mindennapi fogalmat, Markov szovijet matematikus adta meg az I.
Magyar Matematikai Kongresszuson. Meg lehet mutatni, hogy az algoritmus
fogalmanak e harom definicidja ekvivalens.
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Churchnek azt a tételét, hogy vannak algoritmussal meg nem oldhaté
problémak, az idealista filozofusok tgy allitottdk be, hogy az matematikai
bizonyitéka az agnoszticizmusnak, tehat céfolata a dialektikus materializmus
azon allitdisanak, hogy a vilag megismerhetd. (Church els6 példaja algorit-
mussal meg nem oldhaté problémdra mds volt, nem az elddntésprobléma.)
Church tételét ebbdl a szempontb6l nagy ,haladasnak“ tekintették Gdidel
egy régebbi tételéhez képest, amely csak azt mondja ki, hogy adott axioma-
rendszerhez (ha az bizonyos, pontosan megfogalmazhato, de igen altaldnos
feltételeknek eleget tesz) van olyan probléma, amely ebben az axidmarend-
szerben nem oldhaté meg. Beallitdisuk szerint a Godel-tétel a tuddsnak csak
egy-egy axiomarendszerre vonatkozd relativ hatdrat fedi fel, ezzel szemben a
Church-tétel azt bizonyitja, hogy a tuddsnak abszoliit hatara van. A matematika
alapjai koriil folyd ideologiai harcban tehat hasonld szerep jutott a Church-
tételnek, mint a Heisenberg-féle bizonytalansdgi reldciénak az elméleti fizika
koriil folyé ideoldgiai harcban.

E kérdések tisztdzasdra tehat kivanatos volt Godel és Church tételeinek
eredeti, igen bonyolult és nehezen ' attekinthet6 bizonyitdsat egyszeriisiteni, a
Godel-tétel feltételeit, tovdbba a két tételnek egymadshoz vald viszonyat tisztazni.
Kalmdr 1943-ban egyszerli bizonyitast adott a Godel-tételre ; njabb dolgoza-
taiban bizonyitisat az axidmarendszerre vonatkozo, az eredetinél altalanosabb
feltételek esetére is kiterjesztette és megmutatta, hogy modszere Rosser egy
analog tételének bizonyitdsdra is felhasznalhatd.

A Church-tételre vonatkozélag Péter Rozsa megmutatta, hogy a Godel-
tétel egy altaldnosan megfogalmazott alakjabol egyszeriien kivetkezik. Ezt a
meglepd - tényt tovabb elemezve, Kalmdr az amsterdami filozofiai kongresszuson
megmutatta, hogy a Church-tétel egyenesen specidlis esete az altaldnosan meg-
fogalmazott Godel-tételnek. Ezzel kideriilt, hogy a Church-tétel agnoszticista
beallitisa helytelen, a Church-tétel sem mond ki tobbet, mint a Godel-tétel,
t. i. azt, hogy ha pontosan eldirjuk, milyen modszereket szabad hasznalni, akkor
mindig maradnak olyan problémdak, amiket nem tudunk megoldani. Ez azt
mutatja, hogy ahhoz, hogy a matematikai problémakat sorra mindet megoldjuk,
modszereinket is allanddan fejleszteniink kell. Ez a kovetkeztetés teljes ossz-
hangban van a dialektikus materializmussal, amely nem azt allitja, hogy a
vildg egyszersmindenkorra, pontosan eldirhatdé mddszerekkel megismerhetd
(ezt a mechanikus materializmus allitotta), hanem azt, hogy nincs olyan, a
valosagra vonatkozo probléma, amelyet modszereink kelld fejlddése sordn meg
ne lehetne oldani.

A Church-tétel agnoszticista bedllitisa egy tudatos ferditésen alapul: t. i.
hogy a Church-tétel ugyanolyan értelemben vett probléma abszolat megold-
hatatlansagat mutatja ki, mint amilyen értelemben vett probléma relativ meg-
oldhatatlansagarol szl a Godel-tétel. Valéjaban a Church-tétel nem is egy
problémara, hanem egy problémaseregre vonatkozik, hiszen pl. minden egyes
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logikai formula kielégithetéségének kérdése kiilon-kiilon probléma. Egy végtelen
sok problémabol al16 problémasereg algoritmussal valé megoldhatatlansiaga sem-
miképpen sem jelenti a valosag megismerhetetlenségét; hiszen a valdsag meg-
ismerése a megismerési folyamat fejlédésének minden egyes fokan csak véges
szami probléma megoldasat kivanja. Igaz, hiogy a matematikus egyes esetekben
végtelen sok problémat is meg tud oldani egyidejiilleg (t.i. valamilyen para-
métertdl fliggd problémat e paramétér barmely értékére). Igy pl. van olyan
algoritmus, amelynek segitségével barmely adott raciondlis egyiitthatoji poli-
nomrol véges szdmu lépésben el tudjuk donteni, reducibilis-e a racionalis
szamok testében (ebben a problémaseregben maga a polinom a paraméter).
Az, hogy ez bizonyos problémaseregek esetén sikeriil, nagyon hasznos a
a valosdg megismerése szempontjabol, mert ilyen esetben nem kell a sereg
minden egyes problémajaval kiilon foglalkozni (csak a paraméter helyébe a
megfeleld értéket behelyettesiteni az altaldnos megoldasban). Azonban semmi
okunk sincs elvarni, hogy barmely problémasereghez legyen ilyen altalanos
megoldds. Ha valamely problémasereghez nincs, az azt mutatja, hogy mar
ahhoz is modszereink allando dialektikus fejlddésére van sziikség, hogy a kér-
déses sereghez tartozé problémakat sorra mind meg tudjuk oldani. igy pl. az
eldontésproblémara vonatkozé Church-tétel azt mutatja, hogy a dialektikus
fejlddés sziikségessége mar a logikaban is fenndll: ahhoz, hogy barhogyan
megadott allitdsokrol eldonthessiik, kovetkezményiik-e egy tovabbi dllitas,
logikai modszereinket is allandodan fejleszteniink kell.

Ezenkiviil annak, hogy valamely problémaseregrol sikeriil bebizonyitani,
hogy nincs olyan algoritmus, amelynek segitségével a sereg barmely adott
problémajat meg lehet oldani, az a jelentdsége is megvan, hogy ez megkiméli
a matematikust att6l a hidbavalé munkatol, hogy az ilyen problémasereghez
megoldé algoritmust keressen; hasonléan, mint ahogy a Ruffini—Abel-tétel
megodvja az algebristat attdl, hogy hidba keresse az altaldnos otodfoki egyenlet
algebrai megolddsat, vagy a - transzcendencidjanak bizonyitasa attol, hogy a
kor négyszogesitésével foglalkozzék. Ily médon a Church-féléhez hasonlé meg-
oldhatatlansagi tételek alkalmasak arra, hogy a matematikust tajékoztassak
arrél, milyen iranyban végezze, jobban mondva, milyen irdnyban ne végezze
gondolat-kisérleteit ; mintegy segitik abban, hogy a maga kutatdsénak selejijét
csokkentse. Természetesen csak akkor van egy megoldhatatlansagi tételnek
ilyen szempontbdl jelentésége, ha a matematikusokat tényleg foglalkoztatd
problémaseregnek algoritmikus megoldhatatlansigéara vonatkozik.

A Church-tétel folytdn az eldontésprobléma minden egyes redukciotétele
példat szolgiltat algoritmussal meg nem oldhato problémaseregre. Ha ugyanis
az eldontésprobléma visszavezethetd valamely specidlis esetére, akkor ehhez
a specilis esetéhez nincs megold6 algoritmus. Igy pl. Kalmdr fent emlitett
tétele, amely szerint az eldontésprobléma visszavezethetd arra a kérdésre, hogy
mely logikai formuldkhoz van olyan véges halmaz, ahol kielégithetdk, vagy
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dudlis alakjaban, hogy mely logikai formuldk azonosan igazak minden véges
halmazon, Gj bizonyitast szolgaltat Trahtyenbrot szovjet matematikusnak arra
a mas modszerrel bebizonyitott tételére, hogy nincs olyan algoritmus, amellyel
barmely adott logikai formularl el lehetne donteni, azonosan igaz-e barmely
véges halmazon. .

A matematikusokat tényleg foglalkoztaté nem logikai természetii probléma-
seregek koziil az elsd, amelyr6l sikeriiit kimutatni, hogy nem oldhat6 meg
algoritmussal, az asszociativ rendszerek szoproblémdja volt. Ez a probléma
(-sereg) arra vonatkozik, hogy egy adott, véges szamu baziselem segitségével
felépithetd, véges szamu generald relacioval definialt asszociativ rendszerben
mely relacidk allhak fenn. Markov szoviet és Post amerikai matematikusnak
sikertilt egylde]uleg egymastol fiiggetleniil megadni olyan, a fenti értelemben
végesen definiadlt asszociativ rendszereket, amelyeknek szoproblémaja nem old-
haté meg algoritmussal. Kalmdr e tételt mindkét szerz0 bizonyitdsanal egy-
szerlibb, az algebrista szdmara konnyebben kovethetd uton bizonyitotta be
akadémiai székfoglald eldadasaban.

Szamos matematikai logikai kutatdsnak fontos segédeszkdze a rekurziv
fiiggvények fogalma. Rekurzivnak neveziink egy fliggvényt, ha véltozdinak nem-
negativ egész értékeire a G konstansbdl és az x -1 fiiggvényDbdl kiindulva véges
szamu rekurzidval és helyettesitéssel (fiiggvény, ill. fiiggvények fiiggvényeinek
képezésével) definidlhatd. A rekurzi6 (mds néven teljes indukcioval valo
definici¢) fogalmat tobbféleképpen lehet szabatosan megfogalmazni és igy a
rekurziv fliggvények kiilonbdzé osztalyaihoz jutunk, amelyeknek kiilonbozd
szerepiik jutott halmazelméleti, ill. matematikai logikai kutatdsokban.

Igy Hilbert a kontinuumproblémdt Ggy probalta megoldani, hogy a szam-
elméleti, azaz olyan fiiggvényeket, amelyeknek vdltozoi is a nemnegativ egész
szamok halmazdn futnak at, értékei is nemnegativ egész szamok, a masodik
szamosztaly rendszdmai szerint haladé osztalyokba igyekezett sorolni, tigy, hogy
minden osztilyba megszamlaihatéoan végtelen sok fiiggvény jusson és egy
szamelméleti fiiggvény se maradjon ki. Ha ez sikeriilne, akkor be volna .
bizonyitva a kontinuum szdmossdgara vonatkozé Cantor-féle sejtés, mert
a szamelméleti fiiggvények kontinuum-szamossagt halmazt alkotnak. Hilbert
osztdlyozdsdban fontos szerepe van -a szamelméleti fiiggvények definicidja
alakjanak. igy az elsd osztalyba azokat a fiiggvényeket sorolta, amelyek egy
valtoz6 szerinti rekurziok és helyettesitések sorozataval definialhatdk, csupa
szamelméleti fiiggvényen at. A masodik osztdlyba azokat a fiiggvényeket sorolta,
amelyeknek hasonld rekurziv definiciéjahoz mar olyan fiiggvényoperaciok is
kellenek, amelyeknek egyes valtozoi szamelméleti fiiggvényeken futnak at (mas
valtozoi viszont a nemnegativ egész szamokon; ‘a rekurzié persze mindig
ilyen valtoz6 szerint torténik). liyen fiiggvényoperaciora példa az iteracio: az
f=f(2) egyvéltozos fliggvény n-edik iterditjanak értéke az x helyen, /(f; n, x),
igy definidthatd n szerinti rekurzidval:
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1(f;0,x)=x,
[(f,n—l—l,X):f(I(f, fl,X));
a Hilbert-féle masodik osztilyba tartoz6 szamelméleti fiiggvényre pedig az a

g(x, y, n) fiiggvény, amely a kovetkezd rekurzioval definialhato az 7 fiiggvény-

" operacio segitségével:

g(x,y,0)=y~l—1, ]

g6y, n+1)=1(g(x, 2, n); y, x),
ahol [ els6 argumentuma a- g(x, z, n) fiiggvény, mint z fiiggvénye. A Hilbert-
féle harmadik osztdlyba azok a szdmelméleti fiiggvények tartoznak, amelyeknek
rekurziv definiciojahoz az emlitett fajta fiiggvényoperacidkon kiviil olyan ope-
raciok is kellenek, amelyeknek egyes valtozoi ilyen fiiggvényoperacidkon futnak
at stb. Hilbertnek ezen az uton nem sikeriilt bebizonyitania a Cantor-féle
sejtést; azonban egyes gondolatait felhasznalva és lényegesen tovabbfejlesztve
Gidel késébb bebizonyitotta, hogy a Cantor-féle sejtés nem cafolhaté meg a
halmazelmélet Zermelo—Fraenkel-féle axidémarendszerében (feltéve, hogy ez az
axiomarendszer ellentmonddstalan).

Gddel fentemlifett (adott axidmarendszerben megoldhatatlan problémaékra
vonatkozo) tételének bizonyitdsdhoz szintén lényegesen felhaszndlta a rekurziv
fiiggvény fogalmat. Godel a kérdéses tétel bizonyitdsat egy bizonyos axiéma-
rendszerre végezte el (csak kimondta, hogy mdas hasonlé axiOmarendszerekre
is érvényes). Megmutatta, hogy ebben az axiomarendszerben egyrészt minden
rekurziv fiiggvény kifejezhetd, mésrészt bizonyos, az axidmarendszerre vonat-
kozé allitasok (pl. hogy egy véges formulasorozat egy adott formula bizonyi-
tasa-e ebben az axiomarendszerben) az axiémarendszer formuldinak és véges
formulasorozatainak egy bizonyos megszdmlaldsandl fellépd sorszdmok rekurziv
fiiggvényei kozotti egyenletekkel fejezhetok ki. Ebbdl" a két ténybdl Gdodel
tétele az atlés modszer egy bonyolult alkalmazadsa segitségével adodik.

Mint mar emlitettem, Kleene is a rekurziv fiiggvény fogalmanak egy
lényeges altalanositasat hasznélja fel az algoritmus fogalmdnak szabatos meg-
hatdrozdsédhoz. Ackermann egy, a természetes szdmok egy bizonyos g, tipusu
j0lrendezésével kapcsolatos transzfinit rekurzioval definidlt szamelméleti fiigg-
vényt haszndl fel az aritmetika ellentmonddstalansdgdnak bizonyitasidhoz. A mar
emlitett Markov—Post-tétel Kalmar-féle bizonyitdsa ugyancsak a Kleene-fele
értelemben vett altalanos rekurziv fiiggvény fogalmat hasznalja fel. Ujabban
Specker és Goodstein az analizis fogalmainak és tételeinek élesitésére is alkal-
maztak a rekurziv fiiggvény fogalmat (pl. egy x, sorozat rekurziv modon

konvergal egy x szdmhoz, ha van olyan rekurziv ffiiggvény, hogy |x,—x| < % ,

mihelyt n > f(k)).
Ezekb6l a példakbol is latszik, milyen fontos kérdés a rekurziv fiigg-
vény fogalma kiilonféle szabatos meghatdrozédsai soran el6allé kiilonféle fiigg-

7 Matematikai és Fizikai Osztalyanak Kézleményei. HI o.



08 KALMAR LASZLO \

vényosztalyok viszonyanak tisztizasa. E teriileten Péfer Rdzsa végzett alapvetd
kutatdsokat. A ziirichi matematikai kongresszuson tartott el6adasidban, majd
késobbi dolgozataiban a rekurziv fliggvények kiilonboz6 osztalyair6l megmutatta,
hogy azonosak azzal a fiiggvényosztallyal, amelyet Godel hasznal fentemlitett
tételének bizonyitdsdban, az u. n. primitiv rekurziv fiiggvények osztalyaval. E
fiiggvényosztaly esetén rekurzion egy f fiiggvénynek egy adott g fiiggvény és
egy masik adott & fiiggvény segitségével valé

fO,x,9,..)=g(x,,...),

Jn+1,x9,..)=h(n,xy,....f(n,x,9,...))
alakn definicidjat értjiik. Péfer Rozsa megmutatta, hogy ha megengedjiik, hogy
itt a masodik egyenletben f(n,x,y,...) helyett f-nek olyan értékei is szere-
peljenek, amelyeknek elsdé argumentuma ugyan n, vagy n-nél kisebb szam,
de x,y,... helyett tetszbleges mas argumentumok allnak, akdr olyanok is,
amelyek megint tartalmazzak f-et, de mindig csak ugy, hogy f elsé argumen-
tumaban n, vagy n-nél kisebb szam all, akkor ugyanehhez a fiiggvényosztalyhoz
jutunk. Ilyen definiciéra példa:

(0, x) =x,

f(n+1,x)=-n+x+f(n, X*)+f(n, f(n, x)).
Ebbdl kovetkezik, hogy a Hilbert-féle elsé osztaly (bar latszolag altaldnosab-
ban van definidlva) egybeesik a primitiv rekurziv fiiggvények osztalyaval. Egy
méasik dolgozatdban Péter Rozsa olyan rekurzié jellegli modszerekkel foglal-
kozik, amelyekkel nem primitiv rekurziv fiiggvényekhez lehet jutni. Az elso
példat nem primitiv rekurziv fiiggvényre Ackermann adta u. n. kétszeres, vagyis
n helyett egyidejiileg két valtozd szerint halado rekurzio segitségével; példdja
(Iényegtelen modositasto! eltekintve) a fenti, a Hilbert-féle masodik osztilyba
tartoz6 g(x, y, n) fuggvény, amely kétszeres rekurzioval igy definidlhat6 :

g(x,m,0)-=m-1,

g2(x,0,n1)=x,

gx,m+1,n+1)==g(x, g(x, m, n 1), n).
Péter Rozsa lényegesen egyszerfisitette Ackermann bizonyitasat és egy masik,
elvileg még egyszeriibb, ha nem is olyan elegans fiiggvényhez vezetd eljarast
is adott nem primitiv rekurziv fiiggvénynek kétszeres rekurzié segitségével
valé szerkesztésére. Ez az eljards az dflos mddszer egy érdekes (megszamlal-
haté halmazon beliil valé) alkalmazdsa. Késobb ezeket az eredményeket f0bb-
szdros, vagyis egyidejiileg t6bb vidltozd szerint halado rekurziokra is atvitte :
ezeket is egyszerli normdlalakra hozta (amely bizonyos értelemben megfelel
az egyszeres rekurzidk visszavezetésének primitiv rekurziokra), tovabba bebizo-
nyitotta, hogy a k- 1-szeres rekurzi6 kivezet a k-szorosan rekurziv fiiggvények
korébodl. Megmutatvan, hogy a k-szoros rekurziv fiiggvények azonosak azokkal
a szamelméleti fiiggvényekkel, amelyek a nemnegativ egész szamoknak egy
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bizonyos w* rendtipus szerinti jélrendezésével kapcsolatos transzfinit rekurzioval
definidlhaték, a nemnegativ egész szdmoknak egy v tipusi jolrendezése segit-
ségével olyan szamelméleti fiiggvényt szerkesztett, amely nem definidlhato
10bbsz0rds rekurziokkal.

Péter Rozsa belekapcsolodott azokba a vizsgalatokba is, amelyek a
rekurziv fiiggvényeknek az analizisre valo alkalmazasara vonatkoznak. Megmutatta,
hogy ahhoz, hogy egy r pozitiv valés szam a Specker-féle értelemben rekurziv
szeletet alkosson, azaz, hogy legyen olyan f rekurziv fiiggvény, hogy (pozitiv

egész m és n esetén) >T akkor és csak akkor alljon, ha f(m, n)=0, sziik-

séges €s elegendd, hogy [nr], mint n fiiggvénye, rekurziv fiiggvény legyen.
Megmutatta, hogy ehhez elegendd, hogy r egy bizonyos, altala bevezetett, érte-
lemben rekurzitv mddon legyen irraciondlis (vagy, hogy raciondlis legyen); a
valos szamok tobb szokasos sorfejtésérdl megmutatta, hogy rekurziv modon
irracionalis szdm kifejtésében az egyiitthatd az indexnek rekurziv fiiggvénye.
{Ezekben a vizsgilatokban ,rekurziv® tobbféleképpen is érthetd.)

Mindezekbdl lathatd, hogy Péter Rozsa lényeges eredményekkel gazda-
gitotta a rekurziv fiiggvények elméletét és igy hivatott volt ez elmélet elsd
kézikonyvét megirni. E konyve, amely Akadémidnk kiaddsaban jelent meg, a
szakkorokben altalanos érdeklGdgst valtott ki. A konyv irdsa szamos 1j kérdést
hozott felszinre; jelenleg ezek megolddsan dolgozik. Legutobbi, megjelenés
alatt 1év6 dolgozataban tisztdzta a tobbszoérosen rekurziv fiiggvények viszonyat .
a Hilbert-féle mdsodik osztdlyba tartoz6 fiiggvényekkel (e vizsgdlatai az osloi
nemzetkdzi matematikai kongresszuson tartott eldadasara nyulnak vissza) és
nagy érdeklodésre szamot tartd problémakat vetett fel a Hilbert-féle masodik
és magasabb osztdlyokba tartozo fiiggvényekre vonatkozolag. Péler Ridzsa e
vizsgalataibol vildgos, hogy a Hilbert-féle osztdlyozdsban erdltetett dolog egy
vdltozo szerint halado rekurziokra szoritkozni; ha az osztilyozast ugy modo-
sitjuk, hogy tobbszoros rekurzidkat is megengediink, akkor a masodik osztaly
egy jol koriilirhatd része az els6 osztdlyba keriil at (viszont minden, az elsd
osztalyban akarhanyszoros rekurzioval definialt fiiggvény a masodik osztalyban
megengedett modon mar egyszeres rekurziokkal definidthato); tovabba, hogy
az Uj osztalyozds esetén az els6nél magasabb osztilyba tartozo fiiggvények szer-
kesztésénél Iényeges szerepet jatszanak az olyan tobbvaltozos fiiggvények,
amelyek vdlfozdinak szdma nem dllands, hanem egyik valtozojuk értékétol
fiigg, hogy-hany valtozot kell megadni, hogy a fiiggvény értéke meg legyen
hatarozva (ilyen fiiggvény pl. x,+ XX+ -+ 4+ Xo)). )

Kalmdrnak a Godel-tételre adott egyszeriibb bizonyitdsdban a primitiv
rekurziv fiiggvény fogalma helyett egy egyszeriibb fogalom szerepel: az elemi
(szamelméleti) fiiggvény fogalma. Elemi fiiggvényeknek nevezziikk azokat a
fliggvenyeket, amelyek olyan kifejezéssel definidihatok, amely a valtozokbol és
adott természetes szamokbol véges szamu oOsszeadds, aritmetikai, kivonds,

T*
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szorzas, aritmetikai osztds, szumma- és produktumképzés segitségével kelet-
kezik. Itt aritmetikai kivondson a kiilonbség abszolut értékének, aritmetikai
osztason a hanyados egész részének képzését értjiik. Pl

) X+y+ix—y| =[(x+y)+ix—y|]
.2 2 ’

max (x, y

2

SE

d(x)zé'{l—min(l,res(x, )=

[l

Minthogy nemcsak a Godel-tétel bizonyitdsdban, hanem més kutatdsokban
is pétolni lehet a primitiv rekurziv fiiggvényeket elemi fiiggvényekkel, felve-
tédik az a kérdés, nem azonos-e az elemi fiiggvények osztdlya a primitiv
rekurziv fiiggvények osztilydval. Ezt a kérdést Bereczki Ilona oldotta meg,
amennyiben az I. Magyar Matematikai Kongresszuson bebizonyitotta, hogy az

f(x’ O): i,
fx, n41)=x/=»

primitiv rekurzi6val definidlt fliggvény (amely hasonld iteracioval jon létre a
hatvanyozasbol, mint a hatvdnyozds a szorzasbol, vagy a szorzas az Ossze-
adasbol) nem elemi fiiggvény. Eldadasahoz hozzészélva Markov és Egervdry
egy-egy problémat vetettek fel; az elobbi Bereczki eredményének az elemi
fiiggvény fogalmdanak altaldnositdsra valo kiterjesztésére, az utobbi egy speci-
alisabb fiiggvényosztalyra vonatkozik. Bereczki jelenleg, miutin Egervdry problé-
majat mar megoldotta, egyrészt Markov problémajaval, mdsrészt a rekurziv
fiiggvényekre vonatkozd bizonyos tételeknek az elemi fiiggvényekre valo
atvitelével foglalkozik.

Ezekbdl latszik, hogy bar a magyar matematikusok a matematikai logika
terén szamos kutatisba bekapcsolodtak, lényegében még mindig csak egyes
részletproblémak megoldasanal tartanak. Ez nem a magyar matematikai logika
fejletlenségének jele, hanem annak, hogy a matematikai logika altalaban
gyerekcip6ben jar ahhoz a szerephez képest, ami a matematikus szamara
kutatdsai sordn utat mutatd eimélet kialakitdsadban rd var. Ahhoz, hogy ezt a
szerepét betdlthesse, egyrészt a matematikai logikusoknak kellene a matematika

min )= 2SI [N,

» res (X, y) =—x—y [%] =

X

= D'

=1

x! zézi
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kiilonbozd egyéb teriiletein szélesebbkorii matematizaldsi tapasztalatokat gyiij-
teniok, masrészt az ilyen tapasztalatokkal bdven rendelkezd matematikusoknak
is le kellene kiizdeniok ellenkezésiiket a matematikai logikaval szemben. °

Eddig egyoldalian csak a matematikai logika terén elért magyar ered-
ményekrol beszéltem, holott a matematikai logika korantsem meriti ki a mate-
matika alapjainak tudomdanyat. Ennek oka azonban az, hogy a magyar mate-
matikusok keveset foglalkoznak a matematika alapjai tudomanydnak mds
teriileteivel. Pedig sok teendd volna még, elstsorban a dialektikus materializ-
musnak a matematikdra valdé alkalmazisa terén. Alexits és Fenyd idevago
attor6 munkaja szinte folytatds nélkiil maradt. Kivdnatos volna e munka uj,
az (jabb szovjet kutatidsok figyelembevételével kibovitett kiadasat megirni mar
csak azért is, mert a szerzOk, mint szébeli kozléseikbol tudom, a munka tébb
megéllapitdsdval ma mar nem értenek egyet. E munkéabdl ugy latszik, mintha
a dialektikus materializmus alkalmazdsa a matematikdban, a matematika torté-
nete jelenségeinek értékelésén kiviil, csak a matematikai logikaval kapcsolatban
wvolna kozponti jelentdségil.

Hogy ez nem igy van, mutatja a valOsziniiségszamitds megalapozédsa
koriili ideologiai harc. A valdsziniiségszamitds nyugaton valsagba jutott, mert
miivel6i idealista filozofiabol kiindulva probaltdk megalapozni. A valsdg csak
akkor sziint meg, amikor Kolmogorov szovjet matematikus a dialektikus
materializmus tudatos alkalmazasaval 1 alapot adott a valdsziniliségszamitas-
nak; ezzel a valoszinliségszdmitds szabatos matematikai diszciplindva valt.
Rényi nagy érdeme, hogy Kolmogorov elméletét ismertette és a valosziniiség-
szdmitds megalapozasa koriili ideoldgiai harcot a dialektikus materializmus
alapjan részletesen kiértékelte; e tekintetben, kiilondsen a Mises-féle elmélet
kritikdjdban, messzebb jutott el, mint Gnyegyenko szovjet matematikus hasonld
targyn, valamivel késtbb megijelent cikkében. A két munka, amely egymastol
fiiggetleniil keletkezett, az alapvetd kérdésekben ugyanarra az eredményre jut.

Meg vagyok arr6l gydzédve, hogy hasonlé feladatok, mint a valészinii-
ségszamitdssal kapcsolatban, a matematika mas 4gaival kapcsolatban is vannak.
Fls6sorban az analizisre gondolok. Az analizis terén aligha lehet valsagrol
beszélni, hiszen e téren, mint Szdkefalvi-Nagy Béla tagtirsunk eldaddsabol
lattuk, egy olyan kis orszagban is, mint a mienk, egy év alatt jelentds ered-
mények gazdag termését takarithatjuk be; mdsrészt kozismert, hogy az analizis
eredményeit milyen széles korben lehet alkalmazni. De mégis vannak olyan
jelenségek, amelyek azt mutatjik, hogy nincs minden rendben az analizis
alapjai terén. llyen jelenség az, hogy a fizikusok tobbsége vilagszerte nem a
mai szabatosan felépitett analizist alkalmazza, hanem a Newton—Leibniz-féle
misztikus differencialszamitast. Annak okait, hogy miért nem veszik figyelembe
a fizikusok az analizis megalapozasira vonatkozo tijabb eredményeket, vélemé-
nyem szerint ugyancsak a dialektikus materializmus alkalmazasaval kell fel-
deriteni, akkor megtalaljuk, hol a hiba és hogyan lehet rajta segiteni.
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Szeretném erre vonatkozolag néhany gondolatomat még roviden ismertetni.
Kétségtelen, hogy a Newton—Leibniz-féle alapvetésre er0sen ranyomta bélyegét
Leibniz misztikus metafizikus idealizmusa (szembetiind az analdgia a vilagnak
monaszokra vald és a mennyiségeknek végtelen kicsi differencidlokra valo
felbontisa kozott). Azonban az is kétségtelen, hogy ami az analizis megala-
pozasa terén a XVIII. és XIX. szdzadban tortént, egészen Weierstrass logikai
szempontbdl mar kifogastalan alapvetéséig, arra is ranyomta bélyegét koranak
idealista filozofiaja. Igy abban az analizis szabatos megalapozasdval dsszefo-
n6d6 tendencidban, hogy e diszciplindt onmagédban zart, a szemlélettdl és a
gyakorlati élett6l fiiggetlen rendszerként alapozzdk meg, fel lehet ismerni a
hanyatl6é kapitalizmus kordnak a valdsagtol elforduls, a tudomany oncélisagat
hirdet6 filozofidjat. Ennek tudhatd be, hogy a Weierstrass-féle epszilontika —
amit a matematika fejlddése szempontjabdl csak pozitiven lehet értékelni,
hiszen nélkiile a matematikdnak olyan fontos agai, mint a modern topolégia,
vagy a halmazelmélet, létre sem johettek volna — mostohdbban béant a gya-
korlat koveteiményeivel, mint a Newton—Leibniz-féle misztikus infinitézimalis.
szamitas, amely mégis csak a fejlodd kapitalizmus koraban keletkezett. fgy pl.
mit sem ér a fizikus egy olyan sorfejtéssel, amelynek konvergencidja be van
ugyan bizonyitva s igy lehet annyi tagjat venni, hogy azok osszege a sor ot
érdekld Osszegét 3 tizedes pontossaggal megkozelitse, de vagy semmi felvila~
gositast nem kap arra nézve, hany tagjat vegye (mert csak tgy deriilt ki a
sor konvergenciaja, hogy feltettiik, hogy divergens és ellentmondds jott ki)s
vagy csak olyasmit kap, hogy 1000000 tag biztosan elég erre a célra.

Jellemz6 az az indokolds, amivel a fizikus menti azt, hogy szabatossig
tekintetében nem tart 1épést az altala alkalmazott analizis fejlodésével. Nem
beszélve arrdl a rosszabb esetrdl, amikor a fizikus hisz a misztikus végtelen
kis mennyiségek létezésében, azzal indokolja a veliik valdé szamolast, hogy az
sokkal kényelmesebb, mint az analizis szabatos fogalmainak haszndlata és ha
kicsire nem néziink, kozelit6leg gy is helyes. Exisztenciatételekre pedig nincs
sziiksége, mert amit 6 ki akar szamitani, arrél tigy is tudja, hogy létezik. A
kényelemre valo hivatkozas — erre Rényi tagtarsunk hivta fel a figyelmemet —
a Mach-féle ,gondolkodéssal valé takarékoskodds“ elvének hatdsa. A megkoze—
lités fogalma természetesen, ha a hibahatdrt is megnevezziik, szabatos fogalom,
amit a szabatos analizis is haszndl. Itt azonban rendszerint anélkiil hivatkozik
a fizikus a kozelitd helyességre, hogy szdmot tudna adni arrél, hogy milyen
pontossagit a megkozelités (legfeljebb azt a sztereotip valaszt adja, hogy ,maga-
sabbrendii végtelen kis mennyiségektdl eltekintve“). A megkozelités e hataro-
zatlan fogalmanak hasznalata vezetett az elméletileg helyes, de alkalmazasra
wkényelmetlen® preciziés matematika és a matematikus véleménye szerint nem
szabatos, de az alkalmazdsokban helytalld approximacidés matematika szétva-
- lasztasdhoz. E mogott pedig filozéfiai szempontb6l a kettds igazsag idealista-
opportunista tandnak felelevenitése fedezhetd fel.
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Természetesen nem mindig all az, hogy az ily médon felfogott approxi-
macios matematika a gyakorlati alkalmazdsban helyes eredményre vezet. Ez
azonban a hanyatlé kapitalizmus kordban ritkdn deriilhet ki. Ennek két oka
van. Ha a megkozelités kielégité volta a kapitalistinak is érdeke (pl. egy hid
épitésekor, amin a kapitalista is keresztiiimegy, ha nem is gyalog, hanem
autén), akkor a tizszeres™ biztonsagi tényezé biztositja, hogy akkor sem lesz
baj, ha a megkozelités nem elég pontos. Ha pedig ,csak“ a munkds életérol
van sz0, akkor a kapitalista is azt mondja, hogy ,kicsire nem néziink“. A
szocializmus épitése kordban, amikor feliilvizsgaljuk az elavult techinikai nor-
makat, igyeksziink az anyaggal takarékoskodni, a selejtet csokkenteni, a munka
termelékenységét fokozni, az embert pedig a legfébb értéknek tartjuk, mind
gyakrabban és gyakrabban ki fog deriilni, hogy a precizios matematikatol
elszakadt approximéciés matematika hibas eredményekre vezet. Igy elébb-ut6bb
fel fog meriilni az analizis Gj alapvetésének sziikségessége, amely a misztikus
fogalmakkal éppugy végérvényesen szakit, mint a tudomény oOncélisdganak
tévtanaval, az approximacios €s preciziés matematikat pedig dialektikus egy-
ségbe fogja. Jo volna, ha matematikusaink, analistadink éppugy, mint matema-
tikai logikusaink, Marxnak a misztikus, a raciondlis, valamint az algebrai
differencidl- és integralszamitds kiértékelésére vonatkozd alapvetd, sajnos
nehezen hozzéaférhetd irdsanak attanulmanyozdsa utdn az itt felvetett kérdéssel
is foglalkoznanak ¢és mieldbb eredményeket érnének el az analizis ilyen uj
megalapozdsa terén.

Szegedi Tudomdnyegyetem
Bolyai-Intézete.
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HOZZASZOLASOK
KALMAR LASZLO ELOADASAHOZ

RENYI ALFRED lev tag:

A Matematikai Bizottsdg iilésén eddig ethangzott el6adasok igen értékes
és magas szinvonala beszamoldk voltak a magyar matematikai tudomadny fejlo-
désér6l a matematika egy-egy atfogdbb fejezete terén. Nem véletlen azonban,
hogy ezen eldadasok utan nem alakult ki a sz6 szoros értelmében vett vita, hanem
csak olyan hozzdszdlasok hangzottak el, amelyek kiegészitették az elBadast.
Egy ilyen beszamoldval kapcsolatban ugyanis vita csak tigy alakulhat ki, ha
az eldado az elért konkrét eredmények - ismertetésén, sot egyes konkrét még
megoldatlan problémak ismertetésén tilmendleg kisérletet tesz arra, hogy a
matematika szobanforgd fejezetének kijeldlje a helyét a matematikdn beliil és
vazolja azt az irdnyt, amelybe a matematika illetd dgdnak fejl6dnie kell, hogy
a jovében fokozottabban tolthesse be azt a szerepet, amelyre hivatott. Nem
vitas, hogy Kalmdr Ldszlé eldadasa azon taimendleg, hogy vildgos €s sok
fontos Osszefliggésre ramutatd beszamolot nyujtott a matematika alapjai terén
a legutébbi idékben magyar matematikusok 4ltal elért valéban figyelemre-
méltd eredményekrol, kisérletet tett arra is, hogy a matematika alapjaira vonat-
kozd kutatdsok céljat és jelentdségét is vazolja é€s ezzel kapcsolatban kijeldlje
azt az iranyt, amelybe a kutatdsokat a jovOben folytatni kell. Ezt eloadasa
jelentds pozitivumanak tekintem, ugyanakkor azonban ez az értékes és helyes
kisérlet sziikségessé teszi a Kalmdr LdszIo altal kifejtett alldspont megvitatasat
is. Ezzel kapcsolatban mar eloljaréban meg kell mondanom, hogy Kalmdr
Ldszlo éllaspontjaval két lényeges ponton nem értek egyet. Az elsd kérdés a
matematikai logika szerepére vonatkozik. Kalmdr Ldszlo el6adasabo! vildgosan
kittinik, hogy 6 — helyesen — a matematikai logikat a matematika alapjaira
vonatkozé kutatidsoknak csak egyik fontos, de nem egyetlen fejezetének tekinti.
A matematika alapjaira vonatkozd kutatisok feladataként ugyanakkor azt jeloli
meg, hogy utat mutasson a matematikusnak kutatdé munkajiban. Az el6adas
soran azonban késObb ugy targyalta a matematikai logikat, mintha egyediil a
matematikai logika volna hivatott, hogy utat mutasson a matematikusnak, hogy
Jne tapogatodzzék sotétben, hogy Kalmdr Ldszlo sajat kifejezését hasznaljam.
Ez a felfogds azonban véleményem szerint szerepének indokolatlan eltilzésat
jelenti, amit azért tartok kiilondsen veszélyesnek, mert ha a matematikai logika
olyan célokat tiiz ki maga elé, amelyeket nem teljesithet, ez gatolja azt, hogy
tényleges feladatait — amelyek ugyan szerintem szerényebbek, mint ahogy azt
Kalmdr Ldszio megfogalmazta, de azért igen jelentGsek — valdban meg is
valdsitsa. Véleményem szerint a matematikai logika a matematikanak csak a
formalis oldaldval foglalkozik és ezen fontos feladatanak teljesitése kozben a
tartalom kérdését, a matematika és a valdsadg viszonyanak kérdését szandékosan
nem is érinti. A feladat 6nmagdban véve is jelentds és nem szorul r4, hogy
jelent6ségét ugy huzzuk ala, hogy olyan szerepet tulajdonitsunk neki, amelyet -
€ppen sajatos jellegénél fogva nem tolthet be. Formalis apparatus nélkiil nincsen
matematika és a formalis apparatus jelentdségét lebecsiilni teljesen helytelen
volna. Azonban mas dolog a matematika formdlis appardtusanak jelentoségét
elismerni és m4as. dolog elfeledkezni a tartalom kérdésér6l. Eppen ez az alap-
vetd ellentét a matematika materialista és idealista felfogdsa kozott: az idealista
felfogas csak a format latja, mig a materialista felfogas dllandéan szem el6tt
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tartja, hogy a matematikai formakban, habdr kozvetve és elvontan, de mégis
a valésdg, annak mennyiségi viszonyai és térbeli formai tiikr6z8dnek — hogy
Engels Kalmdr altal is idézett kifejezésével éljek. Ebbol azonban nyilvanvaldan
kovetkezik, hogy a matematikai logika csak a matematika formalis kérdéseiben
mutathat utat a matematikusnak, a matematika és a valosdg viszonyanak alap-
vetd kérdéseiben nem. Eppen ezért, véleményem szerint ahhoz, hogy a mate-
matikus ,ne tapogatodzzék sotétben“ elsGsorban nem az sziikséges (bar ez is
hasznos és fontos), hogy fokozottabban megismerje és alkalmazza a matema-
tikai logika modszereit és eredményeit, hanem ennél sokkal nagyobb jelent&-
'sége van annak, hogy megismerje a dialektikus materializmust és tudatosan
alkalmazza azt a matematika €s a valosdg viszonyanak kérdéseire, ez segiti a
matematikust leginkabb abban, hogy ,ne tapogatddzzék sotétben®.

A masik kérdés, amelyben nem értek egyet Kalmdr Ldszloval, az analizis
kérdése. Kalmdr Ldszlo parhuzamot vont a valdsziniiségszdmitds és az analizis
kozott. Valdjaban a helyzet az analizisben ma egészen mds, mint a valoszin{i-
ségszamitdsban. A valdsziniiségszamitds szdzadunk elsé évtizedeiben vélsagon
ment keresztiil, a valsagbol a kiatat szovjet matematikusok taldltdk meg —
elsésorban A. N. Kolmogorov — és ennek sordn, a valOsziniiségszamitas
szabatos matematikai elméletének megalkotdsaban, nagy segitségiikre volt,
hogy tudatosan alkalmaztdk a dialektikus materializmust. Hasonlo jellegii val-
sagrol ma az analizisben nem beszélhetiink. Ilyen jellegii valsag valoban volt
az analizisben is, azonban ez a mult szdzad els§ felében volt és a kinitat az
analizis szabatos felépitésével Dedekind, Weierstrass, Cantor és kovetdik mutattak
meg. Hogy ezt a kérdést vildgosan ldssuk, vizsgaljuk meg, hogy mi jellemzi
a matematika valamely fejezetének valsagat? A valsagokat a matematikdban
(ugyantigy, mint a tarsadalomban) elsésorban ellentmondasok fellépése és
kiélezbdése jellemzi, melyek kovetkeztében minden bizonytalannd valik és
elmosodik a hatar ,igaz“ és ,hamis“ kozott. Az analizis alapvetd fogalmaival
kapcsolatban a muit szézad elején valéban felmeriiltek ellentmondasok (gon-
doljunk Bolzano paradoxonaira, vagy a konvergencia-fogalom tisztazatlansa-
gabdl szarmazd ellentmonddsokra, vagy még elobb a XVIII. szdzadban a
tiiggvény fogalmaval kapcsolatos vitdkra) és ezeknek az ellentmondasoknak
igen nagy torténelmi jelentOségiik volt: ezeknek az ellentmondasoknak a fel-
olddsara iranyuld torekvések nagymértékben hozzdjarultak az analizis szabatos
megalapozasahoz. llyen jellegii ellentmonddsokkal ma az analizisben nem
talalkozunk és ez is mutatja, hogy nem lehet ma valsdgrdl beszélni az anali-
zisben. Hivatkozom itt Kolmogorovnak az 1. Magyar Matematikai Kongresz-
szuson tartott eldéaddsara, ahol — a valGsziniiségszamitds megalapozdsa terén
elottiink allo feladatokat illetdleg — az analizist allitotta példaképiil a valoszinii-
ségszamitds elé és azt mondotta: a valdsziniiségszamitds matematikai elméle-
tének tovabbfejlesztésénél arra kell torekedniink, hogy a valdsziniiségszamitds
konkrét kérdéseinek megoldasahoz ne kelljen visszanyulnunk a valdsziniiség-
szamitds halmazelméleti alapjaira, amelyeken végeredményben az illetd konkrét
probléma matematikai megoldasa nyugszik, mint ahogy egy differencidlegyenlet
megoldaséndl nem kell a valds szamok Dedekind-féle, vagy Cantor-féle eimé-
letéig visszanyudlnunk, bar végsd fokon a megoldas egy ilyen elmélet 1étezését
feltételezi. Az analizis, alapjainak szilardsagat illetGleg tehat olyan fokon all
ma, hogy mintaképiil szolgalhat mas, fiatalabb matematikai diszciplindknak.
Ha tehat az analizis megalapozasa koriil nincsenek nyitott problémadk, akkor
hogyan értékeljiik azokat a problémdkat, amelyeket Kalmdr Ldszlé felhozott?
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A helyzet az, hogy az altala emlitett probléméak valdban megvannak, és
abban is egyetértek, hogy ezekkel a problémdkkal foglalkozni kell,* azonban
ezek a problémadk nem az analizis megalapozasidnak a problémadi, hanem egy-
részt az analizis oktatdsdval kapcsolatos didaktikai problémak, masrészt a
matematika gyakorlati alkalmazaséval kapcsolatos altaldnos problémak, amelyek
az analizis megalapozéasatol teljesen fliggetlenek akkor is, ha az analizissel
kapcsolatban lépnek fel leggyakrabban. Nagyon vigyazni kell, hogy ezekben
-a kérdésekben tisztdn lassunk, hiszen e nélkiil nem juthatunk egy lépéssel
sem elobbre. Nézziink egy konkrét kérdést: Kalmdr Ldszlé beszélt arrdl, hogy
egyes fizikusok idegenkednek az analizis szabatos matematikai elméletétol és-
szivesebben megmaradnak a végtelen kicsiny mennyiségek misztikus felfoga-
sanal. Kétségtelen, hogy akadnak ilyen fizikusok, ez azonban nem jelenti azt,
hogy az analizis alapjaiban van a hiba: helyesebb volna a hibat az ilyen
fizikusok matematikai tuddsaban keresni. Akkor volna indokolt az analizisben
keresni a hibat, ha az analizis szabatos matematikai elmélete kevésbbé volna
alkalmazhat6, mint a misztikus differencidlfogalom. Errél azonban szd sincs.
Az Alkalmazott Matematikai Intézet munkéja sordn igen sok gyakorlati probléma
meriilt fel és ezek megoldasa sordn minden esetben tekintettel voltunk a
gyakorlat kovetelményei mellett a matematikai szabatossidgra is. Azonban
egyetlen esetben sem tapasztaltuk, hogy ez a gyakorlati alkalmazhatosag hat-
ranyara lett volna: éppen ellenkezbleg, a matematikai szabatossag mindig a
gyakorlat kovetelményeit szolgdlta. A masik kérdés, amit Kalmdr Ldszlo
érintett a ,preciziés® és ,approximdcios“ matematika ellentéte. Valojaban
nincs kétfajta matematika, hanem csak arr6l van szo, hogy az elmélet és
gyakorlat elszakadasa a.burzsod tirsadalomban a matematika teriiletén is
megnyilvdnul. Ennek megvannak a tarsadalmi okai és valoban beszélhetiink
a burzsoa tudomény altalanos valsdgan beliil a burzsoa matematika vaisa-
gardl is, ami tobbek kozott az elmélet és gyakorlat elszakaddsaban nyilvanul
meg, de ez nem az analizis véalsdga. Nekiink ma, a szocializmus ¢épitésének
korszakdban a matematika teriiletén is az elmélet és gyakorlat egységének
megvaldsitdsara kell torekedniink é€s ez az analizis teriiletén azt jelenti, hogy
torekedniink kell olyan problémak megoldasdra, amelyeknek a gyakorlatban
jelentdségiik van; torekedniink kell példaul sorfejtéseknél a maradéktag gya-
korlatilag haszndlhatd megbecsiilésére; ehhez azonban nincsen sziikség a
konvergencia szabatos matematikai fogalmanak elvetésére, vagy valamilyen
»Uj“ analizisre, — az analizis ,uj alapvetésére“, ahogy Kalmdr mondta —,
hiszen ez az analizis meglévd elméletének keretei kozott teljes mértékben
megvaldsithatd. Egyetértek abban, hogy ,szakitanunk kell a tudomany oncélu-
saganak tévtanaval® de ez egészen mas kérdés; kiilonbséget kell tenni egy
matematikai elmélet és polgari matematikusok vagy filozéfusok altal ahhoz fiizott
idealista filozofiai megjegyzések kozott. Egyébként is a ,tudomdany oncéli-
saganak tévtandval“ a matematika barmely d4gaval kapcsolatban taldlkozunk,
igy példaul az algebrdval kapcsolatban még nagyobb mértékben, mint az
analizissel kapcsolatban. Azt jelenti ez, hogy az algebraban is ,1j alapvetésre®
van sziikség? Természetesen egydltaldn nem jelenti azt. Ezzel szemben valoban
szitkséges, hogy a matematikaval kapcsolatos idealista megnyilvanulasokkal,
a ,matematikai idealizmussal“ minden vonalon felvegyiik a harcot és ugyan-
akkor a dialektikus materializmus alapjan fokozott gonddal foglalkozzunk a
matematika és alkalmazasainak elvi kérdéseivel. Ezzel 1ényegében visszajutottam
ahhoz, amit a matematika alapjaira vonatkozo6 kutatdsokkal kapcsolatban mon-
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dottam és abban mar egyetértek Kalmar Laszloval, hogy ezen a téren még
igen sok tennivalonk van. :

ALEXITS GYORGY r. tag:

~ Kalmdr LdszIlo igen vildgos eléadasanak néhany filozofiai jellegii rész-
letéhez szeretnék hozzaszolni.

Semmikép sem tudok egyetérteni Kalmdrnak azzal a megallapitasaval,
hogy a ,matematikai logika a matematika alapjainak a tudomdnya“. A mate-
matikai logika a matematikai gondolkodds formdival, nem pedig magaval az
anyagi valosaggal foglalkozik. A gondolkodas pedig az anyagi létezésnek egy
sajatos modon vald visszatiikrozése a tudatban (Lenin). A matematikai
logika tehat a valdsag egy sajatos visszatiikrozésének formdit vizsgalja, nem
_ pedig magat az anyagi valosagot. Ezzel szemben a ,matematika targyat a
“valdsagos vilag térformdi és mennyiségi viszonylatai alkotjak“ (Engels, Anti-
Diihring). A matematikai logika, mint a val6sag visszatiikrozésével foglalkozo
tudomany, nem tartalmazhatja tehat a valdsag bizonyos viszonyait kozvetleniil
vizsgdlé matematikai alapjait, nem lehet ,a matematika alapjainak a tudo-
manya“.

yKatlma’xr ebben a kérdésben idealista felfogdst, mert el6bbre helyezi a
tudattal foglalkozd matematikai logikat, a 1ét egyes kérdéseit targyaldé mate-
matikdndl. Ez a nézet megegyezik a logikai objektivizmus felfogasaval, ame-
lyet Leibniz ota Bolzano, Husserl, Meinong, Russell és az tsszes tobbi logisz-
tikusok képviseltek. Teljesen helytelen és a dialektikus materializmussal
homlokegyenest elienkezo, idealista allaspontot foglal el az, aki a matematikai
megismerés formalizmusat tartja a matematika alapjai tudomdnyanak.

Ugyanakkor helytelen volna a matematikai logika eredményeinek lekicsiny-
1ése is. Kétségtelen, hogy a matematikai logika a matematikai megismerés
formait, kiilonosen a formalizmus hatarait illetden jelentés eredményeket ért
el és ezek kozott elokeld helyet foglal el Kalmdr néhany vizsgdlata. Kiilonosen
érdekes Kalmdrnak az az eredménye, amely szerint a Church-tétel specidlis
esete az dltalanosan fogalmazott Godel-tételnek. Nem tudok azonban teljesen
egyetérteni Kalmdrnak azzal a felfogasaval, mintha ezzel az eredménnyel sike-
riilt volna megcafolni azt az idealista allitast, hogy a tuddsnak vannak abszolit
hatarai. Ez a fogalmazas ismét arra mutat, hogy Kalmdr a matematikai logika
eredményeit a valdsdgra vonatkozé tényeknek gondolja. A Church-tétel bdr-
milyen interpretacidja — akdr ismerjiik Kalmdr eredményét, akar nem —
mindenképpen legfeljebb azt jelentheti, hogy a pusztan formaélis, axiomatikus
megismerésnek vannak hatdrai. Ez az dllitas pedig semmi meglepdt sem tar-
talmaz, hiszen a formdlis gondolkodds korlatozott volta a dialektikus mate-
rializmus ismer8inek nem jelent kiilonds meglepetést. Az érdekes csupdn az,
hogy az idealistdk ezt a tényt sajat modszereik kovetkezetes alkalmazasaval
kénytelenek elismerni.

Nem tudok végiil egyetérteni az eldéadas utols6 részének néhany meg-
allapitdsaval sem. [gy helytelennek tartom a preciziés és approximacids mate-
matika merev szétvalasztdsanak felfogdsit. A matematikdnak ez a két ten-
denciaja az anyagi valosagrol valo ismereteink kiilonbozd fejlodési fokdt, nem
pedig kiilonboz6 megismerést jelent. Az olyan dllitdsok pedig, hogy az appro-
Ximacios matematika ,kicsire nem néz“ elve a kapitalizmus hanyatld koranak
felel meg, a Weierstrass-féle epszilontika pedig Weierstrass koranak a valo-
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sagtol valo elforduldsat tiikrozi, teljesen alap nélkiiliek. Ezek a megjegyzések
a torténelmi materializmus tanitdsainak elhibazott leegyszerfisitései és semmi-

crer

ACZEL JANOS:

Véleményem szerint sem az, ha egy tudomanyagban a gyakorlatban nem
hasznalhaté teriileteket miivelnek, sem pedig az, ha a tudomdnyagat rosszul
alkalmazzék, nem jelenti az illeté tudomanydgnak valsagat, — hanem azt
jelenti, hogy a szébanforgd egyes tuddsok jarnak helytelen 1ton. Az analizis
tj fejlddésére sem a hibas alkalmazdsok és a nem alkalmazhato tételek jel-
lemzbek (bar ezek gyakran az elsd lépést jelentik a jol alkalmazhat6 eredmé-
nyek felé), hanem az elmélet és gyakorlat egységét szolgalo, pl. szovjet
konstruktiv fiiggvénytani kutatidsok és Magyarorszagon pl. Alexits (approxima-
<i6s hiba effektiv becslése) és Szdkefalvi-Nagy Béla (perturbacid-szamitas)
eredményei.

KALMA% LASZLO valasza RENY{ ALFRED, ALEXITS GYORGY és ACZEL JANOS hozza-
szolasara :

Rényi Alfréddal egyetértek abban, hogy a matematikusnak ahhoz, hogy
,ne tapogatddzzék soOtétben“, nemcsak matematikai logikai ismeretekre van
szitksége, hanem els6sorban a dialektikus materializmus alapos ismeretére és
tudatos alkalmazdsdra. A dialektikus materializmusra azonban nemcsak a
matematikusnak van sziitksége, hanem minden tuddsnak, igy pl. a kisérleti
fizikusnak is; ez semmit sem von le annak a megéllapitdsnak jelent6ségébol,
hogy kisérleti fizikusnak emellett még elméleti fizikai ismeretekre is sziiksége
van ahhoz, hogy tervszeriien végezhesse kisérleteit. Hasonldan gondolom azt,
hogy a matematikai logika tovabbi fejiédése sordn egyszer majd hasznos, s6t
nélkiilozhetetlen segédeszkozévé valik a matematikusnak abban, hogy terv-
szeriien végezze kisérleteit egy-egy matematikai probléma megoldaséra. Ter-
mészetesen abban a kérdésben, hogy milyen problémadkkal foglalkozzék, vagy
hogy hogyan interpretdlja kapott eredményeit a valdsdg szempontjabol, akkor
sem a matematikai logika igazitja majd el a matematikust, hanem a dialek-
tikus materializmus; abban viszont, hogy pl. egy adott szamelméleti problémat
analitikus, vagy algebrai mddszerekkel probaljon-e megoldani, most sem a
dialektikus materializmus igazitja el, hanem a rutinja, a jovében pedig, ugy
vélem, a matematikai logikatdl is értékes felvilagositdsokat kaphat e tekin-
tetben. Ennek feltétele azonban a matematikai logika tovabbi, ilyen célkitii-
zések irdnydba valo fejlodése, aminek érdekében kivanatos volna a matematika
kiilonboz6 teriileteivel foglalkozé matematikusok szorosabb egyiittmiikodése a
matematikai logikusokkal.

Helyeslem Rényinek azt a megdllapitasat is, hiogy a matematika egy-egy
teriiletén a valsdgot az jellemzi, hogy elmosddik a hatdr a kozott, ami igaz
és a kozott, ami hamis. Ilyen értelemben valéban nem lehet most vélsagrol
beszélni az analizisben (nem is llitottam, hogy ilyen vdlsadg van). Elilenben
éppen ilyen értelemben mutatkozik valsdg a matematika, kiildndsen az analizis
alkalmazdsai teriiletén, ha nem is olyan alkalmazasok teriiletén, amit matema-
tikusok (pl. az Alkalmazott Matematikai Intézet munkatarsai) adtak, hanem pl.
azon alkalmazésok teriiletén, amellyel a legtébb fizikus élt, amikor egy-egy
1j fizikai elméletet ,matematikai“ formdba ontott. Ezen a téren annyira elhara-
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pédzott az a szokéds, hogy nyugodtan lehet matematikailag teljesen hibas
fogalmakkal és tételekkel operdlni, hogy a matematikus — mélyrehatd fizikai
ismeretek nélkiil — nem tudja eldonteni, hibds-e az 1j elmélet mar pusztan
a benne alkalmazott matematikai segédeszkdzok hibas voltandl fogva, vagy
pedig annak ellenére helyes.

Nem tudok egyetérteni azzal, hogy ez kizardlag didaktikai kérdés volna.
Természetesen didaktikai téren is igyekszem mindent elkbvetni, hogy a leend6
fizikusok megtanuljak, hogy a szabatos analizis nem szorszdlhasogatds, hanem
a fizikai kutatdsnak is fontos segédeszkoéze. (Ehhez persze annak megmutatisa
kell, hogy miért van sziikség az egyes fogalmak szabatos definicidjara és az
egyes tételek szabatos bizonyitdsara, ahelyett, hogy eleve a szabatossdgnak
olyan fokdra helyezkedjiink, amelynek sziikségét nemcsak fizikus, hanem mate-
matikus tanitvanyaink sem lathatjdAk még be.) Ezt el6ttem is megtették mar
sokan masok. De ha ezeknek a didaktikai er&feszitéseknek csak olyan kevés
sikere van, mint amit tapasztalhatunk, akkor fel kell vetniink azt a kérdést,
mi ennek az oka. Nem elég az okot csak a fizikusban keresni, a kritika esz-
kozével, hanem az onkritika eszkozét is alkalmazva megnézni, nem mulasz-
tottak-e el valamit a matematikusok is az analizis megalapozdsa alkalmaval.

Az analizis 1j alapvetését természetesen nem gy értem, hogy pl. a kon-
vergencia szabatos matematikai fogalmat elvessiik, hanem ugy, hogy tovdbb-
fejlessziik. A tovabbfejlesztés célja nem a szabatossignak, hanem az alkal-
mazhatésdgnak fokozasa. Az analizis szabatos alapvetése arra készteti a
matematikust, hogy eredményeit szabatos formdban fejezze ki; egy ®lyan
tovabbi alapvetés, amely egyuttal arra is készteti, hogy eredményét alkalmaz-
hatésdg szempontjabol is felmérje és minél alkalmazhatobb eredményre (pl.
minél gyorsabban konvergens sorfejtésre) torekedjék, csak hasznos lehet a
matematika és az azt alkalmazd tudomanyok fejlédése szempontjabol.

A tudomdny oOncélésagdnak tévtandval természetesen minden vonalon,
igy az algebrdban is fel kell venniink a harcot. Az algebraban azonban nincs
uj alapvetésre sziikség, mert nem taldlkozunk tomegesen olyan jelenségekkel,
“hogy az algebrét, feltehetéen alapvetésének az alkalmazdsok szempontjabol
célszeriitlen volta kovetkeztében, tévesen alkalmazndk.

Alexits Gyorgynek halds vagyok annak vildgos megmutatasaért, hogy ,a
matematika alapjai“ szakkifejezés, amelyet vilagszerte alkalmaznak a mate-
matikaval kapcsolatos filozéfiai kérdésekre vonatkoz6, tovdbbd matematikai
logikai és olykor még halmazelméleti kutatidsok sszefoglaldsara is, fejetetejére
allitott, idealista felfogds terméke. Kétségtelen, hogy az e kutatdsokat Ossze-
foglalé diszciplina sem az alap és felépitmény viszonya szempontjabdl (amely
itt szo6ba sem johet), sem pedig semmiféle mds materialista értelemben nem
tekinthet6 alapnak. Minthogy hasonl6 értelemben szoktak néha a fizika, vagy
mds tudomdnyag ,alapjairél“ beszélni, helyes volna, ha az Akadémia foglal-
koznék azzal a kérdéssel, sziikségesnek latja-e ennek a szakkifejezésnek meg-
valtoztatdsat és hogy mi legyen helyette az uj szakkifejezés. Hatarozatarol
értesitenie kellene aztdn a Kozoktatasiigyi Minisztériumot azzal a felkéréssel,
hogy a matematikus tandrképzés tantervében valtoztassa meg az ilyen targyu
eldadds cimét (amelyben, amikor & tartotta Budapesten, Alexits Gyorgy is
targyalta a matematikai logika bizonyos kérdéseit), a megfeleld, most késziild
tankonyv cimével egyiitt. A Szovjetunié és a népi demokratikus orszagok,
valamint a Német Demokratikus Koztarsasdg akadémidit is fel kellene kérni,
hogy foglalkozzanak a kérdéssel. (Pl. ismeretes, hogy a nagyrészben halmaz-
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elmélettel, emellett féleg matematikai logikaval foglalkozo lengyel folydiratnak
Fundamenta Mathematicae a cime.)

Mas dolog azonban egy helytelen szakkifejezést alkalmazni (amikor az
egy elbadasra vald felkérés alkalmaval is szerepel az elBadas targykorének
megijelolésében) és megint mas dolog elfogadni azok felfogasat, akik azt
alkottdk. Ezért nem fogadhatom el Alexifs kritikajat, hogy idealista felfogasu
vagyok, mert e szakkifejezés alkalmazasaval el6bbre helyezem a tudattal fog-
lalkoz6 matematikai logikdt a 16t egyes kérdéseit tdrgyald matematikdnal.
Hiszen annak — elismerem, hibdsan — a matematika alapjai tudomanyanak
nevezett diszciplindnak, amelybe a matematikai logikat is beleértem, abban
jeloltem meg a feladatat, hogy a matematika kiilonbozo teriiletein dolgoz6 mate-
matikusok matematizaldsanak altaldnositott tapasztalatdvd kell vélnia. Vilagos
tehat, hogy a matematikit eldbbre helyezem a matematikai logikanal, hiszen
a tapasztalat nyilvan elsddleges annak dltalanositdsaval szemben. Nem hiszem,
hogy — egy rossz szakkifejezés alkalmazdsan kiviil — barmi okot adtam
volna arra, hogy Alexits azt gondolja, hogy egyetértek a logikai objektivis-
takkal, vagy a logicistdkkal, akikkel sohasem értettem egyet.

Sohasem 4allitottam azt, hogy azzal az eredménnyel, hogy a Church-tétel
specialis esete az altalanosan megfogalmazott Godel-tételnek, sikeriilt voina
megcéafolnom azt az idealista allitast, hogy a tudasnak vannak abszolut hatarai.
Csak azt allitottam, hogy azt dikeriilt ezzel megcafolnom, hogy a Church-
tételbdl kovetkezik a tudas abszolat hatdrainak létezése — legalabb is annak
szamara, aki elismeri, hogy a Godel-tételbd] nem kovetkezik; mar pedig a
Godel-tételt még a legmerészebb agnoszticistdk is csak a tudas relativ hatarai
bizonyitékanak tekintik.

Hogy egyik allitdsbol (a Church-tételbol) kovetkezik-e egy masik allitds
{a tudds abszoliit hatarainak létezése), természetesen nem kdzvetleniil a valo-
sagra vonatkozé kérdés, hiszen mindkét allitds tudatunkban van meg. Nem
is allitottam, hogy a matematikai logika szobanforgé eredményei (t. i., hogy
a Church-tételb6l nem kovetkezik olyasmi, ami a Godel-tételbdl nem kovet-
kezik), vagy barmely masik eredménye kozvefleniil a valdsigra vonatkozo tény
volna. Kgzvetve azonban a matematikai logika eredményei is a valdsigra
vonatkoznak, mert hiszen, mint mar Engels megallapitotta, szubjektiv gondol-

‘koddsunk és az objektiv vildg egyazon torvényeknek van alavetve. Igy pl. az,

hogy egy matematikai tételb6l kovetkezik egy masik, azoknak a tényeknek
egy bizonyos objektiv Osszefiiggését tiikrozi vissza agyunkban, amelyeket a
kérdéses tételek tiikroznek. (Persze a Church-tétel esetében sokkal bonyolul-
tabb a helyzet, mert maga a Church-tétel is a matematikai logikdnak egy
tétele, tehat csak kozvefve vonatkozik a valésagra; az agnoszticizmus pedig
mas értelemben, mint a matematikai tételek a val6 vilag térformait és meny-
nyiségi viszonyait, de — a hanyatlé kapitalista tdrsadalom tehetetlenségét
titkrozi.) Ezért nem tudok egyetérteni azzal, hogy Alexits metafizikus merev-
séggel elvalasztja a matematikai logikat a matematikatol, holott az minddssze
még egy tovabbi absztrahdld altalanositds (a matematikai tételek tartalmatol
vald eltekintés) utjan jott létre a matematikdbol, amely maga is sorozatos
absztrakciok sordn jutott fejlédésének arra a fokdra, amikor a modern érte-
lemben vett matematikai logika keletkezett. Igaz, hogy a matematikai logika
egy fokkal még formalisabb, mint a matematika, de bizonyos fokig a mate-
matika is formalis tudomany, hiszen ,a targyak egy bizonyos rendszerét kutatva,
a matematikat nem azok sajatos terinészete, hanem a koztiik fennallé formalis
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kapcsolatok érdeklik“ (A. N. Kolmogorov). Ha merev hatart vonunk a mate-
matika és a matematikai logika kozott, akkor hova tegyiik a Boole-féle algebrat,
amely tobbek kozott (és elsdsorban) a matematikai logikai allitaskalkulus for-
malis szerkezetébdl keletkezett egy tovabbi elvonds ttjan?!

Nem értek egyet Alexitsnek azzal az allitasdval sem, hogy a Church-
tétel bdrmilyen interpretacidja legfeljebb azt jelentheti, hogy az axidmatikus
megismerésnek vannak hatarai. Church tétele eredeti formajaban — Godel
tételével ellentétben — nem tételezi fel semmiféle axidmarendszer hasznalatat.
Church megad egy problémasereget és nem azt a feltevést vezeti ellentmon-
dasra, hogy van olyan algoritmus, amelyrdl valamely axiomarendszerben be
lehet bizonyitani, hogy a problémasereg béarmely adott problémajat helyesen
oldja meg. Hanem barmely algoritmushoz, - amely a problémasereg barmely
problémajahoz egyértelmiien hozzarendeli az ,igen* és ,nem*“ valaszok egyikét
(és amelyrdl valaki, akar barmilyen axidmatikus bizonyitas, s6t, akdr barmiféle
indoklas nélkiil, azt allitja, hogy a problémasereg barmely problémdjahoz a
helyes vdlaszt rendeli hozza), megad egy ,ellenpéldat“: a problémasereg egy
specidlis problémajat, amelyet elemi aritmetikai szdmitdssal meg tud oldani,
de ‘amelyr6! e megoldas révén kideriil, hogy a helyes vdlasz rd éppen az
ellenkezéje annak, amit a tekintett algoritmus rendel hozzd. Csak miutan
sikeriilt a Godel-tétel (nem is az eredeti, hanem az egyszeriisitett) bizo-
nyitdsanak elemzése kapcsan kideriteni, hogy a bizonyitas az axiOmarend-
szerrdl olyan kevés feltevést hasznal fel, hogy alkalmazhaté olyan képzédmé-
nyekre is, amelyek a sz0 kozonséges értelmében nem is axiomarendszerek (csak
éppen bizonyos Aallitdsoknak bizonyos, az axiomatikus bizonyitdsok szerepét
atvevo folyamatokhoz val6 hozzarendeléseit szolgaltatjak), akkor deriilt ki, hogy
a Church-tétel az igy altalanositott Godel-tételnek (specialis ilyen, a kézonséges
értelemben axiomarendszernek nem is nevezhetd képzédményekre vonatkozo)
specialis esete. Ahhoz tehét, hogy a Church-tételt ugy lehessen interpretalni, hogy
az az axiOmatikus megismerésre vonatkozzék, eldbb az axidmatikus megismerés
fogalmat lényegesen altalanositani kellett. Ez természetesen nem valtoztat azon,
hogy a Church-tétel agnoszticista interpretacidja kezdettdl fogva hamis volt.

Azzal a megallapitassal sem értek egyet, hogy ,az idealistdk ezt a tényt
(azt, hogy az axiomatikus megismerésnek vannak hatarai) sajat modszereik
kovetkezetes alkalmazasaval kenytelenek elismerni“. A Godel-tételnek, vagy a
Church-tételnek sem eredeti bizonyitdsa, sem az én bizonyitisom nem hasznal
semmiféle idealista feltevést; nem érthetd® tehat, miért nevezi Alexits az
idealistdk modszerei alkalmazasanak azt az utat, ahogyan a matematikai logika
az axiomatikus megismerés hatdrainak felismeréséhez eljutott.

A precizids és approximdcios matematika szétvalasztidsdnak kérdésében
Rényi allaspontjat fogadom el, amely szerint ez a szétvdlasztds a burzsod
tudomdany vdlsaganak tiinete; nehéz elképzelni azt, hogy az anyagi valdségrol
valé ismereteink fejlédésének alacsonyabb foka tenné sziikségessé azt, hogy
megkozelitésrdl beszéljiink barmiféle hibahatar megnevezése nélkiil.

Amit az analizisnek fizikusok altal valo alkalmazésa valsagtiineteire vonat-
kozolag mondtam, azt nem ezzel az igénnyel mondtam, hogy a felvetett kérdés
végleges megoldasat adja a dialektikus materializmus alapjan; e tekintetben
csak elsé kisérletnek szantam. Ha Alexits elgondoldsomat alap nélkiilinek és
a torténelmi materializmus tanitdsai elhibazott leegyszeriisitésének tartja, halds
lennék, ha, mint e téren nalam joval gyakorlottabb szakember, e kérdés kielé-
gitd megolddsat adna a marxizmus-leninizmus filozofidja helyes alkalmazasaval.
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Aczél Jdnossal egyetértek abban, hogy pozitiven értékel minden olyan
eredményt az analizis terén, amely az alkalmazhatésidgot fokozza, igy pl. a
szovjet konstruktiv fiiggvénytani kutatidsokat, vagy pl. Alexits és Szokefalvi-
Nagy Béla emlitett eredményeit. Az analizis #j fejlddésére valéban az ilyen
kutatdsok jellemz&ek. Az analizis alkalmazdsaira, foleg fizikusok 4ltal, azonban
nagymértékben jellemzdek azok, amelyek nem veszik figyelembe a szabatossag
mai kovetelményeit. Ha egy-egy tudds alkalmaz egy elméletet hibas formaban,
az valoban az illetd tudos tévedése. De ha a hibas alkalmazids tomegijelen-
séggé valik, ugy, hogy az egyes tuddsok nem fogadjdk el miatta a kritikat,
mert mds is igy szokta csinalni, akkor mar olyan tiinettel allunk szemben, .
amelynek okait érdemes magaban a rosszul alkalmazott tudoményagban, esetleg
annak nem minden szempontbol kielégitd alapvetésében, megkeresni.
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