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A valoszinliségszamitas a felszabadulds el6tt hazédnkban meglehetdsen
elhanyagolt dga volt a matematikdnak. jJorddn Kdroly értékes és jelentds
munkassagot végzett e téren, amelyrél e héten a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat Jorddn Kdroly 80. sziiletésnapja alkalmaval tartott tinnepi iilésén volt
alkalmam beszamolni.' Azonban a magyar matematikusok tobbsége nem igen
érdekl6dott a valoszinliségszadmitas irant. Ennek fobb okai a kovetkez6k vol-
tak : a valdszinfiségszamitas terén élenjaré szovjet tudomény eredményei nem
voltak kell6képpen ismeretesek hazankban; hidnyzott a matematika gyakorlati
alkalmazasai irdnti mélyebb érdekiddés, ami a valdsziniiségszamitdsi kutatas
egyik legfontosabh éltetd eleme; végiil pedig a magyar matematikusok nem
ismerték a dialektikus materializmust, ami a valosziniiségszamitas elvi kérdé-
seiben val6 helyes tajékozodas elofeltétele. Ez utobbi hiany kiilonosen azért
éreztette hatdsat, mert éppen erre az idére — a felszabadulas el6tt] évtizedekre
— esik a val6sziniiségszamitds megalapozdsa koriili kérdések tisztdzasa és az
egymassal ellentétes és egymadssal éles harcban allo felfogasok helyes értéke-
lése csak a dialektikus materializmus alapjan lehetséges. A valoszinliségsza-
mitas alapjai koriili vitdk ismertetésére itt nem térhetek ki? csak megemlitem,
hogy a valdszinliségszamitds szabatos matematikai elméletének megalkotdsa
¢s a valSsziniiségszamitassal kapcsolatns alapvetd ismeretelméleti kérdések
tisztdzasa szovjet matematikusok és elsésorban A. N. Kolmogorov érdeme.

A felszabadulds utan rovidesen elhdrultak a fentemlitett akadalyok a
valosziniiségszamitds fejlédése elél hazdnkban és megnyilt a fejlédés lehet6-
sége ezen a vonalon is. Ugyanakkor egyre nagyobb mértékben nyilvanult meg
a sziikséglet a természettudomanyok, kiilonosen a fizika és technika szdmos
aga részér6l a valdsziniiségszamitds fejlesztése irant. Ma mar elmondhatjuk,
hogy a szovjet matematikusok munkdssagira tdmaszkodva és az & személyes
segitségiikkel lényegében behoztuk lemaradasunkat ezen a vonalon és a valo-
szinfiségszamitds terén hazdnkban a tudomanyos kutatds egyre intenzivebb és
mar szdmos eredményt tud felmutatni. Az elméleti kutatasokkal parhuzamosan és
azok eredményeire tdmaszkodva a valOsziniiségszamitds modszerei egyre szé-
lesebb teriileten keriilnek gyakorlati alkalmazdsra. A valdszinliségszamitasi
kutatasok tovabbi fejlodése szempontjibol nagy jelentdsége van, hogy ma mar
a valOsziniiségszamitds az egyetemi matematika-oktatds szerves részévé valt.
A magyar matematikusok felismerték, hogy a valoszmuségszamltas elemeinek
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az ismerete a matematikai miiveltség fontos alkotdeleme. Kiilonosen ki kell
emeini azt az egyre fokoz6do érdekl6dést, amely a fiatal matematikus gene-
raciondl a valosziniiségszamitds irdnt tapasztalhaté és ami a tovabbi fejlodés
biztositéka. A valdsziniiségszamitds tovabbi fejlédése szempontjabol mar igen
érezhetd egy magyar nyelvii korszeril tankonyv hidnya. Ezt a hidnyt igyekszik
elbadd most késziild tankonyvével potolni.

A valdsziniiségszamitds terén az elmult évben elért eredményeket hdrom
csoportra oszthatjuk, a kovetkezbképpen: A) elméleti eredmények, B) a mate-
matikai statisztika korébe vagd eredmények, C) a valdsziniiségszamitds egyéb
természettudomanyi és technikai alkalmazasaira vonatkoz6 eredmények.

Az elsd csoportba tartozé eredmények egy nagy része a IlI. Osztily
Osztalykozleményeinek sajté alatt 1évé szdmaban fog magyar nyelven meg-
jelenni, ezért ezen eredmények részletes ismertetésére nem térek ki, inkabb
csak az eredmények felsorolasara szoritkozom. A valdsziniiségszamitis terén
ma vilagszerte az alapok tisztdzasa utdn a sztochasztikus folyamatok elméleté-
nek fejlesztése dll az érdekl6dés eldterében. Egy 0Osszefiiggd és viszonylag
teljes elmélet kialakitdsa a soronkovetkezd feladat. Ez irdnyban elérehaladést
jelentett a diszkrét és additiv Markov-féle folyamatok elméletének kidolgozasa,
amelyet az oOsszetett Poisson-féle eloszldsok fogalmanak bevezetésével és
tulajdonsagainak tisztdzasaval Jdnossy Lajos, Aczél Jdnos és az el6ado egy
kozos dolgozatukban® kezdtek meg és amelyet eldadé hdrom masik dolgozat-
ban +3¢ folytatott. Az dsszetett Poisson eloszidsok elméletének kiépitésénél emli-
tett szerzOk felhaszndltdk A. N. Kolmogorovnak egy értékes tutmutatisat. Az
eimélet felépitése 1ényegében befejezettnek tekinthetd és mar eddig is igen
sokirdnyti gyakorlati alkalmazds lehettsége meriilt fel (rddidaktiv bomlds, tele-
fonhalézatok terhelési problémai, oOtvozetek fajstulydnak lokdlis ingadozésai,
elektronemisszid, stb.), azonban a gyakorlati alkalmazdsok kore tavolrdl sin-
csen kimeritve. A Markov-lancok elméletére vonatkozik Jdnossy Lajos egy j
gondolatokat felvetd munkdja’, amelyben a Laplace-féle transzformdcio helyett
mds, altaldnosabb transzformaéltakat vizsgal, amelyek az illet6 Markov-lanc
sajatsagaihoz vannak szabva. Takdcs Lajos dolgozata® bekovetkezési és
koincidencia-jelenségek elméletét targyalja, altalanos feltevések mellett és eredmé-
nyeit tobb konkrét esetre alkalmazza, Gyires Béla egy dolgozata® egész értékii
valdsziniiségi valtozok esetében a centrdlis hatarértéktételt a részletosszegek
mod n eloszlasara terjeszti ki: eredményei kapcsolatban allnak a Poincarétdl
szarmazo ,meéthode des fonctions arbitraires“ néven ismeretes modszerrel.
Végiil megemlitem eldadonak a fiiggetlen fiiggvényekre vonatkozd vizsgala-
tait, amelyeket akadémiai székfoglalé el6adasdval inditott meg, melyben

bebizonyitotta, hogy a valdsziniliségszamitds centrdlis hatarértéktétele az alapul
" veit valosziniiségi mérték - abszolut folytonos transzformécidjandl érvényben
marad, amely eredményét A. N. Kolmogorov az I. Magyar Matematikai Kon-
gresszuson tartott eléaddsidban messzemenden &ltalanositotta és tovabbfejlesz-
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tette ; el6adé ezen vizsgalatainak folytatdsdt képezi az I. Magyar Matematikai
Kongresszuson tartott eldaddsa, amelyben H. Steinhaus egy fiiggetlen fiigg-
vényekre vonatkozo sejtését bizonyitotta be bizonyos kiegészitd feltevések
mellett. Egy tjabb dolgozatdban® eléadd kimutatta, hogy Steinhaus sejtése
altalanossagban nem érvényes, ugyanakkor a '>'-ben szerepl6 feltételeknél
lényegesen kevesebbet kivané mellékfeltételek mellett mutatta ki a sejtés érvé-
nyességét. Ezeknek a vizsgélatoknak a folytatdsat képezi el6ado és Pukdnszky
Lajos kozos dolgozata®, amely targyét illetbleg mdr a valos fiiggvénytan terii-
letére tartozik €s amelyrdl Szdkefalvi Nagy Béla tett emlitést beszamolojaban.
Ezt az eredményt itt csak azért emlitem, mert djabb példdja annak, hogy a
a valoszinjiségszamitdsi kutatdsok 0sztonzést adhatnak a matematika mds agai-
nak is. A ' dolgozattal meginditott 1 kutatdsi irdnyba vago tovabbi eredmé-
nyekr6l remélem a kozeljovében alkalmam lesz beszdmolni. Most csak azt
emlitem meg, hogy ezen az titon lehetségesnek latszik a val6sziniiségszamitas
fliggetlen valosziniiségi valtozokra vonatkozé alapvetd tételeinek gyengén fiiggd
. valtozok esetére valo kiterjesztése, aminek ugy elméletileg, mint pedig a gya-
korlati alkalmazdsok szempontjdbol nagy jelentGsége van.

Attérek most a matematikai statisztika korébe vagé eredmények ismerte-
tésére. A matematikai statisztika ma fejlddésének olyan staddiumaba Kkeriilt,
amikor az eddig alkalmazott mddszerek fokozottabb kritikai feliilvizsgalata,
ugyanakkor pedig teljesen uj alapokon nyugvo modszerek kidolgozadsa van
napirenden. Az angol-amerikai matematikai statisztikai iskola, amelynek ala-
pitoja és vezetdje R. A. Fischer, vélsagba jutott. Ez az iskola a Bayes-féle
modszer kritikdjanak jelszavaval indult, azonban ezt a mddszert nem sikeriilt
jobb €s megbizhatobb modszerrel helyettesiteni, amint ezt Sz. N. Bernstein
. mar 1936-ban kimutatta és amire nemrégiben H. Oderfeld és H. Steinhaus
is vildgosan rdmutattak egy konkrét mintségellendrzési problémaval kapcso-
latban. A ,fiducial probability“ (valészerliség) homalvos fogalma, amit Fiscier
a Bayes-modszer helyettesitésére javasol, csak arra j0, hogy elleplezze, hogy
Fischer és tanitvdnyai nem voltak képesek a Bayes-modszert semmi massal
poétolni. Ugyanakkor rd kell mutatni, hogy a nyugati statisztikdban az ugy-
nevezett ,paraméteres“ irdnyzat uralkodik, amely a gyakorlatban igen durva
hibak forrdsadva valhat, ha azt kritikdtlanul- és alkalmazhatosaganak el6zetes
gondos vizsgalata nélkiil hasznaljak fel. Ennek az elozetes vizsgélatnak a sziiksé-
gességére azonban a nyugati statisztikai irodalom egyaltalan nem fordit gondot,
sOt, éppen azzal jellemezhetd, hogy ezeket a kérdéseket szinte teljesen elha-
nyagolja. Ennek nyilvdnvaloan tirsadalmi és ideologiai okai vannak. Az alkal-
mazhatosag kérdésének alapos tisztdzdsa ugyanis lehetetlenné tenné a mate-
matikai statisztika mddszereivel vald visszaéléseket, amelyek a burzsod koz-
gazdasagtanban és bioldgidban burjanoznak.

Az angol-amerikai statisztikai iskola irodalmat tehat fenntartdssal kell
olvasnunk és alapos kritikdval és 6vatossdgga! kell kihdmoznunk beldle azt,
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ami valoban értékes. Ugyanakkor a matematikai statisztika terén az elmult
évtizedben a Szovjetuniéban egy dj iskola alakult ki, amely a matematikai
statisztika tovabbi egészséges fejlodésére nézve iranyt mutat. A szovjetunidbeli
matematikai statisztikai kutatdsokat a kovetkezd alapvetd vondsok jellemzik,
amelyek egyben szembedllitjdk az angol-amerikai iskoldval: 1. az elmélet
atkalmazhatésédgi hatdrainak lelkiismeretes és alapos vizsgdlata a dialektikus
materializmus alapjan, 2. a matematikai szabatossag kovetelményének allandé
szem el6tt tartdsa (ezzel szemben all a nyugati irodalom szembetiind ,k6z6m-
bossége“ a matematikai precizitassal szemben), 3. a ,nem-paraméteres“ problé-
mak és modszerek eldnyben részesitése abbol a célbol, hogy az elmélet gya-
korlati alkalmazasait fiiggetlenitse ellendrizhetetlen és gyakran egyenesen téves
hipotézisektol. '

A hazai matematikai statisztikai kutatdsok teljes mértékben a szovjet
matematikai statisztikai iskoldhoz csatlakoznak, beleértve d nyugati irdnyzatok
fokozottabb kritikdjara valo torekvést is. Ez megnyilvanul az Alkalmazott
Matematikai Intézet valésziniiségszamitdsi és matematikai statisztikai osztalya-
. nak mindennapi munkdjdban, melynek sordn a konkrét gyakorlati problémak

megoldasandl igen jo eredménnyel alkalmaztuk dallandéan a szovjet iskela
eredményeit, igy példdul a Kolmogorov—Szmirnov-féle probat. Hasonloképpen
szovjet kutatdsokhoz csatlakozik eldadonak a ko6tormelék szemmegoszlasara
.vonatkozé dolgozata®, amelyben Kolmogorov hasonlo targytt munkajahoz
csatlakozva kimutatja a logaritmikus normadlis eloszlds érvényességét. Ennek
a problémanak a kobanyaiparban van gyakorlati jelentdsége, igy példaul lehe-
tové teszi a kiilonbozd eldirt finomsagra vald apritdshoz sziikséges energia
kiszamitdsat. A kapott elméleti eredményeket az Alkalmazott Matematikai
Intézet Osszehasonlitotta a megfigyelésekkel és igen jo egyezést kapott. Ugyan-
akkor meg kell Allapitani, hogy Beke Béla megaliapitasai®, aki azt allitja,
hogy a logaritmikus normdlis eloszlas és a gyakorlatban eddig alkalmazott,
minden elméleti alapot néikiil6z6 empirikus Rosin—Rammler-féle eloszlas
kozott az eltérés gyakorlatilag lényegtelen, minden alapot nélkiiloznek. Egy
konkrét esetben a két eloszlas siiriiségfiiggvényeinek eltérését az 1. dbga mu-
tatja. A matematikai statisztika moddszereinek alkalmazadsanal sziikséges koriil-
tekintésre mutatott rd el6ado egy, az Orvosi Hetilapban megjelent ¥, két kutato
csoport kozott hdmunkdnak a munkas szervezetére gyakorolt hatdsira vonat-
koz6é megfigyelések kiértékelésével kapcsolatban kialakult vitijadhoz valé hozza-
szOlasaban, az ugynevezett ,szignifikans differencia“ modszerének alkalmazha-
tosagat illetden.

A matematikai statisztikdval kapcsolatban a nyugati irodalomban el van
terjedve az a nézet, hogy a matematikai statisztika a valdsziniiségszamitas
ismerete nélkiil is elsajatithato és eredményesen alkalmazhaté. Ez a nézet
alapjaban helytelen és rendkiviil veszélyes. Arrdl van sz, hogy a valoszinii-
_ségszamitds ismerete nélkiil a matematikai statisztika modszerei receptekké
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valnak és semmi biztositéka nincs annak, hogy ezeket a recepteket helyesen
és a megfelel6 helyen haszndljék-e fel. A matematikai statisztika modszerei-
nek alkalmazhatdsagi hatdrait csak az ismerheti fel helyesen, aki tisztdban van
ezeknek a modszereknek az elméleti alapjaval, tehdt a valdsziniiségszami-
tassal. A helyzetet a kovetkezd hasonlat vildgitia meg: a valosziniiség-
szamitds és a matematikai statisztika viszonya hasonlit az orvostudomény és a
gyogyszertan viszonydra és a matematikai statisztika modszereinek a valo-
szinliségszdmitds ismerete nélkiili alkalmazdsa ahhoz hasonlithatd, mint ha
valaki egy ismeretlen betegség esetén kozvetleniil gyogyszerészhez fordul,
ahelyett, hogy el6szor egy orvossal megvizsgdltatna magat. A hasonlat még
abban a vonatkozasban is megallja a helyét, hogy ugyantigy, amint a legjobb
gyogyszer is stilyos kart okozhat a szervezetben, ha nem az orvosi el6irdsok-
nak megfeleld mennyiségben és moédon alkalmazzak, hasonléképpen a leg-
megbizhatobb matematikai moédszernek is megvannak az alkalmazhatésagi
hatarai €s a helytelen alkalmazas stlyos hibak forrasa lehet.
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Miel6tt az eredmények harmadik csoportjara ratérnénk, egy konkrét kér-
désr6l szeretnék részletesebben beszélni, amely elvi szempontbdl is igen
érdekes és példa arra, hogy egy statisztikai m6dszernél milyen koriiltekint6en
kell megvizsgalni az alkalmazhatésag feltételeit. Bodd Zaldn egy nemrég meg-
jelent dolgozatdban egy tj modszert kozol, fluoreszcens porok szemcsemeg-
oszlasanak kisérleti meghatdrozasara. Ez a médszer abban 4ll, hogy a mik-
roszkép kiilonbdz6 beallitisai mellett kiilonboz6 latomezékben megvizsgalja a
megadott nagysag-csoportokba tartoz6 szemcsék szdmardnydt és ebbdl hata-

9 Matematikai és Fizikai Osztalydnak Kozleményei. Il o.
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rozza meg a teljes eloszlast. A modszer igen érdekes, mert sok munka meg-
takaritasat teszi lehetové, de természetesen a pontossdg terén tett bizonyos
engedmények ardn; éppen ezért érdemes a modszer alkalmazhatésagi hatarai-
nak kérdését alaposabban megvizsgdlni. Nem fogom ift részletesen ismertetni
Bodo Zaldn moédszerét, hanem azt rogton egy urna-modellre vonatkozd atfo-
galmazdsban mutatom be, ami a kérdés matematikai lényegét tartalmazza.

Matematikailag Bodé Zaldn modszere a kovetkezd eljardssal jellemez-
hetd: egy urndban N golyd van, ezek koziil Np piros, Nq fehér és Nr kék
golyé (p+q+r=1); visszatevéssel egy n elemii mintat vesziink; jelentsék
X,y és z a mintaban lévé piros, fehér és kék golydk szamat (x+y+z=n).

Bodo modszere azzal jellemezhetd, hogy a -Z— hanyadost az —;; tapasztalati

értékkel becsiili meg, feltéve, hogy olyan mintardl van sz6, amelyben y >0, azaz
amely tartalmaz legalabb egy fehér golydt; amennyiben a minta nem ilyen,
tigy azt nem veszi figyelembe. (Ez a feltétel elengedhetetlen, hiszen egyéb-

ként az —;* hanyadosrdl nem beszélhetiink.) Vizsgaljuk meg el6szor, hogy ez

a becslés. forzitatlan-e, masszoval vizsgaljuk meg az % valOsziniiségi valtozo
feltételes varhato értékét az y >0 feltétel mellett, amelyet M.(p, g)-val jelo-
link .és nézziik meg, hogy ez megegyezik-e %-val. (Mint ismeretes, egy sta-

tisztikai becslést akkor neveznek torzitatlannak, ha vdarhaté értéke egyenl6 a
megbecsiilendd mennylseggel) Egyszerii szamolassal adodik, hogy

M.(p, q) = 1_(1 Z( —n(:i): M

tehat — amint ez varhaté volt — a becslés nem torzitatlan. Vizsgaljuk meg
M..(p, g) hatarértékét ha n-—oo, p és 9q allanddak. Egyszertien belathato, hogy
ebben az esetben

M, —lim M.(p, )£ | @)

N> q

azaz a becslés hatarértékben torzitatlan. A konvergencia sebessége is meg-
becstilhet6 :

Ma(p. )2 = 001 gy miogn) + 0 1] ®

Tegyiitk most fel, hogy ugyanakkor, amikor n— oo, p és g is valtoznak, még-
pedig 1gy, hogy mindketté O-hoz konvergal, olymddon, hogy hanyadosuk egy
hatarértékhez kozeledik: pontosabban tegyiik fel, hogy np-»u és ng—2
akkor a varakozassal ellentétben lim M,,(p, g) nem egyenlo —z——val hanem

N>
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ehelyett a kovetkezd hatarértékkel bir:
: V3

) n [e—1
lim M.(p, 9) = 5 J - dx 4)
np-+ 0 '
ng>i
Ha 4 nagy, Gigy (4) jobboldala kozelit6leg ?’:—Li(l)-val egyenld, ahol Li(x)= . l‘fl—lz

1
a torzsszamelméletbdl jol ismert integrallogaritmus; mivel aszimptotikusan

Li(x)~ %, tehat ha 2 — oo, 1ligy (4) jobboldala aszimptotikusan %—val egyeﬁlé.
Ha azonban 4 —0 és u é4llandd, tgy (4) jobboldaldnak hatarértéke (, mig ez
esetben ‘(—}f — 0o,

Ez mutatja, hogy ennek a becslésnek az alkalmazdsanal koriiltekintéssel
kell eljarnunk: adott p, g és n értékek mellett meg kell becsiilni az

p
M.(p, q)—
9 p

kiilonbséget és csak ha ez kicsiny, %—hoz képest, akkor fogadhatjuk el az _j}x_

becslést (illetbleg az ezzel a becslési eljardssal kapott értékek kozépértékét)
megbizhatonak. Ehhez azonban hozzd kell tenniink a modszer ,mentségére”,
hogy ugyanez a hibaja minden més elképzelhetd becslésnek is megvan;

konnyii belatni ugyanis, hogy az x,y értékekbdl %—ra torzitatlan becslést
megadni egyaltalan nem lehetséges. Legyen ugyanis F(x,y) egy tetszileges
fiiggvénye x-nek és y-nak; ha F(x,y) a —5— hanyados torzitatlan becslése volna,

1igy fenndllna az
n n-k

2 2 Pl hVix=ky=) =1 ®)
relacid, mégpedig p-ben és g-ban identikusan; ez azonban lehetetlen, hiszen
ha ¢ —0, tigy (5) jobboldala végtelenhez tart, mig a baloldal korlatos marad
(ugyanez a helyzet, ha feltételes varhaté értékkel szdmolunk y >0 feltétel
mellett). [lyenmédon minden gyakorlati problémdban p,q és n nagysagdhoz
szabott eljarast kell alkalmazni és nem létezik olyan univerzalis ,j6“ mod-
szer, amely minden koriilmények kozott alkalmazhatd. A kérdésre mads alka-
lommal még vissza fogok térni.

Még csak azt jegyzem meg, hogy a fluoreszcens porok szemmegoszlasa
jO egyezést mutat a logaritmikus normalis eloszlds torvényével.

Attérek ezek utdn az eredmények harmadik csoportjdra: a valdsziniiség-
szamitds és a matematikai statisztika természettudomdnyi és technikai alkal-

Q*
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mazasaira. Ami a fizikat illeti, els6 helyen jJdnossy Lajosnak a lancreakcidkra
vonatkoz6 dolgozatat’ kell megemliteni.

Ennek a dolgozatnak az érdekességét elsésorban az adja meg, hogy a
numerikus szdmolds sziikségletei vezették Jdnossyt a fiiggvényiteracié fogal-
ménak folytonos paraméter esetére valé éltalanositdsdra. Ennek lehet6sége mar
a mult szdzad végén felmeriilt, a kérdés azonban azéta éppen alkalmazdsok
hidnyaban feledésbe meriilt. Az alkalmazédsok jelentdségére és a kérdés elmé-
leti érdekességére vald tekintettel indokoltnak latszik ebben az irdnyban foly-
tatni a kutatdsokat. Ezzel kapcsolatban eléado is ért el bizonyos részletered-
ményeket, azonban err6l més alkalommal szdmol be.

Megemlitem ‘itt Fényes Imre kisérletét a kvantummechanika uj felépité-
sére a valOsziniiségszamitds segitségével. Elméletének lényege, hogy a Schro-
dinger-egyenletet a sztochasztikus folyamatok Kolmogorov-féle egyenleteib6l
igyekszik levezetni; Fényes kisérlete élénk vitdt véltott ki, ami még nincs
lezarva és igy korai volna értékelést adni, azonban a kisérlet figyelemre mélto.
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2. dbra

Részletesebben szeretnék beszamolni a valdszinfiségszamitis egy me-
teorol6giai alkalmazdsar6l a napi kozéphdmérséklet eloszlasfiiggvényének
elméleti meghatarozdsdra vonatkozélag, mely kérdéssel nemrégiben fog-
lalkoztam. Budapest napi kozéphOmérsékleteit -az év minden napjira 70
év (1871—1940) adatai alapjan Takdcs Lajos vizsgilta meg™ és meg-
allapitotta, hogy felrajzolva a napi kozéphOmérséklet gyakorisdgi gorbéjét,
egy-két maximummal biré (bimodalis) gorbét kapunk (2. abra). Takics.
igen helyesen allapitia meg, hogy a két maximum nem véletleniil mutatkozik,



CJ EREDMENYEK A VALOSZINUSEGSZAMITASBAN 133

hanem meteoroldgiai jelentésiik van: a két maximum a téli és nyari félév atla-
gos homérsékletének felel meg. Takiacs azonban — megegyezdleg Castrillon,
Springstubbe és masok véleményével — az emlitett gyakorisdgi gorbét (helye-
sebben valosziniiségi siirfiségfiiggvényt) két Gauss-féle gyakorisagi gorbe
(stir(iségfiiggvény) oOsszegeként probdlja eldéllitani. Azonban egy egyszerit
waldsziniiségszamitdsi meggondolassal belathatjuk, hogy ez elméletileg nem
indokolt és a szdbanforgd siirfiségfiiggvényt nem két, hanem igen nagyszamu
Gauss-féle sfiriiségfiiggvény oOsszegeként, vagy még inkdbb Gauss-féle siirii-
ségfiiggvények sulyfliggvénnyel vett integralkozépértékeként kell felfognunk.
Ugyanis az a feltevés, hogy a napi kozéphOmérséklet eloszldsanak siirliség-
fiiggvénye két Gauss-féle siirfiségfiiggvény Osszegére bonthatd, annak a felte-
vésnek felelne meg, hogy az év két élesen elkiiloniild — nyari és téli — fél-
€vre oszthatd, olymddon, hogy a napi kozéphdmeérséklet mindkét félévben
egyforma eloszldssal ingadozik ugyanazon nyari, ill. téli kozépérték koriil.
Nyilvdnvald, hogy ez a felfogds csak els6 és igen durva kozelitésnek tekint-
hetd és sokkal helyesebb képet kapunk a napi kozéphomérséklet eloszlasarol,
ha az évet négy évszakra osztva a szObanforgd gyakorisagi gorbét négy Gauss-
féle gorbébdl épitjiik fel; de még pontosabb képet kapunk, ha az egyes hona-
poknak megfelelden 12 Gauss-féle gorbébdl probaljuk az évi kozéphémérséklet
gyakorisdgi gorbéjét elddllitani; ezt a felbontast tovdbb folytatva még pon-
tosabb és redlisabb modelljét kapjuk a tényleges hOmérsékletingadozasoknak.
Matematikailag a problémat a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg: az
€vet bontsuk fel n egyenld hosszii szakaszra és a k-ik szakasz j-ik napjanak
napi kozéphomérsékletét fogjuk fel két tag, mégpedig az illetd szakaszra jel-
lemz6 atlagos kozéph&mérséklet és az attél valo véletlen eltérés osszegeként :
a k-ik szakaszon az atlagos napi kozéphOmérséklet legyen xi, akkor az év
k-ik szakaszanak j-ik napjinak kozéphomérsékletét ;;-vel jelolve

8y = X+ 715,

ahol n; az x-t6l a k-ik szakasz j-ik napjan tapasztalt véletlen eltérést jeloli.
Indokoltnak latszik feltenni, hogy az =;; valtozok fiiggetlenek és normadlis
eloszlasuak, O kozépértékkel és oy szordssal. Feltessziik, hogy az év k-ik sza-
kaszan o;; allando, azaz csak k-tdl fiigg: jeldljik értékét oi-val. Jelentse § egy
taldlomra kivalasztott nap kozéphémérsékletét, ugy

[=E+7, ' (6)

ahol a & valésziniiségi véltozo rendre ry valosziniiséggel veszi fel az x;, X, ... Xa

értékeket és az x valészinfiségi valtozd &==x, esetében normadlis eloszlasi O

kozépértékkel és o, szordssal. Ez esetben egyszerii valésziniiségszamitdsi meg-
gondolassal kovetkezik, hogy. C valc')szinﬁségi stirliségfiiggvénye
ki (x Ik)z

2n 2’ M

k=
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Ha az x. értéket mint egy x=x(f) (0 = = 1) fiiggvény értékét, a o) értéket
pedig mint a e=o0(t) (0 =1¢=1) fiiggvény értékét fogjuk fel a t — % helyen,
gy a (7) osszeg felfoghat6 az

@-z ()

11 eOr -
f(x)=V2——7Jo—(t78 720 df ®

integral Riemann-féle kozelitd osszegének; ilyenmédon tehdt a napi kozép-
hémérséklet gyakorisdgi gorbéjének egyenletét a (8) alakban indokolt keresni.
Az x=x(t) fiiggvény nyilvdnvaléan a napi kozéphOmérséklet szempontjabol
vizsgalt foldrajzi helytl fiigg; hogy valamilyen képet kapjunk az y = f(x) gorbe
menetérol, tegyiik fel, hogy o(f)=o éllandd és x(f)=a- b cos 2nt, ebben
az esetben a szdébanforgé sfirfiségfiiggvény :

+1 (z-a-bu)?

1 A :
= e ) Ti=F o
fm Yfr“ﬂa/_—z—d—‘—d[,j f.?l 0§
Lot

et
/ e
/ § b

/ \.

-7§ -ta -o05 o as 10 15
3. abra

amelynek menetét a 3. dbra mutatja. Megjegyzendd, hogy a fold tetszéleges
pontjdnak megfeleld x(f) fiiggvény meghatdrozhaté6 olymédon, hogy kiszdmit-
juk minden egyes napra a napi kozéphdmérséklet sokévi dtlagdt. Hasonlo-
képpen kozelitSleg megéllapithato a o(f) fiiggvény is. (Erdemes megjegyezni,
hogy Budapesten a napi kozéphémérséklet szordsa télen nagyobb, mint nya-
ron.) A trépusokon x(f) és o(f) elsé kozelitésben allandonak vehetSk; ebben
az esetben az f(x) fiiggvény egyetlen Gauss-féle gorbére redukalodik, a tapasz-
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talatokkal megegyezoen (ldsd a 4. ébrdn, Bombay napi kozéphOmérsékletének
gyakorisagi gorbéjét). Budapesten az x(f) fiiggvény egy eltorzitott sinus-hul-
lamhoz hasonlit, amelynek a nydri félévnek megfelel6 fele hosszabb és nagyobb
amplitudoju. Ilyen x(f)-nek valéban két maximumi f(x) gorbe felel meg.
Ilyenmédon tehat a napi kozéphdmérséklet gyakorisagi gorbéjének alakjara
vonatkoz6 vazolt elméleti meggondoldsok szdmot adnak a napi kozéphOmér-
séklet gyakorisdgi gorbéjének alakjanak a foldrajzi helytol valo fiiggésérdl.
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A fenti meggondoldsokhoz egy elvi megjegyzést kivanok fiizni: a termé-
szettudomanyokban fellépd tapasztalati .gorbék képlettel definialt fiiggvénnyel
valé megkozelitésénél a lehet6ségekhez képest arra kell torekedni, hogy a
szobanforgd természeti jelenség tényleges lefolydsdnak tobbé-kevésbbé pontos
leirasan alapulé elméleti meggondolds eredményeképpen kapott képlettel koze-
litsiink és ne csupdn a gorbe alakjdbdl kiindulva probaljuk a tapasztalati gor-
bét egy egyszerii alaku képlettel megkozeliteni. Az ilyen eljards célravezetd
voltat illusztraljak a napi kozéphomérsékletre vonatkozé fenti megjegyzések.
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Ami a valdsziniiségszamitds miiszaki alkalmazdsait illeti, az Alkalmazott
Matematikai Intézet sok ilyen jellegii problémdval foglalkozott, ezek koziil csak
hdrom problémacsoportot emelek ki. Az els6 csoportba a mindségellendrzés
matematikai modszerei tartoznak. Az Intézet foglalkozott példaul a godollsi
Ganz Aramméré Gyar felkérésére automata-gépekkel gyartott csavarok gyartd-
séanal a selejt csokkentésének kérdésével és kiszamitotta, hogy a futdellen6rok-
nek milyen id6ko6zokben kell az automatagépek miikodését ellendrizni, hogy a
selejtszazalék egy elbirt értéket ne haladjon meg. A probléma matematikai
szempontbdl igen egyszerfi, igy ennek részletezésére itt nem térek ki. Mate-
matikai szempontbdl is tjszerli problémdk meriiltek fel torésnek és kopdsnak
kitett gépalkatrészek tartalékoldsi €s utdnrendelési iitemtervének kidolgozasaval
kapcsolatban. Az erre vonatkozd eredményeinkr6l mds helytitt fogunk besza-
molni, azért itt ennek a kérdésnek a részletes ismertetését melldzom, csak annyit
jegyzek meg, hogy ennek a kérdésnek igen nagy gyakorlati jelentdsége van a
népgazdasig szempontjabol. A kérdés azért is érdekes, mert olyan probléma-
rol van sz6, amely a szocialista tdrsadalomban egészen masképpen vettdik fel,
mint a kapitalista tdrsadalomban. Arr6l van sz6 ugyanis, hogy a tartaiékolds
€s utanrendelés titemtervének megallapitdsanal a szocialista iparban szem elott
kell tartani azt a kovetelményt, hogy egy tlizem se tartalékoljon feleslegesen
sok alkatrészt, mert a felesleges nagy tartalékot mds tizemektdl vonja el és
igy azok tervteljesitését veszélyezteti. Ugyanakkor azonban a tartaléknak ele-
genddnek kell lenni ahhoz, hogy a véletlen torések altal sziikségessé tett cse-
rékre mindig legyen készenlétben alkatrész, illetdleg annak a valdsziniisége,
hogy a gép tartalékalkatrész hidnyaban ne tudjon termelni, gyakorlatilag elha-
nyagolhatdan kicsiny legyen.

Csak roviden emlitem meg a textilgépek optimdlis fordulatszamdnak
meghatarozdsara irdnyuld vizsgdlatokat is®. A probléma a kovetkezd: egy
munkds tobb automata szovogépet kezel. Ha valamelyik gépen fonalszakadas
torténik, a gép ledll és a munkds hozzdkezd az elszakadt fonal oOsszekotozé-
séhez. Azonban azalatt, amig dolgozik, tjabb gépeken torténhet fonalszakadas
és igy azok addig allnak, amig a munkds a mar el6zbleg ledllt gépeken el
nem végzi a sziikséges munkéat. Tehdt nemcsak a javitds, hanem a javitasok
alatti gépallds is okoz termeléskiesést. A fordulatszim novelésével novekszik
az idBegység alatti termelés, de ugyanakkor gyakoribbakkd valnak a fonalsza-
kadasok, tehdt a gépek tobbet dllnak. A feladat tehat az, hogy meghatarozzuk
azt a fordulatszdmot, amely mellett a tényleges termelés maximalis. A probléma
megoldasahoz természetesen sziikséges annak kisérleti meghatdrozdsa, hogy a
szakadédsok gyakorisdga hogyan fiigg a fordulatszamtol. Anélkiil, hogy a rész-
letekbe belemennénk, csak azt emelem ki, hogy tobbszdz szakadasmentes
miikodési idd (azaz a gép beinditdsatol az elsé fonalszakadasig terjedd id6-
tartam) hosszdra vonatkozd, a Kistextben végzett iizemi adatfelvétel teljes mér-
tékben igazolta azt a feltevést, hogy a miikodési id6k exponencialis eloszlast
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kovetnek. Ennek oka nyilvdnvaléan abban 4&ll, hogy az, hogy egy bizonyos
pillanatban torténik-e fonalszakadés, kizarélag az ebben a pillanatban igény-
" bevételnek kitett fonalszakaszok lokdlis szilardsagi viszonyaitol fiigg és igy
annak a valdsziniisége, hogy egy bizonyos ¢ id6tartam alatt torténik-e fonal-
szakadas, fiiggetlen attél, hogy a szébanforgé idbtartamot megel6zbleg a gép
mennyi id6 6ta volt miikodésben. Ha tehdt F(f) jelenti annak a valdsziniisé-
gét, hogy a miikodési id6 f-nél hosszabb, tgy fennall az

F(t+3) = F(t)F(s) (10)

-ban

!’
szamo %

ledlasok

5 ” 5 20 25 2 35
mukodesi idd perchben

Y 5. abra

fﬁggvényegyenlet, amib6l mar kovetkezik, hogy F(f) = e-#t, ahol 4 > 0 4llando,

azaz a miikodési idok exponencidlis eloszlast kovetnek. Ezt azért emeltem ki,

- hogy még egy példaval ramutassak a tapasztalati alapon felvett gorbék elmé-

leti értelmezésére valo torekvések jelentbségére. Az 5. dbra a szakadasmentes
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miitkodési idok hisztogrammjat mutatja; a pontozott vonalak az elméletileg
szamitott értékeket, mig a kihtzott vonalak a megfigyelt értékeket jelolik;
lathat6, hogy a megegyezés igen j0. Az exponencidlis eloszlas feltevése alapjan
az optimadlis fordulatszdm meghatdrozdsara vonatkozo szamitasok egyszeriien
elvégezhetok.

Ugy hiszem, a fenti néhany kiragadott példa is képet ad arrdl, milyen
nagy jelentésége van a valOsziniiségszamitds alkalmazdsanak a miiszaki gya-
korlatban. A matematika otéves tudoményos tervében ennek megfelelden a
valosziniiségszamitds gyakorlati alkalmazasainak kérdései silyponti kérdésként
szerepelnek : arra kell torekedniink, hogy megsokszorozva ertfeszitéseinket
ezeknek a problémaknak a megoldasdra, eldsegitsiik otéves terviink sikeres
végrehajtasat. *

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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HOZZASZOLASOK
RENYI ALFRED ELOADASAHOZ

EGERVARY JENO :

Hozzaszblasom célja, hogy az Alkalmazott Matematikai Intézet mechanikai
és szilardsagtani osztilydnak legutobbi évi miikodésérdl osszefoglald képet
adjon.

A szildrdsagtani természetli kérdések kozt szerepeltek a kovetkezdk :
nagyteljesitményii generdtorban szerkezeti elemként alkalmazott kiipos héj
szilardsagtani vizsgalata; alterndld mozgasti gép okozta talajrezgések vizsga-
lata konkrét alkalmazdsban a cséri vizmii géphdza épitésénél; két oldalrol
kiilonb6z6 nyomdsnak aldvetett lemez étbillenése.

Az osztdlyhoz szdmos olyan megbizas érkezett, amely hovezetési és diffu-
zi6s problémék targyaldsat tette szilikségessé. Teljes elméleti és gyakorlati
elintézést nyert a hiitési eljardsok kapcsan felmeriilt kovetkezd probléma: egy
testnek ismeretes a kezdeti h6mérsékleteloszlasa tovabba a testnek felszinére,
annak minden pontjdban az id6ben linedrisan valtozd hdmérséklet van rakény-
szeritve (a hiitott test egyenletes sebességgel hiil6 kozegben van elhelyezve).
Az ilyen modon koriilirt problémat sikeriilt a Laplace-egyenlet és a hullam-
egyenlet megoldasara visszavezetni és egyes egyszerii testformdk esetében —
derékszogit hasab, csbészerli test — a megoldasban szédmszerii eredményekig
jutni. ‘ .

FENYES IMRE:

El6ado volt szives az én vizsggilataimrél is megemlékezni. Kiegészitésiil
vazlatosan ismertetem vizsgédlataim fobb eredményeit és tovabbi célkitiizéseit :

1. A fizikai Markov-folyamatok Fokker-egyenlete és a Kolmogorov egyen-
letek a fenomenolégikus fizika kontinuitdsi egyenletének a sztochasztikus folya-
matok esetére vald A4ltaldnositasaiként tekinthetdk. Ez a koriilmény alapul
szolgal egy éltaldnos sztochasztikus sebesség értelmezéséhez. Azonban, mig ily-
modon a sztochasztikus folyamatok kontinuitdsi egyenlete ismert, a hidrodina-
mikai mozgasegyenlet analogja a sztochasztikus folyamatok fizikdjaban isme-
retlen. Mivel a mozgdsegyenlet volna hivatott arra, hogy a val6sziniiségi
slirliség €s a sztochasztikus sebesség kiilonbozd erbhatdsokra torténd valtozasat
figyelembe vegye, e mozgéasegyenlet meghatarozasat elsérendit feladatnak tar-
tottam. A hidrodinamikai varidci6s elvnek a Markov-folyamatokra valé alkal-
mazasdval olyan varidcidés elvhez jutottam, amelynek Euler—Lagrange-féle
" egyenletei kozt ott szerepel a Fokker-egyenlet és a Kolmogorov-egyenletek,
st ezen tilmendleg az eddig ismeretlen mozgasegyenlet is.

2. A Markov-folyamatoknak ilymddon kiszélesitett elméletét a diffuzid
problémdjara alkalmaztam. Tekintve, hogy itt — a feltételektdl fiiggben — két,
ill. hdrom komplikalt térbeli parcidlis differencidlegyenlet szimultin megolda-
sarol van szo, emlitésre méltd, hogy erémentes térben és homogén er6térben
sikeriilt a feltételeket kielégitd zart megoldast talalni. Az eredmények a tapasz-
talassal egyeznek. ' :

3. Csak kevesek el6tt ismeretes Fiirthnek az az eredménye, hogy az erd-
mentes térben egyenes mentén mozgd Brown-részecske mozgdasara vonatko-
z0lag szintén érvényes egy, a Heisenberg-félével formailag teljesen egyez6,
bizonytalansagi relacié. Ismerve Fiirthnek ezt az eredményét, felvetddott a
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kérdés: érvényes-e minden Markov—folyamatra vonatkozdlag ilyen bizonytalan-
sagi relacio? A koordinatdk és a sztochasztikus sebességek szorasara a Schwartz-
féle egyenlGtlenséget alkalmazva, kozvetleniil kiadodott a keresett reldcio, mely
a Fiirth-félének valamennyi Markov-folyamatra valé altaldnositdsa és amely a
Fiirth éltal vizsgalt specidlis esetben is élesebb egyenl6tlenséget szolgaltat.
Itt emlitem meg, hogy a sztochasztikus sebességekhez ¢és koordinatakhoz bizo-
nyos operatorok rendelhetdk, melyekre egyszerii felcserélési relaciok ervényesek.
E felcserélési relaciok felhasznalasaval a bizonytalansagi relaciok igen egyszeril
és szemléletes diszkusszidja valt lehetdvé,

4. Mind a sztochasztikus folyamatok, mind a statisztikus mechanika szem-
pontjabdl fontos a kétféle elmélet kapcsolatinak ismerete. Sikeriilt kimutatnom,
hogy a statisztikai mechanika a Markov-folyamatok elméletének az a hatar-
esete, amidén a Kolmogorov-féle elméletben szerepld szdrdstenzor identikusan
eltiinik. Ez a koriilmény érthetové teszi, hogy bizonyos statisztikus fizikai problé-

mak miért nem targyalhatok statisztikai mechanikai modszerekkel. Példaként

a diffuzidelméletet emlitem, a diffuziokoefficienst jelenleg is csak félempirikus
moédszerekkel tudjuk elméletileg meghatarozni. Megemlitem még, hogy a kétféle
elméletnek ez a kapcsolata érdekes és gyakorlatilag is hasznosithaté mddon
mutat rd a statisztikus mechanikai ergod-elv és a Markov-folyamatok elméle-
tében szerepld ergodikus tulajdonsag kapcsolatéra.

5. Utoljara emlitem meg a Markov-folyamatok és a kvantummechanika
kapcsolatidra vonatkozd vizsgdlataimat, melyek szervesen az el6bb emlitett
eredményekre épiilnek. Ezzel kapcsolatban azokkal a Markov-folyamatokkal
foglalkoztam, amelyeknél a stochasztikus sebességnek potencidlja van. Az ilyen
folyamatokhoz mindig hozzarendelhetd egy valoszinfiségi amplitudofiiggvény,
melynek a kovetkez6 tulajdonsdgai vannak: az amplitudofiiggvény abszolit
értékének négyzete a valoszinfiségi sfirliséggel egyenlé, tovabba a Fokker-
egyenlet, ill. a masodik Kolmogorov-egyenlet ezzel a fliggvénnyel kifejezve
pontosan a hulldmmechanikai kontinuitasi egyenlet alakjat veszi fel. Ebbol a
tényb6l nyilvanvaloan kovetkezik, hogy a kvantummechanika egész matematikai
apparatusa konkrét jelentést nyer az emlitett potencidlos Markov-folyamatok
elméletében. Ezzel nemcsak megcafoitam Schrodinger és Fiirth azon hiedelmét,
hogy a Fokker-egyenlet a kvantummechanikdban nem érvényes, hanem azt is
bebizonyitottam, hogy a kvantummechanika nem egyéb, mint a Markov-
folyamatok fizikdjanak egyik igen egyszerii specidlis esete. Els6 pillanatban ugy
tinik, hogy a kvantummechanikdnak a Markov-folyamatok elméletébe valo
beepltesevel nem a kvantummechanika valik egyszeriibbé, hanem ennek az
elméletnek Osszes ismeretelméleti nehézségeit bevissziik a Markov-folyamatok
elméletébe is. Gondolok itt a bizonytalansagi reldcié és az elvi mérhetetlenség
viszonyara. valamint a rejtett paraméterek lehetetlenségének Neumann-féle
bizonyitdsira, Valéjaban nem ez a helyzet. T. i. a bizonytalansagi relaciénak a
Fokker egyenletbdl vald szdrmaztatdsa kényszeritd erbvel arra a kovetkezményre
vezet, hogy a reldcionak semmi koze sincs a mérés altal torténd zavarashoz, hanem
kizdrdlag a statisztikus tirgyaldsmod kovetkezménye. Ami pedig a rejtett para-
méterek lehetetlenségét illeti, szintén a legkedvez6bb megallapitdsra jutunk.
Ugyanis a rejtett paraméternek Neumann-féle értelmezése szerint ezek a para-
méterek a hulldmfiiggvényhez jarulé olyan tovabbi adatok lennének, amelyek a
hullamfiiggvénnyel egyiitt szolgaltatnak a kauzalis leirdst. Nyilvanvalo, hogy ilyen
rejtett paraméter nem lehetséges nemcsak a kvantummechanikdban, de semi-
lyen statisztikai diszciplindban, hiszen valdsziniiségi adatok (a hullamfiiggvény
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pedig ilyen) nem hasznélhatok fel kauzdlis- allapothatdrozokként is. Ugyanez
all pl. a homérsékletre is. A hOmérséklethez hidba vesziink hozzd akarhany
paramétert, nem kaphatunk a molekuldk mozgasara kauzadlis leirdst. Igen egy-
szeriten kimutathat6é, hogy Neumann-féle értelemben vett rejtett paraméter a
diffuzio elméletében sem lehetséges, ahol egyébként bizonyos rejtett paraméterek
létezése nyilvanvald. Nem akarom a felsorolast tovabb folytatni, csupdn azt emlitem
meg, hogy a legel6szor emlitett mozgéasegyenlet és a Fokker-egyenlet a valo-
sziniiségi amplitudofiiggvény behelyettesitésével egyetlen egyenletbe megy at,
amely egy hulldmegyenlet és amelyik a Schrodinger-egyenlettel azonos, ha a

h
4nm
Tovabbi vizsgalatok folyamatban vannak. Féleg a mdésodik kvantalas
valoszinfliségszamitasi értelmezésével és néhany szemléltetd példa megadasaval
kivanok foglalkozni, melyek kozvetlentil mutatndk a kauzdlis targyalisméd és
valdsziniiségi hullamok kapcsolatat.

szorastenzor skalarissa fajult és értéke

BODO ZALAN:

Mindenekeldtt koszonetet mondok Rényi Alfrédnak, hogy az altalam
hasznalt médszert komoly matematikai kritika ald vette és egy érdekes hiba-
forrasra mutatott rd. Két dolgot szeretnék azonban az el6addsnak ehhez a
részéhez hozzaflizni.

Eloszor is azt, hogy az emlitett dolgozatom egészen mads problémaval
foglalkozik. Ez el6bbi modszer csak egy kisérletsorozathoz a kiinduldsi por
koriilbeliili eloszldsanak tdjékoztatdo meghatarozasara szolgdlt és csak meliékesen
ismertettem. Azo6ta azonban tobben érdeki6dtek nalam e modszer utdn és ugy
latom, hogy a gyakorlati életben (pl. malomiparban) alkalmazast nyerhet.

Ezért masodsorban szeretnék a szemcsenagysag eloszlds meghatarozasanal
felmeriild problémaval részletesebben foglalkozni, mert szerintem itt még sok
matematikai feladat rejlik.

Ha egy por szemcsenagysaga igen tdg hatdrok kozott valtozik, (pl. 1 u-tol
100 u-ig terjed) a szemcsenagysdg eloszldsdnak meghatdrozasa igen nehéz fel-
adat. Tekintetbe kell venni ugyanis, hogy az eloszlds stlyszazalékok szerint
érdekel €s pl. 3000 db. 1 u-os szemcse osszsilya egyetlen 40 u-0s szemcse
stlydnak mindossze 4,7 9/,-a.

Mikroszkop alatt torténd kozonséges statisztikus felvételnél tehat az a
nehézség meriil fel, hogy a tomegesen jelentkezd kis szemcsék mellett, csak
néha-néha tiinnek eld nagy szemcsék, pedig épen ezek képezik az eloszlasban
a lényeges részt. A darabszdmra meghatarozott eloszlasi gorbében tehat a szoras
okozta hiba e gbrbe mentén nem egyenletes eloszlasti, hanem suilyozva jelent-
kezik. A pontossdg a kis szemcséknél kevésbbé lényeges, a nagy szemcséknél
pedig fontosabb. Kozonséges modszerrel pedig épen a kis szemcsék eloszlasat
ismerjitkk meg pontosabban, minthogy azokbol szamldltunk meg legtobbet.

Ezért szerintem, a Rényi Alfréd éaltal megmutatott hibaforrasok ellenére
is az altalam jart at a sulyszizalek szerinti eloszlasrol helyesebb képet nyujt,
mint a kozonségesen készitett statisztika. Az utdbbi kijelentésem természetesen
ugy ¢értend6, hogy pl. én oOsszesen 900 szemcsét szamoltam meg, ezzel az
eloszlasrol helyesebb képet nyertem, mintha kozonséges statisztikaval szdmoltam
volna meg 900 szemcsét, amely esetben pl. a dolgozatomban kozolt porndl az
eloszlas nagy szemcsék feloli részér6l semmit sem tudtam volna megallapitani.
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Epen ebben litom a megoldandé matematikai problémat. Egyrészt meg-
allapitani, hogy az eredeti eloszlasrol az altalam alkalmazott médszer mennyiben
ad helyesebb képet, mint a kozonséges statisztika, tekintetbe véve a hibaknak
el6bb emlitett silyozasat is. Mdsrészt, hogy bizonyos n adott szemcsenagysag-
meghatarozast hogyan célszerii beosztani ugy, hogy a siilyszdzalék szerinti
eloszlasrol a legpontosabb képet kaphassuk. Ha az utdbbi feladat megoldasa
esetleg 4ltalanossagban ‘nem megy, fel lehetne talan tételezni elbre, hogy loga-
ritmikus normalis eloszlas varhato.

fgy lehetne meghatirozni a ,jo“ modszert, amelyik e problémanak a
lehetd legkisebb munkdval a leggyorsabb megoldéasat jelentené. Mint mar emli-
tettem, ennek a gyakorlati élet nagy hasznat venné.

TAKACS LAJOS:

Rényi Alfréd el6adasanak meteorologia vonatkozu éllitasaihoz és ujszerii
kovetkeztetéseihez, — amelyeket kitlind példdknak kell elismerniink az elmélet
€s a gyakorlat termékeny dsszekapcsolasara, — matematikai szempontbol semmi
hozzatenni valdm nincs, vele mindenben és tokéletesen egyetértek. A gyakorlati
élettel val6 kapcsolat vonalan, meteorolégiai szempontbdl legyen szabad néhany
észrevételt tennem.

1. A meteorologus tudatidban van annak, hogy pl. a napi kozéphoémér-
sékletek egész évi siiriiségfiiggvényének két Gauss-féle siiriiségfiiggvény Ossze-
gére valo felbontasa elméletileg, fizikai és kifogdstalan valdsziniiségszamitési
meggondoldsokkal nem indokolhatd. A gyakorlati élet igényeinek szolgalatiban
azonban mégis sok esetben kénytelen éini és megelégedni a kifogasolthoz
hasonl6 ,els6 és igen durva kozelitésnek tekinthet6“ szétvalasztisokkal. liyen
igény a kiilonféle meteorologiai elemek viselkedésével (kozépérték, szorddas,
stb,) kapcsolatban egyrészt az tgynevezett tenyészid6szakra (nyari félévre),
masrészt az u. n. fiitési idényre (téli félévre) vonatkozdan 1ép fel leggyakrabban.
A gyakorlati élet nem matematikus vagy meteoroldgus szakemberét, aki a sajat
munkateriiletén mégis meteorologiai adatok figyelembevételére kényszeriil, valo-
szinfiségszamitisi elmélettel vald megterhelés nélkiil kell statisztikai adatokkal
eligazitanunk. Ilyen esetekben gyakran jobb tdjékoztatast nyujt kiilon a nyari
és kiilon a téli félévre vonatkoztatott adat, mint az egészévi kozépérték stb.
Ez a gyakorlati cél indokolja pl. a fizikai és elméleti szempontbol kelléen ala
nem tamaszthaté kettévalasztast, vagy mas — konvencionélis (hénapok) vagy
attol eltér6 — részhalmazra valé bontést.

2. Akarmilyen rovid szakaszokra bontjuk is a meteoroldgiai elemek egész
€vi halmazit, a Gauss-féle siiriiségfiiggvényhez vald hozzdmeérés mindig csak
#€1s0 €és durva kozelités“ marad, mégpedig azért, mert nem a fiiggetlen valo-
szin(iség esetével van itt dolgunk: egyik nap iddjardsa sem teljesen fiiggetlen
attol, milyen volt az ¢l6z6 napokon az id6jaras. A mi éghajlatunk alatt (Kozép-
eurdpaban) nincsen egyetlen olyan hely sem, ahol a Gauss-féle siiriiségfiigg-
vényt legjobban megkozelité Bruns-féle sorfejtés esetén a ferdeség és az excessus
egyszerre nulla volna. Szemléletesen szélva: nem kapunk a valosziniiségfiigg-
vénybo! szabdlyos haranggorbét, hanem ferdét (jobbra vagy balra diil6 gorbét)
vagypedig olyant, amely a tetézés kornyezetében szélesebb vagy hegyesebb
az elméleti harangalaknal.

3. Hogy ennek ellenére tobb mint 100 éve kisért a meteorologiai elemekkel
kapcsolatban az elméleti siiriiségfiiggvény erdszakoldsa, annak kettds oka van.
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Az egyik: a nagy szamok, a véletlen torvényszeriiségei valéban érvényesiilnek
bizonyos mértékig az idojarasi elemek statisztikai szamértékeinek halmazaban,
bar nem maradéktalanul. A masik: a sajatos torvényszeriiségek kihiivelyezése
az alaktdl fiiggetleniil azért nehéz, mert id6jarasunk helyben alakulé geofizikai
energiadk miikodésének eredménye ugyan, azonban ehhez hozzdadddnak a kiilon-
boz6 eredetii €s fizikai tulajdonsdgu légtomegek altal szallitott energidk is,
— sokszor az el6bbit lényegesen feliilmulé mértékben.

4. Az elvi megjegyzések hatdsara kiszamoltam az évet 36 szakaszra bontva
a o értékeit az idézett napi kozéphdmérsékleti adatokbol. Budapesten els6 koze-
litésben a o(f) szintén torzitott szinusz-hullimhoz hasonlit, [akarcsak x(¥)],
azonban forditott fazissal: december kdzepén jelentkezo tet6zéssel és augusztus
kozepén beélld minimummal. Ebben, hogy a szdrés télen nagyobb, mint nyaron,
a meteorolégus nemcsak statisztikai érdekességet lat, hanem éghajlati sajatos-
sagot, mely finomabb részleteiben tovdbbi kutatdsokra latszik érdemesnek.
Az ok a hozzank érkezd légtomegek szabdlytalan, bar bizonyos naptari napokat
és napcsoportokat mintegy el6nyben részesitd ,menetrendjében“ lelhetd fel.
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