AZ ANALIZIS EGY MODSZERENEK UJABB ALKALMAZASAIROL

TURAN PAL lev. tag
Eléadta a Matematikai Allandé Bizottsdg 1951 december 14-én tartott iilésén

Az elmiult években, kiindulva az ugynevezett Riemann-sejtés vizsgala-
tabol, azt vettem észre, hogy dltalam erre a célra bevezetett modszer igen
kiilonbozd fajta kérdések vizsgdlatira alkalmazhaté. Ezekr6l mar négy izben
volt szerencsém az Akadémidn beszamolnom, ezen alkalmazdsok a primszam-
formula maradéktagjara, illetéleg a zéta-fiiggvény gyokeinek eziddszerinti
bizonyos értelemben legerdsebb becslésére vonatkoztak, a multévi akadémiai
nagyhéten pedig az algebrai egyenletek kozelitO megolddsdra. Most harom
tijabb alkalmazasrol szeretnék roviden beszdmolni, melyeket e modszerrél sz6lo,
rovidesen megjelenendd konyvem megirdsa kozben vettem észre; a masodik
alkalmazds lehet6ségét egy specidlis esetben mdar 1949-ben a pragai mate-
matikai kongresszuson tartott eladdsomban jeleztem.

" Miel6tt ezen alkalmazasokra ratérnék, néhany sz6t kell szélnom magarol
a modszerrdl. Ismeretes Kronecker klasszikus tétele, amely szerint, ha 4,, 4,, ..., 4
linedrisan fliggetlenek, akkor tetszbleges kis pozitiv & és tetszOleges valos
&, ¢, . .., @ szamokhoz taldlhat6 valds ¢ ugy, hogy megfelel6 raciondlis egész
X1, Xp, -+ ., X5 Szamokkal

[th, —a,—x,| = ¢, vr=12 ...,k (1)

Ismeretes az is, hogy 1910 ota, midta e tételt Harald Bohr az analizis terii-
letén alkalmazta, milyen sok felhaszndlast nyert az ott. Ezek lényegileg azon
alapszanak, hogy Kronecker tétele ekvivalens azzal, hogy tetszbleges b, és
linedrisan fiiggetlen arkuszui z, komplex szdmokhoz és tetszéleges kis pozitiv
e-hoz van oly valos .y, hogy

.
2 b2

p==1

> bl

Itt a jobboldal nem fiigg sem a z,-ki0l, sem a b,-ktdl; viszont a (2)-t realizald
y érték, melyet nyilvanvalé okokbol egyenirdnyité értéknek nevezhetiink, egy-
altalan nem lokalizdlhato. Ugyancsak Bohr vette észre, hogy ha a b, egyiitt-
hatdk pozitivok, akkor Kronecker tétele helyett Dirichlet tételét alkalmazva
adodik, hogy még tetszbleges arkuszit 2, szamok mellett is taldlhat6 barmely
n = 1 értékhez olyan y, melyre

>1—e. 2)

n=y=15" Q)
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A jobboldal tehat itt sem fiigg a z,-kt6l és a b,-kt6l, de a kapott ,kozel
egyeniranyité“ y mar valamelyest lokalizalva van. Mint ismeretes, ezen ténynek

> cos =% ’ . 4)

is sok nevezetes kovetkezménye van az analizisben. A tovadbbi alkalmazdsoknal -

az az akaddly, hogy e lokalizdcid6 még mindig nagyon gyenge. Azt lehetne
hinni, hogy a (3) egyenl6tienség alapjaul szolgalé Dirichlet-tételben lehetne a
lokalizacidt sziikiteni. Mint azonban Hajos Gydrgy egy elegans példaval meg-
mutatta, ezen lokalizcio 1ényegileg nem sziikithetd. Mar most a szobanforgo
- 1ij modszer alapgondolata az, hogy igen sok tovabbi alkalmazasnal nem sziik-
séges az

f) =2 b2
kifejezést az

Zl b,

! 21’»111

Osszeggel osszehasonlitani, igyhogy a hdnyados sem a z,-ktdl, sem a b,-kt6l
ne fiiggjon; megfelel a célnak

L
min |z;]*

illetteg
I/ I

max |;|"
J

tort ilyen becslése. Még az sem lényeges, hogy ezen alsO becslés a b;-ktdl
fiiggetlen legyen; lényeges csak az, hogy a z-k konfiguraciojatol ne fiiggjon.
Meglep6 moddon kideriilt, hogy az ilyen becslések nem tul gyengék és — ami
a fodolog — a megfelel6 ,gyengén egyenirdnyito“ y-értékek a (3) alattinal
lényegesen jobban lokalizalhatok. Pontosabban szdlva fennall a kovetkezd két tétel.
-[.Ham=0és z,...,2,, b, b,, ..., b, adottak ugy, hogy
1z = 2| = - = |2

akkor ezekhez taldlhatd oly egész #», hogy

N m=v=m-+n
és
|b,2’r + Lo +bnz::1
A

= by e b [—— )
= b+ |(2€(m+n)).
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II. Ha ismét m=0 és z,,..., 2,0, ..., b, adottak és
lzll ; M é |znl,

* akkor van oly egész », hogy
m=v=m-n
£s

1b.z}”—[—---+bnzlez( n )nm- bt e 4 b; <
PO v ey B L L

A lényeges ezen alsé becslésekben tehat a z;-k konﬁ_ggréc’igjété] valo
fiiggetlenség és a »-érték jO lokalizacidja. Ami bennik-hem kielégito, az az
alsé becslésnek a b;-kt6l valo fiiggése, kiilnbsen-a masodik fotételnél; ennek
alkalmazdsai éppen ezért eddig lényegileg a

Cby=by=...=b,
esetre szoritkoztak. Az alkalmazdsok szempontjabdl hasznos volna e tételeknek
egy oly alakja, mely fenti eldnyok mellett még azzal is bir, hogy a b; egyiitt-
hatéktdl az alsd becslés
c(m, n) max |b;|

alakban fiigg. Ilyen azonban &ltaldban nem varhaté, mért ha a z-k konfigu-
racidja tetszolegesen van adva és

fx) = Zl {62+ (—b.)2),
akkor
f0)=0,
barmilyenek is a b;-egyiitthatok.
A 1. tételb8l a z-értékek megfeleld specializdlasaval rogton nyerheto,
hogy ha :

Re, =0 r=1,2,...,n,
akkor
:‘!’_’ a”x ’ d "
a§T§§+d :%—lbve = |b1—l—+bn|(m) . (5)

Ezen el6zetes megjegyzések utan ratérek az emlitett ijabb alkalmazdsokra.
Ezek els6je linedris differencidlegyenlet-rendszerekre vonatkozik. Legyen

O 3 L OxO,  r=1,20n (6
u=1

a vizsgalando rendszer, ahol

x(0)=a,, r==1,2,...,1n (6b)
Egy ilyen rendszer explicit megolddsa igen ritkan sikeriil; mivel a fizikai
problémak legtébbje ilyen rendszerek vizsgélatira vezet, mds utakat kellett

keresni a megoldds tanulmédnyozdsdra. Az ilyen moédon nyert eredmények
altalaban a megoldasnak egy szingularis hely kornyezetében valé qualitativ
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viselkedésére, vagy annak /- - co-re vonatkozo - aszimptotikus viselkedésére
vonatkoznak. Utdbbi tipustak kozott karakterisztikusak azon Poincaré altal
kezdeményezett vizsgdlatok, melyek azon esetre vonatkoznak, mikor a (6a)
alatti rendszer egyiitthatofiiggvényeire

im f,.(t) = a,,, l1=2,u=n M
t-»+c0

Ez eséiben a, teljes dltaldnossagban el6szor Perron altal bebizonyitott, tétele
szerint a megoldasok viselkedése t — 4 o mellett az

f‘l}ﬂ—l) Qoo e a]n 1

e | ©
| N ]

karakterisztikus egyenlet gyokeitol fiigg; ha ezek 4;, 4., ..., 4., akkor minden
(x;, ..., x,) megoldasrendszerre

Tim %log(]x\|—|—---—{—|xn|):[\’lu, | )

ahol 1 = » = n és forditva, minden 1 = » = n-hez van oly (x,...,x,) meg-
oldas, melyre (9) teljesiil. Ezek segitségével rogton eldonthetd, mi torténik, ha
a (6a)—(6b) rendszerben a kezdeti értékeket egy kissé megvaltoztatjuk. Ha
minden v-re R, < 0, akkor ezen véltoztatis a megoldast a tovabbi ¢-idépon-
tokban is csak kissé valtoztatja meg, mikoris (xi,..., x.)-et az n-dimenzios
tér egy pontjaként felfogva stabilis mozgasrdl beszéliink. Ha minden v-re
R4, >0, akkor épp ellenkezdleg, a kezdeti értékeket tetszbleges kevessé meg-
véltoztatva a megoldas ,végiil“ nagyon megvdltozik, azaz el6bbi értelemben
labilis mozgasrol beszélhetiink; minden egyéb esetben megvélaszthatok a kezdeti .
értékek megvaltozasai tigy, hogy elfirt kicsinyek legyenek és az tij mozgas az
eredetihez az eldbbi értelemben ,kozel“, ill. ,tavol“ legyen. E vizsgalatokat
Poincaré, Ljapunov és azota sokan mdasok kiterjesztették nem-linearis rend-
szerekre; jelent6ségiik, kiilonosen a stabilitdsra vonatkozoké, a veliik foglalkozo
irodalom meéreteiben is kifejezésre jut. Megjegyezhetjiik azonban, hogy a labi-
litds esetét sem kell figyelmen kiviil hagyni Ha pl. egy fizikai vagy csillaga-
szati hipotézist sikeriil (6a)— (6b)-alaku rendszerrel kifejezni, akkor a hipotézis
biztosan helytelen, ha a mérési eredmények ellentétben allanak a rendszerbdl
levont valamilyen matematikai kovetkeztetéssel. Mérési eredmények viszont
csak véges t-értékekre vonatkozhatnak; tehat célszeriinek latszik megprobélni
(9)-et 1igy modositani, hogy lim helyett egy véges intervallumra vonatkozd
abszolutérték-maximum alsd becslése szerepeljen. Ezek tehdt a Poincaré— -
Perron-féle tételek végesitett formdit jelentik. Ha az f,.(f) egyiitthatoftigg-
vényekre (7) helyett @ = ¢ = a-d-ben

fu)=a,, 1=v,u=n (10)
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all, akkor, mint ismert és rogton lathatd, a =t =a-}d-re és v=1,...,n
mellett

x,,(f) == ch

alakt, ha a (8) alatt értelmezett l-szamok mind kulonbozok Ha tehat
min R4; =1,
j

akkor

x,(t) e = Zc et

kifejezésre (5) alkalmazhatd; azaz ez esetben v==1,2,...,n-re

e d n
max (5 0le" = %0 (g5 gy)

Egy egyszerii hataraitmenet rogton adja, hogy ez all azon esetben is, mikor a
4;-k kozott egyenlok is vannak. Ebbél, ha k egy oly index, melyre

1
|%:O)F >—Z|X~(O)I
rogton adodik, hogy _ ‘

max S in0F 2 ety SO

a=t=a+dv=1
Ha mar most a (6a) alatti rendszer egyiitthatdi ,majdnem* allandok a =t =a+d-re,
akkor kimutathatd, hogy ,lényegileg“ ugyanazon alsé becslés érvényes. Ponto-
sabban szllva igaz a kovetkezd tétel.
Ha a (6a)-alatti rendszer egyiitthatofiiggvényei a =¢=a + d kozben
folytonosak,
max fyu(a)| = B

az
fu@—2 fo(@) -0 fil(@)

@ fal@—4 o ful@ |

fa@) fo(@) - fu(@—2
egyenlet gyokeinek valds része = [ >0 és : «

1 d 2n
2(I-nB-n)a-2nd (2B+1)

a<rtn<a:(+d Z Z ’f”lt(t) fv/t(a)' = 4 d—(Ze(a—}—d)) € * él’(l 1)
akkor o~

mx S0P = gl gera) SO (2

a=t<a+dv-1

E tétel bizonyara lényegesen javithaté lesz (11)-et illetbleg, de — kiils-
1

nosen kis d értékekre — igy sem érdektelen. Ha pl. d =¢ 2", akkor (11)
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teljestil, ha az f,.(f) egyiitthatéfiiggvények x =— a-ban ,elég magas rendben“
érintik a megfeleld y = f,.(a) egyeneseket. Erdekes a tételt egybevetni Perron
azon tételével, mely tudomasom szerint az egyetlen eredmény ezirdnyban és
mely szerint, ha a (6a) rendszer egyiitthatéfiiggvényeire 0 = f = T-ben

Sl = G, (13)

akkor 0 =t = T-re

2O =90
jeloléssel
(0)e> = p(t) = p(0) . (14)
Itt a (13) praemissa gyengébb (11)-nél, viszont (14) joval gyengébb (12)-nél. (12)
nyilvan (9)-nek abban az esetben val6 végesitése, ha ott azon 4,-t tekintjiik,
melyre RA; a legkisebb; a fels6 becslés (12)-ben hidnyzik. A (14)-ben szereplé
fels6 becslés nem tekinthetd (9) végesitett formdajanak, mert nC Aaltalaban
nagyobb a R4, szdmok maximumanal. ‘
Ezutan térjiink ra az tj alkalmazdsok egy mdsik csoportjara, mely transz-
cendens egész fiiggvényekre vonatkozik. Mint Borel felfedezte, ha egy [z]| > R

esetén konvergens, f(z) = > a,z-*-! alakban irt hatvanysorhoz hozzarendeli
)

az F(2)= = zv fii ényt, akkor megfeleld pozitiv a-val
- ‘V! ggV y g
]F(z)le‘“l’I (15)

korlatos marad az egész sikon és f(z) szinguldris helyei a konvergencia-koron
osszefliggenek F(z)-nek az origobol kiindul6 kiilonb6z6 félsugarakon valo
novekvésével. Legyen

Tim - log |F(re)| = h(#);

ezen h(g) fiiggvény ¢-nek folytonos és 2 szerint periodikus fiiggvénye, éspedig,
“mint Pélya észrevette, az r = h(¢) gorbe egy konvex tartomdnyt hatarol. Ekkor
Borel észrevétele, Polya éltal precizirozott formdjaban, azt mondja ki, hogy ha
e konvex goOrbét a valds tengelyre tiikrozziik, akkor a ¢ = ¢q,-hoz tartozo
félsugar akkor és csak akkor metszi a konvergencia-kort f(2) egy szinguldris
pontjaban, ha a tiikrozott gorbét annak egy extrémpontjaban metszi, azaz egy
olyanban, mely nem belsé pontja egy egyenes szakasznak. De ekkor a Fabry-
féle hézagos-hatvany-sor tétel biztosan be lenne bizonyitva, ha igaz lenne a
(15) alatti specidlis fiiggvényosztalyra, hogy, hacsak

akkor rendje és tipusa minden kis szogtérben ugyanaz, mint az egész sikra
vonatkozolag. Ugyanis ekkor az eldébbi konvex gorbe és tiikorképe is kor,

-
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azaz minden pont extrémpont. Pdlya vetette fel azon merész kérdést, hogy
vajjon (16) mellett nem igaz-e ez minden transzcendens egész fiiggvényre €s
ki is mutatta“e sejtés helyességét. Ezen formdjaban a tétel csak végesrendii
egész fiiggvényekre bir igazi értelemmel; a tételt Mandelbrojt és Laurent
Schwarz oly modon terjesztették ki, hogy ha

M(r) = max )
€s 0 =u< 3= 2n-re , '
M(r, e, 8) = max | f(2)],
A
akkor (16) mellett tetszéleges kis pozitiv &,  és d-ra €s r > r,(f, ¢, d, ) mellett
M(r(1—e)) < M(r, @, a+ 0)'*". a17)
Az |. tétel (5) alatti alakjaban modot ad Polya tételének kétirdnyt altalano-
sitasara. Az elsd abban all, hogy minden 0 <& = —;—, O=e<p=2n-re, ha-
csak r > r(f, & 8—a), fenndll az
16en
S—a
egyenlbtienség. Hogy ez véges rendii normaltipusu egész fiiggvények esetén Polya
tételét tartalmazza, az onnan vildgos, hogy ez esetben az M(2r)° tényezd nem
befolydsolja sem a rendet, sem a tipust. Ez esetben azonban a (18) alatti egyen-
16tlenség joval tobbet is ad. Legyen megadva egy, az origoébd! kiindul6 tetszo-
leges / gorbe, mely a végtelenbe fut és melynek poldregyenlete &= F(r).
A (18) alatti egyenldtlenségbdl rogton kovetkezik, hogy maér a
1
M (ry
tartomanyban f(z) rendje és tipusa egyezik a teljes sikra vonatkoz6é renddel
és tipussal. Ha f(2) nagyon er8sen nd, akkor (18) semmitmonddva lesz az
M(2r)® faktor miatt, de nem volna nehéz (18)-at 1gy modositani, hogy
(17)-et kiadja.
A masik altalanositas .

M) = M@2r M(r, e,8) (18)

|[$—F(n)| =

h(r, x)= > r**(a, cos, x-+ b, sin 4, x) (19)
»=1

alakd végtelen harmonikus kifejtésekre vonatkozik, melyek az egész sikon
konvergalnak és melyekre szintén megkoveteljik a (16) alatti Fabry-feltétel
fennallasat. Mig altaldban hatvanysorok és harmonikus kifejtések elmélete parallel
haladt, addig érdekes modon a (19) alatti lakunaris harmonikus Kifejtések
csupan N. Wiener és Zygmund egyes dolgozataiban léptek fel. SOt talan a
harmonikus kifejtés rendjének definicidja sem szerepel explicit az irodalomban.
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Kézenfekvd h(r, x) rendjét, e-t, ha
max [h(r, x)| = M,(r),
akkor az
o —Tim log log M, (r)
.- e, lOgr
formulaval értelmezni. Ha ismét

max [h(r, x)| = M,(r, e, 3),

as=z=g ,
akkor a hasznalt mddszer kiadja (18) teljes analogonjat, tehdt azt, hogy

0<£§%,O§a<ﬂ§2ﬂ-re

M,(r)gs( Ber

B—c

)4 M (27 M(r, e, 9), (20)

hacsak r>r,(f, & f—e).

Az uj alkalmazasok harmadik csoportja, melyekre csak még rovidebben
térek ki, az

F(a)= ZiCVf(Trz)

alaku kifejezésekre vonatkozik. Ismeretes az a szerep, melyet valds f(x), valos
¢~k €s 7,-k esetén e kifejezésekkel vald approximécié, N. Wiener nevezetes
elméletében jatszik. Komplex vdltozéra térve ezen témakorbe tartozik egy fél-
sikban reguldris fliggvény approximacidja

n
Z c,,e‘ 7,2
1

alaka polinomokkal. A (21) alatti altalanos kifejezésekkel valé approximalha-
tosag kérdését, ha f(z) egész fiiggvény, A. O. Gelfond targyalta igen alta-
lanos feltételek mellett. Ezen approximacié egyértelmiiségének vizsgalata ter-
mészetszeriileg vezet a (21)-alatti kifejezések koncentrikus korokon valo
abszolit maximuménak alsé becslésére. Igy meriil fel azon kérdés, mely
onmagaban is érdekes, hogy a (21) alatti fiiggvényekre milyen egyszerii fel-
tételek mellett 4ll, hogy ugyanolyan rendiiek, mint f(z). Itt persze, nem ugy
mint el6bb — mindeniitt az egész sikra vonatkozo rend, ill. tipus értendd.
Hogy f(z)-re bizonyos kirovasok sziikségesek, azt az approximécios tételre
vonatkozélag Gelfond mar megallapitotta. Espedig azt, hogy

(&)= ﬁ‘ 2"
=0

Y

sorfejtésben
a, <=0 v=0,1,... (22)

kell hogy legyen. Hogy ez a fenti kérdés targyaldsahoz is sziikséges, azt pl.

-

. v
-~
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2iai

fO=3 =1, 5=e7 j=1,2345

példa mutatja, mikoris f(2)=0. (22)-nél tobbet kovetelve fix n és nume-
rikus pozitiv w mellett tekintsiik azon f(2)-ket, melyekre m > m,(w) mellett

- alll

max >mne

m=gv=m+n

E feltétel pl. f(2) =e*-re teljesiil. Ekkor- a fenti kérdésekre vonatkozolag I.
és II. tételekbol tobb felelet adodik. Ezek koziil csupan azt emlitem meg,
hogy mar F(0)=F0 adja azt, hogy F(2) rendje nem kisebb, mint f(2)-é.
E tételek bizonyitdsa azonban mélyebb, és igy ezekre sem terjeszkedem ki.

a,

Budapesti Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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