DIPOLFOLYADEKOK DIELEKTROMOS RELAXACIOJAROL

BUDO AGOSTON lev. tag
ElGadta az 1951. nov. 26-dn tartott oszldlyiilésen

Polaris molekuldkat tartalmazé folyadékok nagyfrekvenciaju elektromos
terekben vald viselkedésének — az anomalis diszperziénak és a dielektromos
veszteségeknek — értelmezésére Debye elmélete bizonyult a legalkalmasabbnak!.
Az elmélet kiindulopontja az az elképzelés, hogy a dipdlmolekuldknak az
elektromos tér irdnyité hatdsdra bekovetkezd forgasanal és a Brown-féle forgd
mozgasndl a hidrodinamikai Stokes-féle torvénynek megfelel6 stirlédési ellen-
allas 1ép fel. Ebbdl az elképzelésbdl mar az egyszeri szemlélet is arra enged
kovetkeztetni, hogy elegendd nagy frekvencidju terek esetében a dipdlmolekuldk
a tér gyors valtozasait nem kovethetik momentan, ami nyilvan a polarizdciénak
a frekvencia novekedésével jar6 csokkenését eredményezi (anomalis diszperzio),
a térer6sség és a polarizdcié kozt fennallo faziskiilonbség pedig az elektro-
dinamika €és termodinamika tételei szerint a dielektrikum felmelegedését (di-
elektromos veszteségek) vonja maga utdn. Mindkét jelenség (a mechanizmusroél
nyert kozos néven dielektromos relaxdcié) kvantitativ leirdsdnal a tér irdnyaba
esO m atlagos dipdlmomentum a mérvadd, amely egy w korfrekvenciaval val-
toz6 F elektromos térben a Debye-féle elmélet szerint:

m u 1 iwt).

M= 30F T iws F (F== Fei); %))
itt « a molekula permanens dipdlmomentuma, k& a Boltzmann-féle allandé, 7
az abszolit hémérséklet, = pedig az 0. n. relaxdciés id6: fogalmilag az az
idOtartam, amely alatt egy sztatikus tér hirtelen megsziintetése esetén a pola-
rizicid a Brown-féle mozgas kovetkeztében kezdeti értékének e-edrészére csok-
ken. Ha a molekuldt merev, a sugari, az 17 viszkozitdsti kozegben forgd
gombnek képzeljtik, akkor

_4dmnd e .
kT~ 2kT 2)
(0 = 8mnna® a Stokes-féle surlédasi egyiitthatd). Az m (1) alakjinak és az
e—1 4aN m
e+2 3 (“ +T) 3)

Clausius—Mosotti-féle osszefliggésnek felhaszndldsaval (e a polarizalhatdsag,
N az 1 cm®ben levd dipdlmolekuldk szdma, &= ¢&—i¢” a komplex dielektro-
mos aliand6) mind a két mérhetd mennyiség: a valés ¢ dielektromos allandé
és a dielektromos veszteségekkel aranyos &” az o frekvencia fiiggvényeként
kifejezhetd. Az igy nyert Osszefiiggések & és &” mérésével kisérletileg ellen-
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drizhet8k, ill. a mérési adatokbdl u és 7 meghatarozhatok ; ezekbdl az értékek-
bdl azutdn részben az egyes molekula szerkezetére, részben pedig (féleg a z-ra
kapott értékekbdl) a folyadék szerkezetére vonatkozolag kovetkeztetéseket lehet
levonni. §

Ki kell emelniink, hogy az eredeti Debye-féle elmélet két lényeges egy-
szeriisito feltevést tartalmaz. 1. A molekula-modell merev gomb, merev dip6l-
momentummal; ez a modell tehdt nem veszi tekintetbe az egyes molekula
szerkezetét, nevezetesen a molekula alakjat, és — bizonyos molekuldknal —
a molekulan beliili, (szabad vagy akaddlyozott) forgdsra képes dipdlcsoportokat.
2. Az emlitett Clausius—Mosotti-féle dsszefiiggés alkalmazasa azt jelenti, hogy
az egyes molekuldra hatoé térerbsségre, a belsd térerdsségre a Lorentz-féle

%}=(§+4Tn$ kozelitést vessziik fel, amelyben a szomszédos molekuldk egy-

masra gyakorolt irdnyité hatdsa — a dipol-dip6l kolcsdnhatas, asszocidcio —
nincs szamitasba véve, tehat erdsen poldris folyadékok viselkedésének leirdsa
az elmélett6l nem varhatd, az eimélet csak megfelelden hig polaris oldatokra
alkalmazhato.

Az els6, vagyis az egyes molekuldra vonatkozo egyszeriisitd feltevessel
kapcsolatban az eredeti Debye-féle elméletet tobb irdnyban altaldnositottak :
ellipszoid-alaku molekuldkra®3, tovdbba olyan molekuldkra, amelyekben néhany
dip6lcsoport szabadon vagy a molekuldn beliili erdk altal akadalyozott modon
foroghat ¢, majd sok bels6 szabadsagi fokkal rendelkez6 molekuldkra®. Ezen
altaldnositott elméletek szerint az dtlagos momentum kifejezésében tobb Debye-
féle tag Osszege lép fel: ZT—TC;«%J%’ vagyis az atlagos momentumot és ezzel
a mérhetd ¢, &’ mennyiségeket most a 7, relaxdcios idok és C, ,stlyaik®
(a relaxdcios idok ,spektruma“) hatdrozzak meg, hig poléaris oldatokna! a
mérésekkel altalaban kielégitd megegyezésben.

Az elméletnek tiszta dipolfolyadékokra (vagy koncentraltabb polaris olda-
tokra) valé kiterjesztéséhez mindenek el6tt a fent emlitett masodik egyszeriisito
feltevést kell alkalmasabbal helyettesiteni, tehat a szomszédos molekuldk egy-
masra gyakorolt irdnyitd (vagyis a kiils6 elektromos tér forgat6 hatdsat aka-
dalyozo) hatdsat kell tekintetbe .venni. Ennél a feladatnal, amely a legszorosab-
ban osszefiigg a belsd térerdsség régi problémajaval, jelenleg két 1t latszik
jarhaténak. Az egyik kiindulopontja a Debye-féle elgondolas €, amely szerint
a dipolmolekulara a kornyezete altal kifejtett iranyitd, ill. a forgast akadalyozo
hatas leirhaté egy

—E cos (u, E’) )
alaka potenciéllal, ahol az E 4llandé az . n. akaddlyozod energia, (v, E’)
pedig az a sz0g, amelyet a dipol a kornyezet &ltal megszabott, térben és
idében lassan valtozé E’ irdnnyal bezar. (,Kvazi-kristalyos folyadékmodell“.)
A masik lehetdség az Onsager-féle 7, ill. az altalanosabb Kirkwood-féle eljaras®,
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amely a molekuldk kozti erbknek az elektrosztatika és a statisztikus mechanika
alapjan val6 figyelembevételével a belsé térerdsség Lorentz-féle értékének gyo-
keres mddositasadhoz vezet. A két eimélet kritikai 0sszehasonlitisa (és a Debye-
féle elgondolassal szemben tamasztott ellenvetések cafolata) Frank egyik mun-
kajaban taldlhaté meg?®.

Mig a fenti feltevések a sztatikus dielektromos 4llandéra aranylag egy-
szerii és bevalt kifejezéseket adnak, addig id6ben valtozé terek, tehat a di-
elektromos relaxacié esetében a problémdk sokkal nehezebbek, és kvantitativ
szempontbol kielégité megoldasuktol még tavol vagyunk. A dielektromos relaxd-
ci6 elméletét a Debye-féle feitevés alapjan, gombszerii molekulamodellre,
Debye és Ramm dolgozték ki 19, a sztatikus esetre levezetett Onsager-formulat
pedig Cole egészitette ki egy relaxacios faktorral!l. (A legexaktabbnak, de az
alkalmazhat6sagra nézve legkoriilményesebbnek latsz6 Kirkwood-féle elméletet
idében valtoz6 terekre még nem sikeriilt altalanositani '2.) Az tjabb szisztema-
tikus relaxacio-vizsgalatok — els6sorban Fischer munkai®* — a mérési ered-
mények diszkussziojanal mindkét elméletre timaszkodnak. A Debye—Ramm-
féle elmélet alkalmazhatdsagat azonban korlatozza a gombalaku molekulamodell
feltételezése, mert, mint emlitettiikk, a mérések taniisiga szerint a molekula
alakja és a molekulan belilli, forgdsra képes dip6lcsoportok a relaxacidjelen-
ségeket hig polaris oldatoknal is észrevehet6en befolydsoljak. Ezért éppen abbol
a célbol, hogy az egyes molekula szerkezetébdl eredé befolydst a kornyezet
befolyasatél jobban el lehessen valasztani s ezdltal az utdbbit is pontosabban
lehessen tanulmanyozni, kivanatosnak latszik a Debye—Ramm-féle elméletet
a gombalaktol er6sen eltérd alaku, tovabba forgasra képes dipdlcsoportokkal
rendelkez6 molekuldkra is kiterjeszteni.

. Ellipszoid-alaki molekuldk. Mint emlitettiik, a dielektromos relaxaciora
az alkalmazott F— F,e'® kiils6 elektromos tér irdnyaba esd atlagos dlpé]mo-
mentum a mérvadd, amely definicié szerint:

—  fupfd2
" fae ©)

itt r, a2 molekula « permanens dipélmomentumanak az F tér irdnydra valé
vetiilete, f pedig az eloszlasi fiiggvény (fd€2 azon molekuldk szama, amelyek
dip6lusainak irdnyai a ¢ idopillanatban a d€2 térszog-tartomanyba esnek). Az f
fiiggvény gombalaki molekuldk esetében a kovetkezd, difftzié tipusa differen-
cialegyenletnek tesz eleget®:

] kT 1 ..
a—{:Tdf+?dlv (f grad u), (6)

amely szemléletesen azt fejezi ki, hogy a d@-ba mutaté dipolusok szama az
idoben egyrészt a Brown-féle forgd mozgis kovetkeztében, masrészt az u
potencidllal bir6 er6k irdnyitd hatdsa miatt véltozik. o a (2)-nél emlitett stir-
10ddsi egyiitthat6.] Ellipszoid-alaki molekuldk esetében (5)-nél altalinosabb

14*
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egyenletbdl kell kiindulnunk, mert most a D=£@z »diffizids egyiitthato“ sze-

repét egy D tenzor veszi at, amelynek f6értékei az ellipszoid egy-egy fGten—
gelye koriili forgdsoknak (strlédasi egyiitthatok: ¢., s, 0.) felelnek meg:

kT kT kT
01: 0a ’ D?.:E-J DS: o, . (7)
A (6) helyébe 1épb éltaldnosabb egyenlet a
g—{ — div (D grad f) + o< div (D fgrad a) )

alakban irhat6® vagy alkalmas x!, x% ... koordindtikban, a tenzorkalkulus
szokasos jeloléseit alkalmazva (0sszegezés a kétszer el6fordulé indexekre):

8 -1 3 ot ( gf . B ]
oot o ery 2 . 9

at Vgaxe [VE BXE kT ax‘) ’ ©
Itt u a Debye-féle feltevésnek megfelel6en két részb6l ll: az egyik a kornyezd

molekuldk hatasabol eredd (4) energia, a masik pedig a dipdlus potencidlis
energidja az F kiilsd térben:

u=—Ecos (1, E")—uF cos (u, F). (10y

Efz)

1. dbra

Az alkalmazott F killsé térer6sség mutasson a térben rogzitett X,¥,Z, -
derékszogli koordinatarendszer Z, tengelyének irdnydba. A kiszemelt molekula

-kornyezete altal megszabott E’ irdny legyen egy madsik, egyelére szintén a

térben rogzitve gondolt X'Y’Z’ rendszer Z' tengelye; ennek helyzetét az
X,Y,Z, rendszerhez képest jellemezzék a @ és (az 1. dbran fel nem tiintetett)
@ szogek, az ellipszoid-molekula X, Y, Z fotengelyeinek helyzetét pedig az
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elébbi X'Y'Z" rendszerhez viszonyitva a 3, vy, ¢ Euler-féle szbgek, végiil a
molekula w dipélmomentumanak irdnykoszinuszai XY Z-ben legyenek e, 8,y

e Hy [
_——, =2, =, 11):
T = T (1
A bevezetett jelolések koziil tehat «, 8,y a molekula felépitése dltal meghata-
rozott adatok, @ és @ paraméterek (amelyekre késdbb kozepelni fogunk), <, v

és ¢ pedig a koordinatak :
X'=33¢ xX=1vy, x*=g¢. . (12)
A (9)-ben szerepl6 D”' tenzorkomponensek (és [/g) meghatarozhatok (7)-
b6l és azokbol a transzformaécios Osszefliggésekbdl, amelyek az ellipszoid
fotengelyei korili de,, de,, de, forgasok és d¥, dy, dg kozt fenndllnak. [Ha
£zeket a mechanikabdl ismert

d$ =cos ¢.du,—sin ¢-du,, ah/z—— (sin ¢.da, +cos ¢.da,

) (13)

sin 8
dg == — ctg I(sin ¢.de, + cos ¢-d ;) + de,

3
Vsszeftiggéseket a dx°— >’ g?de, alakban foglaljuk dssze, akkor
=1

Do’t___Z'atat (14)
L (M]. A tenzorkomponensek a kbvetkezék.
2 - .
Du:kr(ggs_qv_}_m)’ Dm___szkT(l__L) sing cosg
. Qa Q) Oa o,) = sind
1 [sinfp  cos*e cos 3 (sin”cp cos? (p)
2 <5 e u—_-::— -
D kTsin2~‘}( O + ) D*=D kTsmz\‘} 0 ' o )
a 2 15
) . Oa O Oc
D¥ =D¥=— kT(gi —_— —éL) ctg ¥ sin ¢ cos ¢,
o b

Vg értéke pedig [a > (dei)t == godx®dx’, g=detg,, Ertelmezésbél]:

Vg = sin . (16)
Végil a (10)- ~zel definialt u-ra gombhédromszogtani tételek felhasznélasaval az
alabbi kifejezés adodik:

u=u,+ue°t, u,==—E[sin $(«sin ¢+ 8cos ¢)-+y cos I,
t, = —puF,{cos O[sin ¥(« sin ¢ -+ 8 cos ¢) + y cos ¥]-}- an)
-+-sin @[cos < sin Y (« sin ¢ + £ cos (p)——COS W(ex cos ¢ —@sin (p)
“ v sin 3 sin ¢]}.

A (15)—(17) kifejezések (9)-be valé helyettesitésével kapjuk a megoldando
differencidlegyenlet explicit alakjat.
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Keressiik a megoldast (17)-nek megfelelden az
. -
f=fo+fiee! (18)

alakban; itt f,— Ce *T az u, potencidlis energidnak megfelels, sztatikus esetre
vonatkoz6 Boltzmann-féle eloszlasi fliggvény, tehat kiglégiti 9)-et (af/at=0
és u==u,-val). Ha ezt figyelembe vessziik, tovibba az (ﬁ‘) -tel aranyos,
vagyis az alkalmazdsokban el6fordulé viszonylag kis térerdsségeknél elenyész6

flg—l;% tipusti tagokat elhanyagoljuk, (9)-bél f, szdmdra a kovetkezd egyenletet

d — Ot 0f1 f1 auy fo auy )

fwfi= ]/ %7 [VgD (ax’+kT6x‘+kTax’)]' (19

Az egyenlet tovabbi tdrgyaldsanal késobb emlitendd okokbdl csak forgdsi

ellipszoid molekulamodellre szoritkozunk, amelyet mar sok molekula alakja

eléggé megkozelit. Ebben az esetben, ha a szimmetriatengely a Z tengely, az
«, § irdnykoszinuszok koziil pl. 8-t O-nak vehetjiik, tovdbba

nyerjik :

oa=0r==9, €s legyen (‘)i =r; (20)

a Debye-féle E akadalyozo energia és a kT termikus energia viszonyat jelol-
jiikk y-nal:
E
Y=7%7" 21
A fentiek figyelembevételével és az emlitett helyettesﬁesek elvégzése utan (19)-et
igy irhatjuk:

L0 fi=DIAI+YHIAL+ G, v, 03 ), (22)
ahol .

__6f1 cos&gﬁ cos’NPfi | 1 &h cosd @*f,
D=5 +5ne aff‘r(r-{—sm%‘})6(/>z Tsinfd gyt “sintd gvag’ (23)
H[f] ::7(2 cos f,+sm36f1) +a [(r + 1) sin . f;—cos 3 f’] sin ¢ —

) V2

=

Gy, ¢;y)= —%—;"—ey(?“s"”sm““i"v) [cos ©{2y cos ¢+ a(r-+ 1) sin 3 sin g —

)cos 6f‘ COS cos 0f1

Pop T simw P Gy
és

—y[y? sin® 9 4 &*(cos’ $ 4 rsin® & cos® p) — 2y sin 3 cos I sin¢] } —
—sin O{[a(r + 1) cos ¢ -+ y(er sin ¥ sin ¢ cos ¢ + ay cos ¥ cos ¢)] cos -+ (25)
+[2y sin 3 —ea(r+ 1) cos & sin ¢ + y(y* sin 9 cos F - &*(r cos’ ¢ —1)—

— ay(cos? ¥ —sin? F) sin ¢)] sin }].
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A (22) egyenlet elvi megoldasi mddja a kovetkezd lehet. Meghatirozzuk a
D[X]+yH[X]=—4X (26)
differencialegyenlet 4. sajatértékeit és X, sajatfliggvényeit, a (22)-beli G-t
kifejtjiik az X,-ek szerint:
G=2 cnXa, (27
majd az
fi=2 AX, (28)

alakunak feltételezett f,-et (22)-be helyettesitjiikk. Ily modon kapjuk az A.-ek
szdmara :

iwp PA, —

-7 At A =c,, (29
ahonnan

R - 1 e :
SIS R @

tehdt a Z,-ek és X,-ek birtokdban f, s igy a teljes f eloszlasi figgvény is
[l. (18)] meghatdrozhaté volna.

A (22), ill. (26) egyenletek bonyolult volta miatt gyakorlatilag csak koze-
litd megoldasok adhaték meg, az y paraméter megfeleloen kicsiny, ill. nagy
értékei mellett.

a) Kis y esetében (26)-ban yH[X]-et perturbiciénak tekintjiik, tehat a
D[U)+AU==0 - ' (31)

egyenletbdl indulunk ki. Ez (az r és 4 allandok fizikai jelentésétdl eltekintve)
ugyanaz az egyenlet, mint amelyik a molekuldk kvantummechanikajaban a
szimmetrikus porgettyii hullimegyenleteként ismeretes 4. Sajatértékei és (nem
normdlt) sajatfiiggvényei :

Ay ==J(j-+ D)+ n*(r—1), "(32)

d 8
Unnp=x2(1—x)2F(—p, 1 -- d+s+p, 1 ---d, x)eirormy); (33)
itt myn-=0,-+1,4+2,...; p=0,1, 2 —lm—ni s=={m-+n|,j=p+ a
nagyobbik szam d és s koziil; x (1~—cos P, F(—p,...) pedig a Jacobi-

féle polinomokat jelenti. [Itt emlitjiik meg, hogy az altalanos ellipszoid esetében
(31) helyébe az aszimmetrikus porgettyli hullimegyenlete lépne és a (24)—
(25)-nek megfeleld kifejezések is ardnytalanul bonyolultabbak volnanak.]

A (26) utdn emlitett modszernél [vagyis el6szor a (26) perturbalt, homo-
gén probléma X, sajatfliggvényeit meghatarozni és ezekbdl felépiteni (22)
megolddsat] kozvetlenebb, és egyes, az elfajuldssal kapcsolatos kényelmetlen-
ségek kikiiszobolése céljabol alkalmasabb mindjart (22)-vel foglalkozni. Mint

-
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(25)-bo6l lathaté, G a kovetkezd alaku:

uF,

G == [cos ©-A(%, ¢)—sin ©-B(%, ¢, v)], (39)

ahol A és B (25)-bdl kozvetleniil leolvashato kifejezések. Ennek megfeleléen
legyen
i Fy

fi= [cos 6.P(S, ¢)—sin 0.Q(3, ¢, ¥)]; (35)
igy (22) egyénértékii az alabbi két egyenlettel:
sP=D[P]+yH[P]4-A (36a), sQ=D[Q] +yH[Q]+B, (36b)
ahol
iwo
- §= kT 37

Az ismert A, B kifejezéseket kifejthetjitk y hatvanyai szerint, az egytitthatokat
pedig a (33) sajatftiggvények szerint. Igy (ha a 4;-hez tartozd, az A ill. B
kifejezésében szereplé sajatfiiggvényeket Us, ill, Ui-vel jeloljtik):

A=2[a+yal+ 0, B=2[00+yb0+ UL (38)
A keresett P, Q fiiggvényeket hasonl6 alakuaknak tételezziik fel:
P=2 piUi= 219"+ yp+ .- 1U,

€39)
Q=2'qUi =2 [g"+yg" + .- -] U..
Ha ezeket (36)-ba helyettesitjiik, akkor a
H[U)] == zH Ui, HIU] =§Hf'k Ux (40)
egyenletekkel definialt H:., Hi, matrixelemek és a
T;=2;--s (41)
jelolés bevezetésével a keresett p, pV, ... szamara kapjuk:
, , O -
© _ o_ 1o, sy o | 1l o, s a He
A=, o =7 |d" 2k H’”]‘“TL- [a’ +2 7, J
(42)

o_ 1o, . vooy | 1 e, saHi  ~al H,LH,”] .
pi 7-1' [ ] Apk HkiJ"‘"'rI_‘_‘lrai +7§_, TI.- =i A_IJ TATI 1--";
analog kifejezések érvényesek ¢, ¢, .. .-r
Azok az (egymadsra ortogondlis, nem normélt) U;, Ui sajatfiiggvények —
a (33) fiiggvények alkalmas linedris kombinacioi — amelyek az atlagos momen-
tum kiszdmitdsdhoz a mdasodik kozelitésig bezardlag sziikségesek [l. aldbb
(48)-at], a megfeleld 4; sajatértékekkel egyiitt a kovetkezok :
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A, =2, U,=cos 3, Ui ==sin+siny,
A=r+1; U=sindsing, Us, = €0s g €08 p—cos & sin ¢ sinap,
Uy, = cos & cos ¢ cosyp—sin ¢ sin y,
A== 6; Us=1—-%sin2~9, U; = sin ¥ cos 9 sin y,
' (43)
A=r+5; U,=sin¥cos?sing, U; =cos I cos ¢ cosy—

—(cos® & —sin® 3)sin ¢ sin ¢,
A =4r+2; U;==sin*9 cos 2¢, U =sin9(sin2¢ cosy +
-+ cos 3 cos 2¢ sin y).
Ezeknek a saJatfuggvényeknek a felhasznalasaval hosszadalmasabb szdmitasok

utdn kapjuk y°-ig bezarélag a (38)-nak megfeleld [az a®, b,.. -okat defini-

al0) kifejezéseket :
A=2y Ui+ a(r+ 1) U,--y [(272——&‘) Us+eay(r+5)U—

N of 1 1

B=2yU +a(r+1)U;,+y

] 7
Sert—DUpd  (44)

~' T ’ , ) 1 'ﬂ
_{.__:2‘}_.(271_“2)(]3 +-]§a;'(r+5)u4 +az(r;t_2_) U |+

. 2 ;1 ’
'r}’zl‘s—ﬁ’Ux +g“(r+1)u2a+"']

(az y* szorzoiban pontozva jeldlt tagoknak a masodik kozelitésben nincs sze-
replik), tovabba a H.x, Hiy matrixelemeket. [Ezeket helykimélés okab6l nem
irjuk ki; a bel6liik alkotott, a mdsodik kozelitésig szilikséges szorzatok a kés6bbi
(50)-bdl (42) és (44) figyelembevételével leolvashatok. Mivel a (24)-beli H nem
onmagahoz adjungalt operator, H:x == Hi:.]

A fentiek alapjdn meghatdrozhaté p;, ¢:-kkel (18), (35), (39) szerint a
teljes eloszlasi fiiggvény :

f=fya HLoe °e KB (050 3 pili—sin 0. 3 q.U)), (45)

az (5) atlagos momentumban szerepld w,==u cos (u, F) pedig [l. (10), (17),
3=0-val]:

pp==p{cos @fy cos ¢+ a sin ¢ sin ¢] —
—sin @[y sin & siny -+ e(cos ¢ cos Y —cos ¥ sin ¢ sin )]} = (46)
= u[cos O(y U, +alU,)—sin Oy U] +a U,,)].

Az (5)-ben

dQ=sin3d¥dydg.sin @dOd D, ' 47)

mivel a molekula kiilonbozd helyzetein kiviil a molekula kornyezete &ltal

-
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) ”
megszabott E’ tengely (®, @) irdnyaira is kozepelniink kell (amelyek a folya-
dékban egyenl6é valosziniiséggel fordulnak eld).
Az (5) kozepelés az U;, U; sajatfiiggvények ortogonalitidsdnak felhaszna-
lasaval konnyen keresztiilvihetd; az eredmény:

_ 'F
ahol '
_ sinhy '
| Co)=— —l+g 67T 120” T “9

taroznunk. lly médon kapjuk a masodik kozelitésig bezarolag

o u*F a2(1-+71)

| Az m-hez tehat a p;, q;-k koziil csak p,, p,,q,,qg,, -t kell (42) alapjan megha-

9 3 l—r__l
=3%T| T +6[ AV o+
n 2r 1—}—31‘ © ‘)+272(a2—272)_“2(“2'—27’2)(2"‘0
T, T.T: T3 1.7, 1.7, -

_@yB+rn  @yrG4n  «r(1+2r) 8y (50)
Y T, T I.T, T,
at(1-+r)(2—r) 26’y (2t 1) 3ty (1 4-71)
. T, T, o T:T, o
L _ @D +20) | 2€6—n) @450 ||
T:i T, 0 T. 7.7,
A (41)-bdl kovetkezo

Q

4

1 -
rn T T GD
¢s néhany mas atalakitds alkalmazasdval az atlagos momentumot a szokdsos
alakban irhatjuk:

W Cu
= 3RT 2 [ farry (52)
ahol a 7, relaxacios idok és C, ,stlyaik* — az y’-es tagokig bezardlag —
a kovetkezok :

e @ VP 220+ |
"“2kT;’ 12[" [GERONE

C*zf[‘—%31"§+a2 [(rri??)ﬁ(srr +1;M

1 3 yy ’(r"' 4r—1) (|- '
) (r; l)kT - (r+1) 3 [(r—5)(3r+1) 8(rPP—D}\’
Cgi—'——a—[li _yyn_ﬁ_z [1 .y 2r—1 ]_
2 V6(r+1) 6 T @ra1yp (r—5) 53
Jo8r+1 . r—21 (53)
: _"lz(r—l)ﬂ 16(r——5)]§]'
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N 0 _ (o 2r—4)
ST BkT C-‘*_'/z( ¢ TT5 )
-0 _ Y ap T
=TSR T ) f(r 3
e .‘K o
T @r kT’ C=%“Gr iy
A kapott eredményekben (11) szerint
a=—=sin%,  y=-cosd, (54)

ahol 3, a u dipdlnak az ellipszoid forgdstengelyével bezart szoge.

Gombalaku molekulaknal (r==1) a fenti 6 relaxdcios idd helyett csak 2
szerepel :

5"

_r y g @ Y
2kT(1 12J’ CG=l—%: =g, Co=gq3- (55

{Ez (53)-bdl r == 1-re «=0-nal azonnal lathatd, de barmilyen e¢-ndl (<*+¥*=1)
is fenndll. Az r=1, «==0 esetben ugyan az (53) elsd négy kifejezése elfa-
julasi okokbdl értelmét veszti, de az (52) dsszeg — mint az (50)-bodl kimu-
tathatdé — az (55)-nek megfeleld osszegbe megy éat.]

Abban az esetben, ha a méréseknél alkalmazott frekvencidk viszonylag

T ==

kicsinyek, tgyhogy az i_—l——:'LTT_ ~ 1 —iwm7, kozelités megengedett, (52)—(53)
alapjan az atlagos momentumra y*-ig bezdrolag a kovetkezd egyszeriibb kife-
jezés adodik:

2 2) ) . i

i ?f‘k’; 3 (\1-—%/)—1'0)2/‘{}[‘1—— ’r+; sinzl‘i‘,wé—ly?.s(r,‘ O)J s
ahol (56)

S(r, )= 1— 12 r—1 sin®d, _cosz3n(r2»}—2r——ll)]

* TH1 42r-1-1) 4(r+1)2(r+52

Az S(r, %) tényezé, amely gbmbalakii molekulaknal 1, tartalmazza a molekula
alakjanak és a dipélmomentum helyzetének a befolydsat a dielektromos relaxa-
cionak az akadalyozé energidbdl szdrmazd részére; S értékeit kiilonbozd ¥,
sz0gek mellett, r fiiggvényeképpen, a 2. dbra tiinteti fel. Eddigi eredményeink
nyilvdn minden olyan alakii modelire alkalmazhatdk, amelynek forgasait két
stirlédasi egyiitthatéval lehet jellemezni. Specidlisan a forgési ellipszoid eseté-
ben (az erre vonatkozd Stokes-féle térvény alapjan) a két strlddasi egylitthato
r hanyadosa az ellipszoid tengelyviszonyanak fiiggvényeképpen meghataroz-

———sin? \90 1—

haté>3 A l:% tengelyviszonynak a Kkiilonbdzd r-ekhez tartozd értékeit a

2. abra r tengelye mentén szintén feltlintettiik, a molekula alakjatél szarmazo
befolyds kdnnyebb attekintése céljabol.

\
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b) Nagy y esetében (y >>1, vagyis ha az E akadalyozé energia nagy
a kT termikus energidhoz képest) a differencidlegyenlet felhasznaldsa nélkiil
is célhoz juthatunk. A nagy akadalyoz6 energia ugyanis a kiszemelt dip6imo-
lekulat egy bizonyos, a kornyezet altal meghatarozott (az idoével lassan véltozo)
egyenstlyi helyzethez koti, amelynek kdrnyezetében a molekula csak kis ampli-
tudoju rezgéseket végezhet. Ezek mellett a Brown-féle mozgés szerepe elha-
nyagolhato, ugyhogy lényegében egy surlod6 kozegben a periddikusan véltozd
elektromos tér hatasara forg6, ellipszoid-alakii oszcillatorral van dolgunk. Az
egyensulyi helyzetet (az alkalmazott F térer0sségeknél fenndllé E >> uF miatt)
az hatarozza meg, hogy a dipol potencidlis energidjanak E-t0l szarmazo része
minimum legyen, vagyis u irdnya E’-vel egybeessék. Az egyensiilynak meg-
felel6 ., ¢. szogekre nézve tehat (17) szerint fennall (az ltalanos ellipszoidnal):

sin 3, sin ¢, — &, sin 3, cos ¢, = 8, cos &, =y, (67)
s}
75
70 0"
50°
Ak 45
)
%0°
/ o Sl R Tl Lo e e TR
2|losoeos o4 03 07 ols=—
57 2
0
2. abra

mig 1, barmilyen értékii lehet. Az ellipszoid forgo mozgasat (a tehetetlenségi
effektus megengedhetd elhagyéasaval) az ismert

%.—_: ty(F: + E)—u.(F, +E;)

s | o s
egyenletek hatdrozzdk meg, ahol F.,... a kiilsé térer6sségnek, E;,... pedig
az E akadalyozé energidnak megfelel6, E'— E/u nagysagu térer0sségnek
komponensei. (58)-bol a (13)-nak megfeleld ¥ — w, cosg—w, sing,... egyen-

W, = (58)

“
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leteknek, tovabba gombharomszogtani Osszefliggéseknek a felhasznalasaval
kovetkezik :

4 == (E -+ uF cos ©) [cos N (f— sing-+- :)—?- cos q:) —ysind (cos- ¢ -+ sin'y n
b a .

— u F sin @lsinﬂ simp(zfisinqo-%—g—cos gv)+
’ b a

2 in2 oo
+y cos simp(cos q)-{—m)-{—y(—l———i) CoS sincpcos«p],
v Qa 0s 0. 0
. 29
¢=(E—%—chos®)[cs?: (: srp————-—smq)+ (e cos p— p‘smtp)-{

€

+ (L~~L)cos¢51n cos ]
790 o ypLose

+uFsin® [%cos& sin ¢ (e cos ¢ — @ sin ¢) +-

ing)+

B 1)cos? ¢ sinfg  cos’e
{—;(?a gb) sm&smwsm<pc05tp+ co 1,{/( -+ o )],

w-ra nem lesz sziikségiink. A fenti altaldnos klfe]ezések jelentékenyen egysze-
riisodnek az egyenstilyi helyzet kdrnyezetében, -ahol a

S — 3,43, =g+ @ (60)

atirds utdn 9 és ¢ kicsiny volta miatt a cos (3,4 ) = cosF,—sin. .+ és a
hasonl6 kozelitéseket alkalmazhatjuk, s6t az E-hez képest igen kicsiny uF
egyiitthatoju tagokban kozvetleniil az egyensilyi szogértékeket vehetjiik. Iy
modon (57) figyelembevételével adodik : ,

+ gl cos Y(a sin ¢ -+ B cos ¢p)—cos ¢ sin 1,0(

$= —E(¢,9+agp)—uFsin® (c, sin @, — —Cxlcos tpeJ

- . (61)
¢ = — E(c;3 +c,p)—u F sin @(c3 sin Y, — -Cxi cos ape),
ahol ‘ '
L 1 i _/_S'j o ‘_aﬂy 1 1
2
“:Zf(a +ﬂ)+*:

Hasonléan, a (60) helyettesitések utén a « momentum F-re valé vetiiletére
[up=—u/F,, 1. (17)] kapjuk: _
p= p[cos @--sin (S sin y,—x¢ cos P.)). (62)
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A (61) megoldésa a kovetkezd alakii (F=Fye*“t-vel):
3 =uF sin O(a, siny, -+ b, cosy,), ¢=unF sin O(a, sin Y, -+ b, cos ¢.), (63)
ahol a,, a,, b,, b, konnyen meghatarozhaté allanddk. (63)-mal kapjuk (62) atlagér-

tékére (sm O sin®*1y, = sin® O cos® v, = % felhasznalasaval) P F(—a,+xb,).

Innen a, b, értékeivel egyszerii szamitdsok utdn a keresett atlagos dipdlmo-
mentum :

_ 2, EB+iwA | ‘
M= S eEA—w (64)
ahol
1 (847 | P+ ag—Hfz) « i e
A =___( - s B: - -t . 65
2 Qa + Os a Qc 00, f 0:0, } 00 0b ( )

(64) atalakitisa mutatja, hogy az altaldnos ellipszoid esetében az atlagos
momentum két relaxaciés idével fejezhetd ki:

. WF( 1 1 ) _ 1 ALVA—

m*—_E(l +iwt, " 1+iog)’ ! A - S [l (65)] (66)

Forgasi ellipszoidnal (¢, = ¢y==0, y =c0s %,, «==sinJ,) a két relaxcios idd:
1

gombnél pedig (o.==0) a Debye és Ramm altal megadott kozos v=r9 E érté-
ket kapjuk.

(66)-bol kovetkezik, hogy a viszonylag alacsony frekvenciaknal (wt, << 1)
fennallo

Tl=

(67)

77 == ’;—F (1— i) (68)
3 4

t

osszefiigéssel definidlt ,hosszthullami“ vagy ,effektiv¢ relaxédcios id6 az
altalanos ellipszoid esetében :

v = o B 7)000: 4 (¥ + 09 0c0 (o +5)0us 69)
€ 2E “29a+192(’b+7;00

forgasi ellipszoidnal :

e ._._@ﬁ_)
TCff—ZE ] I' 020+7290 ) ’ (70)

gombnél pedig o/E.
I1. Forgdsra képes dipdlcsoportokkal rendelkezé molekuldk. Azt az egy-

szeril és sokszor megvaldsul6 esetet vizsgdljuk, amikor a molekula két egyforma
dipdlcsoportot tartalmaz és ezek forgastengelye kozos (Z, 3. dbra). Mindegyik
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csoport dipélmomentumanak a forgastengelyre merbleges komponense legyen
14, a parhuzamos komponensek ereddje pedig zérus. A molekulanak mint
egésznek az X és Y tengelyek koriili forgasainal fellépd surlodasi egyiitthatd
legyen o, egy-egy csoportnak a Z tengely koriili

forgasaira vonatkozo surlodasi egyiitthaté pedig o,. fz

A csoportok forgasat a molekulan beliil szabadnak :
tekintjiik, vagyis feltételezzlik, hogy a molekulan
beliili er6k a forgast nem akaddlyozzik.

A probléma az ellipszoid-modellnél atlkalma-
zott eljarashoz analég mddon targyalhato. Az alta-
lanos (9) egyenletben most az x° koordindtdk a
molekulatengely irdnyat megszab6 #, ¢ szbgek
és a két csoport sajat forgasait leird ¢, ¢, szogek
lehetnek, de az utdbbiak helyett elébnydsebb a

Zzlpm;%, g 2«;._, (11)
koordinatakat bevezetni (x'=%, x*=1p, X'=xy,
xt=7n). A diffuziés tenzor f6értékei most nyilvan
[l. (D]: kT, kT,0, kT/o,, kT'0,. Ezekbol, vala-
mint a konnyen éltaldnosithatd (13)-bol kovetkez-

nek [(71) és (14) felhasznaldsaval] a tenzorkompo- 3, 4bra
nensek :
D11=Dz‘zsin23.:£’ D‘*:H Ctgz:}_{__l_k_T_,
0 0 2 o (12)
| A \ kT cosd '
a4 __ W P T T
D—ZQ,’D b o sin*9d’

a tobbi zérus; [/g =2sin9. Az u potenciilis energia [amelyet tigy kaphatunk
meg, hogy a ¢, és ¢,-vel felirt (17) Osszegét vessziik a==1,=0, y =0,
u==u,-gyel, majd (71)-et alkalmazzuk]: -
U == U,-+ et u,= —2E sin+ sin x cos 7,
u, = —2u, F,[cos ® sin 9 sin x cos + (73)
+ sin @(cos < sin ¢ sin x—cos ¥ cos x) cos 7).

igy a (18) feitevéssel adodé (19) egyenletet az

_E ——
y"“ﬁr r= o, (74)

jelolésekkel explicite a (22)-nek megfelel6 alakban irhatjuk:

llzu—ﬁﬁzD[fx]_}‘yH[ﬂ]'!‘G(x‘}, v, ¥, 17;y), S75)
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de most vi
b_af, cos Y 3fy 1 8%,
D[] a9t Ve 39 Tonty 61/;2+ 6
+( +cos“’3)6f,+_r_ 6_f_l__ cosd  §*f,
2 ' sin®d 2 o SiPY ayax’
H[f]=2 [(r‘}-l)sm\‘}f,——cos& f']sinx-{«
an
cosd afy (r . cosz\‘}) af,] 2 f1
) RCLATNEY PR 9 3
[sm\‘f I 25m -+ sin%) ax COS 3¢ COs -1 sin smxsmﬂ

G~2y1 *[cos @-A(3, 1, 7) +sin ©-B(3, v, 1, M),

A ==g?ysindsingcosy {(r{ 1)sin ¥ sin x cos n—
—[2 cos® I cos® n + r sin® F(cos® x cos® n + sin?x sin® )]},
B ==gvsin®singcosn {(r 4 1)(cos < siny sin y—cos ¥ cosx)cosn+  (78)
4 y[2 sin & cos & sin ¢ cos*n—r sin I cos & sin y(cos? x cos® n 4 sin’x sin?7)—
—r sih ¥ cos y sin ¥ cos x(cos® n—sin®n)]}.
a) Kis y esetében a (31) utdn leirt moddszernek megfeleléen a D[U}+
~+ 4U =0 egyenletb6l indulunk ki. Ennek sajatértékei, mint az (76) és (23)
osszehasonlitdsabdl megallapithatd, az r helyett % -vel képezett (33) sajat-

figgvényeknek e*¥-vel val6 szorzatai, a megfeleld sajatértékek pedig [l. (32)]:
JjG+1D+n? (—;———1)—{—12%. Az atlagos momentumnak a masodik kozelités-

ben vald kiszamitdsanal a kovetkezd sajatértékek és sajatfliggvények szerepel-
nek :
A==1+4r; U,=sinJsinycosy,
’ Uy = (cos y cos x—cos 3 sin y sin x) cos #,

l==6; 2=1-—_%sin’-‘\9,b
U; =sin¥ cos ¢ siny,
Ay==2r; U, == cos 21,

A=6+42r; U4=(1-——:23—Sin28)cos2n, (%)
U/ =sin ¥ cos 3 siny cos 27,
Ay=244r; Us=sin*3 cos2xcos2m, :
Uy =ssin3(cos ¢ sin 2x + cos 3 sin y cos 2x) cos 27,
Ai==242r; U;=sin*¥ cos2y,
Us = sin 3(cos y sin 2x -+ cos ¥ sin ¢ cos 2%).
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| A tovabbiakban az I. a.-ban részletezett eljarast alkalmazva, hosszabb
szamitdsok utan a kovetkez6 eredményt kapjuk. Az atlagos momentum :

il e R
Lo 3szt+zmk (80)

V2, = a molekula eredd dipélmomentuma), amelyben az yz—es tagokig
bezarolag 5 relaxdcids id6 fordul el6 :

7 0 ;1_ y? [r(2r+l)+r—2 r41 ]2
G DET 3¢+1)12@r+1) "r—5  GT—1D(@F+5)

Lo A [r(2r+1)(5r+1) 6(r~2)(r—3)+2(r+ +4(r+1)_1].
6(r+1) @Br+1)y¢ (r—>5) 3(r—1)*" 3(r+5)
Bt bk LU e e, R E e
Somr .. Soep e Moag C=ge=1y

et S RN SR T SIS s & Bk
E T SRRT T Ot T R0 E ) AVET T i T
Alacsony frekvencidknal (w7, << 1): :

o 2AulF yz‘ : % 5 0] ' :
m=—orr (I_EJ_I(I)(r'—I——I),TT— [1—3S(n] 2 g (82)
ahol '

S()__[ll e L5 ]
g e 3 2 s D@r1)

" Az S(r) fiiggvényt, amely az alkalmazott modellnél a dielektromos vesztesé-
geknek az akadalyozd energiatdl szarmazo részére mérvado, a 4. 4bra tiinteti fel.

B
02].

o1L

-o1L

—02]/

4. abra-

15 Matematikai és Fizikai Osztélydnak Kozleményei, IIL o.
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b) Nagy y esetében (E>>kT) az l. b.-ben* részletezettekhez hasonlo
szamitdsok szerint az atlagos momentum :

—  24F ( 1 1 ) 0 _ 0
M=73F 1+icurl+l—}—iw't2 » W= TR (83)
Hosszti hulldamoknal [l. (68)]:
—  2ulF .
m— 3{41 (l_l(lneff); Teff=02_*—Egl- (84)
7E

Az atlagos momentumra nyert eredményeinkbd! a (3)-nal emlitett modon
kaphatjuk a mérésekkel tanulmanyozhaté &'(w) és &”(w) diszperzio-, ill.
abszorpciogorbéket. Az a tény, hogy szamitdsaink szerint mind ellipszoid-
alaku, mind pedig forgd dipOlcsoportokkal rendelkezd molekuldknal tobb
relaxdcios id6 1ép fel, mint gOmbalakii molekuldkndl, &ltaldban az anomdlis
diszperzid tartomdnyanak nagyobb frekvenciak felé valo eltolédasat, az abszorpcid-
gbrbén pedig a maximum kornyékének eltolodasat és kiszélesedését eredmé-
nyezi. (Toébb maximum csak akkor varhato, ha a relaxacids id6k igen nagy
mértékben kiilonbdzok.) A mérésekkel valo részletes Osszehasonlitdsndl a hig
poléris ,oldatokban végzett (ill. végtelen higitdsra — E'=0 — extrapolalt)
méréseknél bevalt w,e,r értékekbdl kell kiindulnunk, hogy a koncentracio
emelésével novekvé E akadalyozd energidra helyesen kovetkeztethessiink és a
(nagyobb sirloddsi egyiitthatokban megnyilvanulé) asszocidciot tanulmanyoz-
hassuk. A jelen dolgozat célja azonban az elmélet alapjan varhat6é Osszefiiggé-
seknek a megdllapitisa volt, méréseket és a mérési eredményeknek a fenti
szempontokbdl vald feldolgozasat egy késdbbi munka keretében vettiik tervbe.
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Kisérleti Fizikai Intézete.
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