A KVANTUMELMELET STATISZTIKUS SOKASAGA

NOVOBATZKY KAROLY r. tag
Eldadta az 1951. februdr 19-én tartott felolvaso iilésen

A modern tankonyv--€s monogréafiairodalom, melynek célja a kvantum-
elmélet megalapozasa és interpretacioja, egyértelmiien a Born-féle statisztikus
értelmezés allaspontjara helyezkedik. Eszerint a kvantumelmélet kijelentései
nem egy kiszemelt részecskére vonatkoznak, hanem statisztikai atlagolas ered- -
ményei. Meglepd azonban, hogy maganak a sokasagnak a megéllapitdsaval és
az atlagolas modjaval az irodalom nem foglalkozik. Ennek a problemanak meg-
oldasat tfizi ki céljaul a jelen dolgozat a nem relativisztikus elmélet keretén
beliil.

. Ismeretes, hogy az anyagi pont mozgasat kimeritéen leirja a Hamilton—Ja-
cobi-féle parcialis differencidlegyenlet. Ha S(x, y, 2, t) a hatasfiiggvény, V(x,y, 2,¢)
az adott potencial, m a mozgé pont tomege, akkor az egyenlet a kovetkezd:

9S8 1 (08)2 (gg)g (_ai)z
—67+>2;1|‘6x oy %z 4
Az_éltalénos megoldas harom integracios konstanst tartalmaz: S=S(x,y, 2, £,a,b,¢).

Atmenetileg tigy gondoljuk, hogy a harom allandot numerikusan rogzitettiik.

Legyen p a tomegpont impulzusa, ‘B:% a sebessége. Amint ismeretes,

+V==0. (1)

p==grad S, tehat -
B = 7:7 grad S(x,y, z, t). 2

Lathato, hogy S sebességteret hataroz meg, amennyiben a tér minden pont-
jahoz adott ¢ idében sebességvektort rendel. Szemléletesen gy gondolhatjuk
tehat, hogy a téren m tomegli pontok halmaza dramlik at, melyet inkoherens

folyadéknak tekinthetiink. %S(x, ¥,2,t) jatssza a sebességpotencial szerepét.

A mozgas Orvény nélkiili tisztd aramias.

Kozelfekvd gondolat, hogy a mozgoé pontok halmazat olyan sokasignak
tekintsiik, amelyre statisztikat épithetlink. A statisztikai sokasag legjellemz6bb
mennyisége a o sitrség. Siirliségnek fogjuk nevezni a kobcentiméterben fog-
lalt tomegpontok szdmat. ¢ dimenzidja tehat cm-®. Az anyagmegmaradas meg-
kivanja a kontinuitds egyenletének fennallasat:

'“%erivgm:o. BN
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A kovetkezbkben igen fontosnak bizonyul az a koriilmény, hogy az (1) és
(3) fé€gyenletek varidciés elvbdi adodnak:

ool +amll 32 (5] + (521

.....

4- V: dxdydzdt. (4)

egyenletet, ha tekintetbe vessztik (2)t Mivel o feltétieniil pozitiv, legyea
o==A% ahol A redlis. (4) integranduszahoz kényelmi okokbol még a 2 ténye-
z6t fiiggesztjiik, gy hogy a varidciés elv a kovetkezd

0| Ldxdydzdt—0,
ahol a Lagrange-fiiggvény

It RN
peza 08 LIS (A8, (984wl ®

Lagrange fiiggvényt! két dolgot kell megkovetelniink. Egyfelél inva-
riansnak kell lennie, masfeldl L dx dy dzdt dimenzidja sziikségképpen hatas-
jellegii. Mindkét kovetelmény teljesiil. S és A a nem relativisztikus mechani-
kdban invarians skaldrok, melyeknek dimenzidja g cm®sec-!, ill. cm:

A statisztika felépitésének legnagyobb nehézsége S harom hatarozatlan
allandojaban rejlik. A sebességtér és a rajta végzett atlagolasok Iényegesen
fliggnek ezek értékeitdl. Mar pedig a mozgas egyediili adata a V potencial
és feltétleniil meg kell kivinnunk, hogy tisztdn ez hatdrozza meg az atlag-
értékeket. Az egyediili kivezeté at, hogy nem éitalanos, hanem reguldris meg-
oldasokat kivanunk. Differencidlegyenletek regularis megoldasai altaldban new
tartalmaznak hatdrozatian allanddékat.

Erdekes, hogy itt a regularitas kovetelménye belsé sziikségletbo! fakad
és nem Onkényes hozzatoldds, mint a Schrodinger-féle elméletben. Taldloan
idézhetd ezen a helyen Joosnak szép kijelentése, hogy a kvantummechanika
az integracios allanddok nélkiili mechanika.

A klasszikus mechanika azonban altalanossagban nem tlri meg a ¢
stirliség regularitasat. Gondoljunk pl. az X tengelyben rezgd linearis oszcilla-
torra. Ha a az amplitudét, @ a korfrekvenciat és E az energiat jelenti, akkor

S-—:s— E( arc sin - — - —)i]/l——i,)

a  a a

Az §= konst. feliiletek az X tengelyre merblegesek, a ponthalmaz dramidsa -

az X tengellyel parhuzamosan torténik. Az a pontmennyiség, mely masodper-

cenként egy dramcsd f keresztmetszetén atmegy, az 3, térfogatot tolti be. A

sebesség -az amplitudé-hatarfeliiletek felé fokozatosan csokken és ott zérussa

valik. A pontsokasdg egyre kisebb teret foglal el, a siirliség né és. a hatar-

feliileteken végtelenné valik. Nagyon sok mozg?g‘t ismeriink, melynek fordulo-
pontja van, ahol tehat ugyanez kovetkezik be.
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Ha nem akarjuk elejteni a Jacobi-féle statisztikus sokasag gondolatat,
nincs mas hatra, mint a klasszikus mechanika megvaltoztatdsa. Mikor Schro- '
dinger annak idején erre a lépésre elhatdrozta magat, optikai analogiakat
hasznalt fel ttjelzokként. Modszere nagyszerii eredményekre vezetett, de avval
a nehézséggel jart, hogy a v hullamfiiggvény fizikai jelentése nem adédott
ki és hosszabb ideig fiiggében maradt. Itt nem akarjuk elhagyni a tiszta
mechanika teriiletét, hogy ezt a nehézséget elkeriiljiik. A vezérld elv abban
all, hogy az (5) Lagrange-fiiggvényt megengedett modon altalanositjuk. Figye-
lemreméltd, hogy ez az altalanositis nagy mértékben egyértelmiiés a feltevé-
sek minimumaval érhetd el. '

Vilagos, hogy (5) zarojeles kifejezésnek elsé négy tagja nem valtoztat-
haté meg, mert kiilobnben S variacidja nem szolgaltatja tobbé a kontinuitas -
egyenletét. Az egyediil megengedett valtozas egy T toldaléktag hozzaadasa-
ban all, mely az emlitett okb6l nem tartalmazhatja S-et. T felépitésére ren-
delkezésre all m, A és az A-bol alkothato differencidlvariansok. Legegysze-
riibb (grad A)’, mert csak madsodrendii téregyenletekre vezet. Ennélfogva

7= A"(grad A)*"*m™. o (6)

T dimenzidja sziikségkép g cm-isec?, hogy dxdy dzdif-vel szorozva a hatas
dimenzi6jat adja. Mivel [A]=-cm ", (grad A)*==cm>, [m]=-g, lathato, hogy
(6) jobboldalan hianyzik -az idédimenzid, mely a baloldalon fellép. Elkeriil-
hetetleniil sziikséges, hogy a jobboldalt egy univerzdlis konstans tényezOvel
kiegészitsiik. Nagyon sok ilyen konstanst ismeriink, de mindegyiknek hatdro-
zottan koriilirt jelentése van és nem illik ide. Kivétel a Planck-féle h. Mas
valasztast nem lehet megindokolni. h valasztdsaval (6) egyenlet dimenzidkban
felirva a kovetkezd: ,

ny

g Sm‘l sec? - (g cm?sec ?)cm~":" cm*:""*-’g“s.

Az osszehasonlitis rogton megadja, hogy
n,=2,n=—1, %111—}—5112:5.

Ha teljesen valosziniitlen hatvanyokat kizdrunk, akkor az utolso egyenlet meg-
oldasa n,=:0,n,=1. gy tehat

_;hf(géz gAY (OA“2
r= a5 5] 5N @
és a Lagrange-fiiggvény ' '

R}

VaS . 1 [(aSY , (aSY, (0SY], i,
Taf+’2%“—a?) +(a—y) +(‘Jz‘”+vg+

el (G55 (53]

23 Matematikai és Fizikai Osztilydnak Kozleményei. 1H. o.

L=2A4A®

®)
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Az eredd Euler-egyenletek a kovetkezok :

aS 1 |(8S oSV . (4S8 ] B A
+Zm[( )+(—07) +(—(77) V= 2m A =0, ©)

0A? (aA’ S ., 9A*aS aA"aS) \
ot ax dx +5y 2y 0y oy T a2z 0z T AdS. (10)
{10) a kontinuitds egyenlete, (9) a Hamllton—jacobl—fele mozgdsegyenlet. Az

egyediili kiilonbség (1)-gyel szemben az, hogy a kiilsd erék V potencialjahoz
2

a -pontsiiriiségtd]l fliggd — i potencidl . jarul hozzd. A fundamentalis

_ 2m
mozgastorvenyek valtozatlanok maradtak. Ezeket (9) karakterisztikus egyenle-
tei fejezik ki: :

dt T m gx’ df sx 9x \

dx 19SS d sS__ 9 (v_ h? zlA)
2m A}’

vagy %ii— eliminalasa utan

mEx L( _ I dA)
dt ax 2m A )’
Igaz marad, hogy tomeg és gyorsulds szorzata a hatd erdvel egyenld, csak
az erb6 maga valtozott meg. Mig fizikai testeknél V gradienséhez a fesziiltsé-
gek divergenciaja jarul hozzd, addig itt siiriiségpotencidlb6l szarmaznak uj
erok.

Kérdés mar most, hogy az igy altalanositott mechanika megenged-e
regularis megoldasokat, tényleg integracios allandok nélkiili mechanikat nyer-
tink-e. A felelet igenld. Foglaljuk 0ssze A és S ismeretlen fiiggvényeket a
kovetkezé komplex fiiggvénnyé:

- LS
Ww—Ach . (11)
Ekkor a (9) mozgasegyenlet és a (10) kontinuitasi egyenlet sszefoglalhato a
jol ismert Schrodinger-féle egyenletben:

hoy R o
T—at——meH— Vy=0. (12)
Ha az itt jelzetf differencidlasokat v-nek (11)-beli alakjan hajtjuk végre és az
egyenlet realis és imaginarius részét kiilon-kiilon O-sal tessziik egyenldvé,
éppen a (9) és (10) egyenleteket nyerjiik. A Schrodinger-egyenletrl pedig

koztudomasi, hogy reguldris megolddsokat megenged.
Minden kiilon meggondolds nélkiil kiadédik a Schrodinger-féle staciond-
rius egyenlet is. Ha ugyanis' V nem fiigg #-t6l, akkor a klasszikus mechanika

szerint §== —Et4 Sy(x, y, 2), ahol E a mozgés energiadllanddja. A megfelelt
-t (12)-be helyette31tve az elsé tag — Ey-vé valik. A pontsiiriiség

0= A®=y . (13)
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A (10) alatti kontinuitasi egyenlet is atmegy a jol ismert alakba
'

( Yty * grad y—1p grad ¥*), (14)

ha a (11)-bdl szamitott S== —2'—1. lgg—i kifejezést helyettesitjijk beléje. Vilagos,

hogy a statisztikus sokasag egy adott helyén valamely pont megtaldlasanak
valosziniisége annal nagyobb, minél nagyobb az illeté helyen a pontsiiriiség.
*-t tehat nem kell kiilon axiomatikusan talalati valdsziniiségnek definialni,
ez az értelme magét(')l értetodo. Hasonl(')an vagyunk (14) egyenlet mésodik
A (12) Schrodinger-egyenlet linearis és homogén tehat operatoregyen-
letként foghato fel. Az osszehasonhtas (1)-gyel megmutatja a mennyiségek és
operatorok kapcsolatat :
S ks S b
gt i st? ox i 9x
Az eddigiek alapjan megallapithatjuk, hogy a Schrodinger-egyenlet nem
taldn egy részecskének, hanem a statisztikus sokasagnak klasszikus mozgasat
irja le. A kovetkez$ fontos kérdés, hogyan kell ezen a sokasdgon kozépérté-
kelni. Valamely F(x, p) fazisfiiggvénynek klasszikus kozépértéke tudvalevdleg

F= "?Fdi, vagy ha a nevezét 1-re normaljuk -
fodt :
F=[eFdt = |y yFat. (15)
Az atlagolasnak ez a modja itt teljesen hamis eredményekre vezetne. Az ok
kézenfekvd. Hiszen a —2—}% e siiriségi potencidlnak hozzdaddsa a kiilso

erbk V potencialjdhoz teljesen megvaltoztatja, mondhatnok, meghamisitja az
erdviszonyokat. Vizsgaljuk pl. a linearis oszcillitor egyik sajatfiiggvényét: *
&2

%ze_?H,l(iﬁ)e*?E" ( Vmw

H, Hermite-féle polinom. Mivel ¢ ¥ © faktora redlis, S csak a — E,¢ taghol
all. A p.,=??—i impulzus eltiinik, a statisztikus ponthalmaz mozdulatlan,

merev sokasag, melynek siirlisége jobbra-balra gyorsan zérusra csokken. Ez
az élettelen ponthalmaz szolgaljon statisztikai sokasdgként a vibralo oszcilla-
tor szdmara. A p, impulzusnak és barmely hatvanydnak kozépért€ke a kozon-
séges mddon képezve természetesen zérus volna, holott az oszcillatorra p:
mar a puszta szemlélet alapjan nem az. Vilagos, hogy a mozgatd erd meg-
valtoztatasa az atlagolds modjanak megvaltoztatasat kivanja. Ennek a modnak
' megallapitasa egyértelmiien folyik abbol az axiomabdl, mely szerint minden

23*
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fizikai mennyiség csak sajat értékeinek egyikét veheti fel. Ha tehat F(x,p) L

mennyiség operatoralakja €2, akkor

Qoy,=rl.q, (16),
egyenletnek 4, értékei szolgaltatidk az F mennyiség lehetséges értékeit. ¢, |
olyan sokasagot ir le, melyben minden egyes tomegpontnak F-mennyisége
(pl. impulzusa) egyenld 4,-nel. Most felhaszndlhatjuk a sokasdgoknak azt a
rendkiviili elényét, hogy egyetlen y fiiggvénnyel irhatok le. Fe]tsuk az adott
Y-t a ¢,~ek szerint sorba:

Y= _}:(11.-([’1.-. . a7y

Els6 pillanatban azt hihetndk, hogy ai fejezi ki azt a mértéket, melyel a ¢
altal jellemzett sokasag a v sokasdgban képviselve van. De ha meggondoljuk, hogy
a; altalaban komplex és hogy nem az a; *-ekre érvényes, hogy
JiaiP=1, akkor |ai|*-et fogjuk a képviselet mértékének tekinteni. ¢i-yal
egyiitt természetesen 4, is |a.{* mértékben (vagy sullyal) van kepv1selve a 1/;
sokasdgban. F mennyiség kozépértéke a v sokasadgban tehat

F‘_‘H Ia;‘)’/v,.-. .(18)
Alkalmazzuk a (17) egyenletre az {2 operatort, akkor Qv =Zai.@,. (17)

alapjan érvényes még ¢* = Xatgi. Szorozzuk odssze a két utolsd egyenletet
és integraljunk a konfigurécios térre:

fweyat=>3apu=F

Tisztdn lathatd, hogy a kozépértékelés kvantumelméleti moédja logikai folyo-
manya (16)-nak. '

Igen érdekes a vazolt statisztikus kvantumelmeélet alkalmazasa az alagit-
effektusra. Gondoljunk a kezdépontban az X tengelyre mer6leges potencial-
kiisz0bot, melynek atlépése U munkat kovetel. Essék erre a falra az X ten-
gellyel parhuzamosan mozgé tomegpontok drama, tomegpontonként E kinetikai
energiaval. Jol ismeretes, hogy akkor a negativ x-ek terében a Schr()dinger—

egyenlet Ay, 4 2m E*a,v =0 és a pozitiv féltérben Jw —I—thI(E U) ==

A megoldas

=it taeier, y,— bcP7, ahol @~ Vsz 8 th (U—E).

« mindenképpen redlis, ¢ akkor, ha U > E. Ezt az esetet szemeljiitk ki. a és
b komplex allandék Itt csak az alagiteffektus paradoxonjaval akarunk foglal-

kozni.. A pozitiv térrészbe atjutott tomegpontok energidja E ———I—U tehat

p’ negativ, a p impulzus imaginarius, ami képtelenség.
A magyarazatot csak a statisztikus sokasig adhatja meg, mely minden
izében klasszikus. Legyen a b egyiitthaté trigonometrikus alakja b= re'®, ahol
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r és ¢ ugyancsak allando. Akkor wy,=e?*re’v. Lathatd, hogy A,==e’"r és
S,

S,=1% ¢ =konst., tehat p,= Tx__o A statisztikus sokasdg nyugvo, merev -

ponthalmaz, akarcsak az oszcillatoré. Stiriisége o= Aj;—e?#7° Vilagos, hogy
8 négyzetgyokos kifejezését negativ eldjellel kell venni, mikor is a siiriiség a
potencialkiiszobtdl szdmitott tdvolsdggal exponencialisan csokken. A fontos az,

hogy a sokasag tomegpontjainak kinetikai energidja zérus, JAA pedig pozi-

(i’n‘ — — F, most igy irando
, h .JA2_> B h* AA,
—EAU—gq g, —0vagy E= U—50 =,

ami nyilvan azonossag. A kinetikai energia egyaltalan nem negativ, hanem
zérus, a redlis energiaegyenleget pedig a sfirliségi potencial biztositja. Kony-
nyen kimutathatd, hogy a tomegpont rejtélyes felemelését a magasabb U
energiaszintre ugyancsak a siirfiségi potencial végzi.

Az eddigiekbd! kivilaglik, hogy a nem relativisztikus kvantumelmélet
azonnal elveszti-a klasszikustdl eliitd, sok tekintetben misztikus ]elleget ha
] stansztlkus sokasag alapjan targyaljuk.

Budapesti Eotvis Lordnd Tudomdnyegyetem
Fizikai Intézete.
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