A GEOMETRIAI OBJEKTUMOK ELMELETEHEZ
(I. RESZ) -
ACZEL JANOS (Debrecen)

BEVEZETES

0.1. § Ertelmezések, torténet, célkitiizés

1. DEFINICIO: 1937-ben jelent meg J. A. SCHOUTEN—]. HAANTJES (1] (Id-
Irodalomjegyzék) és A. WUNDHEILER [2] cikke, melyek meglevd és részben
mar igy nevezett fogalmakbd! és eredményekbdl (ezekre nézve lasd pl. [1],
[18], [55]) altalanositva, mai alakjaban, precizen definidljak a geometriai ob-
jektum fogalmat. Ezt mi itt a kovetkez6 formaban ismertetjiik (vo. [55]).
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A kovetkezikben is gyakran fog egy szimbdlum az indexek Osszes megengedett értékeinek
behelvettesitésével kaphatd Osszesség helyett allni.
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transzformdcios keéplettel transzformdiodik, ahol az f funkciondlis alakja mar
fiiggetlen a koordindtarendszertdl. A (&) fliggvényekrol fel szoktak tenni,
hogy analitikusak (vagy hogy annyiszor folytonosan derivalhatok, ahanyadik
derivalt az adott meggondolasban el6fordul). igy z-nak a ¢*(&) fiiggvények-
tol valo fiiggése helyettesithetd megszdmidlhatéan sok paramétertdl, pl. e fiigg-
vények Taylor soranak egyiitthatditol vald fiiggéssel.

Ha e ¢*(&) fiiggvényektdl valo fiiggés mar véges sok (p darab), ezek
altal mar meghatarozott

101, Oo;s ooy Op = (OgH (@), 0" ()], [ @) S
paramétertél valo fliggéssel leirhaté:
(1) 2= f(z,9),

ugy specidlis geometriai objektummal van dolgunk. — Igy specialis r-ed osz-
tdlyu az objektum, ha

ahol
A"‘ o oqgk ' 'A".'Jfo /‘a jy j: ]72y , m
Fidaedy T Tehiarie i oL PA; == 0, 1.9 ;
(71X ()_E "‘U$l|§]'~$/ 3~y . 3
‘m-- 10 ‘m-t-r—1 m-*-r
p=m 2—I-m~f~( 9 )+---+( , =m|" )+ 1
tehat, ha
(2) E == f(Z, ';:jy T.E/." Aln A_;:,jgy ey AI)”_-/,)

V. WAGNER [16], S. GoLAB [26] és A. NIENHUIS [55] kimutattdk, hogy
elég az un. fiszta differencidlis geometriai (roviden differencidlis geometriai,
vagy differencidigeometriai) objektumokkal foglalkozni, amelyeknél a (2) transz-
formacios képletben &, & nem szerepel :

(’mJ,—r’_I“
- r . ’

(3) z :"’if(zy All‘r A]I”_,’ RS A,Z‘iz..._[,,); ‘p ==m
mert ezekre visszavezethetdk a nem tiszta differencidlis geometriai objektumok is.
A visszavezetés az ekvivalencia fogalma segitségével térténik.

Egy y objektum fiiggvénye a z objektumnak, ha

(4) ¥y u(2),

ahol az u fiiggvény (mely m darab m-valtozds fiiggvény Osszességét jelenti)
Jiiggetlen a koordindtarendszertdl ([35], [55]). y ekvivalens z-vel, ha a (4)-ben
szerepld u fiiggvény ezen Kkiviil egyértelmiien megfordithato :

z-u Y(y).
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A nem tiszta differencidlis geometriai objektumok abban az értelemben
vezethetok vissza a tiszta differencidlisokra, hogy ha az el6bbiekhez a koor-
dinatakat komponensekként hozzavessziik, az igy nyert geometriai objektum
ekvivalens lesz egy tiszta differencidlis geometriai ob]ektumbol ugyancsak a
koordinatak hozzavételével eldalld geometriai objektummal. igy mi is csak
differencialgeometriai objektumokkal (a kovetkez6kben réviden : objektumokkal)
foglalkozunk. Ez anndl is el6nydsebb, mert mig a koordinatatranszformaciok
és veliik az

S— 1 T AL AL, . A

paraméterek két transzformdacid Osszetételére nézve nem alkotnak csoportot
(félcsoportot se) csak an. gruppoidot [55] (az S-sel jellemzett koordinata-
transzformdcio utan csak akkor végezhetd el a

_ ’ aen | ‘
T--0F 3 B Bei, ... B i} By = ,
Vs 15 Dy Dy ey, > Diey kg by fs » Fryhy. Ky, g ldn ----- D1 |,A
-val jellemzett masodik koordinatatranszformacid, ha i =&, addig a dlffe—
rencialgeometriai objektumoknal a paraméterek a koordinatatranszformaciok
Osszetételére, mint milveletre nézve mindig csoportot alkotnak :

bk k T !
SoT: LA}, Aj s oo oy Ajiud oA Bi, Bigiys - o5 Brygeyoi, ) ==

! 1 1
{Cj; Cj;.igr reey C,/'Ligw.i,-}r
ahol pl.

"

Clo= XBAL BLAL  Cl— BLALL BLLAL A
stb. az Osszetett fiiggvények derivdlasanak szabalya szerint. (Szorzasban ismé-
telten eléforduld indexre nézve mindig 0sszegeziink.) — E csoportnak gyakran
alesoportjait és az azokhoz tartozo objektumokat fogjuk vizsgalni.

Abbdl ugyanis, hogy az (1)-ben (vagy (3)-ban) szerepld f fiiggvény
fiiggetlen a koordinatatranszformaciotol, és abbol, hogy két koordinatatransz-
formacié egymas utdn valo elvégzése ugyanolyan hatassal kell legyen z-re,
mint az egyesitett koordinatatranszformacio, kovetkezik, hogy

og'@), v &=y E)

-nal

(5) JUf(z 8), T] - f(z,S°T),

illetve
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= f(z, C.n Cf;.;g, cees C.;l./z....i,.)
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lesz, ahol
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Az egydimenzios objektumoknal megfeleld jeloléseink a kovetkezok
lesznek :

d'& |

(l) :Z: Ty (:E); Cyor= " ’ «, 7’ O;
(dg)" ¢ ¢
(7 Z=f(z, ¢, s, ..., )
(8) f[f(zy Uy Uy ony (41‘)’ 1‘))1} f‘fi, ey Ao)r] - f(Z, ;’]y 72; sy ;’r);
= = U 9% |
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@iz @
pl. 715= e, = A R N e Bt -3y e, L
(az osszetett fiiggvény differencialasi szabalya szerint).

Latjuk, hogy a tobbkomponensii z mennyiséget egy (indexnélkiili) bett-
vel jeloltiik. Gyakran célszeri lesz a direkt Osszeg és szorzat

£=¢
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jeloléseit is hasznalnunk.

Azonos komponens-, dimenzié- és osztalyszamu geometriai objektumo-
kat gyakran azonos fipusuaknak fogunk nevezni.

Néha fontosak a linedris geometriai objektumok, amelyeknek transzfor-
macios képletében (pl. (1), (2), (3), (7)-ben) z els6é fokon szerepel.

igy példaul a siriiségek, koztiik a

(dv)=(dr)| A} ok - 1,2,...,m)

transzforméacios képletii térfogatdifferencidlok egykomponensii m-dimenzids
elsbosztalyu lineédris (differencidlgeometriai) objektumok; a vektorok, koztiik a

T A (k- 1,2,...,m)
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transzformacios képletii kontravarians vektorok m-komponensii m-dimenzids
elsbosztalyn linedris objektumok; a fenzorok, koztiik a

c_l,-.,-:.Zf:"Efa,,.; (l,j: ],2,...,”1; A{:—oi‘_:"

! RS
transzformdcios képletii kétszer kovarians tenzorok (ilyenek a kvadratikus ala-
kok egytthatoi) m* — (altaldban m") — komponensii m-dimenzios elsdosz-
talyu linearis objektumok; az affin leképezés objektuma a

o _, . . 22k A
Tii- AVATALG + ALAG (i,j,qr: L2, m; Al — )

\ 9E0E
transzformdcios képlettel (ilyen a mdsodfaji Christoffel-szimbolum) m’-kom-
ponensii m-dimenzios masodosztalyli linearis objektum; viszont példaul egy

2

kétdimenzids kontravarians vektor két komponensének z‘:%1 hanyadosa a
At + A

Ait+ Aj

transzformacios képlet szerint transzformalodik és igy egykomponensii két-
dimenzios elsbosztalyt nemlinedris differencidlgeometriai objektum.

{=-

2. KLASSZIFIKACIOELMELET : Az adott tipusu objektumok meghatarozasa-
val (ekvivalenciato! eliekintve teljes felsorolasaval) foglalkozd klasszifikacio-
elmélet a legnagyobb terjedelemben kidolgozott 4ga a geometriai objektumok
elméletének, mégis a targyban rejlé rendkiviili nehézségek miatt mindezideig
csak igen primitiv objektumtipusok teljes felsoroldsa sikeriilt.

igy S. GoLaB [4], [5] meghatirozta az Gn. J-tipusii objektumokat,.
melyeknek
a transzformacioképlete. Ez lényegében azonos feladat az egykomponensii,
egydimenzios, elsdosztdlyii objektumok meghatarozasaval. S. GOLAB az f fiigg-
vényt folytonosan differencialhaténak tételezte fel.

J. S. DuBNov [24] és G. Pensov [19], [38] a (7)-ben szerepld f fiigg-
vény analiticitdsat feltételezve intézték el az Osszes egykomponensii egydimen-
ziés objektumokat, amennyiben bebizonyitottdk, hogy ezek legfeljebb harmad-
osztdlyiiak lehetnek és meghataroztdk az elsd-, mdsod- és harmadosztdlyii ilyen
objektumokat (mindenesetre az elsbosztdlynakra adott felsorolasuk nem teljes).
Ok V. WAGNER [16], [34] nyoman a problémat a Lie-csoportok elméletére
vezették vissza. Mint S. GoLaB [18], [27], [36] ramutatott, e mddszerrel nem
is csokkenthetd az analiticitas feltétele. O direkt modszerével, mely lényegé-
ben fliggvényegyenleteknek differencidldssal vald megoldasan alapui, elérte és
élesitette ugyanezen eredményeket, az f fiiggvényrdl ismét csak folyfonos
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differencidlhatosdgot tételezve fel ([4], [5], [18], [23], [27])). Igy 6 is bebizonyi-
totta, hogy nincs harmadiknal magasabb osztilyti egykomponensii egydimen-
zi6s objektum és meghatarozta az els6-, masod- és harmadosztalynakat. Ezek-
r6l kimutatta, hogy a skaldrokon és biskaldrokon (koordinatatranszformacio-
nal invarians, ill. sign|A}|, specidlisan sign «,-gyel szorzédé objektumokon)
kiviil mind ekvivalensek a kovetkezd objektumok egyikével :

11) y (J: (kozdnséges stiriiség),
1
(12) ye- ("1] (Weyl-féle siiriiség),
1
(13) y= % + % (az affin osszefiiggés objektuma),
1 1
_ y 3« L . .
(14) S N (a projektiv dsszefiiggés objektuma),
4 1 4y

amelyek a zarojelben megnevezett ismert linearis objektumok egykomponensii,
egydimenzids esetei.

A jelen dolgozat I. RESzZében ugyanezeket az eredményeket kapjuk (tehat
mind azt, hogy a harmadiknal magasabb osztalyt objektumok nem léteznek, mind
pedig az els6 harom osztalybeliek felsorolasat) a (7)-beli f-re vonatkozé minden-
nemil differencidlhatosdgi feltétel nélkiil, csupan (az elsd és az utolsd valto-

z6ban vald) folytonossdgot és azt tételezve fel, hogy f(z, «,, «,, .. ., ) semelyik
z-nél nem fiiggetlen «,-t6l. Amennyiben, mint ez szokdsos, feltessziik, hogy
barmely z és y-hoz van «, ¢, ..., ¢, gy, hogy f(z, ¢, ¢y, ..., )=y (¥ a

z-bdl ,elérhet6“) legyen, igy ez utobbi feltétel csak azt jelenti (lasd [18], [27] )
hogy f(¥, ¢y, @, ..., ;) valoban fiigg «,-t6l, tehat objektumaink pontosan
r-edosztalynak. lit feltessziik, hogy f(z, @, «,, ..., &) minden «,==0, «,, ..., ¢,-re
€s r=2 esetén egy, r =1 esetén két intervallumban fekvé z-kre van defini-
alva. Amennyiben a fentihez hasonld elérhetdségi feltétel, tovabbéa folytonos-
sag és az is fel van tételezve, hogy

f(z,1,0,...,0)==2

(identikus koordinatatranszformacional az objektum nem véltozik), tigy ez utébbi
feltevés mindig teljesiil ([4], [18]). Erdekes, hogy a jelen dolgozatban kove-
tett modszerrel, mely fiiggvényegyenleteknek differencidlas nélkiil valdé meg-
oldasan alapszik, rovidebb, bar gyakran finomabb meggondolasokkal ériink
celt. Kiilonosen a harmadiknal magasabb osztalyt objektumok nem-létezésé-
nek bizonyitdsa rovidilt meg lényegesen [27]-hez képest (vo. [76]). — Harom
ismételten felhasznalt ismert tételt az eredetitdl ([27] és [42]) kissé eltéro
alakban ujra bebizonyitunk a 0.2 és az 1,2 paragrafusban.
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Az egykomponensii tobbdimenzios objektumok klasszifikaciojat G. PENsOv
[19] végezte el. A tdbbkomponensii objektumok koziil az un. ,egyszerii“ objek-
tumokat, melyeknek nincs olyan (4) fiiggvénye, amely alacsonyabb osztalyu
lenne, mint az eredeti objektum, V. WAGNER [34] hatarozta meg. G. PENsOv [38]
kimutatta, hogy n-komponensii egydimenzids objektum legfeljebb (2n--1)-
edosztalyu lehet, de ezek koziil csak (az egy- és) a kétkomponensiieket hata-
rozza meg. A kétkomponensii tébbdimenzids objektumokat is feldolgozta [49].
Mindezen munkak analiticitdsi feltevésekkel élnek. S. GoOLAB [21], [36] két-
szeri derivaihatosag feltevésével hatarozta meg az elsfosztalyti egykomponensit
tobbdimenzids objektumokat.

A kétkomponensii egydimenzios objektumok koziil bizonyos specidlis ala -
kiakat O. E. GHEORGHIU analiticitasnal gyengébb feitételek mellett is megha-
taroz (pl. [43], [53], [66]}), azonban lényegesen tobbet hasznal fel, mint ameny-
nyit explicite feltételez.

G. Pensovnak kétkomponensii egydimenzios objektumokra vonatkozo
eredményei ([38]) az elsd-, mdsod- és harmadosztdlyu esetben azt mondjak ki,
hogy ezek az objektumok mindig ekvivalensek vagy olyan objektumokkal,
amelyek egykomponensii objektumokra bomlanak fel (tehat az els6 komponens
kiilon transzformalodik, mint ugyanolyan, vagy alacsonyabb osztalyt egykom-
ponensii objektum és hasonldéan a masodik komponens is), vagy a
@ 3«

(15) T . E

«;
«, «} o 2 ¢d

transzformacios képletii Pensov-féle linedris objekiummal.

Mi a jelen dolgozat 1. RESzében, felhasznalva egy altalunk ([77]) bebi-
zonyitott tételt altalanos alaku specidlis objekfumok transzformacios képletének
alakjarol bizonyos elég szoros megoldhatdsagi feitételek mellett, bebizonyitjuk,
hogy akdrhdny komponensii egydimenzios elsé-, mdsod- és harmadosztdlyu
objektumok mindig ekvivalensek vagy egykomponensii objektumokra felbomlo
objektumokkal, vagy a Pensov-féle objektummal (utdbbi természetesen csak a
kétkomponensii harmadosztalyti egydimenzios objektumoknal fordul el6). Fel-
tevéseink a

o y B yt)
Yo B . * . a1 ; )
(16) f o | tin| = x, il fl| & |, 11, Bafe=x, ill. f e | itz dis - X,
\ €1, i & R
o &

il

(17) f

=X,

& | L
(_Sl‘J’ ]7 'li!y 'ﬁ‘»

3
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ill.
(18) f

{¥o (n—r)-dimenzioju; &, &, & konstans) n-komponensii [(17) és {18)-ban
n - 2] egyenletek egyértelmii megoldhatosdgdt kovetelik meg az

& '
() 0]«

2

Yo

1 Yo }
J):{yo)’ l”. ‘})( ,“)’ i”_ J’:i' I ,

N, 7 42

o N3

L o PR (o IO R
45 /LY

n-komponensii mennyiségekre vonatkozoan. (18) esetén még egy tovabbi, pl.
egy pontban val6 differencialhatésagra vonatkozo feltételre is van sziikség
(v6. [18]). Bar e feltételek specialisnak tiinnek, Hosszu M. [80] azota bebi-
zonyitotta, hogy minden megoldhatosagi feltétel nélkiil sem kapunk lényege-
sen mas transzformacios képletii objektumokat.

3. KOVARIANS DERIVALT: Az egydimenziés & mennyiségtol fiiggd z vektor
derivaltjat

[dz)
, P ¥4 a{;
7o 2@
T |4z
S
-vel jeloljik. Egy
y - u(@)
vektor-vektorfiiggvény derivéltja az
’ e di i
' (z)- | Ozki (k1= 1,2,...,n)

matrix. llyen fiiggvények derivdlasara hasonld tételek érvényesek, mint kozon-
séges fliggvényekre (0sszeg, szorzat, dsszetett és inverz fiiggvények stb. deri-
valasa). PL
19 (u {u[2@]x@ - @) =
' (u Hulz@]-x@ +yE) W [2@)12E)-x@) +ulz(]-X )+ ¥ G,

ahol -{--szal, ill. ponttal a (9)-ben, ill. (10)-ben definialt direkt Osszeget, ill.
szorzatot, pont nélkiil egymas mellé irva matrix vektorral val6 szorzatat jeloltik.
u'(y) az u figgvény inverz fiiggvénye, u'(z)" az u'(z) matrix inverze.

Ezek utdn értelmezhetjiik a kovaridns derivdltat az egydimenzios térben
definidlt objektumokra (jelen dolgozatunkban csak erre lesz sziikségiink),
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mint a z objektumbdl, Z—i derivdltjabol és egy eggyel magasabb osztdlyd y
segédobjektumbol alkotott

dz
(20) Dz g(‘z, dJE’ y‘)

fiiggvényt, ahol g alakja a koordindtarendszertél fiiggetlen és Dz maga is
z~-vel azonos tipusi objektum.

A kovaridns derivéltnak sziikebb értelmezését adta ]. A. SCHOUTEN
(lasd pl. [64]), ilyen dltalanossagban S. GoLAB [58], [59] definidlta és meg-
adta az egykomponensii elsé- és mdsodosztdiyt egydimenzids objektumok ko-
varidns derivdltjdt, ill. az eldbbiek koziil csak a (11)-gyel ekvivalens objektu-
mokét, bizonyitas nélkiil, az utdbbiakr6l pedig bebizonyitotta, hogy fefszéleges
regularis koordinatatranszformacioé esetén nincs kovarians derivaltja, de meg-
hatarozta az «,=:1, ill. «, >0 koordindtatranszformdcié-alcsoporthoz fartozo
kovaridns derivdltakat. A (20)-ban szerepldo g fiiggvény differencidlhatésdgat
feltételezi.

A jelen dolgozat n1. RESzében fefszdleges komponensszdmiu egydimenzios
elso- és mdsodosztdlyi objektumok kovaridns derivdltjdt hatarozzuk meg, az
1. REszben folytonossagi, ill. a 1. REszben a (16) és (17) megoldhatosagi
feltételek mellett nyert objektumokat tekintve, anélkiil, hogy a (20)-beli g
fiiggvényrol bdrmit feltennénk. Természetesen ezek az eredmények tartalmaz-
zdk GoLaB fenti eredményeit (vo. [79]).

Befejezésiil néhdny nyilt problémat emlitiink meg.

Talan ha szokatlan is, de nem lesz érdektelen, hogy az IRODALOMJEGY-
ZEKben minden éltalunk ismert, kozvetleniil a geometriai objektumok elméle-
tével foglalkozo6 munka szerepel.

0.2. § Segédtétel

1. OSSZETETT FUGGVENY DERIVALTJAI: S. GOLAB [27] egy lemmajat itt
valamivel élesebb alakban bizonyitjuk. Az &ltalunk itt hasznalt

d'Eé

: d'E ; 0

(21) ((;éy g (FE? == 3y, (—dt—)q ==v0= 7a(tth, @, oery o5 By By onny By)
- S s

jeloléssel az Osszetett fiiggvény differencidlasi szabalya szerint _

(22) b, p=fatba, e fied-3hae 3,

(23) vi= s+ Bt + 4B ¢+ 68+ 38, ... '

4 1lI. Osztaly Kozleményei VIIil/1
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Altaldban érvényes a kovetkezd
1. SEGEDTETEL: A (21) jeloléssel minden q=-4-re

(24) T Py - N]“l"! g, l’\L( Jp)q 1“/1- AR

. -3 '}tl(aly Wy oy (g3 1‘))1; Id'—’)7 ey q—2)
érvényes, ahol

(25) Vo= 205 €303+ -+ 4 ¢y 20y 2= rgr-+Ss&3+ - -+ P 0840
6s 0, Q2 €1, 2, ..., 02,081, B2y ..., By0-nek, &, pedig az «i, s, ..., ¢, onek
polinomja (p=2,3,...,9—2).

BizoNnyiTAs : (23) mutatja, hogy az allitds ¢ - 4-re igaz. (7,==3%a)).
Teljes indukciéval bizonyitunk. Ha (24)—(25) q—ra igaz, ugy derivaljuk (24)-et:

: 1
Tont="11= Bty + R, F gl @ Buatt 4
, : 2 p q-2 [ -3 2
Fgpraiey-- g, b g, - (g)p’qlu{ as-i—(q) (@—2)3 173+

+ (g) ﬂqtll{rl({:“‘—?& = p’l“tﬁlﬂl’f))q»:—lalll o (g 1)13’“1“41"*‘( )Adq“’{ 1“’+

+'7q+l(“1;“2} ey @yot, P)l, :3‘_ DR qfl):
ahol
;’q+1(“1; ..., ¢, pjly 13‘_’) DR} /))'/—l) =

ffa[‘]ﬂl“ul"i‘( )(‘I 2)3, 1t “2+'5§]~I
—}—(53“ J 101 —1—() + 0

N
= lgase, + &) --Bslgaic, 1+ e+ ]+ -+

i By-ol&h-2 -+ @18, 8] - By ‘(g) @i ey +- (g) @—2)al @+ @iz,
és ezek (24)—(25) alaki képletek, amivel az 1. SEGEDTETELT bebizonyitottuk.
Ebbdl és (22)-bdl folynak a kovetkezd

KOROLLARIUMOK :
1. Ha egy pontban ¢;=p1:=1, ¢a=+--=¢,.o=0 (r=3), akkor ott
vi=1, 72== 8, ..., Vo= Fr, V1= Cr1+Brt, Yr =G+ B+ I, 4.

2. Ha egy pontban ¢;=-g =1, §2==-..=8,.,=0 (r= 3), akkor ott

b o0+ 0] g1 [gBal -0, o] ==

r
7= 1, PIEREE (£ PRI O Rl (O I o e (79 + 81, 7r= -3+ (2) Pro12.
3. Ha egy pontban «»=w«3==---=¢,.;=0 (r=2), akkor ott
. 2 -1
71 B, o= Bately ooy Yeor = By, V=1, Bl
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4. Ha egy pontban po=-gs- --- :8.4 O (r=2), akkor ott
LB, paE= P, L vev= B G, e =B+ Bl
5. Ha egy pontban «¢: = eg==--v e, j== == .= 53,,=0 (r=2),
akkor ott
=S, o e sy 0, v B, + S

(1 és 2-ben r --3 esetén, 3, 4, 5-ben pedig r - 2 esetén semminek a helyébe
nem kell O-t tenniink).

2. EGYDIMENZIOS EGY ADDITIV PARAMETERU TRANSZFORMACIOSEREG: Az
alabbiakban a lehetd teljesség kedvéért bizonyitassal egyiitt szerepel a szerzd
[42]-ben bizonyitott tételeibél folyd kiovetkezd

2. SEGEDTETEL: Legyen z€(a, b); «, 3€(—, >); g(z, a)€(a, b) (a vagy
b vagy mindkettd végtelen is lehet), teljesiiljon egy z=—cé&(a, b)-re

(26) glg(z ), 8] g(z, ¢~-0),

legyen tovdbbd g(z,«) z-ben (minden «-ra) és g(c,«) «-ban folytonos és
g(2, @) semelyik z€(a, b)-nél sem konstans «-ban, akkor és csak akkor van
oly folytonos és szigortian monoton u(z) fiiggvény, mely (a, b)-t egy-egyértel-
miten (—oo, oo)-re képezi le €s

27) g2, @)= u(2)+ ]
(vt a w inverz fiiggvénye). Specidlisan
(28) 2(2,0)==2.

(27) minden a¢€(—»<, >), z€(a, b)-ra is kielégiti (26)-ot.
B1zoNyYiTAS : Definidijuk

(29) u(e): - g(c, «)
-t, akkor (26)-bol z=c-vel -
(30) glu(e), 3] = u(e +3).

Feltevéseink szerint u(e«) folyfonos és nem konstans. Bebizonyitjuk, hogy

szigorian monoton. Ha ugyanis volna két & <&, amelyre
1 (e) == u(s),
akkor a folytonossdg miatt egymdshoz tetszélegesen kizel is volna ilyen. De
akkor (30)-bol
ule+(&,—&)] = - glu(e), « —&) == glu(s), e —&] = u(e),

tehat u(«) periodikus a tetszolegesen kicsiny (s,—e&,) periodussal, vagyis kons-
tans volna, feltevésiinkkel ellentétben. Tehat u(e«) szigoruan monoton.

Bebizonyitjuk tovabba, hogy

lim u(e)-:a, im u(e«)=0.

a&—>— 0

¥
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Ugyanis, ha pl. )
b limu(e)<b

az (g, b) intervallumhoz tartozna, akkor (30)-bol ¢-—oc-nel g(z, ) z-ben vald
folytonossaga miatt

g, 8)—=b
kovetkeznék, ellentétben feltevésiinkkel, hogy g(z, #) semelyik z € (a, b)-nél sem
konstans #-ban. Igy lim u(«)- -b és hasonléan lim u(e¢)=:a és ezek nem

tartoznak az (a, b) intervallumhoz, mely tehat nyilt.

u(c)-rol tehat mar tudjuk, hogy folytonos, szigorian monoton és (—ox, oo)-t
egy-egyértelmiien leképezi (a, b)-re. Tehat minden z € (a, b)-hez létezik pontosan
egy « gy, hogy z-- u(e). Ha z-- u(«) inverz fiiggvényét « - — u(2)-vel jeloljiik
[u(e) =: 1= (e)], tgy (30)-bol

8z 8) == 1(2) + 5]

lesz, ami (27)-t6] csak a jelolésben tér el. Forditva (27) kielégiti feltételein-
ket és (26)-ot is:

gle(z @) Sl=wulg@ Q) +5 - @ F e8] g a+p).

Végiil (27) nyilvanvaloan eleget tesz (28)-nak is, amivel a 2. SEGEDTETELt
teljesen bebizonyitottuk.

I. EGYKOMPONENSU EGYDIMENZIOS OBJEKTUMOK

1. 1. § Nincs harmadiknal magasabb osztalyn egykomponensii,
egydimenzids objektum

1. TETEL: Legyen z€(a,b), ¢j€(—oo, <) (¢g-=1,2,...,1), ¢1==0 ¢és
J@ e, ..., @) €(a, b) folytonos z-ben és «,~ben minden «(=-0, e, ..., ¢
mellett; tovdbbd ne legyen olyan y, hogy ¢;==0, e, ..., «..x minden megvd-
lasztdsdndl f(y, ¢, @, ..., ¢ 1, @) fliggetlen «,~tél. Akkor a (I)—(1) jelilé-
sekkel felirt

® Uz e, e @) By By 8] <13, Vi Ver e es V)
fliggvényegyenletnek csak r=3 esetén van megolddsa.

Tehdt nincs harmadikndl magasabb osztdlyti egykomponensii objektum
az egydimenzios térben.

A bizonyitds itt csakugy mint a kovetkezd tételekben (8) ismételt felhasz-
nalasaval fokozatosan allapitja meg, hogyan fiigg f a valtozoitol. Feltessziik,
hogy r = 2.
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Tegyiink eloszor (8)-ba ¢; 3= 1, ¢ - =g -+ g1 O,
akkor az 5. KOROLLARIUM szerint
flfz 1,0,...,0,¢),1,0,...,0, 3] =21(2, 1,0, ...,0, ¢ - 3).
Ez (26) alaku egyenlet és feltevéseink szerint f(z,1,0,...,0, «) folytonos z-
ben és «-ban, ha pedig volna oly 2z, hogy y=-f(2,1,0,...,0, ¢) ¢-ban kons-

tans volna, gy ¢==— “ Valasztasaval (8)-at és a 3. KOROLLARIUMot alkal-
mazva “
fy, e, @, e, ¢) fIf(2,1,0,.0..,0,0), ¢, @, ]
== 2, €, €y ooy e, e @) f(2y 0, @, 00, 0)
minden «, 340, «,, ..., ¢,; mellett ¢,-ben konstansnak bizonytilna feltevésiink-
kel ellentétben.
Tehat alkalmazhatd a 2. SEGEDTETEL €s

f(Z 1,0,...,0, (’)' u‘l[u(z)m ]

Ez tehat az «;= 1, ¢y- =---==¢, 1-= 0 koordinatatranszformacio alcsoporthoz
tartozé objektum transzformacms keplete. Masrészt ebbdl
31 f(z,1,0,...,0,0)=2

(az identikus koordinatatranszformacional az objektum nem véitozik).
Helyettesitsiink most (8)-ba ¢, - -1-et és egyrészt

B 1,8 o=y -0
-t, masrészt
€ v =ee: 20, ¢ i — 5
-et. A 4., ill. a 3. KOROLLARIUM értelmében
(32)  wu[f(z, 1, s, . e v, e)] Fo==f2, e, oo 1,0 3),
ill.

f;‘u 1 U(Z)— =5 1”)» ---;i}‘l'—ly»‘))r: f(zy .‘-"'1,;3)-3,...,;)';-71,0)
lesz az eredmény. Ez utobbl egyenletbe
1 tfr- .'-’:
N (o [t(z)—7 , 2=y} u(y) J~——
N 71 1 .
(33) ”)(xr AO)] ’ p)'.’) ey A“gl'* 1) == U {f[lll l(x)y /‘1; Pz: v " 1 0“

-t téve

f(ymlm e e, B ”l\(’)IA”(y)‘i“Hu o 7»"'1':
-et, tehat

(34) ) I I TR A e 30)

U(z)+—f @, .,...,u,..,':

-ct kapunk. Ezzel mar fény dertilt f~nek (:,.—tol valo fiiggésére.
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(34)-et «,:--1-gyel (32)-be helyettesitve, azt kapjuk, hogy
ofe@) + e, ey oo o] =87 o[u(2) - 48y 1 e, .o, ],
vagy u(2) ¢, =0, 8 =C-val
ol L ay,...,e.)=C4m(0,1, ¢, ..., e.1).

Igy végeredményben f-nek z-t6l valo fiiggését tisztaztuk e, ==1 esetén.
Ezt (34)-be téve

f@G La,. ., e, ) u w4 e+ 1, ¢, ..., ¢ )]
Visszahelyettesitjiik (8)-ba ¢, == 3, =-1-gyel:
@ ta+o0 1, a, ..., a-)+F+00,1,8, ..., 8.1)=
= u(2)-+ v, -Lm(O, L, 5y e v ey 1)

Most feltessziik, hogy
r=3

€S (ty=---=¢t,.p==0, ill. Gy=--- =3,0= O0-t helyettesitjik az 1., illetve a
2. KOROLLARIUMot alkalmazva:

0m(0,1,0,...,0,¢,-1) + (0,1, 3, ..., 81) - 1B+
+ o (O) 11 16';!7 sy A‘el"’:" (£ + /‘S)f’—l)v
ill.
®(0,1,0,...,0,8-1)-+-0(0, 1, es, . .., «,.-1) (" ) o1 -}
+ (0, 1, ¢ta, . .., s, €t 300).
Ezen egyenletek Osszehasonlitisa megmutatija, hogy

- f3)

ro -3,
vagyis r=4 nem lehet és ezt kellett bizonyitanunk.

tehat

1.2. § A E==¢(), ¢’ ()==0, qp”(") smseees gl l)(g) =0 koordinata-
transzformacidalcsoporthoz tartozé r- edosztalyu egykomponensii,
egydimenzios objektumok

Amit az eldz6 paragrafusban f alakjarél megtudtunk, az ott bebizonyi-
tott negativ allitdson kiviil hozzasegit ahhoz, hogy a legfeljebb harmadosztalyn
egykomponensii egydimenzios objektumokat (elsésorban a masod- és harmad-
osztdlynakat) meg tudjuk hatdrozni. Erre szolgal a kovetkezd
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3. SEGEDTETEL: Legyen 2€(a,b), O=F e, €(—oc, o), @, €(—o0, 00) €5
f(z,¢,,0,...,0,e)€(a, b) folytonos z-ben e,-ben és nemkonstans e,.-ben min-
den «-nél. Akkor r=2 esetén
(35) f[f(z’ ({1’ OI AR OI (£7')y .31 » O) MR Ov l"‘?)'] - f(z) p‘l ("'l ’ 0; crey 07 015‘1(51'+ 1‘%-(5’1‘)
dltaldnos megolddsa

(36) f(z,¢,0,...,0,¢)--r! (L(r—%—{ - »(—',E)’
[£4] )

ahol r tetszéleges szigoriian monoton folytonos fiiggvény és »r' az inverze.
Tehdt az «, -0, ¢y ==-++== e,y =0 koordindtatranszformdciéalcsoporthoz
tartozo r-edosztilyt egykomponensii egydimenzios objektumok ekvivalensek az

— @, .
yoo =2
« 2]

transzformdcios képletii objektummal.

Ezt a tételt az f-r6l differencidlhatosdgot kovetelve bizonyitotta be S.
Gotas [27].

BizonyiTAs: Az el6z6 paragrafus (34) és (31) képletébdl az

(5, ,0,...,0)= ¢ (& &)

jeloléssel
[
\

37) f(z,4,0,...,0,¢;))=:u7! 3 0

és

(38) o(, 1) <
(37)-et (35)-be helyettesitve

1!“‘(@29

o,
A“’(Z)_ALZ:: al

e i [
e, i Prtty

w(@) -, /?lal-ls

8¢,

:" (2) + g: , al] -+ %1— ) ﬁ,“ e ; 0

-et, vagy lu-(z)—{——a—"z'r, Ql = 0,¢,= «, 3 -7 jeloléssel
oy 2
(39) olo(r,¢)+0,8] o(v+oe !, Be)

-et kapunk. Ezt a fiiggvényegyenletet kell megoldanunk. ©= 0,8: -1, 0e" ' ={
helyettesitésével (38) miatt
(40) 08, @)==0(0, )+t y(c)-- St
-t nyeriink, ami o-nak &-tdl valo fiiggését tisztazza. Visszahelyettesitve (39)-
be, lesz
[ret-m g () olp "+ 4(8): - (r-Foe et 3= y(ef),
28+ 7 (B8)  2(ed)
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és mivel itt a jobboldal szimmetrikus, a balnak is annak kell lennie :
287+ (3) - 72(@) ey ()

x(e) 7(3)

T—alr g # (konstans).

gy
y(@)- z(1—' )

o(C, ) — (E—2)e' "+,

és (40)-bol

(37)-bédl pedig
f(z,,0,...,0,¢,)~ u ]{[,u(z)——"/.](c:_r Sy a2,

vagy
w@—x @), w'G42) 0 E)
-val
fz@,0,...,0,¢)= 1t ’ff? @]
y ty

Ez (36), és mivel (36) mindig kielégiti (35)-6t, a 3. SEGEDTETELt bebizonyi~
tottuk.

1. 3. § Els6-, masod- és harmadosztalyn egykomponensii,
egydimenziés objektumok

1. ELSOOSZTALYU OBJEKTUMOK: (8)-bol és (22)-b6l r-- 1-re

(4]) f[f(zy “1): m] f(Z, o “1); «; :i— 0,0,==0
kovetkezik.
Ha ezt 2€(a, b), ¢,€(0, >~)-re vizsgdljuk, ugy a
(42) 0, €%, g -=ed f(2,¢)) f(z,e%) = g(z2, )
jeloléssel a
(26) g[g(z) “)’ P‘]'*'g(Z, « _ILI‘)))

egyenletbe megy at. Ha most f(z, ;) folytonos z-ben és «,-ben és semelyik
allando z-nél sem allando, Gigy a 2. SEGEDTETEL értelmében

8z @) == u(2) -],
tehat (42)-vel

(43) f(z, @)= ( ”(gz)‘ «>0,f(z, 1)

ahol
r(z)=e" >0, z2€(u, b).
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Azonban (41)-ben ¢, negativ is lehet (csak 0 nem), azonkiviil, mint a
BEVEZETESben mar emlitettiik, z is kéf (esetleg érintkezd) infervallumban he-
lyezkedhet el, lasd [4], ahol az is szerepel, hogy e két intervallum csak egy-
szerre zsugorodhat ponttd (a két pont esetleg egybeesik). Az egy, ill. két
pontb6l all6 értelmezési tartomany a

Z=-2
skaldrokat, ill. az
y- ysigne,
-gyel ekvivalens biskaldrokat (pszeudoskalarokat) adja ([4]). Ezeket itt figyel-
men kiviil hagyjuk. :
A masik, (a,, b,)-lal jelolt z-intervallumra is all a 2. SEGEDTETEL miatt
e gz, @) nHu(2) .
Itt
(@)= —e+ <, Z€(ay, by)
-t irunk és igy poziliv «,-ek esetén

(43) fe@y=-rt (L((z)) >0, f(z,1)—2
Lothl
. y . v ’ . (a()) b())
mindkét z-intervallumra érvényes »r(2) < O-lal aszerint, hogy z¢ (a, b)

Pozitiv «,-re f(2, ) ugyanazon intervallumban fekszik, mint 2. Vizs-
galjuk most a negativ «,-ek esetét. Az atmenetet pozitiv «,-ekrdl negativ «,-
ekre az f(z, —1) fiiggvény és (41) alkalmazasaval fogjuk megteremteni.
(41)-bél és (43)-bol kovetkezik

(44) fUfG@ —1), =11 f(z, 1) 2
| J@ ) Jf@ —a) =11 flfz, —1), —«
I Sl A= Y
vagy a |
2 ¢, pl ( ’i(f(‘,): R y’ L[]“(I(:’(___Z'T___ll] =0
jeloléssel
(46) fy, =1 rior(n)

Ezt (44)-be téve
Per@)] 2 Br@) r@), 0oLl
-et kapunk, tehat (45) és (46)-bdl kovetkezik, hogy vagy

1) fa ey 1)

>l“1 !A,
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vagy
(48) fay=r|! (Z),

Mindket képlet ¢, >0 esetén egybeesik (43)-mal, tehat minden ¢, =5=0-ra
érvényes. Az is azonnal lathat6, hogy (47) is, (48) is kielégiti (41)-et. Meg-
emlithet6, hogy az itt fontos szerepet jatszott f(z, —1) fiiggvény az (a,, b,) és
(a, b) intervallumokat az els6 esetben 6nmagukra, a masodik esetben egy-
masra képezi le.

Eredményiink a kovetkezd

2. TETEL: Ha f(z, ¢)) z-re nézve (a,, b)-ban és (a, b)-ben, «--re nézve
pedig (—o<,0) és (0, co)-ben folytonos és nem konstans, ugy (41) dltaldnos
megolddsa (47) vagy (48) alakd, ahol v(z) egyértelmiien megfordithato fiigg-
vény. Ha a,= b,, a--- b, ugy f is csak egy (a,==a) vagy két (a,=Fa) értéket
vehet fel.

Tehdt az elséosztdlyt egykomponensii egydimenzios objektumok a skald-
rokon és a biskaldrokon kiviil vagy az

oY
(]2) }’ '|“J
Weyl-féle siiriiséggel, vagy pedig az

y—.7
(11) Y=

kozonséges siirtiseggel ekvivalens objektumok.
Ez ekvivalens a J-tipusit objektumokra vonatkozd megfelelé allitassal.
(BEVEZETES 0.1. § 2.)
(47), (48)-at néha
f@ e cw i e(@)el) 1
fa @) wik@a, Y

fewy=u ' w@d]l,  w@=r@"
alakba irjak (az utébbi paros k==0 esetén (47)-tel, paratlan k esetén (48)-cal
-ekvivalens).

vagy

f-nek z-re vonatkozd értelmezési tartomanya egy (a, b) mtervallumnak veheto

([18]).

A 3. SEGEDTETEL r- 2-nél kozvetleniil alkalmazhatd és érvényes a

3. TETEL: Legyen z€(a, b),0:;:¢; €(—o<, oc), ¢ta €(—o00, 0c) €5 f(2, ¢y, 25) €
€(a, b) folytonos z-ben és «,-ben és nem konstans «,-ben. Akkor [(8),(22)]

f[f(z; ¢y, “2); R ﬂ'] f(Z; gy, B+ ﬁz“%)
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dltaldnos megolddsa

flz, ey, @) - - ( (2)‘ ",

ug o

ahol v tetszoleges folytonos szigoriian monoton fiiggvény a r ! inverzzel.
Tehdt a mdsodosztdlyi egykomponensii egydimenzios objektumok mind
ekvivalensek az affin leképezés

(13) yo oo

¢,
transzformdcios kepletii objektumdval.

El6fordul az

ulz . .
foae o ("P—% @ @
-1 "1
irasméd is.

3. HARMADOSZTALYU OBJEKTUMOK: Ezekre a 3. SEGEDTETELbO!

(49) f(z, 4,0, ) ,w( "(f_z) 4-7).
R L X
Masrészt (34)-bol r- 3-ra

v(2) - u(@)—x, o 7@, w)—x: 0, e, @)
-vel

(50) fz, e e, ¢)= 1Y \ r(z) - L@ , ¢y, agk
«© .
-et kapunk. E két formulat (8)-nak r 3-ra specializalt alakja [(22)]
(51) f[f(Z: ¢, @y, @), By, P, ) :f(Z, ey, ey o, pre;4- 3f3)~_’“1“z+“>)::“:1;)

segitségével osszekombindlva fogjuk f(z, @, ¢, ;) végleges alakjat megkapni.
Valdban, helyettesitsiink (51)-be «,:- -0, ill. 3,==0-t, akkor (49), (50) (és
a 3., ill. 4. KOROLLARIUM) révén

e Fadd)

v(z 8, ' . .
(52) 0 ( ) —+ ﬂ ,.3)1,‘3)"— 9 ”(Z)”.“'—“‘;T,—,M“u.‘iz“f ’
- s RAS
ill.
1 - S
(53) gt 0 1(z)+ )y wf—),"..; —olv()-- " 6,1';"]—“"1" y iy, .
t . l i1 i
Ha mindkét egyenletbe .
(; N [ ;
r(z)-4--—==—0, S=eog, = -t
(2) ¢, s S A i
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és (52)-be
1dl =1 ’ i‘")‘_’ (:.1-' =0, A’il = 0w -

-t, (53)-ba
. ‘ T, T
6y €, ity Ty, Ry B T 4 (_) v Hh

-t helyettesitiink,

ill.

- , . >
; s Ty Ty | T
!’(g, Ty, 'l"z) e 9 [O, — —) l ==
(51 (3 o\
£, 4
Py +’A4 ?(07 1) 1)7
3 1
E , .1
— 540
T3 Tt

-t kapunk (0 konstans). Igy (51)-bsl
Y z(z) a, )
| f(z, a1, 0y, e0) == ‘ (51‘ - o
esz.
Hogy a o konstans értékét meghatarozzuk, ezt visszahelyettesitjiik (51)-be
g 8 y !
pl. «;=3- 0-lal:

o 3 (,()’I(tl)i“"(s XD T (%) @)

igy kapunk

‘I'(Z) (t.’ g & (@) (G 2R GG+ 3a | 3haa
Fa

- : ) 3
20-1-3 0, 0 — )
-t, vagyis |
e 1@ 3« 7(537)
(54) f(Z, €y, ¢y, (l;;) ] ‘ “% S + “;;

-t. (54) minden 2, «,, «,, ¢-ra kielégiti (51)-et. — Eredményiink tehat a kovetkezd

5. TETEL: Ha f(z, ¢, @, @) [2€(a, b); 0=y, @, ¢5 € (— o0, o0);
J(z, ¢, e, ;) €(a, b)) folytonos z-ben és «xban és nem konstans «,-ban,
gy (51) dlfaldnos megolddsa (54) alakii folytonos és szigoriian monoton v-vel.

Tehdt a harmadosztdlyu egykomponensii egydimenziés objektumok mind
ekvivalensek a projektiv leképezés

v _ 3 (f%._;_ ¢
(14) y~al 2« o

transzfornuicios képletii objektumdval.
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(54) irhatd az

u(z 3 & e
f(Z, «y, “‘_”“:i)” T L 7’(' 7)+ 2 ’(‘é’_’“* 3 !I(Z):—"l'(Z)

a o
alakba is.
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