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B E V E Z E T E S 

0 . 1 . § Érte lmezések , történet , c é lk i tűzés 

1. DEFINÍCIÓ: 1 9 3 7 - b e n jelent meg J . A. SCHOUTEN—J. HAANTJES [1] (ld. 
Irodalomjegyzék) és A. WUNDHEILER [2] cikke, melyek meglevő és részben 
már igy nevezett fogalmakból és eredményekből (ezekre nézve lásd pl. [1], 
[18], [55]) általánosítva, mai alakjában, precízen definiálják a geometriai ob-
jektum fogalmát. Ezt mi itt a következő formában ismertetjük (vö. [55]). 
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A következőkben is gyakran fog egy szimbólum az indexek összes megengedett értékeinek 
behelyettesítésével kapható összesség helyett állni. 



4 2 A C Z É L J . 

transzformációs képlettel transzformálódik, ahol az f funkcionális alakja már 
független a koordinátarendszertől. A <f'(íj függvényekről fel szokták tenni, 
hogy analitikusak (vagy hogy annyiszor folytonosan deriválhatok, ahányadik 
derivált az adott meggondolásban előfordul). Így 2-nak a q k ( j j függvények-
től való függése helyettesíthető megszámlálhatóan sok paramétertől, pl. e függ-
vények Taylor sorának együtthatóitól való függéssel. 

Ha e (pk(§') függvényektől való függés már véges sok (p darab), ezek 
által már meghatározott 

<ou o2,. ..,aP} = (S91> оЛтЧ§')] . • • - 5 

paramétertől való függéssel leírható: 

<1) г f ( z , S), 

úgy speciális geometriai objektummal van dolgunk. — így speciális /-ed osz-
tályéi az objektum, ha 

S- - H'1' Ak Ak Ak • • 1 

ahol 

Ak - . 
'i-g 

p m 

tehát, ha 

<2) 

o^'d^-'-o'e1'1 

2 + m 
m + 11 

2 

Ъ=Ь 

+ ••• + 1 

, л : 
k, j, j; = 1, 2 , . . . , m 
q 1 ,2 , . . . , / • 

m + r—\\ (m - г 
= m + 1 

\ r 1 \ г 1 

f ( z , Л / , Л ) , , . . , . . . , Aia-S...jr). 

V . W A O N E R [16J , S . GOLAB [26J é s A . NIJENHUIS [ 5 5 ] k i m u t a t t á k , h o g y 

elég az ún. tiszta differenciális geometriai (röviden differenciális geometriai, 
vagy differenciálgeometriai) objektumokkal foglalkozni, amelyeknél a (2) transz-
formációs képletben nem szerepel: 

( 3 ) z = f ( z , A), Aj,,„ . . . . Kh-q ), [p = m [ [ т +
г ' ) - \ 

mert ezekre visszavezethetők a nem tiszta differenciális geometriai objektumok is. 
A visszavezetés az ekvivalencia fogalma segítségével történik. 

Egy у objektum függvénye а 2 objektumnak, ha 

(4) y= u(z), 

ahol az и függvény (mely m darab m-változós függvény összességét jelenti) 
független а koordinátarendszertől ( [ 3 5 ] , [ 55 ] ) . у ekvivalens 2-vel, ha a (4)-ben 
szereplő и függvény ezen kívül egyértelműen megfordítható : 

z - u '(У). 
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A nem tiszta differenciális geometriai objektumok abban az értelemben 
vezethetők vissza a tiszta differenciálisokra, hogy ha az előbbiekhez a koor-
dinátákat komponensekként hozzávesszük, az így nyert geometriai objektum 
ekvivalens lesz egy tiszta differenciális geometriai objektumból ugyancsak a 
koordináták hozzávételével előálló geometriai objektummal. így mi is csak 
differenciálgeometriai objektumokkal (a következőkben röviden : objektumokkal) 
foglalkozunk. Ez annál is előnyösebb, mert míg a koordinátatranszformációk 
és velük az 

с /У W* лк. лк . a': . . V 
о — > S > ф> GiiJ.) • • •> 

paraméterek két transzformáció összetételére nézve nem alkotnak csoportot 
(félcsoportot se) csak ún. gruppoidot [55] (az S-sel jellemzett koordináta-
transzformáció után csak akkor végezhető el a 

7= { t f , Т/, Bi, ß!,,2> . •5U...»r}> (őí-.*,...*,= д.фд
дф...дгкГ1 J 

0 
-val jellemzett második koordinátatranszformáció, ha rf - $''), addig a diffe-
renciálgeometriai objektumoknál a paraméterek a koordinátatranszformációk 
összetételére, mint műveletre nézve mindig csoportot a lkotnak: 

SoT - {Aj, Al„ ..., A'U.^o {B[, Éklu,,..., 5Ц...,,.} = 

\r[ г! Г1 \ 
— I»-,, V-J,J._,j • • • , V-J,J2...J,.J, 

ahol pl. 
ni 

C'i = = Z BÍA) ßUl с;,л = В[Аи + В\,кЛ)1А): 
к 1 

stb. az összetett függvények deriválásának szabálya szerint. (Szorzásban ismé-
telten előforduló indexre nézve mindig összegezünk.) — E csoportnak gyakran 
alcsoportjait és az azokhoz tartozó objektumokat fogjuk vizsgálni. 

Abból ugyanis, hogy az ( l ) -ben (vagy (3)-ban) szereplő / függvény 
független a koordinátatranszformációtól, és abból, hogy két koordinátatransz-
formáció egymás után való elvégzése ugyanolyan hatással kell legyen z-re, 
mint az egyesített koordinátatranszformáció, következik, hogy 

Г '/ (?'). I ' = vA? ' ) = У [ ' / ( § ' ) ] 

-nál 

(5) / [ / ( z , S ) , 7 ] = / ( z , S o 7 ) , 

illetve 
f [ f ( z , Aj, Ajj,,..., Aj,j, ....,,.), B[, B'i,)k,, •••, B'kxk,...k,.\ -

' , i , 
f ( z , Cj, Cjtj„ • • •, С/,j2..,/,.) 
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lesz, ahol 

С' 

d"f 
Ям,...* 

£/ = £•> 

rt.e' 

f f _ I , 

'I (А, «. 4= о, 

Az egydimenziós objektumoknál megfelelő jelöléseink a következők 
lesznek : 

7 Ü 2 
(</=)" £ £ ' 

о 
z = f ( z , «,, ro,. ..,«,) 

f [ f ( z , « , , « , , . . . , «,), , / > , . . . , / , ] / ( г , 7,, у,,..., / , ) , 

(dl)'1 M ' "A (</;)' If f ' 

(I) 

(7) 
(8) 

(II) § = / ( £ ) = /[9>(£)], Д = 

Pl- / I = ßl « 1 , / 2 = Ä « 2 + / 2 « í , 7 i i = / l + 3 / 2 ß , ( C i + • • • 

(az összetett függvény differenciálási szabálya szerint). 
Látjuk, hogy a többkomponensű г mennyiséget egy (indexnélküli) betű-

vel jelöltük. Gyakran célszerű lesz a direkt összeg és szorzat 

(9) 

es 

(10) 

У r Z -
í h (zA ( ± z, \ 

У-1 + Z-2 
= 

y, ± z. 

' y j U J y„ + z„ J 

y-z 

f y , \ « Л • í y , z ' \ 
У- Z-i 

= 
y-iZ-i 

Уи / \ ' z j y„z„ / 
jelöléseit is használnunk. 

Azonos komponens-, dimenzió- és osztályszámú geometriai objektumo-
kat gyakran azonos tipusúaknak fogunk nevezni. 

Néha fontosak a lineáris geometriai objektumok, amelyeknek transzfor-
mációs képletében (pl. (1), (2), (3), (7)-ben) z első fokon szerepel, 

így például a sűrűségek, köztük a 
( d r ) . ( d r ) Ä; i ( j , к = 1 , 2 , . . . , / « ) 

transzformációs képletű térfogatdifferenciálok egykomponensü /«-dimenziós 
elsőosztályú lineáris (differenciálgeometriai) objektumok; a vektorok, köztük a 

- r k - Á } r J (Z 1 , 2 , , . , / « ) 
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transzformációs képletü kontravariáns vektorok m-komponensű ///-dimenziós 
elsöosztályú lineáris objektumok ; a tenzorok, köztük a 

U,j = Ä'i Aj dia ( / ,7 = 1, 2,..., m; Д<== \ 
l d g ) 

transzformációs képletű kétszer kovariáns tenzorok (ilyenek a kvadratikus ala-
kok együtthatói) m' — (általában m") — komponensü ///-dimenziós elsőosz-
tályú lineáris objektumok ; az a f f i n leképezés objektuma a 

n = Al Жа)Гы + AlÄ'ii ( i, j, q - \ , 2,..., m ; Ä4j = 1 
l dgdg J 

transzformációs képlettel (ilyen a másodfajú Christoffel-szimbólum) m3-kom-
ponensü ///-dimenziós másodosztályú lineáris objektum ; viszont például egy 

V 
kétdimenziós kontravariáns vektor két komponensenek t = T hányadosa a 

- Ajt + Aj 
Alt+A\ 

transzformációs képlet szerint transzformálódik és így egykomponensü két-
dimenziós elsőosztályú nemlineáris differenciálgeometriai objektum. 

2. KLASSZIFIKÁCIÓELMÉLET : Az adott típusú objektumok meghatározásá-
val (ekvivalenciától eltekintve teljes felsorolásával) foglalkozó klasszifikáció-
elmélet a legnagyobb terjedelemben kidolgozott ága a geometriai objektumok 
elméletének, mégis a tárgyban rejlő rendkívüli nehézségek miatt mindezideig 
csak igen primitív objektumtípusok teljes felsorolása sikerült. 

így S. GOLAB [4], [5] meghatározta az ún. A-típusú objektumokat,. 
melyeknek 

z=f(z,\A$\) 

a transzformációképlete. Ez lényegében azonos feladat az egykomponensü, 
egydimenziós, elsőosztályú objektumok meghatározásával. S . GOLAB az / függ-
vényt folytonosan differenciálhatónak tételezte fel. 

J . S . DUBNOV [ 2 4 ] és G . PENSOV [ 1 9 ] , [ 3 8 ] a (7)-ben szereplő f függ-
vény analiticitását feltételezve intézték el az összes egykomponensü egydimen-
ziós objektumokat, amennyiben bebizonyították, hogy ezek legfeljebb harmad-
osztályúnk lehetnek és meghatározták az első-, másod- és harmadosztályú ilyen 
objektumokat (mindenesetre az elsőosztályúakra adott felsorolásuk nem teljes). 
Ők V . WAGNER [16] , [ 3 4 ] nyomán a problémát a Lie-csoportok elméletére 
vezették vissza. Mint S . GOLAB [18] , [ 2 7 ] , [ 3 6 ] rámutatott, e módszerrel nem 
is csökkenthető az analiticitás feltétele. Ő direkt módszerével, mely lényegé-
ben függvényegyenleteknek differenciálással való megoldásán alapul, elérte és 
élesítette ugyanezen eredményeket, az / függvényről ismét csak folytonos 
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differenciálhatóságot tételezve fel ([4], [5], [18], [23], [27]). így ő is bebizonyí-
totta, hogy nincs harmadiknál magasabb osztályú egykomponensü egydimen-
ziós objektum és meghatározta az első-, másod- és harmadosztályúakat. Ezek-
ről kimutatta, hogy a skalárokon és biskalárokon (koordinátatranszformáció-
nál invariáns, ill. s i gn |A / | , speciálisan sign«,-gyel szorzódó objektumokon) 
kívül mind ekvivalensek a következő objektumok egyikével : 

(11) y ' (közönséges sűrűség), 
«I 

(12) y - - (Weyl-féle sűrűség), 
I«, j 

(13) y = — + —I (az affin összefüggés objektuma), 
«1 «ï 

(14) y ' + —I (a projektív összefüggés objektuma), 
CCI A CCJ CT\ 

amelyek a zárójelben megnevezett ismert lineáris objektumok egykomponensü, 
egydimenziós esetei. 

A jelen dolgozat I. RÉszében ugyanezeket az eredményeket kapjuk (tehát 
mind azt, hogy a harmadiknál magasabb osztályú objektumok nem léteznek, mind 
pedig az első három osztálybeliek felsorolását) a (7)-beli / - r e vonatkozó minden-
nemű differenciálhatósági feltétel nélkül, csupán (az első és az utolsó válto-
zóban való) folytonosságot és azt tételezve fel, hogy / ( z , « , , a,,..., a,) semelyik 
z-nél nem független ar-töl. Amennyiben, mint ez szokásos, feltesszük, hogy 
bármely 2 és y-hoz van ал,а>, ...,ar úgy, hogy f ( z , au a.,,..., а,) —у (у а 
2-ből „elérhető") legyen, úgy ez utóbbi feltétel csak azt jelenti (lásd [18], [27])» 
hogy f ( y , a-i,..., «,.) valóban függ «,-től, tehát objektumaink pontosan 
r-edosztályúak. Itt feltesszük, hogy f ( z , «,, a.,,..., a,) minden « , ф 0 , a.,...,«,.-re 
és r ^ 2 esetén egy, r 1 esetén két intervallumban fekvő z-kre van defini-
álva. Amennyiben a fentihez hasonló elérhetőségi feltétel, továbbá folytonos-
ság és az is fel van tételezve, hogy 

/(2, 1,0, ...,0) = 2 
(identikus koordinátatranszformációnál az objektum nem változik), úgy ez utóbbi 
feltevés mindig teljesül ([4], [18]). Érdekes, hogy a jelen dolgozatban köve-
tett módszerrel, mely függvényegyenleteknek differenciálás nélkül való meg-
oldásán alapszik, rövidebb, bár gyakran finomabb meggondolásokkal érünk 
célt. Különösen a harmadiknál magasabb osztályú objektumok nem-létezésé-
nek bizonyítása rövidült meg lényegesen [27]-hez képest (vő. [76]). — Három 
ismételten felhasznált ismert tételt az eredetitől ([27] és [42]) kissé eltérő 
alakban újra bebizonyítunk a 0 . 2 és az 1 . 2 paragrafusban. 
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Az egykomponensü többdimenziós objektumok klasszifikációját G . P E N S O V 

[19] végezte el. A többkomponensű objektumok közül az ún. „egyszerű" ob jek-
tumokat, melyeknek nincs olyan (4) függvénye, amely alacsonyabb osztályú 
lenne, mint az eredeti objektum, V . W A G N E R [ 3 4 ] határozta meg. G . P E N S O V [ 3 8 ] 

kimutatta, hogy /г-komponensü egydimenziós objektum legfeljebb (2/г + 1 ) -
edosztályú lehet, de ezek közül csak (az egy- és) a kétkomponensüeket hatá-
rozza meg. A kétkomponensű többdimenziós objektumokat is feldolgozta [49]. 
Mindezen munkák analiticitási feltevésekkel élnek. S . G O L A B [ 2 1 ] , [ 3 6 ] két-
szeri deriválhatóság feltevésével határozta meg az elsöosztályú egykomponensü 
többdimenziós objektumokat. 

A kétkomponensű egydimenziós objektumok közül bizonyos speciális ala-
kúnkat О . E . G H E O R G H I U analiticitásnál gyengébb feltételek mellett is m e g h a -
tároz (pl. [43], [53], [66]), azonban lényegesen többet használ fel, m i n t a m e n y -
nyit explicite feltételez. 

G. PENSOVnak kétkomponensű egydimenziós objektumokra vonatkozó 
eredményei ([38]) az első-, másod- és harmadosztályú esetben azt mondják ki, 
hogy ezek az objektumok mindig ekvivalensek vagy olyan objektumokkal, 
amelyek egykomponensü objektumokra bomlanak fel (tehát az első komponens 
külön transzformálódik, mint ugyanolyan, vagy alacsonyabb osztályú egykom-
ponensü objektum és hasonlóan a második komponens is), vagy a 

( 1 5 ) 
_ V, - y-, , te.) 3 ui , «з 

transzformációs képletü Pensov-féle lineáris objektummal. 
Mi a jelen dolgozat n. RÉszében, felhasználva egy általunk ([77]) bebi -

zonyított tételt általános alakú speciális objektumok transzformációs képletének 
alakjáról bizonyos elég szoros megoldhatósági feltételek mellett, bebizonyít juk, 
hogy akárhány komponensü egydimenziós első-, másod- és harmadosztályú 
objektumok mindig ekvivalensek vagy egykomponensü objektumokra felbomló 
objektumokkal, vagy a Pensov-féle objektummal (utóbbi természetesen csak a 
kétkomponensű harmadosztályú egydimenziós objektumoknál fordul elő). Fel-
tevéseink a 

1УА 
t УА 

[(íH 1УА 
(16) / [(íH X, ill. / 1 1 > 'il» 1-= x, ül- / FI 

ŐJ 
> '/2) 'k X, [(íH U J 

\ S3 

ill. 

(17) / 
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(18) 

(Уо 
я = 

/ - X 

(л—r)-dimenziójú ; s.,, е-л konstans) л-komponensű [(17) és (18)-ban 
2] egyenletek egyértelmű megoldhatóságát követelik meg az 

ív. 

ill. у 
У« 

>ч 

ill. у 

У« 

У 
'/2 ill. у ( 'ЬфО) 

/г-komponensü mennyiségekre vonatkozóan. (18) esetén még egy további, pl. 
egy pontban való differenciálhatóságra vonatkozó feltételre is van szükség 
(vö. [78]). Bár e feltételek speciálisnak tűnnek, Hosszú M. [80] azóta bebi-
zonyította, hogy minden megoldhatósági feltétel nélkül sem kapunk lényege-
sen más transzformációs képletü objektumokat. 

3. KOVARIÁNS DERIVÁLT: AZ egydimenziós Ç mennyiségtői függő Z vektor 
deriváltját 

d z j 

-vei jelöljük. Egy 
У 

vektor-vektorfiiggvény deriváltja az 

«'(2) 

dz 
d'í 

u{z) 

•I—-Ii 
i! dzk j 

d'í 

dzn 

mátrix. Ilyen függvények deriválására hasonló tételek érvényesek, mint közön-
séges függvényekre (összeg, szorzat, összetett és inverz függvények stb. deri-
válása). Pl. 

u'(u > í • Ф?) +}'(;)!) ' ! [ 2 m z'(ç)-x(ï) +и [z(£)] • x' (i) — y'(?) !, 

ahol + -szal, ill. ponttal a (9)-ben, ill. (10)-ben definiált direkt összeget, ill. 
szorzatot, pont nélkül egymás mellé írva mátrix vektorral való szorzatát jelöltük. 
Li ](y) az и függvény inverz függvénye, u'(z) 1 az u'(z) mátrix inverze. 

Ezek után értelmezhetjük a kovariáns deriváltat az egydimenziós térben 
definiált objektumokra (jelen dolgozatunkban csak erre lesz szükségünk), 
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dz 
mint a z objektumból, —e deriváltjából és egy eggyel magasabb osztályú y 

dé 
segédobjektumból alkotott 

I dz 
(20) D z = g \ z , T r y 

függvényt, ahol g alakja a koordinátarendszertől független és Dz maga is 
z-vel azonos típusú objektum. 

A kovariáns deriváltnak szűkebb értelmezését adta J. A. S C H O U T E N 

(lásd pl. [64]), ilyen általánosságban S. GOLAB [58], [59] definiálta és meg-
adta az egykomponensű első- és másodosztályú egydimenziós objektumok ko-
variáns deriváltját, ill. az előbbiek közül csak a (11 )-gyel ekvivalens objektu-
mokét, bizonyítás nélkül, az utóbbiakról pedig bebizonyította, hogy tetszőleges 
reguláris koordinátatranszformáció esetén nincs kovariáns deriváltja, de meg-
határozta az «, 1, ill. a, > 0 koordinátatranszformáció-alcsoporthoz tartozó 
kovariáns deriváltakat. A (20)-ban szereplő g függvény differenciálhatóságat 
feltételezi. 

A jelen dolgozat in. Részében tetszőleges komponensszámú egydimenziós 
első- és másodosztályú objektumok kovariáns deriváltját határozzuk meg, az 
i. RÉszben folytonossági, ill. a n. RÉszben a (16) és (17) megoldhatósági 
feltételek mellett nyert objektumokat tekintve, anélkül, hogy a (20)-beli g 
függvényről bármit feltennénk. Természetesen ezek az eredmények tartalmaz-
z á k GOLAB fen t i e r e d m é n y e i t (vö . [79] ) . 

Befejezésül néhány nyílt problémát említünk meg. 
Talán ha szokatlan is, de nem lesz érdektelen, hogy az IRODALOMJEOY-

zÉKben minden általunk ismert, közvetlenül a geometriai objektumok elméle-
tével foglalkozó munka szerepel. 

0 . 2 . § S e g é d t é t e l 

1. Ö S S Z E T E T T FÜGGVÉNY DERIVÁLTJAI: S. GOLAB [27] egy lemmáját itt 
valamivel élesebb alakban bizonyítjuk. Az általunk itt használt 

I = <f (£), I = v ( D = V i r ( 9 1 . 

/ 0 1 4 dql , . л , , 
(2 ! ) 7T±7 = a ' i > r+Tn = ß'i > 7-р-Гп = 7ч = 7ч («i » «2, • • •, «a 5 A » A, • • • > Рч) 

(dé)' (dé)q (déf 

jelöléssel az összetett függvény differenciálási szabálya szerint 

(22) Yi------ß 1«I, 7 2 = : Â « 2 + A « ! , 7* = Ä«8 + + ßnC$, 

( 2 3 ) / 4 = Ä « 4 + Ä « I + 4 Ä « , « 3 + 6 & « ? « 2 + 3 Ä « I , . . . 

4 III. Osztály Közleményei VIII/1 
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Általában érvényes a következő 
1 . S E G É D T É T E L : A ( 2 1 ) jelöléssel minden q A-re 

( 2 4 ) 
7<1 Á l « 9 + Á g « ' í i - q ß i « \ « g - 1 + 1 о I Á s - i « î " ' " « 2 

+ 7g(«b «2, •.«g_o ; Ль $>,, •. -, ßq-2) 
érvényes, ahol 

(25) 7 , = « 2 Ó 2 - f « 3 Ô 3 H h « ï - 2 0 , - 2 = Á 2 Í 2 + Á 3 « 3 4 Ь ßq-2Sq-2 

és ôj, az « 1 , « 2 , - • « 9 - 2 , ß\> ß-i, •.., ßq-2-nek, s,, pedig az au a»,..., aq^-nek 
polinomja (p = 2, 3 , . . . , g—2) . 

B I Z O N Y Í T Á S : (23) mutatja, hogy az állítás </ 4-re igaz. (7 i = 3ß2aj). 
Teljes indukcióval bizonyítunk. Ha (24)—(25) q-ra igaz, úgy deriváljuk (24)-et: 

7 A + I = 7 ' / = Á I « 9 + 1 + Á 2 « I + Q ß Q C E T 1 « 2 - F Á G + I « Ï + 1 + 

+ q Á 2 « i «ï + < 7 Á 2 « 2 < v 1 f <7 Á i « 1 « 9 - 1 + I 2 I Á 9 - 1 « Г 2 « з + 1 2 J (q—2)ßq-icci'äcii + 

+ [ 2 ) Á G « ' / ' « 2 + " / À = Á I « 9 + 1 + Á 9 + I « Í + 1 + ( < 7 + 1 ) Á > « I « G + ] ) 

+ 7 a + I ( « I , « 2 , • • - , « . / 1 , Á L , Á 2 , . . - , Á 9 - 1 ) . 

9 \ . 9 - 3 2 

Á 9 « Í ' ' « 2 + 

ahol 
" / g + i ( « b « 2 , . . « g - l , Á l , Á 2 , • • . , Á 9 - 1 ) 

< 7 Á 2 « 9 1 + 

+ «3 

^ (q—2)Á9-i«r3«2 + <Í2 + 

D B « Ï - 2 K - 2 + < V ; Í ] + Й 9 - 1 [ G Á 3 « L + Ö 9 - 2 I -} ß 4 - l ( i V ~ + <%í + 0 2 

= Á 2 [ 9 « 2 « 9 - i + í ; 2 ] + Á 3 [q « 1 « 9 1 + + « 1 £ 2 ] - 1 

Г Á G - 2 [ * G - 2 + « 1 S 9 - 3 ] + Á G - I « Г " « 3 + 1 2 ) ( Q — 2 ) A * « 2 + « 1 * 9 - 2 

és ezek (24)—(25) alakú képletek, amivel az 1. S E G É D T É T E L T bebizonyítottuk. 
Ebből és (22)-ből folynak a következő 

K O R O L L Á R I U M O K : 

1. Ha egy pontban a 1 = ß1 = \ , a-2= • • • = a r - 2 = 0 ( f ^ 3 ) , akkor ott 

7 1 = 1 , 7 2 = Á 2 , • • • , Y r - 2 = Á r - 2 , 7 , - 1 = « r - 1 + Á / - 1 , Y r = « г + Á r + Ö Á 2 « r - l . 

2. Ha egy pontban « , = Á i = l , Á 2 = - - = Á r - 2 = 0 ( r ^ 3 ) , akkor ott 

71 : 1 , / 2 = « 2 , . . . , 7 , - 2 = « r - 2 , 7r-l = «,-1 + Ár-1, 7r = «г + Á r + ( 2 ) Ár- 1 « 2 -

3. Ha egy pontban ß2 = «3 = . . . = « r_1 = 0 ( r ^ 2 ) , akkor ott 

71 Ái«i, 72 = Á2«Í, • • -, 7r-i =Ár - i« í _ 1 , 7r = Á i « r + Á r « í . 
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4. Ha egy pontban ß± = - ß3 • • • : ßr-i 0 (r i s 2), akkor ott 

7i = / i « i , 7a = A«2, • • -, 7r-i A «r-x, 7,- = A«,- + A « i . 

5. Ha egy pontban «2 « 3 = - - - = =«,• л = ßz —ßz—'--—ßr-\ — 0 ( r=s2 ) , 
akkor ott 

7 i = / i « i , 72 • • • 7, i - O , 7, = / i « r + / r « í 
(1 és 2-ben r 3 esetén, 3, 4, 5-ben p e d i g / ' 2 esetén semminek a helyébe 
nem kell 0-t tennünk). 

2 . EGYDIMENZIÓS EGY ADDITÍV PARAMÉTERŰ TRANSZFORMÁCIÓSEREG: AZ 

alábbiakban a lehető teljesség kedvéért bizonyítással együtt szerepel a szerző 
[42]-ben bizonyított tételeiből folyó következő 

2 . S E G É D T É T E L : Legyen z((a, b) ; «, /?£(— ; g -(г, « ) £ ( « , ft) Ф 
b vagy mindkettő végtelen is lehet), teljesüljön egy z- c((a, b)-re 

(26) g[g(z, a), ß\ g(z,a + ß), 
legyen továbbá g(z, a) z-ben (minden a-ra) és g(c, a) a-ban folytonos és 
g(z, a) semelyik z £ (a, b)-nél sem konstans a-ban, akkor és csak akkor van 

oly folytonos és szigorúan monoton ;i(z) függvény, mely (a, b)-t egy-egyértel-

müen (—oo, oo у re képezi le és 

(27) £•(*,«) = /< > ( * ) + «] 

(u 1 a p inverz függvénye). Speciálisan 

(28) g(z, 0) = z. 

(27) minden «£(— *>, oo), z£(a,b)-ra is kielégíti (26)-ot. 

BIZONYÍTÁS: Definiáljuk 

(29) u{a) g(c, a) 

-t, akkor (26)-ból г = c-vel 

(30) g\u(a),ß\ = u(a + ß). 

Feltevéseink szerint и (a) folytonos és nem konstans. Bebizonyítjuk, hogy 
szigorúan monoton. Ha ugyanis volna két r, < s2, amelyre 

"(a) — u(s.2), 
akkor a folytonosság miatt egymáshoz tetszőlegesen közel is volna ilyen. De 
akkor (30)-bóI 

"[« + (e2—«i)] = g[u(&ù> «—*J =g[u(si), «—fi] = «(«)> 

tehát и (a) periodikus a tetszőlegesen kicsiny ( f 2 —«0 periódussal, vagyis kons-
tans volna, feltevésünkkel ellentétben. Tehát u(a) szigorúan monoton. 

Bebizonyítjuk továbbá, hogy 

lim u(ci) - a, lim u(a) = b. 

4 * 
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Ugyanis, ha pl. 
b lim u ( a ) < b 

a-> со 

az (a, b) intervallumhoz tartozna, akkor (30)-ból a—»-эс-nel g{z, ß) z-ben való 
folytonossága miatt 

g(b,ß) = b 
következnék, ellentétben feltevésünkkel, hogy g(z,ß) semelyik ó)-nél sem 
konstans /?-ban. így lim u(a) b és hasonlóan lim u(cc) = a és ezek nem 

a - > со a - y - со 

tartoznak az (a, b) intervallumhoz, mely tehát nyílt. 
и (a)-ról tehát már tudjuk, hogy folytonos, szigorúan monoton és (—°c , oc)-t 

egy-egyértelműen leképezi (a, b)-re. Tehát minden z £ ( o , ó)-hez létezik pontosan 
e gy a úgy, hogy z : u(c). Ha z= и (a) inverz függvényét a = ,tt(z)-vel jelöljük 
[ а ( а ) = г Ч а ) 1 úgy (30)-ból 

g(z, ß) -.« '[."G)+ ÜJ 
lesz, ami (27)-től csak a jelölésben tér el. Fordítva (27) kielégíti feltételein-
ket és (26)-ot is : 

g[g(z, a), ß] = u '(|Н[1?(г, a)]+ß} p1[g(z) + a +ß] =g(z,a + ß). 

Végül (27) nyilvánvalóan eleget tesz (28)-nak is, amivel A 2. S E O É D T É T E L Í 

teljesen bebizonyítottuk. 

I. EGYKOMPONENSŰ EGYDIMENZIÓS OBJEKTUMOK 

1. I. § Nincs harmadiknál m a g a s a b b osztályú e g y k o m p o n e n s ű , 
e g y d i m e n z i ó s objektum 

1. T É T E L : Legyen z£(a, b), ctq£(—°°, оС) (q = \, 2 , . . . , / ' ) , « I = J = 0 és 
f ( z , ai, cc2,..., a,) € (a, b) folytonos z-ben és ar-ben minden « t =}= 0 , a 2 , . . . , « , . _ i 

mellett; továbbá ne legyen olyan y, hogy c^0,ß2 к м minden megvá-
lasztásánál f ( y , (cr, (Со,..., (cr 1, (cr) független a,-tői. Akkor a ( I ) — ( I I ) jelölé-
sekkel felirt 
(8) f [ f ( z , «,, a,,..., a,), ßuß2,..., ßr] = / ( z , -/, ,y,,..., у,) 
függvényegyenletnek csak r^k 3 esetén van megoldása. 

Tehát nincs harmadiknál magasabb osztályú egykomponensű objektum 
az egydimenziós térben. 

A bizonyítás itt csakúgy mint a következő tételekben (8) ismételt felhasz-
nálásával fokozatosan állapítja meg, hogyan függ / a változóitól. Feltesszük, 
hogy ГШ 2. 
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Tegyünk először (8)-ba «1 /1= 1, « 2 = = • • • «>• 1 = Аг = • • • A- 1 = 0-t , 
akkor az 5. KOROLLÁRIUM szerint 

/ [ / ( 2 , 1 , 0 , . . . , 0 , «, .) , 1 , 0 , . . . , 0 , ; i r ] = / ( 2 , 1, 0 , . . . , 0 , «, . + A ) . 

Ez (26) alakú egyenlet és feltevéseink szerint / (2 , 1, 0 , . . . , 0, «) folytonos 2-
ben és «-ban , ha pedig volna oly 2, hogy y f ( z , 1, 0 , . . . , 0, « ) « -ban kons-
tans volna, úgy «=-= — - ' választásával (8)-at és a 3. KOROLLÁRiUMot alkal-
mazva 

f ( y , «1, u>,..., «r - i , « , ) f [ f ( z , 1, 0 , . . . , 0, «), «1, « 2 , . . . , «,-1, «,] = 
f ( z , «1, « 2 , . . . , « , -1 , «1« + «,) f{z, «1, «2, • • -, « , -1 ,0 ) 

minden к ф О , re.,,..., «, 1 mellett «,-bcn konstansnak bizonyúlna feltevésünk-
kel ellentétben. 

Tehát alkalmazható a 2. SEGÉDTÉTEL és 

/ ( 2 , 1 , 0 , . . . , 0 , « ) « ' [ « ( 2 ) f « ] . 

Ez tehát az «1 - 1,«} • • • = « , 1 0 koordinátatranszformáció alcsoporthoz 
tartozó objektum transzformációs képlete. Másrészt ebből 

(31) / (2 , 1 , 0 , . . . , 0 , 0 ) = 2 
(az identikus koordinátatranszformációnál az objektum nem változik). 

Helyettesítsünk most (8)-ba « г 1 -et és egyrészt 

Ai = 1 ,A> = 0 
-t, másrészt 

j 
«2 «г 1 0, «, = T 

-et. A 4., ill. a 3. KOROLLÁRIUM értelmében 

(32) . « ' { / < № , 1, « 2 , . . . , « , , , « , ) ] + / , ! = / ( 2 , 1, « 2 , . . . , « , I , « , + /?,) , 

ill. 

/ А A ( Z ) - £ , Ai, Ai, • • - , A - i , A- / (2 , Ai, A», • • - , A 1,0) 

)i eg; 

A i l -

lesz az eredmény. Ez utóbbi egyenletbe 

A, 
A 

A O O + f 

(33) 

-t téve 

A,, A , • • •, A- i ) A { / [ A 1 W , A, Ä , • • -, A- 1,0]) 

/ (Y,Ai,A3 , . . . , A - 1 , A) = A 1 J 

-et, tehát 

( 3 4 ) / ( 2 , « , , « 2 , . . . , « , 1, « , ) = A " 1 ! « 

а (т) + 7 / , A, A;, • • •, A--1 
Ai 

A (A) + 77 , «1, «2, • • - , «, 1 

-et kapunk. Ezzel már fény derült f-nek «,.-től való függésére. 
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(34)-et «, -1 -gyei (32)-be helyettesítve, azt kapjuk, hogy 

<° [.« (Z) + «> , 1, «2, • • •, CCr l] 4- ßr = О) [it (г) + «r + /?,., 1, « , , . . . , «, - i ] , 

vagy ,(( (г) + а, = 0, /?,. = Ç-val 

w(Ç, 1, cg, . . « , - i ) = Ç + tu (О, 1, « о , . . . , ßr-i). 

így végeredményben / -nek г-től való függését tisztáztuk «! = 1 esetén. 
Ezt (34)-be téve 

f ( z , 1, a,, «,.) = /« 1 [u(г) + a,. + cu(О, 1 , « , , . . . , Kr-t)]. 

Visszahelyettesítjük (8)-ba «! = Ä = 1-gyel : 

,«(z) + «,. + m(0, 1 ,« 2 , . . . , « , . - i ) + / r + w ( 0 , l , Ä , . . . , Ä - i ) = 

= / ' (г) + "A + (') (0, I , / . , • . - , у,-1 )• 
Most feltesszük, hogy 

ГШ 3 

és «о = = • • • = «,._•> = 0, ül. ß 2^ O-t helyettesítjük az 1., illetve a 
2. KOROLLÁRiUMot alkalmazva: 

ш(0, l , 0 , . . . , 0 , « , . - i ) + w(0, 1, /?,-!> /-A«r-i + 

+ m(0, 1 Ä - 2 , « r - i + Ä-i)» 
ill. 

«(О, 1, 0, . . . , 0, Â- i ) + с (О, 1, « 2 , . . . , «r-i) ( 2 ) «2Â-1 + 

+ fy (О, 1, «2, . . ., «Г-2, «.-1 + Ä -l). 

Ezen egyénietek összehasonlítása megmutatja, hogy 

' Í2b 
tehát 

г — 3, 
vagyis nem lehet és ezt kellett bizonyítanunk. 

1.2. § A 1 - = cp(£), cp'(§)ф0, у"(H) = • • • y('-D(g) = o koord ináta -
(I 0 

t ransz formác ióa l c sopor thoz tar tozó / - e d o s z t á l y ú e g y k o m p o n e n s ü , 
e g y d i m e n z i ó s objektumok 

Amit az előző paragrafusban / alakjáról megtudtunk, az ott bebizonyí-
tott negatív állításon kívül hozzásegít ahhoz, hogy a legfeljebb harmadosztályú 
egykomponensü egydimenziós objektumokat (elsősorban a másod- és harmad-
osztályúakat) meg tudjuk határozni. Erre szolgál a következő 
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3 . S E G É D T É T E L : Legyen z£(a,b), 0 = ( = <*>), csr€(—00, 00 ) és 

f ( z , « j , 0 , . . . , 0, «,-)€(«, b) folytonos z-ben a,-ben és nemkonstans ccr-ben min-

den a-nél. Akkor r^2 esetén 

( 3 5 ) f [ f ( z , « , , 0 , . . . , 0 , a,), ß,, 0 , . . . , 0 , Ä ] - f ( z , Ä « I , 0 , . . . , 0 , Ä «, . + / , « ! ) 

általános megoldása 

( 3 6 ) f ( z , 0 , . . 0 , «,-) + 
l «i «1/ 

ahol r tetszőleges szigorúan monoton folytonos függvény és r 1 az inverze. 
Tehát az a1^0,a2—---=ccr-i = 0 koordinátatranszformációalcsoporthoz 

tartozó r-edosztályú egykomponensü egydimenziós objektumok ekvivalensek az 

у (ri 2) 
«1 (Ci 

transzformációs képletü objektummal. 

Ezt a tételt az / - röl differenciálhatóságot követelve bizonyította be S. 
G O L A B [ 2 7 ] . 

BIZONYÍTÁS: AZ előző paragrafus ( 3 4 ) és ( 3 1 ) képletéből az 

«(Ç, « , , 0 , . . . , 0) = î (Ç, «,) 
jelöléssel 

(37) f ( z , «1, 0 , . . . , 0, a r ) / ф | р 

és 

(38) P ( Í , 1 ) A -

(37)-et (35)-be helyettesítve 

/ \ . a > f*(*) + — , « 1 «i 

f P U (z) + f" , 
Cl i Ml «1 

-et, vagy ,m(z) -f- — = T, - o, Ä / jelöléssel 
к, /J, 

(39) p [p ( r , « ) + a, /i] Q(r + 0(g \ ßa) 

-et kapunk. Ezt a függvényegyenletet kell megoldanunk. т = 0, ß = - 1 , о« 1" 1 = Ç 
helyettesítésével (38) miatt 

(40) o(Ç, a ) - ? (0, «) + W - = * ( « ) - r b«1 ' 

-t nyerünk, ami p-nak Ç-tôl való függését tisztázza. Visszahelyettesítve (39)-
be, lesz 

[rai-r + / ( f ; ) + o]ßi-, + y ( ß ) = (., + + y (aß), 

x(")ßlr+x(ß) z(«ß) 
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és mivel itt a jobboldal szimmetrikus, a balnak is annak kell lennie : 

J M x(fl) 

így 

és (40)-böl 

1—К1"' ~ 1 — ' 

/ ( « ) xO-cd ' ) 

— ( S — * ) « 1 _ p + * . 

* (konstans). 

(37)-ből pedig 

f ( z , (cu 0 , . . , 0, «,) = , « ' {[« (z)—*]«}"'' + ftrßi' + *}, 
vagy 

u(z)-y r(z), .« '(£ + *) >' 40 
-val 

/ (2 , « „ 0 , . . , 0 , « r ) = г 1 
у ( г ) ; «г 
r-l О r 

a 1 
Ez (36), és mivel (36) mindig kielégiti (35)-öt, A 3. SEGÉDTÉTELÍ bebizonyí-
tottuk. 

1 . 3 . § Első-, másod- é s harmadosztályú egykomponensű , 
egyd imenz iós objektumok 

1. ELSŐOSZTÁLYÜ OBJEKTUMOK: (8)-ból és (22)-böl r l - re 

(41) / [ / ( z , «,), / , ] f ( z , /,«,), «,ф0,/,=Ь0 
következik. 

Ha ezt z£(« , b), « А ( 0 , <x>)-re vizsgáljuk, úgy a 

(42) «, ee, ft = ef f ( z , «,) / ( z , c ) -- ,g(z, «) 

jelöléssel a 

(26) .g[.g(z, «), / ] g"(z, а ф ß) 

egyenletbe megy át. Ha most f{z,ax) folytonos z-ben és «,-ben és semelyik 
állandó z-nél sem állandó, úgy a 2. SEGÉDTÉTEL értelmében 

g(z, a) = g l[it (z) + a], 
tehát (42)-vel 

(43) f{z, «,) = r 1 № ), «, > 0, f ( z , 1 ) z, 
Ч J 

ahol 
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Azonban (41)-ben negatív is lehet (csak 0 nem), azonkívül, mint a 
BEVEZETÉsben már említettük, z is két (esetleg érintkező) intervallumban he-
lyezkedhet el, lásd [4], ahol az is szerepel, hogy e két intervallum csak egy-
szerre zsugorodhat ponttá (a két pont esetleg egybeesik). Az egy, ill. két 
pontból álló értelmezési tartomány a 

z—z 
skalárdkat, ill. az 

y - y sign a , 

-gyei ekvivalens biskalárokat (pszeudoskalárokat) adja ([4]). Ezeket itt figyel-
men kívül hagyjuk. 

A másik, (a,,, bj)-\&\ jelölt z-intervallumra is áll a 2. S E G É D T É T E L miatt 

/ ( z , e") g(z, a) = »« 1 [/« (z) + а]. 
Itt 

j '(z) = — 0 , z£(a0,bj) 

-t írunk és így pozitív «,-ek esetén 

(43) / ( z , aj) = г 1 ) ' > 0. f(z> 1 ) = г 

/ ^ (űo, b,) 
mindkét z-intervallumra érvényes r ( z ) ^ 0 - l a l aszerint, hogy zÇ ^ „ 

Pozitív «,-re / ( z , «,) ugyanazon intervallumban fekszik, mint z. Vizs-
gáljuk most a negativ «,-ek esetét. Az átmenetet pozitív «,-ekről negatív f j -
ekre az / ( z , — 1 ) függvény és (41) alkalmazásával fogjuk megteremteni. 
(41)-ből és (43)-ból következik 

(44) / [ / ( * , - ! ) - - ! ] / (* , 1) г 

fiz,aj) f [ f ( z , —aj), —1] = / [ / ( г , —1), —«, ] 

(45) 

vagy a 

/ Hz) 
-a 

— 1 a, < 0 

jelöléssel 

(46) /(y> — О 
Ezt (44)-be téve 

rl[ő*t>(z)] z, # / ' ( z ) r(z) , ó 

-et kapunk, tehát (45) és (46)-ból következik, hogy vagy 

(47) f ( z , a j ) = , ^ [ m 
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vagy 

(48) f ( z , «,) = r > № 
V «1 . 

Mindkét képlet « , > 0 esetén egybeesik (43)-mal, tehát minden г ^ ф О - г а 
érvényes. Az is azonnal látható, hogy (47) is, (48) is kielégíti (41)-et. Meg-
említhető, hogy az itt fontos szerepet játszott / ( z , —1) függvény az (a0, b„) és 
(a, b) intervallumokat az első esetben önmagukra, a második esetben egy-
másra képezi le. 

Eredményünk a következő 
2 . T É T E L : На / ( г , tej) z-re nézve (Û,„ b0)-ban és (a, b)-ben, ax-re nézve 

pedig (—oo, 0) és (0, °°)-ben folytonos és nem konstans, úgy (41) általános 

megoldása (47) vagy (48) alakú, ahol v(z) egyértelműen megfordítható függ-
vény. Ha a„ b„, a b, úgy f is csak egy (a„ = a) vagy két (a0 ф a) értéket 
vehet fel. 

Tehát az elsőosztályú egykomponensű egydimenziós objektumok a skalá-
rokon és a biskalárokon kívül vagy az 

< l 2> У"'Щ 
Weyl-féle sűrűséggel, vagy pedig az 

(11) у 1 

közönséges sűrűséggel ekvivalens objektumok. 

Ez ekvivalens a J - t ípusú objektumokra vonatkozó megfelelő állítással. 
( B E V E Z E T É S 0 , 1 . § 2 . ) 

(47), (48)-at néha 
f(z,ax) g 1 [/' (2) I «j I ], 2 

/ ( г , « ф .« ^ ( z ) « , ] , Z ) ' ' К ) 
vagy 

f ( z , «,) = / ' l[Kz)a]], /<(z) = r(z)~'' 
alakba írják (az utóbbi páros / г ф О esetén (47)-tel, páratlan к esetén (48)-cal 
ekvivalens). 

2. MÁSODOSZTÁLYÚ OBJEKTUMOK : Min t a BEVEZETÉsben eml í te t tük , г ш 2 - r e 
/ -пек z-re vonatkozó értelmezési tartománya egy (a, b) intervallumnak vehető 
([18]). 

A 3. S E G É D T É T E L r 2-nél közvetlenül alkalmazható és érvényes a 

3 . T É T E L : Legyen Z £ (a, b), О Ф Г О £ ( — 0 0 ) , OC) és f ( z , ax, « 2 ) Ç 

T (a, b) folytonos z-ben és a.-ben és nem konstans a,-ben. Akkor [(8), (22)] 

/ [ / ( г , ax,a.j), Á,, A] f ( z , Ä « „ A«* + A«?) 
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általános megoldása 

f(Z, Cg, «о) Г ^ ' ^ + Щ ) , 
V с, cg) 

ahol г tetszőleges folytonos szigorúan monoton függvény a r 1 inverzzel. 
Tehát a másodosztályú egykomponensü egydimenziós objektumok mind 

ekvivalensek az affin leképezés 

(13) у y-«, cg 

transzformációs kép tetű objektumával. 

Előfordul az 

f(z,cg,aj) ,< ' № - 5 ) , ii(z) - r ( z ) 
V «1 (g./ 

írásmód is. 
3. HARMADOSZTÁLYÚ OBJEKTUMOK: Ezekre a 3. S E O É D T É T E L b ö l 

(49) f(z,cg,0,aj) 

Másrészt (34)-ből r 3-ra 

V(z) =/((z) — x, (0(£ + *, cg, tej) — x=o(j, a,, cg) 

-vei 

1 

«I 
(50) f(z,a„cg,aj) = r > j(/ 

-et kapunk. E két formulát (8)-nak r 3-ra specializált alakja [(22)] 

(51) f [ f ( z , cg, cg, cg), A, A , AJ = / ( z , Ä « , , //«.. + fcg + 3ß,cgcg + ß,a;) 

segítségével összekombinálva fogjuk f ( z , «,, cg, aj) végleges alakját megkapni. 
Valóban, helyettesítsünk (51 )-be «., 0, ill. A = 0-t, akkor (49), (50) (és 

a 3., ill. 4. KOROLLÁRIUM) révén 

(52) 

ill. 

(53) 

v(z) , «3 , А о * 
- V 4 — s + T T , A> A «t «f A 

1 
V (z) H—, , «о 

A t 

A: ? 

t (Z) -f 

»(z) 

A« ; i + A«ï 
A«i 

, A«J, Aa«? 

А « 3 Г A« ï 
~ A « , 

, A« i , A «s 

Ha mindkét egyenletbe 
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és (52)-be 
A 1, ,J;C'Í (Г, ß> Г/(ÍJ " 

-t, (53)-ba 

«2 «7. A«! Tj, /7, (íj A«X = ТА (í, —, fí, — , A — 
r , í r j T2 

-t helyettesítünk, 

? (£ ,« , , о) = » - j , 1, д , 

«(£, Т,,Т2) - T j г о 
h T, 

o A , l ' i l 
. Tj [TJ 

4 + 4i>(0, 1, 1) 

= — + Ö - j -
r r TT 

-t kapunk (b konstans). így (51)-ből 

r,J, , = л - ( ' I f> + D 4 + Фт ) 
(A (Í? (ÍT; 

lesz. 
Hogy a () konstans értékét meghatározzuk, ezt visszahelyettesítjük (51)-be 

pl. = ß. 0-lal : 

1 I r(z) . .. « j j »Af г(г) . „ ß; (â +2 ßx «2 A «ï + ßl at , 3/Ä,«,«., 
5Î h r ü b - r + f)T7T • Г Ó - /Л „ 44 Г-AM«? 1 (íj I ß! ' (ßi (í,)" ' (А«,)4 ' (А«,)3 " 

így kapunk 
2f> + 3 0, () — 2 

-t, vagyis 

( 5 4 ) / ( z . ( Í , , ( Í 2 , ( Í ; ) j] 1 -i- I 
V (íT 2 (Í; a \ ) 

-t. (54) minden z, al7 a.,, (í -ra kielégíti (51)-et. — Eredményünk tehát a következő 

5. T É T E L : Ha f ( z , au a2, aj) [z£(a, b); 04=«i, cc2, «з € (— 00, 
f ( z , «,, a,,, aj)£(a, b)] folytonos z-ben és a -ban és nem konstans a3-ban, 
úgy(51) általános megoldása (54) alakú folytonos és szigorúan monoton v-vel. 

Tehát a harmadosztályú egykomponensű egydimenziós objektumok mind 
ekvivalensek a projektív leképezés 

> ' 3 (i'a , (í; 
(14) 4 ' , - ,, -

«7 2 (íj «т 
transzformációs képletű objektumával. 
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(54) írható az 

/ ( г , H ^ + ^ - t ) ' К г ) = - г ( г ) 

alakba is. 
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