ORTOGONALIS POLINOMOK KORLATOSSAGAROL. I.
FREY TAMAS, Budapest

Bevezetés

Alapvetoen fontos kérdés az ortogonalis polinomok elméletében, hogy a
w(x) € L[—1, 1] nemmegativ sulyfiiggvényhez tartoz6 {,(x)] ortonormalt
polinomok scrozata a [—1, 1] intervallum valamely x, pontjdban milyen fel-
tételek mellett marad korldtos. Szamos olyan eredmény ismeretes, amely a
sulyfiiggvényre vonatkozo globalis — azaz az egész alapintervallumot érinto
— strukturalis feltételek mellett biztositja bizonyos pontokban az |m,(x);
sorozat korlatossagat.

Ezeknek az eredményeknek az alkalmazhatosagat szélesiti KOROUS egy
tétele [1], amely igy hangzik:

Jeldlje {w.(x)} a w(x)€L[—1,1], és {:t.(x)} pedig a p(x)€L[—1,1]
nemnegativ silyfiiggvényhez tartozo ortonormdlt polinomok sorozatdt, és tegyiik
fel, hogy a két sulyfiiggvény hdnyadosa kielégiti az aldbbi Osszefiiggéseket :

(1.1) 0<C = k(x) ;g—;é h; —l =Xx=1;
1.2) () —k(x)| = Corlx—x,; —1 =x=1;

ahol x, a {—1, 1} intervallum valamelyik pontja.
Ez esetben érvényesek a kiivetkezd becslések :
1

(1.3) m @) = G ()
Pt
ill. - 1,2,..)
1
(1. 4) () = G jou (%),

ahol C,, Cy, ..., Ci(és a tovabbiakban C;, C; stb.) az n indextil fiiggetlen
dllandokat jeldlnek.! A tétel 1ényegében azt fejezi ki, hogy az (1.1) feltételt

1 Meg kell jegyezniink, hogy Korous tételét enn¢l kevésbé altalanos alakban mon-
dofta ki; nevezetesen (1.1) helyett az erdsebb
k(x)€Lip, 1; —I=x=1,
premisszat szerepelteti, s igy (1.3), ill. (1.4) az egész intervallumon ervényes. Tetelének pl.
Szeadé konyvében ([2]: Theorem 7.1.3; p. 157) kozolt bizonyitdsabol azonban fenti altala-
nositas kézvetleniil leolvashato.
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kielégitd sulyfliggvényparokhoz tartozé ortonormalt polinomsorozatok aszimp-
totikus viselkedése megegyezik azokban a pontokban, ahol a két salyfiiggvény
az (1. 2) feltételt kielégiti.

Ebben a dolgozatban azt fogjuk megmutatni, hogy a fenti tételben
szerepld (1.1) és (1. 2) premisszak jelentdsen gyengithetok, anélkiil, hogy az
(1.3) és (1.4) konkluzidk tartalmilag lényegesen valtoznanak. Az 1., ill
2. §-ban ti. igazoljuk, hogy ha a [—1; 1] intervallumon végesszamu olyan
pont van, ahol KORouUs tételének (1. 1) premisszaja nem teljesiil (azaz ahol pl.
k(x) nem marad korlatos), e pontok kornyezetében azonban a két sulyfiigg-
vény mindegyike majoralhatd, ill. minoralhatd egy-egy hatvanyfiiggvénnyel
ugy, hogy a minorans €s majorans exponensének kiilonbsége 1-nél (ill. 1 2-nél)
kisebb, akkor a Korous-tétel konkluzidi érvényesek maradnak azzal a modo-
sitassal, hogy az (1.3) és az (1.4) képletben is az osszegezés nem »r= - 1-ig,
hanem valamilyen, a majorans, ill. minorans fliggvények exponenseitol fiiggo,
de n-t0l fiiggetlen természetes szamig torténik.

E modositas legfontosabb kovetkezménye, hogy mindazok a tételek,
amelyek az egységkoron ortonormalt polinomsorozatokra ismeretesek, atvihetok
az ugyanilyen strukturaja sulyfiiggvénnyel a [—1, 1] intervallumon ortogonalis
polinomsorozatokra, éspedig a sulyfiiggvényre vonatkozé és annak nagysag-
rendjét megkotd mellékfeltétel elhagydsaval is.

Miel6tt a dolgozatban szerepld tovabbi altalanositasokat ismertetnok, ra
kell mutatnunk arra, hogy Korous tétele olyan esetekben is értékes felvilago-
sitast ad az ortonormdlt polinomsorozat nagysagrendjérdl, amikor az nem
marad egyenletesen korlatos. Ha azonban kifejezetten az egyenletes korlatos-
sag kimutatiasa a célunk, a Korous-tétel (1.2) premisszaja is lényegesen
enyhitheté. A 4. §-ban igazoljuk ti., hogy pl. a
(1.5) () = Cr; (Xo—&=X=X,-F&; n=-1,2,3,..)
feltétel mellett (¢ > 0) (1.3) akkor is érvényes marad, ha (1.2) helyett vagy
csak azt koveteljiik meg, hogy k(x) az [x,—&; x,+ &) intervallumon 1-nél
nagyobb exponensii logaritmikus Lipschitz-feltételt (1. a 4. 1. TETELt), vagy-
pedig azt, hogy k(x) az x, pontban 1 2-nél nagyobb exponensii Lipschitz-fel-
tételt elégitsen ki (1. a 4. 3. TETELY).

Meg kell emliteniink, hogy Korous tétele — vdltozatlan formaban —
érvényes az egységkoron ortonormalt polinomok esetén is; ugyanigy az
alabbiakban igazolt tételek is. A bizonyitdsok gondolatmenete — sét, a for-
malizmus is — valtoztatds nélkiil vihetok at erre az esetre.

2 A szobanforgd megkotés az alkalmazott x:-- cos< transzformacié kovetkeztében
lép fel és azt koveteli meg, hogy ne a w(x) silyfiiggvénye maga, hanem w(x)] i—x2 elégitse
ki azokat a strukturalis feltételeket, amelyeket az eredeti — az egvségkoron értelmezett —
stlyfiiggvényré! tételeztiink fel,
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2. §. Korous tétele Jacobi-tipusu sulyfiiggvények esetén

21. Az alapvet6 segédtétel. Az elsd két paragrafus tételeinek igazola-
sanal alapvetd szerepet jatszik a

21. 1. LEMMA. Tegyiik fel, hogy a w(x) € L[—1, 1] sulyfiiggvény
(21. 1) k(x) (1—x)" (1 +x)* = w(x)

alakba irhato, ahol
(21.2) O0<k<k(x)< K, tovdbbd k(x)€Lip,1, hacsak 1—/i='x =1,

ahol 7 >0 tetszoleges.
Ervényesek ezesetben az
1

(21.3) fu() ”(*)) dx=Coin- 1,2,3, ...

és 7

1

‘m;‘:(x) - W,(’?),s dx=Cy;n  1,2,3,...
(1 Fof

‘1
reldciok, feltéve, hogy & 6s &, kielégitik az
. 1 1
(21.4) «—& >—1; F|<"§; I—e&,>—1; a_,<?
egyenldtlenségeket.
BizonviTAs: Tételezziik fel eldszor, hogy k(x) az egész [—1, 1] inter-
vallumon Lip 1 osztalybeli fiiggvény. Ezesetben az {m,(x)} sorozat aszimpto-

tikus viselkedése — Korous-tételének felhasznalasaval — kapcsolatba hozhato
az (1—x)* (1 -+x) sulyfiiggvényre ortonormalt {p'“®(x)} Jacobi-polinomoké-
val — amelyeket klasszikus vizsgalatok alapjan jol ismeriink — és igy a

tétel allitasait konnyen igazolni tudjuk. Az alabbiakban (21.3) elsO integralja-
nak korlatossagat igazoljuk:

(21.5) m,(X) = Culips P (xy - preP(x) )

és igy a Schwartz-féle egyenldtienség felhasznalasaval

1 1

. K . « o B
yﬁmf@%“<”“mkﬁ“vn ey U= C gy

(1—x)"

_.x)'
(21.6) 1

L. e g (=X (1 x)fj ) (. B — (1 +x) b
_2< |[pn ()] (12" dx | )1 GoF < - > .

i
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Az egyenldtienség jobboldalan szerepld integralok korlatossagat a Jacobi-
polinomokra vonatkozd alabbi asszimptotikus becslések alapjan igazolhatjuk

(¢>—1; 2 —1):
1

Ve2n+e-3--1 (n- 1)1+ e+3+1 f—'

(e, B (ec. B) i
@1L.7) ) P T Ta ) Tl 1))
ahol
@B 1y /1~;~;‘»‘)_ ple-# n+-e
(21.8) R CIE R "7
tovabba
1 1
. 1 T D B S B O.() |
(. B) s | G\ o . ~ . 1 ) LN
(21.9) P77 (cos 9) - b sin 2‘ (cos 2) ’LOS(N.)-T—/) Jron et
ahol
= —l
C e ge b Lessl 2
ps =9 = i N 5 . 5 L,
azaz 0sszegezve
O(n") ; 0=9= —]I— ,
LD /i
9 :()(7 - ’ : Léﬂ_g;r_’
pre b . 1 n n 2
(21. 10) (cos )= Lo 1
__( ﬁ —T A _’ { - [
(l l)) O‘]”)’ = Y { I »
H o« e 1 - Y e,
o) poar— =Y =

{Valamennyi osszefiiggés megtalalhaté SzeGO konyvében [2]: (21. 7) a 67.
oldalon a (4. 3. 4) formulaban, (21.8) az 37—58. oldalakon, a (4.1.1) és
(4. 1. 4) formuldban, (21.9) a 191—2. oldalon: Theorem 8.21.13, végiil
(21.10) a 164. oldalon: Theorem 7.32.2 alatt.}

"Ezek felhasznaldsaval tekintsiik pl. az

— 0“1 x)
(1—x)"

integralt. Nyilvan elegendé kimutatnunk, hogy a

J1pe 2 eop U

(1—x)“(1 L xy dx
(1—x)"

1. 11) ‘[p‘" Y0
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integral, azaz (21.7), ill. (21.10) alapjan, hogy

prd

wiV2n-re3 -1 Pin-1)(n-et-31 14 -'

_ N (ce. ) Lainlt-2e) g

27 SR RCETEACET =) [P P cos#)| sin 9
(21.12) PR
cos” = 5 d

korlatos. Marmost az utobbiban az integracios intervallumot felbontva az

1 7T 1
[’n" 2 0w
masodik, ill. elsé részét, allitasunk kozvetlenil adodik. Ugyanez vonatkozik
a tobbi integralra is.

Mivelhogy Korous tétele lokalizalt formaban is érvényes, a k(x)-re
vonatkozo altalanosabb (21. 2) alatti feltétel mellett is rogton adodnak a lemma

, il a szakaszokra és alkalmazva ott a (21.10) becslés

1— %

allitasai. A 5

1 =1 gl ill. az

szakaszokon ugyanis a fenti

i .
2 15
s, (1 x)  is két pozitiv korlat kozott marad, s igy ott a (21.6);

szakaszon viszont

gondolatmenet mindeniitt alkalmazhato, a I—] -+

1
(1—x)
(21.12) alatti integralok kozvetleniil becsiilhetok.

2.2. Jacobi-tipusi sulyfiiggvények esete. A 21.1. LEMMA birtoka-
ban KOROUS tételét olyan silyfiiggvényekre is at tudjuk vinni, amelyek az
alapintervallum két szélén nem korlatosak, ill., amelyek nincsenek O-tol elha-
tarolva. Pontosabban: Felhasznalva a bevezetésben szerepld jeloléseket, tegyiik
fel, hogy a két sulyfiiggvény hdnyadosa kielégiti a
(22. 1) O0<Chi=k(x)=Cy, ha —1 A=x=1—7;/>0
€s
(22.2) k(X)—k(x)i = Cslx—Xy; —142i=Z=x.—u=x<x+u=1-24
feltételeket, talalhato tovabba 12 olyan allando. amelyek megfeleinek az aldbbi
kovetelményeknek :

0O<w= W;O<[7<—,P;—1<(I;:<:A;<(7;‘,L“;";

(22.3) |

és a —1 = x =1 intervallumban
w(l - x) (1—x)" = wx) =W 4 x) (1—x)",

(22. 4) _
p(1 )" (1—x)" = p(a) = P+ x)"(1—x)".
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22.1. TETEL: Fen!i feltételek mellett a w(x), ill. p(x) sulyfiiggvényhez
tartoz6 {m,(x)}, il. {zv.(x)} ortonormdlt polinomsorozatok x,-beli értékei kozitt
érvényesek a kovetkezo egyenlétienségek :

cr, (\.,) 4 (’)u 1(x0) ]

K

:(')u(xn)‘ < Cy .\d' :5"7“- r(xo) |;
r u

(22.5)

ahol s csakis az a:; A;; b:; B, exponensekté'Z fliggd természetes szdm.
BizonyiTAs : Gondolatmenete lényegében koveti Korous-ét, csakhogy a

két salyfiiggvény kozé megfeleld szamu Jacobi-tipusu stilyt iktatunk be, és

igy — a 21. 1. LEMmA felhasznalasaval — Iépésrol-lépésre kovetjilk a meg-

felel6 ortonormalt polinomok x,-beli értékének nagysagrendi alakulasat.
Az alabbi segédsulyfiiggvényeket alkalmazzuk :

) Gull—9™( Fx)’ =20 = x =1
W) s —14+2i=x=1-24

[)', = ],2, [ (S—'l)], ahol [ A|, ;)‘, = B] y (g1 ::A:; A':)J«'—l :A;Bw

(22.6)  je(x) -

"lé‘; 510)7'—1‘:"1' l1 <%; Vo= 2, 3, “eay (S—l)

A j.(x) Jacobi-tipust stlyhoz tartozé ortonormalt polinomsorozatot | /¢ (x)}-
szel jeldljiik.
Elsé lépésben igazoljuk az

(22. 8) ou(x) =< Cr LSO ) 2 )1}

egyenlOtlenséget. E celbol elsésorban megjegyezziik, hogy a definiciok alapjan
érvényesek a kovetkezd becslések :

(22.7) tovabba «,—«, 1| <

(22.9) w(x)—ji(x). = Csw(x) { 1= =1
(22. 10) W) —/i(xX) = Cro i (X) (1—X)" " (1-4-x)" 7P\ ==
igy, a Korous-féle gondolatmenetet felhasznélva :
1
( . ku, {
o, (X) I /r”(x»)/“’(f) Lon®) ity at =7 ﬁw))/ Y () +

1

. ] ,,)H(t) '_]d)(xu)_/,m (t)"‘i‘jrt” (Xn)]m(i)} j](?c—___u;—@dl‘

l
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azaz
on(s) = R+
m l : o) [JG) S0+ ) J00 VAO—w(0: di =
22.11) I’;g“’i O (x). + ) [c 2 wit) df]

l

o () w(t) (I'I‘ll .

[c ‘]‘< T (1 —8" () a’f}l - NARTED] ,Ch

}C,. V@O (1) (1 )" ,] B

-1

ahol
1 1

k,l,(W) ) . (\ - . "z
i jl (8 () Jo(t) dit = oj \ ROVICLT

1

| Gt < J wiwiydr| | PO O dt | =1,

-1

tovabba
\ <J“'(i)>21'x O A—t" Q=" at

=142, 1-2

L]+ _H»+— | 1L @ ity Q=1 (== dt = Ca
-1 17

144

(22. 12)

Legutolsd relacionkban felhasznaltuk KORous tételét, amely szerint
(22.13)  J"O)] = Cull I+ 1P (¢, ha 1—a=|t =1,
mivelhogy a j,(x) és az (1—x)™-(1 +x)" sulyok kielégitik a (1.1) és (1.2)

premisszat, tovébbé a 21. 1. LEMMAT, amely szerint

(21. 14) |[p',"' &0 jl(z‘)(l—t)""“‘(l+t)""ﬂ'(It§ng;(i: 0,1),

. 1 . .
minthogy — —% <—; =y < b—3; a,>—1; b >—1, véglil azt a tényft,

hogy [—1+47; 1—Ai]-ben (1—8" (1 +#)"""! korlatos.
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A bizonyitas azon részletei, amikor a j(x) stlyrdl j,(x)-re stb, végiil
Je-2(X)-101 jo_1(x)-re tériink at, (ill. megforditva) szorol-szora egyeznek a
fentiekkel.’

A bizonyitas utolso részében, amikor a j, 1(x) stlyrol a p(x)-re tériink
it (azaz a {J$ V(x)) sorozatrol f{:r,(x)!-re), ismét a fenti gondolatmenetet
hasznaljuk. [gy adodnak Iépésrdl lépésre a

(22.15) )l = Cad i)y D (x) + S ()l
ill. végiil a
(22. 16) ()] = Cal [ ) el

reldciok, ezek alapjan pedig (22.5) &llitds, amit igazolnunk kellett.

3. §. Az eredmények altalanositdsa

31. Attérés az egységkoron ortonormalt polinomsorozatok esetére.
A Dbevezetésben emlitettiik, hogy KorOUS tétele — bizonyitasaval egyiitt —
szordl szora atvihetd az egységkoron ortonormdlt polinomsorozatok esetére is.
Ugyanez a helyzet a 2. §-ban megadott dltalanositassal is. Ez a tény modot
ad arra, hogy a stlyfiiggvények szinguldris pontjait (ahol tehat k(x)-re nem
érvényes az (1.1) feltétel) egyrészt eitélhassuk az ortogonalitdsi intervallum
sz€1€rdl, hiszen az egységkor keriiletén minden tovabbi nélkiil végezhetiink
transzlaciét a sulyfliggvénnyel és vele egyiitt az ortonormalt polinomsorozattal ;
masrészt egy tovabbi 1épésben névelni is tudjuk e szingularis pontok szamat.

% Meg kell jegyezniink, hogy a (22.7) alatt szereplo feltételcsoport helyett elegendd
lenne az (¢, —ea, ;| <1; |8,—8, | <1 feltételeket kikdtniink — igy kb. feleannyi 1épéssel
jutunk el w-tdl p-ig — amikoris a (22. 10) becslés helyett az aldbbi modon jarhatunk el
(Pl az «; < ¢, ;3 <8, esetben):

1
| 19 @050 (1,00 dx =
i

@ Bithic \

1
SH Syt p@0=0 "2 =0 T dx”

o “ie 174 Ai-1-F;
| [mtima—y 2 a—n ¥ a=c
‘i
Valob 1 a—a 1 B;—3; tovibba clesendd kicsiny 0 <. & - 1 19
aloban —y T <y ovbbi clegendd kicsiny 0 <. & . - ;i=1.2
mellett (
RN i =B (< #) () )
U= Ut LT < 2 T
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Az alapvetd tény, amelyre tamaszkodunk, egyrészt az, hogy ismeretes az
egységkorin a

(31. 1) FOU9) - 27 (1— cos $)7-(1--cos 9)°

sulyfliggvényre ortonormalt 1¢7P(2)) polinomok osszefiiggése a Jacobi-
polinomokéval (1. [2]: Theorem 11.5; 287—88.):

(y, &) u ( i) l) L (y+é;4j+%)
.S @ A E T (cos My Brisin #pun T (cos B
' 3 l 1 1
Yo . v y
¢z 2'4Cpu T P (cos $) +Deisin$p, P P (cosH)z e,

ahol A, B, C és D valos — n-t6l és -tol fiiggetlen — &liandok; masrészt
viszont az, hogy a pdros f(¥) sulyra az egységkoron ortonormalt {v.(2))
polinomsorozat ismeretében explicite is felirhatjuk a {—1, 1} intervallumon a

(31.3) W) - Slarccos xl- o= ‘

stlyra ortonormalt |m,(x)} polinomsorozatot (1. [2], Theorem 11.5):
y

BL4) wux) (2x) 2 '1 i w)/,,(O) [ W (2) - 2" W (271},
. 242!
ahol z - e®*; x -~ 7 a 2, (0) és », mennyiségekre jO becslések isme-

retesek (Szego {2]).! lgen fontos szerepet jatszik az alabbi két tény is:
a) z-lal jelolve az e mennyiséget, az

(31.5)  fU9—9,) - 27°(1— cos ($—3)]" [1 = cos ($—%)[°

sulyfliggvényre ortouormalit polinomok sorozata:

(31.6) P22 - @ (z—2).

b) A (21.7), ill. (21.10) és a (31. 1) relaciokbd! leoivashatd, hogy

o(n), ha 0=9 = ~n£,
O(I"'"‘\"), ha :—nr' é l(,‘ i £2l y
317 il P (cos $)i = . .
'__“. b) ;—(_’_;
Of(:e—%) %), ha 5 =9=n o
o(n®), ha 11— ; =9 =,

4+ L. pl: (12.3. 15) formula, p. 293, ill. (12.5.1) formula, p. 297.
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és igy
Lo oo P70
(1. 8) o ‘ ) oy 4 = o
1 | 1 .
hacsak s<—2—; ;'—:-'>—»2—; 0—&>— o) azaz a 21.1. LEMMA tartalmilag

atvihetd az egységkoron Jacobi-tipust sulyra ortonormalt polinomsorozatokra,
azzal az altalanositassal, hogy nemcsak négyzetével integralhatd, hanem integ-
ralhaté hatvanyfiiggvénnyel is megszorozhatjuk az eredeti sulyfiiggvényt, a
(31. 8) integral mégis korlatos marad.

32. A 21.1. LEMMA altalanositasa. Annak igazoldsa végett: hogy egy-
részt a 21. 1. LEMMA olyan Jacobi-tipust sulyfiiggvényekre is érvényes, amelyek-
nek nem egy (ill. két) szingularitdsuk van, hanem tetszélegesen (véges) sok;
masrészt, hogy az egységkor sulyfiiggvényeirdl vissza tudjunk térni a [—1,1]
intervallum sulyaira, azaz hogy parossa tudjuk tenni az egységkoron értel-
mezett sulyfiiggvényt, anélkiil, hogy annak lényeges strukturalis tulajdonsagait
megvaltoztattuk voina, néhany tovabbi lemmat fogunk bebizonyitani.

32. 1. LEMMA: Legyen
32. 1) — < IS <Y< ——% <vii(j=1,2,...1)
és jeloljiik az
(32.2) LN —8) 29 [1— cos ($—F)]

Jacobi-tipusu  sulyfiiggvényhez rendelt, az egységkiron ortonormdlt polinom-
~r )
sorozatot g (2)-vel, az

f
(32 3) ﬁ(.()) . I/f;('Y;)(.(’_y,)
a1
stlyhoz tartozo ortonormdlt polinomrendszert pedig \q.(z; k)}-val. Ez esetben
5 s H l()" ’L’ l()" \(}',‘ i I( J—
(32.4) g€ k)~ O[g?(@€”)], hacsak fvl,z,,,, == *‘4}1

BizonyiTAs: A 22, 1. TETELnél kovetett gondolatmenetet lényegében
megismételve, teljes indukciot alkalmazunk: a lemma allitdsa & - 1 (ill.
specidlis k-- 2) esetében érvényes, amit leolvashatunk a (31.7) Ossze-
fiiggésekbol. Tegyiik fel, hogy k- K—1 esetén még igaz az allitds, azaz
barhogy valasztva a 9" " pontokat (j==1,2, ..., K—1), az fx 1(4) stlyhoz
tartozd l¢.(z; K—1)} ortonormalt polinomsorozat aszimptotikus viselkedése

i AED
a %" pont kornyezetében (- 1,2,..., K—1) megegyezik lgi (7)) -



ORTOGONALIS POLINOMOK KORLATOSSAGAROL 1. 77

éval. lgazoljuk, hogy ez esetben az dllitas £ K esetén is érvényes. Tekintsiik
pl. a %) pont kornyezetét. Az igazolasndl felhasznéljuk az(l=r=m=K)

v 1
32.3)  fonn®) N FO—97) ll Fo— ")
g1 :

sulyfiiggvényt, és a hozzatartozo {¢.(e'; K——l)} ortonormalt polinomsorozatot,

amelyre a lemma allitdsai — feltételeink szerint — teljesiilnek. A bizonyitast
a |y >~l esetben tobb 1épésben végezziik el, (1. a 22. 1. TETEL igazolasat)

eéspedig ugy, hogy fi.1;» €s fn kizé ez esetben tobb segédsulyt iktatunk:
firi-et, frou-t, stb., Ggy, hogy egy-egy lépésnél a 9% helyhez tartozo kitevd

csak l«lf -nél kevesebbel valtozzék. Tegyiik tehat fel, hogy azt mar igazoltuk,

hogy lemmank allitdsa érvényes az

(32.6) Frosin(P) = fitin($)- 2 [1— cos($— S
salyfiiggvényhez tartozo {¢.(z; K;S)} sorozatra, és ennek alapjan igazoljuk,
hogy érvényes marad az

(32.7) Frooxr(P = frrsin($) -2 [1— cos($— 97
stlyfiiggvényhez tartozod {¢.(z; K; S+-1); polinomsorozatra is, ahol .} < L
(A Dbizonyitds természetesen az elsd lépést is tartalmazza, ti. a .= 0
valasztassat).

Feltételeink szerint érvényesek ugyanis a kovetkezé becslések, tetszdleges
« és 7 valos szamok mellett: :
\ C-ﬁfl\; Ny ( ) {

(32.8) lefiisin(N =i =0 s gy

(’fl\';\ 1(’)_;‘3_}([\ \fl:l'(‘(})l =
GB29)  _\Cas fuiwir (D =K g
__'C_)ﬂfl‘w\flzr(()) () 9\(1\)| _A'\) Sy
A 21. 2. TETEL gondolatmenetét hasznalva tehdt (z= ¢'“; &,,_1< < %,1):
(/“(Z; K,S"‘]) “n(/’/l(Z;K;S)_{_

n-1

e [ K S ) X GRS gz K ) w49

; G &[S —u; P,

.
—u=9=9"14u

q

(32.100 (2 K S) -
o Gk sy AE R EE DT G R N0 XS,
. —=<

i s(D—dfcosa (N d 5 (=€),

T
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algaE K ST 0] 0 o
ahO] «, — === O ] y Pu )= ¢, s , és i o €”’ —
2l @a(Z; K; O)] (1); ¢u(5) Ny gy ¢n(e)]

= |@.(e®)]; 8-t pedig ugy valasztottuk, hogy [fx;s;»(@)—3fx.xu1:,(0)]=0
legyen. Ennek alapjan:

:(/',1(2; K; S+ ])! = {(gul ?(f‘,.(z; K: S)|+

’ N f - ; TN e —*j N rr
o l9E K S) |19 E K S 1)t i Sy Srenar Ve Bl g

‘1—5Z|
(32.11) e
PPN i (D)= 5 (9)
+§:«pn(z,K,S)l]wn<~Ks R e as.

Azt kell csak igazolnunk, hogy az itt szerepl6 integralok korlatosak. Felbontva
1 3})L '91llf
’2' (‘9'm~] + ‘9'1)1) = ‘? = —+2_1
L @)
i]_:zl [ fh S »,,(J) = Loy

emellett itt érvényes a (31. 8) egyenlotlenség is, és igy felhasznalva a Schwartz-
egyenlétlenséget :

az integralokat 3 részre, az szakaszon

(32.12)

%<‘9nt+’9111+1) ‘ 1 f[, S+l ,(&)l
“ ! 7 fris;0($)
G K3 S+ D] gl K S)| fesns n(9)- ; K 6ZI’ d9y =
—&

1"
5} (AR

\ 7‘[ Ly
= Co) | 105 K3 O frsssn (D)@ |

L1

1 2
g ) [CA LR (

E(P“(‘—‘; K; S+ l)lzfl\'; N3 ,,(3) (1\‘} ;
(32' ]3) ( _.i)'(aw—l+omf \

-

= C%; .’ !(pn(g;K; S)Pf};;g;,.(.?) d9 s /z.

-

VCa : l ¢.(55 K S+ 1P f, \,,w)d‘»' GV Cr = Cy

30;— " " . H - W .
A [—:1‘,-%—§—l, ill. a [—&-~'2~‘t——} ;:t, szakaszokon viszont a (32.9)
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képletet, tovabba azt a feltételt hasznaljuk fel, hogy fx.s;»(¥)-val kapcsola-
tosan igaz lemmank Aallitasa. Ezenkiviil hivatkozunk a (31.8) becslésre és
végiil arra, hogy

, . '}IH 177 “‘(fm . 97A1+'9I)l+l A
(32. 14) fl——;z[ =Cy, ha ¢ l : 3
igy
__I,T (&“l - 1""&»:) n
b le@risy)
t" -i—,' (3’,:+31'1T1)
) . 1fl.a1('9) ﬁsr11(})ﬂ| (
lga (5, K3 S)! i) a9 =
(32.15) = C.ag; l [ (35 K; S+ D P fr s (DAY g e

T

: ; l "/’n(;; K§ S) F'fl\‘;v\':r (‘9)";‘9_3:';_4“;‘1‘9: hE Csz'cz.'»' - Cz;.-’n

amivel lemmank allitasat is igazoltuk.
E lemma alapjan, Korous tételét felhasznalva, azonnal adodik a 21. 1.
LEMMA altalanositasa:

32.2. LEMMA. Legyen — v == < $y <---< <1 €5

(32. 16) AR = kA 19—,
47 1
ahol
(32.17) O<k=k(P) =K, —u=9=:1

(32.18)  k(#H)€Lipl, ha 9—i, =% = $-14,;4,>0;j=1,2,.
végiil —1<v,(j=12,...,5) és {¢.(2)} az f(#) siulyhoz tartozo, az egység-
kordn ortonormadlt polinomrendszer. Ez esetben

(32. 19) ] P (). 4% = Cy,

II l} —"‘ l‘/
hacsak
—1 \f;’j—;fj és p?,-< i (j -+ 1,2, ...,S).
A kapott eredményt kozvetleniil atvihetjtik a [—1, 1} intervallumon ortonormalt
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polinomrendszerekre is, a (31. 3)—(31.4) transzformacios formulak alapjan;
kénnyen parossa tudjuk ugyanis tenni a (0,:r) intervallumban szingularita-
sokkal rendelkezd sulyfiiggvényt, ti. ugyanilyen szingularitisokat vesziink fel
a (—:r, 0] intervallumon is: a 32. 1. lemma értelmében a [0, :7) intervallumon
az aszimptotikus viselkedése ezzel nem véltozik.

32.3. LEMMA: Legyen —1 ==X, < X; < Xy <+ < Xeoy < Xo= 1, €8

(32. 20) w{x) = k(x) /( X—X, Y,
ahol J
(32.21) O<k=<k(x)=K;—1=x=1,
_ \[_];._IJV;"L] .
(32. 22) k(x) € Llpxl‘, ha x € ' {)lcj//”;;“r Llijs 1,200, 8—1,

vegitl —1<«; (j- 0,1,2,...,8) és {m,(x)} a w-re orfonormdlt polinomrend-
szer. Ez esetben
1

- dx

(32.23) ‘ 2(x) W (x) — = Cy,
21 ll Y-—X,\ﬂ/
G
ha l
(32. 24) —1<a—3;7=:0,1,2,...,8;, gi<l(ha j- 1,2,...,5—1);

g < % (ha j-- 0,5).

33. Korous tételének tovabbi altalanositasa. A 32. 3. lemma birto-
kaban a 22. [. TETELt tovabb Altalanosithatjuk, éspedig pontosan ugyanazon
gondolatmenetet alkalmazva, mint a 22. 1. TETELben:

33. 1. TETEL: Legyen w(x)€ L{—1,1];p(x) € L[—1,1};
(33.1) Xy —1oox, <Xy <o X < S <X <e < Xem I=xea 5 (JH1<08),
legyen tovdbbd taldlhato a

O<p=P,0w=W,—l<a=2A.<a-+t1(r=12...,5s—1),

(332) —]<b,—(B)<bz+1(V: 1’2”8—1)’

il
1 1
—1l<a, = A <a.+ —2»; —1<b, = B,,<b,,+t2 s (r=0;3),
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feltételeket kielégits dllandok olyan csoportja, amellyel kielégiilnek a
‘+ i =x= xl BN /\;H

e H

Gy PRI P =Plx—x |ha

wlx—x;|% = wx) = Wix—x;'% (l/lOlj"’fO, 1,2,...,s
egyenldtlenségek. Legyen végiil

e

S - Xt

(33. 4) YO peyelipt, ha SE .

) 2

=X

IIA

Ez esetben

33.5)  lm.(®) =Cy 2| 6@ 10 @)= Co 2 lonw®)s,
ahol S csak s-tol, tovabba az a;, b, A;, B, exponensektol fiigg.

Ezt a tételt tovdbb élesithetjiik, nevezetesen megengedhetjiik pl. a
(336) Eo X1

egyenlétlenséget is, amikor persze a (33.4) feltételt az |> ;5; 5:{_2)(”2

kaszra kell kikotniink. E célbdl eloszor a 32.1 LEMMAtL kell altalanositanunk:

SZa-

33.2. LEMMA: Legyen f($) € Lay, az aldbbi alakban irhato:

3.7 @) oA 19—9;1,

ahol !

(33.8) AP <Gy <G P P << S =

; >—1;(-+1,2,...,9)

és

@33.9)  0<a|F—Hhin=o(#) Tl —%hlk  —I<H= <]
tovdbbd

(33.10) o(P)elLipl, ha ‘}Q i "", Go-+Fin

2

Ez esetben az f(9) sulyra az egysegki)‘rb'n ortonormdlt {®,(z)} poli-
nomsorozat a z,=e% pontok (vr=:=1,2,...,5) kis kornyezetében ugyanolyan
aszimtotikdval rendelkezik, mint az

(33. 11 £ (P =22 [1— cos (F— )]F
silyra az egységkoron ortonormdlt {¢,(2; v)} polinomsorozat, azaz
(33.12) | D0 (€)== O [|ga(e; )],

! ] |‘ 19" 1( FL ’
@31 ha 9| Lo 0 (e )| e g BTy ot P

6 1. Osztialy Kozleményei VI
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A lemma bizonyitdsa a 32.1 és 32. 2. LEMMAra tdmaszkodva, a 21. 2. TETEL gondo-
latmenetével analdg modon torténik, nevezetesen az f(%)-ra ortonormalt poli-
nomokat (32. 10) mintdjara az

(t],

(33. 14) (P ==f(9)22 [1—cos ($—+)] 2
stilyra ortonormalt polinomsorozattal fejezziik ki.
A 33.2. LemmAra tamaszkodva azonnal adodik a

33.3. TETEL is: A 33. 1. TETEL konkluzidi érvényesek maradnak, ha
megengedjiik a :

esetet, feltéve, hogy a (33.4) feltételt igy modositjuk:
K@ =K >0; k(@) €Lipl, ha V75 = x =T

4. §. A Lipschitz-feltétel exponensének csékkentésérol

Az aldbbiakban a Korous-tételben szerepl6é (1.2) feltétel enyhitésével
foglalkozunk. Tételeinket az egvségkoron értelmezett, nemnegativ sulyfiiggveé-
nyekre vonatkozoéan mondjuk ki €s bizonyitjuk be, amelyeknek viszonya 0-t6l
elhatarolt és korlatos, ezek alapjan azonban — a 2. és 3. § eredményeire
timaszkodva — a [—1.1] intervallumon értelmezett és globalisan sokkal
altalanosabb strukturaju sulyfiiggvényekre vonatkozo korollariumokat is meg-
adunk.

A tételekben szerepld két sulyfiiggvény: @ (9)€Ls, €és w(9) € Lo;
hanyadosuk:

@1 == (%), log ¢ € La,; emellett log y € Loq; o (3) = &

w(P)’
A hanyados folytonossagi modulusdt jelolje ()= (J;%). # elégitse ki a
4.2) O<cpy=2x2(N =0 (—a=sI9=a)

feltételt. Az egységkoron ortonormélt polinomok sorozatat jeloljiik {®,(2)}, ill.
1, (2)}-vel ?
A 4.§-ban az alabbi tételeket fogjuk bizonyitani:

4. 1. TETEL: Tegyiik fel, hogy a (4.1) és (4. 2) feltételek mellett érvénye-

sek az aldbbi premisszdk:
1

T (0;x
J

“3) )40~ Cu< oo

0
4. 4) | D, ()] = Co; (n=1,2,...; —a=Y="1).

3 Az eddig megadott jelolések, ill. premisszdk valamennyi tételben szerepelnek.
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Egyenletesen korldtos az egységkirdn ez esetben a {|¥,(2)'} sorozat is:

(4.5) (e =Cqy—t =9 = a1
4.2. TETEL: Legyen
(4.6) g (D—¢ ($)] = Cal [I— %] 2 (19— %l;
ha |9 —9 | = Cy, ahol
Cyg
(4' 7) .g;t(i)dt:: C43< oo,
‘U
Ez esetben
(4.8) | D, ()| = Cy(n==1,2,...).

4. 3. TETEL: Tegyiik fel, hogy (4.2) feltéfel mellett érvényesek az aldbbi
premisszdk: % () a 9, pontban kielégit egy (4.6)—(4.7) tipusu egyenlidtlen-
séget, tovdbbd

4. 9) D, ()| = Cy, ha $y—Cy = & = 99+ Cu.
Ez esetben .
(4. 10) L. (%)) =Cayn=1,2,....

Eloszor a 4. 1. TETELt bizonyitjuk. E célbdl felhasznaljuk a {¥,(z)} sorozat
alabbi eloallitasat:

n
n

q).u (Z) = 5. ] (I)n (\) __, (I) (b) (I) (Z) '3 (t) dt o
(4. 11 o D (2)+ 211 RACHAIO
— b n@vn L
ahol o
T
4.12) z=—e% 0=e% «,=0(1); D} (2)==2" D, (?),
és a (4. 2) feltétel kovetkeztében tetszOleges w €és » mellett:
(4.13) lug—ra] SC ke —a=0=
. ¢ l == ) C.;g ’l//, A = =

Jelolje marmost M, a |, (e'?)| maximumat, és 260 — e*’ egy olyan
helyet, ahol |#¥,| e maximumot felveszi:

(4.14) M, =, (€%0")] = [, (%)].

6¥
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A fent szerepld integralt igy becsiilhetjiik:

T

i 2~1—J an (L~) ’(I)* (L) (pn (2)_([)”( )d)n (Z) [ (t) ( )_C/i(})dt =
4 15 1 D2 n‘ 19!—‘7. o .
@15 =+ ]+ [ | moi@Eonee -

- B+ P

NG CIRT @]

0= /w){ it =

=1 max id,(en- 772/, 2) ]44)‘,1@) 12'np(t)dz‘§ V’—; ]](b,,(g)ﬁgo(t)dt‘ 4
4 iei-am ! ;o | |

(4. 16) 1
-2 max an(eit)i'z' max |@,(e")2- max (f)- [

G-A=t=9+A te[-a,7] L S-ast=O

0 (() /)

igy a (4.4); (4.3); (4.12), ill. (4.11) és (4.15—16) vsszefiiggések alapjan

P

“4.17), (P ()=0(0)-+0(1)--2. %If Ch- L(((;;—{)fd()‘.
Konnyen belathato, hogy 2 vélaszthato olyan kicsinyre, hogy az

A

“o(d;x) do = b

(4. 18) 5 o

egyenldtlenség érvényes legyen. Ugyanis a (4. 3) egyenldségbdl
1 A
(4. 19) Cy — lim ]-‘%ﬁlda, Cis— lim J%E)—d()‘

Ar0 . 20 o
2 O

s igy az utdbbi integral tetszOlegesen kicsiny, ha 4 elegendden kicsiny, pl.
kisebb, mint Z,(Cs; v). Ennek alapjan a (4. 17) egyenlttlenségbdl, felhasznalva
a (4.18) és (4. 14) kifejezéseket, az

(4. 20) n *" O(l)+ Mn
egyenldtlenség adodik, aminek az
(4.21) M, = O(1)

kozvetlen kovetkezménye. Ezzel tételiinket igazoltuk.
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Ezekutan attériink a 4. 3. TETEL bizonyitdsara, amelynek gondolatmenete
lényegében a 4. 1. TETELét koveti. A (4 11) értelmében

-2 t S+
e 1 s ] J @EO | o+
‘ St S
4.22 )
4.22) + | D(0)1 | P (20) 1] ‘l’n(h)lﬁl’(f) /(t) ;5)30) ;zt‘d t.

Minthogy a —ax =t = h—4, ill. Hy —{—i. = t = 2 intervaliumokban

2 () — (9
(4.23) ,’,(’2,__%' - 2-)1_'--/.2, p(f) = n2y(l),
azért
$-r. P
1 , e |z(t)—=(P)| ,, _
L '_! 9 Ml | @3(C) Di(20) — Du(C) D.(20)]|8.( )Wj(t)l——fol dt =
@A 24)

T T

III:!

22 2 mlaCs, J [(]),L(e")|~(;(t)dt$ Jj(‘jfn(e"‘)]?t,u(t)dt = Co,
tekintve, hogy az egységkoron |} (2)|=|P.(2)!.
A (4.22) harmadik integrdljat, a 4. 3. TETEL feltételeit figyelembevéve,
igy becsiilhetjiik: (0 <4 < Cy; 27 Cp)

$ it

» ‘ B, PiE) Pien) — D) Pul@0) [0 I—J/%:—/TM

9.1

(4. 25)

2.Ces ] ];4),[(@'),-1/;(1)(11 yq) £ dtg = Ca.

y'

A (4.1) feltétel alapjan «,.=O(1). igy a (4 22) (4. 9) és (4. 25) Ossze-
fiiggések alapjan kovetkezik a 4.3. TETEL. A 4.2, TETEL a 4. 3. TETEL
specidlis esete.

E tételek alapjan — felhasznalva a 2. és 3. § eredményeit — a kovet-
kezd korollariumokat adjuk meg: legyen
(4. 26) Xp==: —1 ==X < X< oor I X7 <U Xy < voe < Xg=2 | =Xyt
és
(4. 27) X < Xy <2 X413 G 1,2,...,s—1),
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legyen tovdbba talalhato a
—l<g=A<ag+1;, —1<b=8B<b-41; (-=23...,5—1)

@.28) —l<a=A<at i —1<b=B<bt 55015

,] .
2 ?

O<w=W;0<p=P
allandok olyan csoportja, amelyekre teljesiilnek a

Xj-1

. . X X+ x;
wix—x;% = w(x) = W|x—x|% | , ha — Yox= iV Xt

2 2
Jo 12 s

(4.29) ill. -»33‘—1; A == N ;rﬁi;
plx—xl"% = p(x) = P [x—x;|" |
i Yot Xirer _ o Xiet o X
. = - 2 s
feltételek. Legyen talalhatd emellett egy olyan
(4 30) —1 §(IO§A0<GU"}‘]; —1,—([)1)28',<b0+1
kitevOpdr, amelyekkel a
(4. 31) wix—x[" = wx) = Wx—x|"] x.+x, N
plx—x|"=p(x) =P [x—x|"\ 2 T 2

egyenl6tlenség is teljesiil. Jelolje {m.(x)}, ili. {:z.(x)} a w(x) € L[—1, 1], il
p(x) € L[—1, 1] salyra a [—1, 1} intervallumon ortonormalt polinomok soro-
zatat és tegyiik fel, hogy

4. 32) |wa(x)] = Cs2, ha xi—i=x=x-4 (2 >0, tetszleges).
I. KOROLLARIUM : Megtartjuk a (4. 26)—(4. 32) alalti jeliléseket és pre-
misszdkat, emellett a w(x) és p(x) sulyfiiggvények k(x):- ;)((;c)) hdnyadosdrol

Jeltessziik, hogy
(4.33) k) —k()| =V]x—x| g(lx—xl), ha x,—2=x=x+14
ahol

(4. 34) k(xg) >0; J%(t) dt =< Cy < o~
[0

E2 esetben

(4.35) |l ta(x)} = Co; n - 1,2,...
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Il. KOROLLARIUM: Megtartjuk a (4. 26)—(4. 32) alatti jeloléseket és pre-
misszdkat, emellett a w és p sulyok k(x) hdnyadosdnak [x,—4; x,-+ 2]-beli
m ()= (d; x,— 2, X,+ A) folytonossdgi modulusdrol feltessziik, hogy

A
C m(0)
0

k(x) >0; do = Cy< oo

0
Ez esetben is érvényes a (4. 35) becsiés.
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