
ORTOGONÁLIS POLINOMOK KORLÁTOSSÁGÁRÓL. I. 
PREY TAMÁS, Budapest 

B e v e z e t é s 

Alapvetően fontos kérdés az ortogonális polinomok elméletében, bogy a 
i v ( x ) £ L [ — 1 , 1 ] nemnegatív súlyfüggvényhez tartozó {«„(*)! ortonormált 
polinomok sorozata a [—1,1] intervallum valamely x„ pontjában milyen fel-
tételek mellett marad korlátos. Számos olyan eredmény ismeretes, amely a 
súlyfüggvényre vonatkozó globális — azaz az egész alapintervallumot érintő 
— strukturális feltételek mellett biztosítja bizonyos pontokban az {ro„(x)J 
sorozat korlátosságát. 

Ezeknek az eredményeknek az alkalmazhatóságát szélesiti K O R O U S egy 
tétele [1], amely így hangzik : 

Jelölje {to„(x)} a iv(x) £ L[— 1, 1], és {:c„(x)j pedig a p(x) £ / . [ — 1 , 1 ] 

nemnegatív súlyfüggvényhez tartozó ortonormált polinomok sorozatát, és tegyük 

fel, hogy a két súlyfüggvény hányadosa kielégíti az alábbi összefüggéseket : 

( 1 . 1 ) 0 < С = k{x) - 1 ^ х ш и 

(1.2) № ) — * ( * b ) l ^ câ- |x—x„j; - l g J t s l ; 
ahol x„ a [—1,1] intervallum valamelyik pontja. 

Ez esetben érvényesek a következő becslések: 
1 

( 1 . 3 ) 

ill. ' " (,n 1 , 2 , . . . ) 
1 

(1.4) I ;r„ (Xu) С, V « . . r (Xo) , 
r=0 

ahol C0, Ci, . . . , CA (és a továbbiakban C5, Q stb.) az n indextől független 
állandókat jelölnek} A tétel lényegében azt fejezi ki, hogy az (1 .1 ) feltételt 

1 Meg kell jegyeznünk, hogy K O R O U S tételét ennél kevésbé általános alakban mon-
dot ta k i ; nevezetesen (1 .1) helyett az erősebb 

А'(лг) Ç Lip„ 1 ; 

premisszát szerepelteti , s igy (1.3) , ill. (1.4) az egész intervallumon érvényes. Tételének pl. 
S Z E O Ö könyvében ([2]: Theorem 7. 1 . 3 ; p. 157) közölt bizonyításából azonban fenti általá-
nosítás közvetlenül leolvasható. 

5» 
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kielégítő súlyfüggvénypárokhoz tartozó ortonormált polinomsorozatok aszimp-
totikus viselkedése megegyezik azokban a pontokban, ahol a két súlyfüggvény 
az (1 .2 ) feltételt kielégíti. 

Ebben a dolgozatban azt fogjuk megmutatni, hogy a fenti tételben 
szereplő (1. 1) és (1 .2) premisszák jelentősen gyengíthetők, anélkül, hogy az 
(1 .3) és (1 .4) konklúziók tartalmilag lényegesen változnának. Az 1., ill. 
2. §-ban ti. igazoljuk, hogy lia a [—1 ; 1J intervallumon végesszámú olyan 
pont van, ahol KOROUS tételének (1 .1) premisszája nem teljesül (azaz ahol pl. 
k(x) nem marad korlátos), e pontok környezetében azonban a két súlyfügg-
vény mindegyike majorálható, ill. minorálható egy-egy hatványfüggvénnyel 
úgy, hogy a minoráns és majoráns exponensének különbsége 1-nél (ill. 1 2-nél) 
kisebb, akkor a Korous-tétel konklúziói érvényesek maradnak azzal a módo-
sítással, hogy az (1 .3 ) és az (1 .4 ) képletben is az összegezés nem v= l- ig, 
hanem valamilyen, a majoráns, ill. minoráns függvények exponenseitől fiiggö, 
de л-től független természetes számig történik. 

E módosítás legfontosabb következménye, hogy mindazok a tételek, 
amelyek az egységkörön ortonormált polinomsorozatokra ismeretesek, átvihetők 
az ugyanilyen struktúrájú súlyfüggvénnyel a [—1,1] intervallumon ortogonális 
polinomsorozatokra, éspedig a súlyfüggvényre vonatkozó és annak nagyság-
rendjét megkötő mellékfeltétel elhagyásával is.2 

Mielőtt a dolgozatban szereplő további általánosításokat ismertetnők, rá 
kell mutatnunk arra, hogy KOROUS tétele olyan esetekben is értékes felvilágo-
sítást ad az ortonormált polinomsorozat nagyságrendjéről, amikor az nem 
marad egyenletesen korlátos. Ha azonban kifejezetten az egyenletes korlátos-
ság kimutatása a célunk, a Korous-tétel (1 .2) premisszája is lényegesen 
enyhíthető. A 4. § -ban igazoljuk ti., hogy pl. a 

(1-5) | Í T „ ( X ) | ^ C 7 ; (x0—Í„ ^ X g X„ + Í0 ; n= 1 , 2 , 3 , . . . ) 
feltétel mellett (* ( 1>0) (1 .3 ) akkor is érvényes marad, ha (1 .2 ) helyett vagy 
csak azt követeljük meg, hogy k(x) az [x„—£ 0 ; x 0 - f í 0 ] intervallumon 1-nél 
nagyobb exponenst! logaritmikus Lipschitz-feltételt (1. a 4. 1. TÉTELÍ), vagy-
pedig azt, hogy k(x) az x0 pontban 1 2-nél nagyobb exponenst! Lipschitz-fel-
tételt elégítsen ki (1. a 4 . 3 . TÉTELÍ). 

Meg kell említenünk, hogy KOROUS tétele — változatlan formában — 
érvényes az egységkörön ortonormált polinomok esetén is ; ugyanígy az 
alábbiakban igazolt tételek is. A bizonyítások gondolatmenete — sőt, a for-
malizmus is — változtatás nélkül vihetők át erre az esetre. 

- A szóbanforgó megkötés az alkalmazott x = cos 0 t ranszformáció következtében 
lép fel és azt követeli meg, hogy ne a w(x) súlyfüggvénye maga, hanem w(x) | 1—x- elégítse 
ki azokat a s trukturál is feltételeket, amelyeket az eredeti — az egységkörön értelmezett — 
súlyfüggvényről tételeztünk fel. 
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2. §. Korous tétele Jacobi-t ípusú sú ly függvények esetén 

21. Az alapvető segédté te l . Az első két paragrafus tételeinek igazolá-
sánál alapvető szerepet játszik a 

21. 1. LEMMA. Tegyük fel, hogy a w (x) Ç L [—1, 1] súlyfüggvény 

(21.1) А г ( х ) ( 1 - х ) " ( 1 + х У = и/(х) 
alakba irható, ahol 

(21.2) 0 < к Ш k(x) í K, továbbá k(x) f Lipx 1, hacsak 1— /. 

ahol /. > 0 tetszőleges. 
Érvényesek ezesetben az 

1 

(21. 3) I tol ( x ) - - - - - - dx ШС,\П 1, 2, 3, . . . 
I ( 1 - х ) ' 1 

-1 
és 

1 

coi(x) W(x)
t dx Ш G ; n 1, 2, 3, . . . 

( 1 + x f 

relációk, feltéve, hogy g, és g, kielégítik az 

(21. 4) fc—ej > —1 ; e, < y ; f — g , > —1 ; g, < — 

egyen lőtlenségeket. 

BIZONYÍTÁS: Tételezzük fel először, hogy k(x) az egész [—1, ÍJ inter-
vallumon Lip 1 osztálybeli függvény. Ezesetben az (to„(x)| sorozat aszimpto-
tikus viselkedése — Korous-tételének felhasználásával — kapcsolatba hozható 
az (1— х)" (1 + х / súlyfüggvényre ortonormált {p\c,' ß\x)\ Jacobi-polinomoké-
val — amelyeket klasszikus vizsgálatok alapján jól ismerünk — és így a 
tétel állításait könnyen igazolni tudjuk. Az alábbiakban (21.3) első integráljá-
nak korlátosságát igazoljuk : 

(21. 5) |ш„(х)| < С 1 0 { | р Г л ( * ) 1 + pfl\\x)\) 
és így a Schwartz-féle egyenlőtlenség felhasználásával 

i 

(21 .6 ) 

d x -
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Az egyenlőtlenség jobboldalán szereplő integrálok korlátosságát a Jacobi-
polinomokra vonatkozó alábbi asszimptotikus becslések alapján igazolhatjuk 
( « > — 1; , i > — 1): 

< « , л * 2 / T + c + ft+l / ' ( « + ! ) • / ' (« + « + / + 1 I 2 . (21.7) /7Г р ' (х) Р Г Р , ( х ) 

ahol 

(21.8) | Р Г « — 1 ) 

továbbá 

Г(п + « + ! ) • P ( « + / -F 1 ) 1 ' 

// -j- / 1 
; Р Г ' « 1 ) 

« -f Cl 
n 

P - - Ö 

(21.9) : PÍ" « c o s ,7) = 1 I . .7 1 
= r H s m T 

1' ПУТ У Z 1 
| cos 2 | j cos(AF .7 + y) 

ahol 

1 I . .7 1 
= r H s m T 

1' ПУТ У Z 1 

Л C : A' n ' 
n 

« + / + 1 
1 

f* 2 
— г/ — п 

Л C : A' n ' 
n 2 2 

0,(1)1 
«sin.71 

azaz összegezve 

(21.10) P T « c o s ,7) 

0 ( « " ) 

1 
.7 - О 

( - ' — > 7 ) ' - О 

0(«j 

/г ' 
1 f 1 

0 ,7 ^ — , 
/г 

и •*-•< 

л — ^ .7 « 

1 
« 

{Valamennyi összefüggés megtalálható SZEGŐ könyvében [2J: (21. 7) a 6-7. 
oldalon a ( 4 . 3 . 4 ) formulában, ( 2 1 . 8 ) az 5 7 — 5 8 . oldalakon, a ( 4 . 1 . 1 ) és 
( 4 . 1 . 4 ) formulában, ( 2 1 . 9 ) a 1 9 1 — 2 . oldalon: Theorem 8 . 2 1 . 1 3 , végül 
( 2 1 . 1 0 ) a 1 6 4 . oldalon: Theorem 7 . 3 2 . 2 alatt.} 

Ezek felhasználásával tekintsük pl. az 
1 

f í / f r W { l - x r ° + x ) ß dx 
•! d - A - y 

integrált. Nyilván elegendő kimutatnunk, hogy a 

(21 . 11) г К «Л vb О—X) 0 + * ) л 
[pl, ' • (x) — 4—— dx 

( 1 - х 2 ) " 
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integrál, azaz (21.7), ill. (21.10) alapján, hogy 

a y l \ 2л + « + f-i-1 Г(п+\)Г(п + « + , / + 1 j j [ P ^ ' c o s ^ ) ] 1 sin 

•Iß '7 . ia 7 , ,, 
• COS • Sin Л «'7 

(21. 12) 
ча . m e - ., 

2 2 
korlátos. Mármost az utóbbiban az integrációs intervallumot felbontva az 

r И 0, — n 
szakaszokra és alkalmazva ott a (21. 10) becslés 

második, ill. első részét, állításunk közvetlenül adódik. Ugyanez vonatkozik 
a többi integrálra is. 

Mivelhogy KOROUS tétele lokalizált formában is érvényes, a P(x)-re 
vonatkozó általánosabb (21. 2) alatti feltétel mellett is rögtön adódnak a lemma 

állításai. A -1 ; ill. az 2 ' 1 

-1 

szakaszokon ugyanis a fenti 

szakaszon viszont 
2 ' 2 

gondolatmenet mindenütt alkalmazható, a 

— - - - is, ( 1 + x ) is két pozitív koriát között marad, s így ott a (21 .6 ) ; 

(21. 12) alatti integrálok közvetlenül becsülhetők. 

2 .2 . Jacobi-t ípusú sú lyfüggvények esete . A 21 .1 . LEMMA birtoká-
ban KOROUS tételét olyan súlyfüggvényekre is át tudjuk vinni, amelyek az 
alapintervallum két szélén nem korlátosak, ill., amelyek nincsenek 0-tól elha-
tárolva. Pontosabban : Felhasználva a bevezetésben szereplő jelöléseket, tegyük 
fel, hogy a két súlyfüggvény hányadosa kielégíti a 
(22.1) 0 < C„ k ( x ) ^ C„, ha — 1 + /. =§ x ^ 1—/.; /. > 0 
és 
(22. 2) \k(x)—&(x„)| V C1 8 jx—x0 | ; — 1 + 2 / . ; x — и ^ x X x0 '+,« ^ 1 — 2/. 

feltételeket, található továbbá 12 olyan állandó, amelyek megfelelnek az alábbi 
követelményeknek : 

(22. 3) 

és a —1 

(22. 4) 

0 < w = £ W;0<p^P; — 1 < a, A, <a,+ j ; 

— \ < b ; ^ B , < b , + -2 ; ( / = 1,2) 

x ^ 1 intervallumban 

ív (1 + x)"1 ( 1 — x)1 ' " U'(x) W{ 1 +x ) ' ' ' ( l — x)"1, 

p( 1 +x)"*( 1 - х ) 4 2 : P(X) ' P( \ +x) ' , J ( l — x)"-. 
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22.1 . T É T E L : Fenti feltételek mellett a w(x), ill. p(x) súlyfüggvényhez 
tartozó [o),\x)\, ill. {;r„(.v)j ortonormált polinomsorozatok xirbeli értékei között 
érvényesek a következő egyenlőtlenségek : 

:c„{x,)' \"J„ ,fxn) ; 
(22 .5 ) r : ° 

j«„(x0) | " |Л7„_,.(Х0)|, 
r— 0 

ahol s csakis az a, ; A, ; b, ; B, exponensektől függő természetes szám. 

BIZONYÍTÁS : Gondolatmenete lényegében követi KoROUS-ét, csakhogy a 
két súlyfiiggvény közé megfelelő számú [acobi-típusú súlyt iktatunk be, és 
így — a 21. 1. LEMMA felhasználásával — lépésről-lépésre követjük a meg-
felelő ortonormált polinomok x -be l i értékének nagyságrendi alakulását. 
Az alábbi segédsúlyfüggvényeket alkalmazzuk: 

(22 .6) ш . ^ а д - ^ О + х У - ; 

' w(x) ; — 1 +2À ^ x ^ 1—2/. 

[r 1, 2, . . . , (s—1)], ahol «1 A,; f = ß , ; ==A,; Д-i = B.,, 

(22. 7) továbbá \ a v —«, , i ! < у ; ф 11 < у ; т = 2, 3, . . . , (s—1). 

A y,, (x) Jacobi-típusú súlyhoz tartozó ortonormált poli nom sorozatot { / ' " (x )} -
szel jelöljük. 

Első lépésben igazoljuk az 

(22. 8) I o>„(Xo) ! ̂  C17 {i/,0)(x,)I + 1 ( x , ) I} 

egyenlőtlenséget. E célból elsősorban megjegyezzük, hogy a definíciók alapján 
érvényesek a következő becslések : 

(22 .9 ) i v ( x ) - y 1 ( x ) | ^ C 1 8 w ( x ) , 

(22. 10) i i r (x)—y,(x) | T C,,y1(x)(l — x ) " ' " ' ( 1 + x ) ' " A 1 * - K 

így, a Korous-féle gondolatmenetet felhasználva : 

I ! X j ^ i x j j f H t ) [ o,M)jft)dt /,</>(*,) + 
J ( щ=о * k„(Ji) 

•/ Ло l 
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azaz 

-1+2Á I 

J 1 
a I ; "ту) [\j?\xn)\ + j:!\(x,j y : n ( o 

(22.11) + 

< + ) <j^(t)>2j\m-tr a , o + t t -"dt 

C« (>>i(t)w(t)dt 

C,s (ol{t)w(t)dt 

ahol 

C„ | < y ' " ( 0 > V i ( 0 ( 1 — 0 " + г 

| < / í . n ( 0 > V i ( 0 r f ' j < í I « > i ( t ) W ( t ) d t [ | < у К ( 0 > 2 М ) ^ | = L 

továbbá 

(22. 12) 
\<ß\*)?h ( 0 ( 1 - 0 " ' " ( 1 - 0 V A Л 

-1+Á 1 1-Á 
= li I + 11+ ! + 

-1 l'-Л -i+Я. 

Legutolsó relációnkban felhasználtuk KOROUS tételét, amely szerint 

(22.13) \J^(t)\^C.n{\p(:i'ß\t)\ + \pfl[ßi\t)\), ha 
mivelhogy a j\(x) és az (1 — x ) " ' - ( l - f x / ' súlyok kielégítik a (1. 1) és ( 1 . 2 ) 
premisszát, továbbá a 21. 1. LEMMÁT, amely szerint 

1 
(21. 14) \[p^;ß\t)f M t ) ( \ - t ) ' ^ a f \ +t)^ß'dt ^ C,p, (i= 0,1), 

T 

minthogy — Y < ö i—«, ; — ^ < bx—ßx ; o t > — 1 ; bx > —1, végül azt a tényf, 

hogy [ — 1 + / . ; 1—A]-ben (1 — f) '"~e ,0 + 0 V / ? ' I korlátos. 
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A bizonyítás azon részletei, amikor a j f x ) súlyról /2(x)-re síb, végül 
A-o(x)-ről / , - i (x)-re térünk át, (ill. megfordítva) szórói-szóra egyeznek a 
fentiekkel/' 

A bizonyítás utolsó részében, amikor a ,(x) súlyról а р(х)-ге térünk 
át (azaz a { j t ^ i x ) } sorozatról [:r„(x)J-re), ismét a fenti gondolatmenetet 
használjuk. így adódnak lépésről lépésre a 

(22. 15) |yr>(xo)i =§ Q:, j IJír V F ) , + L/i'-lVo)!}, 
ill. végül a 

(22. 16) I л„,(х„)| ^ C , { IJi: n(x„)l + | / r i V o ) | } , 

relációk, ezek alapján pedig (22.5) állítás, amit igazolnunk kellett. 

3. §. Az eredmények általánosítása 

31. Áttérés az egységkörön ortonormált polinomsorozatok esetére. 
A bevezetésben említettük, hogy KOROUS tétele — bizonyításával együtt — 
szóról szóra átvihető az egységkörön ortonormált polinomsorozatok esetére is. 
Ugyanez a helyzet a 2. §-ban megadott általánosítással is. Ez a tény módot 
ad arra, hogy a súlyfüggvények szinguláris pontjait (ahol tehát k(x)-re nem 
érvényes az (1. 1) feltétel) egyrészt eltolhassuk az ortogonalítási intervallum 
széléről, hiszen az egységkör kerületén minden további nélkül végezhetünk 
transzlációt a súlyfüggvénnyel és vele együtt az ortonoimált polinomsorozattal; 
másrészt egy további lépésben növelni is tudjuk e szinguláris pontok számát. 

:i Meg kell jegyeznünk, hogy a (22. 7) alatt szereplő feltételcsoport helyett elegendő 
lenne az ja.,, — a r _ j | < 1; \ßv—ßr p < 1 feltételeket kikötnünk — így kb. feleannyi lépéssel 
jutunk el ir-től p-ig — amikoris a (22.10) becslés helyett az alábbi módon járhatunk el 
(pl az a . < o/+1; ß. < ßj+l esetben) : 

i 
Ï Jlí'iÁJ'r^iH-jjU) dx ^ 

! A - A • : , 
I I <Â!\x)>-jj M (1 -.V) - • (1 - X) 2 dx A 
-'i 

1 "/4-1-"/ A-i-Pj 
• I I <Jltn(x)>-h(x) (1-*)" * (1 - X) -r dx, 2 ^ C. 

1 a — о... 1 ß—ß. , 1 
Valóban — — < - - - ^ - 2 - 2 ; < , továbbá elegendő kicsiny 0 < f , < — ; / = 1 , 2 

mellett 

УДЛ)(1-Л-) - (Í j X) - <yV ,(.Y,(l-.Y) V- \\+x) V- A 
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Az alapvető tény, amelyre támaszkodunk, egyrészt az, hogy ismeretes az 
egységkörön a 

(31.1) f y ' ( . ' / ) 2y+ô ( 1 — cos &У • ( 1 + cos,'/)" 

súlyfíiggvényre ortonormált (-?)} polinomok összefüggése a jacobi-
polinomokéval (1. [2]: Theorem 11 .5 ; 287—88.): 

(31.2) 
ó\z) = z" [Ар, (cos ,'/•) + ő / ' - s i n .'Ap, i " - (cos/А)! 

<P&3(z) z" {CpZi T ' " (cos ,'A) + D - / s i n , ' A p " - ' (cos .9-)}; z 

ahol A,B,C és D valós — /г-től és ,'A-tól független — állandók; másrészt 
viszont az, hogy a páros f ( ß j súlyra az egységkörön ortonormált {ip.n{z)\ 
polinomsorozat ismeretében explicite is felírhatjuk a [—1, 1] intervallumon a 

(31.3) 4 * ) = / [arccosx]-

súlyra ortonormált jw„(x)j polinomsorozatot (1. [2], Theorem 11 .5) : 

(31.4) to,fx) (2;r) 2 1 + , j M O ) ( " % , . „ 
X-2„ 

I {2 " V a » ( г ) + 2"••/'»»(г"1)), 

z + z^1 

ahol 2 г " ; x — ; a ip2„(0) és jc»,, mennyiségekre jó becslések isme-

retesek (SZEQÖ [2]).' Igen fontos szerepet játszik az alábbi két tény is: 
а) 2,,-lal jelölve az e'9" mennyiséget, az 

(31. 5) f f ' ' л,(.7 — ,'A„) 2V+Í[1— cos (,'A—,'/„)]• [1 -j- cos (.'/—'>„)]° 

súlyfüggvényre ortonormált polinomok sorozata : 

(31 .6 ) 4 7 4 ( - г ) 
б) A (21.7), ill. (21. 10) és a (31. 1) relációkból leolvasható, hogy 

(31 .7) \q>n' ""(cos ,'A)j 

ha 0 &• 

ha - - ,'A 
n 
;T 

л 

:r 
л ' 
л 

о (nő, 

0(.'A-Ő, 

О [(л—,'A) ha у ^ А У - ^ л 

0(nö), 

* L. pl.: (12.3. 15) formula, p. 295., ill. (12.5. 1) formula, p. 297 

л 
n 

h a л — — < ,'A s ; .л, 
/7 
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és így 
71 

(31.В) 1I?!* V » ) f d ' > - C-«> 
2 я J (1—cos- .9 / 

-71 

jhacsak s < ^ ; y—н > — ^ ; 4 ' — « > — ^ J, azaz A 21. 1. LEMMA tartalmilag 

átvihető az egységkörön Jacobi-típusú súlyra ortonormált polinom sorozatokra, 
azzal az általánosítással, hogy nemcsak négyzetével integrálható, hanem integ-
rálható hatványfüggvénnyel is megszorozhatjuk az eredeti súlyfüggvényt, a 
(31.8) integrál mégis korlátos marad. 

32. A 21.1. L E M M A á l ta lános í tá sa . Annak igazolása végett : hogy egy-
részt a 21. 1. LEMMA olyan Jacobi-típusú súlyfüggvényekre is érvényes, amelyek-
nek nem egy (ill. két) szingularitásuk van, hanem tetszőlegesen (véges) s o k ; 
másrészt, hogy az egységkör súlyfüggvényeiröl vissza tudjunk térni a [—1,1] 
intervallum súlyaira, azaz hogy párossá tudjuk tenni az egységkörön értel-
mezett súlyfüggvényt, anélkül, hogy annak lényeges struktúrális tulajdonságait 
megváltoztattuk volna, néhány további lemmát fogunk bebizonyítani. 

32. 1. LEMMA : Legyen 

(32 .1) — : т < .V] < , % < • • • < A, < ; r ; < у, ; (y = 1 , 2 , . . . / - ) 

és jelöljük az 

(32. 2) fiyé (<p —.'/;) 2 [ 1 — cos (S —,'/,)] 

Jacobi-típusú súlyfüggvényhez rendelt, az egységkörön ortonormált polinom-
sorozatot {(pn'é (z)\-vel, az 

(32 .3) f . ( S ) U f ^ ( f b - L k j ) 
j -1 

súlyhoz tartozó ortonormált polinomrendszert pedig {<fn(z; k))-val. Ez esetben 

(32.4) Ы Л * ) | = 0[\№\e")\\, hacsak ш <y ^ . 

BIZONYÍTÁS: A 22.1 . TÉTELnél követett gondolatmenetet lényegében 
megismételve, teljes indukciót a lkalmazunk: a lemma állítása к 1 (ill. 
speciális к 2) esetében érvényes, amit leolvashatunk a (31 .7) össze-
függésekből. Tegyük fel, hogy к К — 1 esetén még igaz az állítás, azaz 
bárhogy választva a S-f h pontokat ( / = 1 , 2 , . . . , К— 1), az fK i(«'>) súlyhoz 
tartozó {'/„(z; К — 1 ) | ortonormált polinomsorozat aszimptotikus viselkedése 

a S-f " pont környezetében ( / ' - 1 , 2 , . . . , K — 1 ) megegyezik jcp'j (e'b)}-



O R T O G O N Á L I S P O L I N O M O K KORLÁTOSSÁGÁRÓL I. 
7! 

éval. Igazoljuk, hogy ez esetben az állítás к К esetén is érvényes. Tekintsük 
pl. a .9'!,!'' pont környezetét. Az igazolásnál felhasználjuk az (\ ш >' = in ш K) 

(32. 5) /л- 1 ; ,.(.9) n f ^ i í h - í t P ) • I I /Ф , А , ) ( .9 - .9jAl) 
.,' 1 j-~v+\ 

súlyfüggvényt, és a hozzátartozó {(p„(e'9; К—1)| ortonormált polinomsorozatot, 
amelyre a lemma állításai — feltételeink szerint — teljesülnek. A bizonyítást 

A •/,. i > esetben több lépésben végezzük el, (1. A 2 2 . 1 . T É T E L igazolását) 

éspedig úgy, hogy fK és fK közé ez esetben több segédsúlyt iktatunk: 
/ / t ; i - e t , / , i ; i i - t , stb., úgy, hogy egy-egy lépésnél а $ A ) helyhez tartozó kitevő 

csak É _ n g | kevesebbel változzék. Tegyük tehát fel, hogy azt már igazoltuk, 

hogy lemmánk állítása érvényes az 

(32. 6) /л,ч;, .( . ' / ) Д Ч ; г ( № ) . 2 ' ' " [ l _ C0S(.9— , 9 ( A ) ) p 

súlyfüggvényhez tartozó {(/„(2; A"; 5)} sorozatra, és ennek alapján igazoljuk, 
hogy érvényes marad az 

(32. 7) , + i ; ,( .9) - fK,,;,(.9)-2J [1 - cos(,9—!í\', ; ,)]A 

súlyfüggvényhez tartozó {9,,(2; K] S + 1)} polinomsorozatra is, ahol \ J\<—. 
4 

(A bizonyítás természetesen az első lépést is tartalmazza, ti. a ys = 0 
választással). 

Feltételeink szerint érvényesek ugyanis a következő becslések, tetszőleges 
a és ß valós számok mellett: 

(32. 8) \«fK.,s.,r(P)-ßfK;m-A&)\Ш j í ; Ф +Í'J, 

| « / Л ; , , ; г ( , 9 ) -р 'Д . л + 1 ; , . ( , 9 - ) | :S 

A 21. 2. T É T E L gondolatmenetét használva tehát (г-- eir~'; . 9 „ , i<ö< .9 , „ + i ) : 

<f „(z-,K-,S+\) = (c„y,,(z; K\ S) + 
7T 

+ 9
] - i <fl,C; K-, S+ 1) VM^VS) 9O(Z\ К; 5 ) / л - : , • ( . 9 ) dl) 

Z:i J г, о 

(32.10) ' cc„<pu(z;K;S) + 

1 f K. 5 + 1} K\ S) g>l(z\ K-, S )—y„(g ; К; 5 ) у „ ( г ; К: S) 
2 - т . ' 1—Çz 

' U« ; (>9) — ,J//C; n-I (<9)] í/.9; (-' г " ) . 
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a h o 1 "" = = 0 ( 1 ) ; , f ' : ( Ç ) = é s így ' / ' (>" ) : 

= | y - (e i e ) | ; pedig úgy választottuk, hogy = О 
legyen. Ennek alapján : 

!?„(*; tf; S + 1 ) | <f„(z-K\ 5 ) | + 
л 

+4-Ш*', K;S)11 </.(£; X; 5 + 1)[ j ^ G ; X; 5 ) | 
^Л" .1 ] — ç z \ 

(32. 11) 
1 

2 ; r 

Azt kell csak igazolnunk, hogy az itt szereplő integrálok korlátosak. Felbontva 

1 + -7,,,) ,7 

/ а ; M ! ; г (>7) 

az integrálokat 3 részre, az (>7„, i + ,7,,,) g ^ g szakaszon 

(32. 12) 
1 

1 _ / î / i С» ! 

emellett itt érvényes a (31. 8) egyenlőtlenség is, és így felhasználva a Schwartz-
egyenlötlenséget : 

T <AM+ Aii+IJ 

1 ( ç ; K; S + 1 ) j I <pn (С ; X; 5 ) | fK,, , ( . 7 ) • 
\—ft 

fh ; Nr 1 ; r( '7) I 
A i S i r W 1 

c 3 0 j j | *>«(£; X; 5)ГА; .s ; , . ( .7+/ .7 

| i — 

Г . 

(32. 13) 

f* 
(A«+<Wi> 1 

l+«m> 

, \ \<Pn(t\K\ 5 ) P / a ; V;i.(.7) dS-

•Ve?, 

>7,и-] + <7 

?„(£ ; X; 5 + 1)|VA;.V-iw('7)Î/.7 [ C V i C+ X C„ . 

л, , ill. a •7 m + 1 7 
; -c szakaszokon viszont a (32. 9) 
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képletet, továbbá azt a feltételt használjuk fel, hogy / i ; s ; r ( f t ) - v a l k a p c s o l a -
tosan igaz lemmánk állítása. Ezenkívül hivatkozunk a (31 .8) becslésre és 
végül arra, hogy 

(32. 14) 

így 

1 

1 — t z l 
CMf ha 

<7,„ 1 + f t „ , * ft,„ -f- ftn 

^(^m-l+P'm) 

\ 
[!/,,(£; K- S +1)| 

|y„(S; K\ 5)! \—tz) 

(32. 15) C32 K- S + l)r / A , s + 1 ; , ( f t ) r / f t J 

| / „ ( Г ; K\ S) V ( f t ) * j ft ftp ! ~7^í / f t j 7 Csi'Cf.— Cm, 

amivel lemmánk állítását is igazoltuk. 
E lemma alapján, K O R O U S tételét felhasználva, azonnal adódik A 2 1 . 1 . 

LEMMA általánosítása : 

32 .2 . LEMMA. Legyen — л s ft, < ft., < . . . < ft„ < л és 

(32. 16) / ( ft) « f t ) . / / ! ft-ft«, 
j-- J 

ahol 
(32. 17) 0< кшк ( f t ) ü К, —л s i ft s i 

(32.18) á ( f t ) é Lip* 1, ha ft,—Я,- s§ ft s i fty + A,-; Л; > 0 ; / = 1, 2 , . , s ; 

végül — 1 < 7, (у = 1, 2 , . . . , s ) és {/„ (z)} az / ( f t ) súlyhoz tartozó, az egység-
körön ortonormált polinomrendszer. Ez esetben 

(32. 19) I I / „ ( / * ) - / ( f t ) . r /f t : С . , 

/ / . 7 — 7 + 
7=1 

hacsak 

— 1 < 7 , — # és < 1 ( j 1 , 2 , . . , s). 

A kapott eredményt közvetlenül átvihetjük a [—1, 1] intervallumon ortonormált 
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polinomrendszerekre is, a (31. 3) — (31. 4) transzformációs formulák alapján; 
könnyen párossá tudjuk ugyanis tenni a (0, rr) intervallumban szingularitá-
sokkal rendelkező súlyfüggvényt, ti. ugyanilyen szingularitásokat veszünk fel 
a (—;т, 0] intervallumon is: a 32. 1. lemma értelmében a [0, rr) intervallumon 
az aszimptotikus viselkedése ezzel nem változik. 

32. 3. LEMMA : Legyen — 1 x„ < x, < x, < • • • < x., , < x, = 1 , és 

(32 . 2 0 ) w(x) = k(x) t l \ x — x j \ a j , 
7=o 

ahol 

(32 .21) 0<к^к(х)шК;-\ 

Л - 1 ; - 1 + Я г ] 
(32 .22) k(x)£ L i p J , ha x £ [* —Я, ;ху + Я/];у 1 , 2 , . . . , s — I , 

( [ 1 - Я , ; 1], 

végül —1 <ccj ( j 0 , 1 , 2 , . . . , s ) és [ej,, (x)j a m-re ortonormált polinomrend-
szer. Ez esetben 

1 

(32. 23) j ' 0 ) l ( x ) - w ( x ) — C „ 
Л / / X X; / / 

7=0 
ha 

(32 .24) - 1 < « ~ A ; y ' = 0, 1 ,2 , . . . , s ; ß3 < 1 (ha j 1, 2 , . . . , s - l ) ; 

A < y ( h a j - 0, s). 

33. Korous té te lének további á l ta lános í tása . A 32. 3. lemma birto-
kában a 22. 1. TÉTELÍ tovább általánosíthatjuk, éspedig pontosan ugyanazon 
gondolatmenetet alkalmazva, mint a 22. 1. TÉTELben: 

33 .1 . T É T E L : Legyen w(x) £ L [— 1, l j ; P ( x ) £ L[— 1, 1]; 

(33. 1) X-i = —1 =x„ < x, < • • • < x, < 2 < x,-+1 < • • • < x, = 1 ==x,.i ; ( / + 1 < s), 

legyen továbbá található a 

W\— 1 <а,.ш A,.<ar+ 1 (r= 1, 2 , . . . , s—1), 
( 3 3 ' 2 ) -\<b,.^Br<bv + l ( r = 1 , 2 , . . . , s - l ) , 

ill. 

— 1 < Ûr ^ A r < Ö „ + ^ ; — 1 < b y ^ B r + ( r = 0; s), 
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feltételeket kielégítő állandók olyan csoportja, amellyel kielégiilnek a 

(33. 3) 
P X — Xj fx)táP\x—xp ) ha + *•»-' g x ; 

xj + Xj+i 

w\x—Xj\Bj^w(x)^W\x—Xj\bj \ ahol j = 0,1/2,..., s; 
egyenlőtlenségek. Legyen végül 

\v{x) 
(33. 4) 

P(x) 
/ t (x )bLip 1, ha i + x/-и 

Ez esetben 
s s 

(зз. 5) |ю„(§)| L = 
О u=0 

ahol S csak s-től, továbbá az a,, b,, Aj, B, exponensektől függ. 

Ezt a tételt tovább élesíthetjük, nevezetesen megengedhetjük pl. a 
(33.6) | = xjH 

egyenlőtlenséget is, amikor persze a (33.4) feltételt az —-' 

kaszra kell kikötnünk. E célból először a 32.1 L E M M Á Í kell általánosítanunk: 

33 .2 . L E M M A : Legyen /( 'A) £ L-<„ az alábbi alakban irható: 

sza-

y= 1 

- л < ,7, < II, < • • • < S-j < .% < «Vi < • • • < 'S: Л ; 
«У > - 1 ; ( y = l , 2 , . . „ s) 

о < г;, \э—.'/„I"» =i o(!t) ^ fh\s— i g * ; —1 < ÁO «о < А + 1 

Lip 1, ha ^ í ^ + ' V K ^ b + i L 

(33. 7) 

ahol 

(33. 8) 

és 
(33. 9) 

továbbá 

(33. 10) 

Ez esetben az f ( S j súlyra az egységkörön ortonormált {Ф„ ( 2 ) } poli-
nomsorozat a zv = eiër pontok (r — 1, 2 , . . . , s) kis környezetében ugyanolyan 
aszimtotikával rendelkezik, mint az 

(33. 11 ) f v (.7) = 2 ^ [ 1 — cos (.7— ,'/„)]Y 

súlyra az egységkörön ortonormált {</„ (2; r) \ polinomsorozat, azaz 
(33. 12) \0n{(f*)\.= 0[\<pn{é*\v)\l 

Ф + Ф . Ф + Ф о I (33 .13) /« / 

в III O s z t á l y K ö z l e m é n y e i VIII 1 

2 (3>-i + '/ ,.); — (>7v + <9v+i ) de ,7-$ 
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A lem ma bizonyítása a 32.1 és 32. 2. LEMMÁra támaszkodva, a 21. 2. TÉTEL gondo-

latmenetével analóg módon történik, nevezetesen az /(AA)-ra ortonormált poli-

nomokat (32. 10) mintájára az 
«r jr 

(33. 14) ) V > ) / ( V ) 2 2 [1 — c o s (,'A— AA„)] 2 

súlyra ortonormált polinomsorozattal fejezzük ki. 
A 33. 2. LEMMÁra támaszkodva azonnal adódik a 

33 .3 . TÉTEL is: A 33. 1. TÉTEL konklúziói érvényesek maradnak, ha 

megengedjük a 
S = Xj+l 

esetet, feltéve, hogy a (33. 4) feltételt így módosítjuk: 

k(£) = k(xj+1)> 0 ; k(x) £ Lip 1, ha 

4. § . A Lipschitz- fe l téte l e x p o n e n s é n e k c s ö k k e n t é s é r ő l 

Az alábbiakban a Korous-tételben szereplő (1 .2 ) feltétel enyhítésével 
foglalkozunk. Tételeinket az egységkörön értelmezett, nemnegatív súlyfüggvé-
nyekre vonatkozóan mondjuk ki és bizonyítjuk be, amelyeknek viszonya 0-tól 
elhatárolt és korlátos, ezek alapján azonban — a 2. és 3. § eredményeire 
támaszkodva — a [—1.1] intervallumon értelmezett és globálisan sokkal 
általánosabb struktúrájú súlyfüggvényekre vonatkozó korolláriumokat is meg-
adunk. 

A tételekben szereplő két súlyfüggvény: <jp (AA) $ L,„ és V(AA) £ L ln> 
hányadosuk: 

(4. 1 ) X (AA) = ; log cp É Lo„; emellett log V £ Un\ V (<*) 
Ч'у') 

A hányados folytonossági modulusát jelölje (o(ö) = œ(ô;x)- x elégítse ki a 

(4 .2) 0 < x, x(9) *2 (—л;§,9-=£л) 

feltételt. Az egységkörön ortonormált polinomok sorozatát jelöljük {<PH{z)}, ill. 
{<Pn(z)}-vel.5 

A 4. § -ban az alábbi tételeket fogjuk bizonyítani: 

4. 1. TÉTEL: Tegyük fel, hogy a (4 .1) és ( 4 .2 ) feltételek mellett érvénye-
sek az alábbi premisszák: 

í 

(4 .3) j ' ^ - d c h C i ! 8 < ~ ; 
о 

(4. 4) I Фн (e9) Ш C , , ; ( / z = l , 2 , . . . ; — л g ^ s л ) . 
5 Az eddig megadott jelölések, ill. premisszák valamennyi tételben szerepelnek. 



ORTOGONÁL IS P O L I N O M O K KORLÁTOSSÁGÁRÓL I . 8 3 

Egyenletesen korlátos az egységkörön ez esetben a { </;„ (2) } sorozat is: 

(4. 5) I Ф„(еф j G С, ; — л - ,9- £ л . 

4 . 2 . T É T E L : Legyen 

(4. 6) (,9)-<p(,7U) ЗЁ C n l / ' l A - A / g d A - ^ l ; 

ha \S--9- s C t í , 0Л0/ 
c43 

(4-7) J ^ t t = C e < ~ . 
0 

Ez esetben 
(4.8) j Ф„ (eiâ») j s C44 ( « = 1 , 2 , . . . ) . 

4. 3. T É T E L : Tegyük fel, hogy (4. 2) feltétel mellett érvényesek az alábbi 
premisszák: У ( .9) « .9„ pontban kielégít egy (4. 6) —(4. 7) fr/v/s« egyenlőtlen-
séget, továbbá 

(4. 9) j Ф„ (e-»)j - C45, lia S0—Cie T .9- ф + C4i;. 

Ez esetben 
(4. 10) |iP„ (eÍS'")| C47; « = 1, 2, 

Először a 4. 1. T É T E L t bizonyítjuk. E célból felhasználjuk a {lIf,(z)) sorozat 
alábbi előállítását: 

П 

'к) (г) - - 1 I Ф„ ( 0 2 1 Щ ё ) Фг (Z) ср (/) dt = 
Z:tj v—0 

- я 
я 

(4. и) = «„ Ф(г)+2'( I Ф„(?){фЩ) Ф:(г)-

- Фп ( 0 Ф,(2)} +(t) 'dt, 

ahol 

(4. 12) 2 = £ = ей ; a„== 0 ( 1 ) ; Ф* (2) = 2» Ф„ ( J , 

és a (4. 2) feltétel következtében tetszőleges g és « mellett: 

(4 .13) \[icp—vjj ' ha — л ^ д ^ л . 
' L 49 T/7, 

Jelölje mármost Aí„ a [ Ф"„ (eiÄ) | maximumát, és z f e ' ^ egy olyan 
helyet, ahol |Ф„| e maximumot felveszi: 

(4. 14) M„ = |Ф„ (e i#o')I s |Фп (e»)| . 

6 » 
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A fent szereplő integrált így becsülhetjük: 

Фп®{Ф1&)Ф1(г)-Фн(С)Фп(г)) fiit) 

П 

(4. 15) 1 
2À ЫМ 

- л 

\0n(Ç)\\0n(z)\}fiit) 
x ( t ) - y ( f i ) 

t—fi 
; r 

m a x l ® » ^ ) ! - 4 - 2 * 3 - 2 ] I IФ,,(ÖI2V(0<"} 
4 tet-л,я] л 

(4. 16) 

; I |ф ( 1 (£) |МО<и 

+ 2 max |ф„(е'()[ • J • max | Ф„ (e") !2 • max fi(t)- I d<). Ô 

így a (4 .4 ) ; (4 .3 ) ; (4.12), ill. (4.11) és (4. 15—16) összefüggések alapján 

(4. 17). |Ф„(г) |==0(1) + 0 ( 1 ) + 2- М
4 -С%-Ф | f i ^ dŐ. 

-К 

Könnyen belátható, hogy l választható olyan kicsinyre, hogy az 

(4. 18) 

egyenlőtlenség érvényes legyen. Ugyanis a (4. 3) egyenlőségből 

-<»{<)• y) 1 
А С1-Ф 

(4. 19) CV- hm I ' Щ Ё - d ö . С , - lim f "< d ; *> 
О ?.->() J Ő d() 

s így az utóbbi integrál tetszőlegesen kicsiny, lia A elegendően kicsiny, pl. 
kisebb, mint A0(C3 9; f i ) . Ennek alapján a (4. 17) egyenlőtlenségből, felhasználva 
a (4. 18) és (4. 14) kifejezéseket, az 

1 
M„ 0 ( 1 ) + у Л+ (4. 20) 

egyenlőtlenség adódik, aminek az 

(4.21) AU = 0 ( 1 ) 

közvetlen következménye. Ezzel tételünket igazoltuk. 



O R T O G O N Á L I S POL INOMOK K O R L Á T O S S Á G Á R Ó L I . 
7! 

Ezekután áttérünk a 4. 3. TÉTEL bizonyítására, amelynek gondolatmenete 
lényegében a 4. 1. TÉTELét követi. A (4. 11) értelmében 

»a- i . л &„+r 

i :: \aaФп(е'А\+ ~ \ ) + 

(4 .22) 
- л # „ + > . » „ Л 

* ( Q - * ( f t o ) 

+ 

/ — f t о 
л 

dt. 

(4. 23) 

azért 

1 
2 л 

+ | Ф п ( 0 | | Ф , 1 ( г 0 ) | ] | Ф 1 1 ( 0 | / ( 0 

Minthogy а — y r ^ / ^ f t o — Я , ill. + intervallumokban 

* ( / ) - * ( f t o ) 

»o-L 

J + J 
- л » a + \ 

Г - 1 ^ ! = 2 я * ä ' ' 7 0 -

! ф: ( 0 Ф((г„) - Ф,„(С) Ф„(г0)!|Ф'„(о I / ( / ) g 
1 — « 0 

(4. 24) 
71 71 

=s 7 . 2.2 - I * 2 «0С45 j J I Ф „ « ) | « ( / ) г / / | J j j + , , « ) « / + + / j ' A Coo, 
- л - л 

tekintve, hogy az egységkörön | Ф*(г)| = | Фп(г)\. 
A (4. 22) harmadik integrálját, a 4. 3. T É T E L feltételeit figyelembevéve, 

így becsülhet jük: (0 Я ̂  C42) 

1 
2 л !Ф„(«11 Ш ) Ф * ( г о ) — Ф„(L) Ф„(го) I / ( / ) 1 * 0 d t l - ^ o i 

(4. 25) 

• 2 - е « ) ) \<pll(e;t) id(t)dt[ У Ф - 1 . /"(О í// Coi. 

А (4. 1) feltétel alapján «„ = = 0 ( 1 ) . így a ( 4 . 2 2 ) ; (4. 9) és (4 .25) össze-
f ü g g é s e k a l a p j á n k ö v e t k e z i k a 4 . 3 . TÉTEL. A 4 . 2 . TÉTEL a 4. 3. TÉTEL 
speciális esete. 

E tételek alapján — felhasználva a 2. és 3. § eredményeit — a kővet-
kező korolláriumokat adjuk meg : legyen 

(4. 26) Xo = — 1 = X i < X2 < • • • < Xj < xj+i < ••• < x, = 1 = x.,+1 

es 

(4. 27) Xj* < Xo < X;* . 1 ; ( / 1 , 2 , . . . , s - l ) , 
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legyen továbbá található a 

- 1 <а3^А5<а3 + \- - 1 <bj^Bj<bj+\; ( j = 2,3,.. . , s - \ ) 

(4. 28) -1 <.</,:• A:<Ur 
1 
2 -1 <bJ^B/<bj+ 2 ;(j- I,s); 

0<ivá W;0<p^P 

állandók olyan csoportja, amelyekre teljesülnek a 

(4.29) 

w\x — Xj\Aj ^ lv(x) g VK[x— Xj\"j 

P\x—Xjp • p(x) =g P jx —Xy 

2 - - 2 
/ = 1 , 2 , . . . , s ; / = j = / , 

ill. 
X/* - X Xj* 

X 
X:* -J- X(I 

. . . X() - ; X/*41 

.11. 2 * 
AY*+I + XY*+2 

feltételek. Legyen található emellett egy olyan 

(4. 30) — 1 a0 Ш A, < ö 0 + 1 ; — 1 b0 == B0 < b0f- 1 

kitevőpár, amelyekkel a 

(4 31) *>i"° = w ( * ) = W\x—x0\a°l Xj* + x0 x0 + x w 

p | x — х 0 | л ° ^ / ; ( х ) ^ Р |x—x0 | "° | 2 * 2 

egyenlőtlenség is teljesül. Jelölje {«„(x)}, iii. {яг„(х)} a iv(x)£Z.[—1,1], ill. 
p(x)£L[—1,1] súlyra a [—1,1] intervallumon ortonormált polinomok soro-
zatát és tegyük fel, hogy 

(4. 32) I юи(х) | ^ Со2, ha x , — к ^ x ^ x0 + к (к > 0, tetszőleges). 

I. KOROLLÁRIUM: Megtartjuk a (4. 26)—(4. 32) alatti jelöléseket és pre-

misszákat, emellett a w(x) és p(x) súlyfüggvények k(x) " hányadosáról 
P\X) 

feltesszük, hogy 

(4.33) |£(x)—£(x 0 ) | S ] / | x — x 0 | - ^ ( | x — x 0 | ) , ha x „ — k ^ x ^ x 0 + k , 

ahol 

(4. 34) 

Ez esetben 

(4. 35) 

g\t) 
dttk Cr, ; < k(x0)> 0 ; J^ 

ci 

|íTn(x0)| ^ C54; n 1 , 2 , . . . 
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11. KOROLLÁRIUM: Megtartjuk a ( 4 . 2 6 ) — ( 4 . 3 2 ) alatti jelöléseket és pre-
misszákat, emellett a w és p súlyok k(x) hányadosának [x 0 — l ; x0 + l]-beli 
oj (rí) - -- со (r) ; x0—/., x(1 + / ) folytonossági modulusáról feltesszük, hogy 

k(x0)>0; C:k,<oc. 
о 

Ez esetben is érvényes a (4. 35) becslés. 
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