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Bevezetés

Tekintsiik egy telefonkdzpont mitkédését a O = f < oo id6kozben. Tegyiik
fel, hogy a =, 1o, ..., Ty, ... véletlen idépontokban hivasok érkeznek a koz-
pontba O <7, << -+ < Tp<+-+). EgyelGre a T, tetszbleges pozitiv valo-
sziniiségli lehet. A T.a—T(n=1,2,3,,..) idékiilonbségekrol feltessziik,
hogy egyforma eloszlast, kolcsondsen fiiggetlen, pozitiv valosziniiségi valto-
z0k, amelyek fiiggetlenek a 7; valtozo6tol is. Jelolje kozos eloszlasfiiggvényiiket
F(x), azaz P {t,qu—t. = x}=F(x) (n=1,2,...). Legyen tovabba

4

€] a:jgxdF(x)
€s . '
) ¢ (s)=| e dF (x).

Megjegyezziik, hogy az a szokasos feltevés, hogy a hivasok idépontjai-
nak {r.} sorozata 4 eseménysiiriiségii Poisson-folyamatot alkot, a fenti fel-
tevésnek azt a specidlis esetét képezi, midén F(x)— 1-—-e** ha x=0és 7,
eloszlasfiiggvénye is F(x). A fent emlitett altalanos feltételeknek megfeleld
{t.} sorozatot a kovetkezékben rekurrens folyamatnak fogjuk nevezni. Ha
specidlisan fennall, hogy e« < o és 1, eloszlasfiiggvénye

T
~

FHx)— (17_,‘[1~F(y)]dv, ha x=0,

0, ha x<0,

akkor a {t.} sorozatot sfaciondrius rekurrens folyamatnak fogjuk nevezni.
Eszerint a Poisson-folyamat a staciondrius rekurrens folyamat specidlis ese-
teként foghato fel. Megemlitjiik még a staciondrius rekurrens folyamatok egy
nevezetes tulajdonsagat. Ha {(f) valdsziniiségi valtozo6 jeloli a ¢ id6pontnak
a legkozelebbi utdna kovetkezd hivastol vett tavolsagat, akkor fennall, hogy
P{{(t) = x} = F*(x) valamennyi ¢ értékre.

1 11 Oszidly Kozleményei VIIl2
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A kovetkezokben haromféle telefon-rendszer vizsgalataval foglalkozunk:

- L A veszteségi rendszer. A kozpontban m vonal all a hivasok ren-
delkezésére: Ha egy hivas beérkezési id6pontjdban van szabad vonal, akkor
létrejon kapcsolat (beszélgetés). Ha a hivds pillanatdban valamennyi vonal
foglalt, akkor a hivds minden kovetkezmény nélkiil elvész.

II. A varakozasi rendszer. A kozpontban m vonal &all a hivasok
rendelkezésére. Ha egy hivas beérkezési idSpontjdban van szabad vonal,
akkor létrejon kapcsolat. Ha a hivas pillanatdban valamennyi vonal foglalt,
akkor a hivas mindaddig varakozik, ameddig szabad vonal nem all rendel-
kezésére és csak ezutdn valosul meg a kapcsolat.

HI. Az egyesitett varakozasi és veszteségi rendszer. A kozpontban
m vonal all a hivasok rendelkezésére és a varakozo hivasok maximalis szama w
lehet. Ha egy hivas beérkezési id6pontjdban van szabad vonal, akkor 1étrejon
kapcsolat. Ha a hivas pillanatdban valamennyi vonal foglalt és a vérakozo
hivasok szama kisebb, mint w, akkor a hivds mindaddig vérakozik, amig
szabad vonal nem &Il rendelkezésre. Ha az 0sszes vonal foglalt és a varakozo
hivasok szama w, akkor a hivds minden kovetkezmény nélkil elvész.

A kovetkezOkben a fent emlitett harom telefon-rendszert roviden 1., 1. és
HI. modellnek nevezziik. Nyilvanvaléan a IIl. modell a legaltalanosabb és
az l. modell ennek az a specidlis esete, midén w=0 ¢és a ll. modell pedig
a w= oo esetnek felel meg.

Valamennyi esetben feltessziik, hogy a kapcsolatok id6tartamai, az ugy-
nevezett tartdsi idok, egyforma eloszlasu figgetlen pozitiv valdsziniiségi valto-
. z0k, amelyek fiiggetlenek a {z,} idOpontoktol is. Kozos eloszlasfiiggvényiik
legyen

{1—e=®»*, ha x=0,
) H(x)_\O , ha x<O.

A telefon-forgalom elméletében a beszélgetési iddk eloszlasara vonat-
kozéan altalaban a fenti (3) feltevéssel szokds élni. Mindazonéltal érdekes
lenne altalanosabb H(x) eloszlasfiiggvények esetét is vizsgalat targyava tenni,
amely esetre vonatkozoan eddig nem sok eredménnyel rendelkeziink.

A fenti hdrom rendszer egyikénél sem tesziink kikotést arra vonatkozoan,
hogy a szabad vonalak melyikén jon létre a kapcsolat. Ennek semmiféle
szerepe sem lesz targyaldsunkban és ezért barmilyen kiszolgalasi rendszer
megengedheté. Altaliban azzal a feltevéssel sem éliink, hogy a varakozo
hivdsok érkezési sorrendben lesznek kiszolgalva. Egyediil a varakozasi id6
eloszlasanak meghatarozdsanal tessziik fel, hogy a kapcsolasok érkezési sor-
rendben torténnek.
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Jelolések. Jeldlie mindharom esetben #(f) a ¢ idépontban folyamatban
levd kapcsolatok (foglalt vonalak) és varakozé hivasok egyiittes szamat. Alta-
laban megengedjiik, hogy 7(0) tetsz6leges olyan nem-negativ egész értékeket
felvevd valdsziniiségi valtozé legyen, amely fiiggetlen a hivasok idopontjaitol
és a kapcsolatok idétartamaitol.

Az I. modelinél n(f) = m és n(¢) a foglalt vonalak szamat jeloli. A II.
modellnél, ha 7n(f) = m, akkor #(f) vonal foglalt és nincs varakozo hivas,
mig ha 7(f) > m, akkor m vonal foglalt és n (f)—m hivds varakozik. A L
modellnél () =m-+4w. Ha n(f) =m, akkor #(f) vonal foglalt és nincs
varakoz6é hivas, ellenben, ha m < 7(f) =m-+w, akkor mind az m vonal
foglalt és 7(f) —m hivas varakozik.

Vezessiik be tovabba az n,=n(t,—0) (n=1,2,3,...) valosziniiségi
valtozokat. Az 1, jeloli az n-edik hivas érkezési id6pontjdban a foglalt vona-
lak és véarakozo hivasok egyiittes szamat.

Megallapodunk tovabbd abban, hogy E, allapotr6l beszéliink, ha a
foglalt vonalak és varakozd hivasok egyiittes szama £.

Végiil jelolje £(f) a t idépontnak a kozvetlen utdna kovetkezd hivastol
vett tdvolsdgat. Nyilvanvaléan £(0) = ;.

Konnyen lathatd, hogy az {7n(f), {(#)} (0 = ¢ < o0) valtozéparral jellem-
zett folyamat Markov-féle. Megjegyezziik azonban, hogy a Markov-jelleg
csakis abban az esetben érvényes, ha a beszélgetési id6tartamok eloszldsa a
(3) alatti H(x) fiiggvény.

Az eredmények Osszefoglaldsa. Dolgozatunkban a telefon-forgalomra
vonatkozéan a kordbban részletezett kovetkezd feltevésekkel éliink: a hivasok
idépontjainak {r.} sorozata rekurrens folyamat, a kozpont az L, Il illetve
III. modell szerint miikodik, a kapcsolatok id6tartamai egyforma eloszlasu
fiiggetlen vaiosziniiségi véltozok a (3) alatti eloszlasfiiggvénnyel. A kezdeti
allapotra, amelyet az n(0) és =, valtozok jellemeznek, eldszor semmilyen meg-
szoritast sem tesziink és megvizsgdljuk az {n.} és az {f(f)} valtozésorozat
hatareloszidsat, midén n— oo, illetve { — co. Ezutan az {7(0), 7,} véltozo-par
eloszlasanak specialis megvalasztidsdval értelmezziik a stacionarius {%(f), £(f)}
folyamat fogalmat és erre nézve meghatdrozzuk annak a valdsziniiségét, hogy
egy hivds elvész, illetve a hivdsok vdrakozasi idejének eloszlasfiiggvényét
abban az esetben, ha a hivdsok kiszolgdlasa érkezési sorrendben torténik.

Részletesebben szélva: Kimutatjuk, hogy a lim P {x, =k} = P, hatir-

>
értékek léteznek és fiiggetlenek a kezdeti allapottol. Az I. és lIl. modell esetén
{P:} mindig valdsziniiségeloszlds, a II. modell esetén csak akkor, ha meyu > 1.

Mindhdrom modell esetén explicit alakban meghatarozzuk a {P.} valdszinii-
ségeloszlast. Ezutdn megmutatjuk, hogy ha « < o és F(x) nem-racsos elosz-
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lasfiiggvény, akkor a hm P {5(¢t) =k} = P hatarértékek léteznek és fiigget-

lenek a kezdeti allapottol Az 1. és lll. modell esetén {Pi} mindig valdszinii-
ségeloszlds, a II. modell esetén csak akkor, ha mey > 1 feltétel is teljesiil.
Mindhdrom esetben megadjuk, hogy a Pf val6sziniiségek miként fejezhetdk
ki a P valosziniiségek segitségével. Ezt kovetGen a staciondrius {#(f), {(f)}
folyamat fogalmat definialjuk. Erre nézve minden ¢ id6pontban érvényes, hogy
P{n(t)=k} =Pt és P {L(¥) = x} = F*(x). Meghatarozzuk stacionarius folya-
mat esetében egy tetszéleges hivds vdrakozasi idejének G*(x) eloszlasfiiggvé-
nyét a II. és lI. modell esetén, és egy tetszOleges hivds elveszésének a valo-
szinfiségét az I. és IIl. modell esetén. Tovabba az 1. modell esetét az m == oo
hataresetben targyaljuk és ebben az esetben targyalasunkat kiterjesztjiik a
(3)-ndl altalanosabb H(x) eloszlasfiiggvényekre is. Ezenkiviil néhany rokon
kérdésrol is tesziink emlitést.

A szakirodalom dttekintése. Az eddigiekben mind a hdrom modellt
részletesen targyaltdk abban a specialis esetben, midén a {r.} sorozat 4
eseménysiiriségli Poisson-folyamat. Ebben az esetben a {P:} és {P%} valo-
szinliségeloszlds megegyezik egymassal. Az emlitett Poisson-folyamat esetén
a {Pi} eloszlast az 1. modellre A. K. ERLANG [9], a II. modellre A. K. ERLANG
[9], E. C. MoLINA [32] és A. N. KOLMOGOROV [23], a III. modellre A. K. ERLANG
(v6. A. JENSEN [5] pp. 84—90) és L. KOSTEN [26] hatdrozta meg. (V6. még
TH. Fry [15] konyvét.) Azt az esetet, midén {z.} a fentieckben értelmezett
rekurrens folyamat, régebben nem vizsgéltdk meg ilyen részletességgel. Az I.
modelit korabban C. PALM [35] és F. PoLLAczEK [38] targyaltdk, de Ok csak
a veszteség valdszinliségét (P,-et) hatdroztdk meg. A II. esetet kordbban
D. G. KENDALL [21] vizsgédlta. KENDALL megadta a {P;} eloszlas létezésének
feltételét és megmutatta, hogy a P, Pu+1, Puse, ... valosziniisegek geometriai -
sort alkotnak. Tovabba meghatarozta a varakozasi id6 eloszlasfiiggvényét egy
ismeretlen paraméter erejéig. Szerz6 nem régi [52], [54], [55] munkdiban mind
a harom modell esetében meghatdrozta a {Pi} és {Pi} valosziniiségeloszlasok
explicit alakjat. Tovabba J. W. COHEN [6] megjelend dolgozatiban ugyancsak
meghatarozta az 1. modell esetén a {P.} és {Pi} eloszlasok explicit alakjat.
Jelen dolgozat legnagyobb része szerzd [52], [53], [54], [55] munkainak ered-
ményeit tartalmazza.

MEGJEGYZES. A fent vazolt 1. és Il. modell esetét m=1 vonal esetén
tetszbleges H(x) eloszlasfiiggvényre is részletesen megvizsgaltak. Ez az eset
azonban a telefon-forgalom szempontjabol nem bir gyakorlati jelentdséggel.
Az 1. modell m=1 esetben a Geiger—Miiller szamlaloval torténé részecske-
szamlalasnal 1ép fel (vo. [49]). A Il. modell m=1 esetben varakozasi id6
problémak targyalasanal lép fel. Azt az esetet, midén {z.} Poisson-folyamat,
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F. PoLLAczEK [36], A. J. HINCSIN [16] és madsok targyaltdk (vO. még [48]),
azt az esetet pedig, midén {r.} rekurrens folyamat, D. V. LINDLEY [30],
W. L. SmiTH [42], D. M. G. WisHART [60] és mdasok tdrgyaltdk. A 1l. modelit
m>1 esetén, {r.} Poisson-folyamatra és tetszbleges H(x)-re varakozasi id0
problémakkal kapcsolatban F. PoLiaczek [36], D. G. KENDALL [21], ]J. KIEFER
és J. WoLrowiTz [22] és mdsok tirgyaltdk. Tovabbd az 1. modellt {z,}
Poisson-folyamat esetére és tetszéleges FH(x)-re F.PoLLaczex [37], C. PALM
[34], L. KosTeEN [25], B. A. SzEvAszT)JANOV [41] és masok targyaltak.

Tovdbbi jelolések. Eldrebocsatjuk, hogy dolgozatunk folyamdn mind-
végig haszndlni fogjuk a kovetkezd jeloléseket:

) = (ju) = | ei=dF(x) (j=0,1,2,...)
és | . _ v
®) G=I+%-  (i—=012..)

i=1 @;

ahol C,=1. Tovabba legyen
P{n(t) =k} = P:(?).
Végiil legyen a {Py} valosziniiségeloszlds r-edik binomialis momentuma
B,:Z(k )Pk
=\ T
és a {Pi} eloszlas r-edik binomidlis momentuma
B—> ( T

=\

Koszionetnyilvdnitds. Koszonetemet fejezem ki J. W. CoHeEN (Delft),
A. JEnseN (Koppenhaga) és R. Syski (Harrow-on-the-Hill) uraknak, akik
szamos szakirodalom megaddsaval, kiilonlenyomatok és kéziratok rendelke-
zésemre bocsatdsaval nagy segitséget nyajtottak jelen cikk megirasahoz.
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1. §. A {P:} valdsziniiségeloszlas meghatarozasa
I. A VESZTESEGI RENDSZER

1. TETEL: A {P.} valdsziniiségeloszids mindig léfezik és fiiggetlen az
{n(0), 5(0)} vdltozd-pdr kezdeti eloszldsdtol. Fenndll, hogy

(6) P,;:-Z(—l)"k(Z)B,. (k=0,1,...,m),
ahol
& m) 1
27

(e

a {P.} valdsziniiségeloszlds r-edik binomidlis momentuma.

(r=0,1,...,m)

BizonyiTAs: Mindenekel6tt észrevessziik, hogy az {r.} (n=1,2,3,...)
valoszinliségi  valtozdk  sorozata homogén  Markov-lancot alkot a
P {tny1 = k| =Jj} = p atmenet-valdsziniiségekkel, ahol

(8) by, =(”/; : Ue“""“”(l —e YR dF (x) (j=0,1,...,m—1)
és o
(9) pin, k :pm—l, I

Ha a hivasok kozotti vu—7w. (=1, 2, 3,...) id6tartamok ugyanazon x allan-
doval egyenlok, akkor ezen feltétel mellett jeldlje :zx(x) az dtmenet-valdszi-
niiségeket. Ekkor az &ltaldnos esetben

P == T (x) dF ().

v
Konnyen belathatd, hogy az {».} Markov-lanc irreducibilis és nem
periodikus. Mivel az allapotok szdma véges, tehat ergodikus is. Kovetkezileg a
limP{y,=k} =P, (k=0,1,..., m) hatér-valdsziniiségek léteznek és fiigget-

N>

lenek az 7, valtozd eloszldsatél és igy természetesen az {1(0), 7} véltozo-par
kezdeti eloszlasatdl is. A {P,.} valosziniiségeloszlas egyértelmiien meghata-
rozhaté az alabbi egyenietrendszer megoldasaval

m

(10) Pk=>_%ﬁ1pﬁ.~P, k=0,1,...,m),
ahol =
(1) . 2 P=1.

=

(V6. W. FELLER [10] p. 325.)
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A (10) egyenletrendszer megoldasara vezessiik be az

m

(12) U(z)zgpk 2

generatorfiiggvényt. A (10) egyenletek alapjan az U(z) generatorfiiggvényre
a kovetkez6 integradlegyenlet adodik:

U= | (1—e +ze) U(1—es + ze=) dF (x) +

(13)

+(1—=2) Pm:e-f“'(l —e = L zerryn dF(x).
0
Ezutan jelolje B, (r=0,1,...,m) a {P} eloszlas r-edik binomidlis momen-
tumat, azaz legyen

(14) - B,.:f(’;)m.'

k=r

Nyilvanvaldan fennall, hogy ‘

1 (d'U(2)
(15) B,-—r—!( 23
Mint latni fogjuk, a B, (r=0, 1,..., m) binomidlis momentumok egyértel-
miien meghatarozzak a {P.} valdszinliségeloszlast és igy a feladat vissza-
vezethetd az ismeretlen B,-ek meghatarozasara. (11) szerint B,=1. A (13)
z-szerinti j-szeres differencidldsdval és z=1 helyettesitéssel pedig azt kapjuk,

hogy

Bj:[Bj_*_Bj_l_(jin_])Pm](pj’ (j:1, 2,...,/71),
vagyis _ _
% N L ) —
(16) B= g ,B]-l (j—-l, B,,,J, (G=12,...,m),
mivel hogy (14) szerint P,,= B..

Ha B,.-et el6szor adottnak tételezziik fel, akkor (16) a B; (j=1,2,...,m)
ismeretlenekre elsorendil linedris differenciaegyenlet, amely konnyen meg-
oldhaté (v6. CH. JorRDAN [20] p. 583). Osszuk el a (16) egyenlet mindkét
oldalat az (5) alatt értelmezett C; mennyiséggel, akkor azt nyerjiik, hogy

_Bij;— Bj'l _( m J Bm
Ci G J—1) Cja
Ezen egyenleteket j=1,2,...,r értékekre Osszegezve
r-1
5 —1-B '7(’") :

m I e
Cr g’ \j B C,}’
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ugyanis By==C,=1. Ha most a fenti egyenletben az r=m, akkor innen
B. is meghatarozhato és azt nyerjiik, hogy

Bmz !
’i(m ) 1
. j=0 ] C;
Igy végiil is
S
a7 B,— er%_j_Cj_,

amivel a (7) képletet igazoltuk.
A B, (r=0,1,..., m) binomidlis momentumok ismeretében a P, vald-
sziniiségek kozvetleniil felirhatok JORDAN KAROLY aldbbi képlete segitségével

(8) m:ﬁew%ﬂ&,
r=2>n

amivel a (6) allitast is igazoltuk.
Megijegyezziik, hogy a (18) képlet a B, binomidlis momentum (14)
definiciéjabdl is kovetkezik. Szorozzuk meg ugyanis (14) mindkét oldalat

(— 1)""‘( Irc )-val és Osszegezziik a kapott egyenleteket r==F%, k-4-1,..., m-re,
akkor tekintetbe véve, hogy

\1%(—1)7“]{(")(11)=/1, ha I’Ik,
= kj\r 0, ha v=Fk,
megkapjuk (18)-at.
(18) egy mas bizonyitisa a Taylor-képlet felhasznalasaval tortenik.

Vegyiik tekintetbe, hogy (12) szerint

’

1 {d'U@R o
Pk_m( U ),:o (k—0,1,..., m)

és mint emlitettiik

1 a”U(z)) B
B,= o (Mdz' - (r=0,1,...,m).

Ha U(z) derivaltjai a z=1 helyen ismeretesek, akkor ezek segitségével U(z)
derivaltjai a z=0 helyen is kifejezhet6k. Ugyanis a Taylor-képlet szerint

v =31V iy

r==0 rt
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és innen

R

ahonnan (18) mar egyszeriien kovetkezik.

II. A VARAKOZASI RENDSZER

2. TETEL: Ha meau> 1, akkor a lim Pln,=k}=P: (k=0,1,2,...)

hatdreloszlds létezik és fiiggetlen az {n(0), 5(0)} vdlfozd-pdr kezdeti eloszld-
sdtol. Fenndll, hogy

m-1
(19) P— Z(—l)”‘( )Ur (k=0,1,...,m—1)
Awt-m (k=m,m-+1,..)),
ahol v az :
(20) J‘e"""‘(““’)‘” dF(x)=w

egyenletnek egyetlen, a (0, 1) intervallumba esd valos gyoke és

7]

@) U—AcC [”’(1_‘”)"1}
2 Cl—g) [m(I—w)—j |
ahol
A 1
(22) ( m) )
Z J! ["1(1—%‘)—1]
l—w S CGA—g) lm(l—w)—j |-
A Py} valosziniiségeloszlds r-edik binomidlis momentumdra,
(23) B;)j(f)m
k=r
-ra fenndll, hogy
r r~j
§U7+__L' ﬁ(”%)(l_w ) , ha r<m
(24) B, — NI
zA m , ha r=m.

Megijegyezziik, hogy ha m e¢p = 1,akkor lim P {5, =k}=0(k=0,1,2,...}

az 3(0) valtozo kezdeti eloszlasatol fiiggetlendl. Ennek a ténynek bizonyité-
saval azonban nem foglalkozunk.
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BizoNyITAs: Konnyen meggydzddhetiink arrél, hogy az {5.} (n=1,2,3,...)
valésziniiségi véltozék sorozata homogén Markov-lancot alkot az alabbiakban
megadott P {5, = k|, =/} = pp atmenet-valésziniiségekkel

pjk=(f*/;‘) j ekur(l—ebe)itiFdF (x), ha j<m
0

w0 x

o J-m
(25) pp= (”/: )Je"“"” U (Zgr)n)“'— (e~#v—e b=y -k mudy ] dF(x),haj=mésk<m
o 0 ) ’

[s9]
(mux)*1-k

(+1—4h)!

Jelolje ismét :1;(x) az 4atmenet-valdsziniiségeket azon feltétel mellett,
hogy a hivasok kozotti . —7T.(n=1,2,3,...) idbtartamok ugyanazon x
allandéval egyenlok. Ekkor az altalanos esetben
(26) piv = 713 (x) dF (x).

0

Konnyen belathatd, hogy az {1,} Markov-lanc irreducibilis és nem peri-
odikus. D. G. KeENDALL {21] munkajaban kimutatta, hogy ha meu > 1, akkor
az allapotok ergodikusak és igy a lim P{#n,=k} =P, (k=0, 1, 2,...) hatar-

Din = | e dF(x), ha jz=més k=m.

valosziniiségek léteznek és fiiggetlenek az #, véltozé kezdeti eloszlasatol és
kovetkezbleg az {1(0), 7.} eloszlasatol is. Ebben az esetben a {P;} hatar-
eloszlas egyértelmilen meghatdrozhatd a

4]

(27) Pi= lejkpj (k=:0,1,2,..))
© J=k-

egyenletrendszer megoldéasdval, ahol

(28) ZO Pi=1
(vo. W. FELLER [10], p. 325).

Megijegyezziik, hogy az a tény, hogy az {7.} Markov-lanc allapotai
mau >1 esetén ergodikusak, konnyen igazolhaté F. G. FOSTER [14] tétele,
illetve ennek egy valtozata segitségével, amelyet M. D. MOUSTAFA [33] mon-
dott ki. Ennek a tételnek alkalmazdsahoz elegendd csupan annyit megjegyezni,
mint azt késébb latni is fogjuk, hogy Pi.=Ae*™, ahol O<w <1, k=m
esetén kielégiti a (27) egyenletrendszert.

Ha mew =1, akkor a rendszer allapotai nem ergodikusak és fenndll
limP{y,=k}=0 (k=0,1,2,...) fiiggetleniil az 7, valtoz6 kezdeti elosz-

n>0 .
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lasatol és igy az n(0) eloszlasatol is. Ezzel az esettel azonban jelenleg nem
foglalkozunk.

Kovetkez6 feladatunk a (27) egyenletrendszer megoldasa. KENDALLt
kovetve tekintsiik eloszor a (27) egyenletrendszert k& = m-re. Ekkor fennall,

hogy

(29) Pem X P | e 8D apy k= m)
2, Preen | ,

Valasszuk meg a pozitiv valés o ==1 szamot gy, hogy
p(mp(l1—w)) = o

legyen. Ha meu > 1, akkor egyetlen ilyen o van és 0<w < 1. Ugyanis
9p(0)=1,¢'"(0)=—e, ¢(c0)=0 és novekvd s értékekre ¢(s) monoton
csOkken, ha 0 = s < oc. '

Ha feitesszitk, hogy
(30) Py = Awk, (k=m),
akkor lathatjuk, hogy (29) ki van elégitve, ha k>m, és ha k=m, akkor
(29)-bdl azt kapjuk, hogy Pn.1—A/w. Innen A=wP,,1 €és kovetkezdleg
csak a P,, Py, ..., P.. ismeretlenek meghatdrozdsa marad hétra (Megijegyez-

ziikk, hogy az m =1 specidlis esetben a fentiek szerint a Z P:=1 kovetel-

mény mar egyértelmiten meghatirozza a {P;} valoszmusegeloszlast mégpedig
érvényes, hogy P.=(1—m)w*.) A Py, Py, ..., Pu1 valdsziniiségek kiszdmi-
tasara tekintsiik a (27) egyenletrendszert a k=0,1,...,m—1 értékekre.
Vezessiik be az

m-1

(31) U= > P2t

o0

generatorfiiggvényt. Erre (27) szerint fenndll, hogy

Lmz)__[(1-—eﬂx4-ze#w)cmi——e#“-kze*“)dFKX)+-

a
(32) ©
[ ‘e’"f“"”(e vy —e e ze” ’“)’"mudy] dF(x)—Az™.
YT
Tovabba legyen
.__L/de(z)) . .
(33) Uj—ﬂ s ) (j=0,1,...,m—1).
Ekkor (30) tekintetbevételével
m-1
(34) Um_2m~P)VmA—JL

|
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A tobbi U; mennyiség meghatdrozdsara differencidljuk a (32) kifejezést
J-szer és végezziik el a z=1 helyettesitést. lly modon eljarva azt kapjuk, hogy

Ut Ul ™| M=) —]
Ui=Ui4i+ Uiy, A(j) m(1—w)—j '
ahol mar tekintetbe vettiik, hogy ¢(mu(l—w))= w. Innen

L,
35 Uj=+—"-Uj.1—

(35) =g 7T (=)
A (35) egyenletrendszer az U; ismeretlenekre elsérendii linearis differencia-
egyenlet, amely konnyen megoldhatd. Osszuk el a (35) egyenlet mindkét
oldalat az (5) alatti C; mennyiséggel, akkor

m(l—¢)—J .
[m(l—w)_j] (G=12,...,m—1).

U U A7) [m<1—<p;>—j]
G GCa CU—g)lm(l—o)y—j |

Osszegezziik a fenti egyenieteket j==r-41,r+2,...,m—1-re és vegyik
tekintetbe, hogy U,-1== Pu-1= A/m, akkor azt kapjuk, hogy

)
ﬂ:A Qﬁ \j«

C i CG(l—y;

(36) )[m(l_"f)—j] (r=0,1,...,m—1).

m(l —w)—j

Az ismeretlen A a kovetkezOképpen hatarozhaté meg. Egyrészt (34) szerint

Z‘U—OZ I_I—E’ masrészt szamitsuk ki g—”-t a (36) képlet alapjan, r=0
0 - 0
helyettesitéssel, és azonositsuk a két kifejezést egymassal. igy az adédik, hogy
A= - !
@37) e (7]
1 ~ W

[m(l‘—%‘)—f]

1—o ' ZF C(l—g) | m(l—w)—j

A fenti . (36) és (37) képletek altal az U,, U,, ..., U,y mennyiségek meg
vannak hatdrozva. Ezek viszont az U(z) polinomot is meghatarozzak. Az
ismeretien P. (k=0,1,...,m—1) valosziniiségek U(2) segitségével (31)
szerint a kovetkezOképpen fejezhet6k ki:

_i'de(z))
Pk__k!( dz* J,—o’

Minthogy fennall

20 ~3in e

az zzo—gc(r_k)! odz
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tehat innen kovetkezik, hogy
mfl o 3

(38) Pk=2(—1)’*(;)u,. (k=0,1,...,m—1).
r=k . ¥

A fentiek szerint a {P;} valdsziniiségeloszlast a (30), (36), (37) és (38)
képletek teljesen meghatarozzak.

A B, (r=0,1.2,...) binomidlis momentumok a kovetkez6 generator-
fiiggvény segitségével hatarozhatok meg:

A om

1—wz2’

(39) U(z)= 2> Pz*=UQ)+
k=1

amely konvergens, ha |z|< /e €s itt 0 <o < 1. Mivel

&k 1 (d"U(2)
Br: Z Jphzr—!( dz, )z>‘17

= T

tehat N _
(40) Bo= Ut (m]( 2 )J

l—o=\Jj/\l—o

ahol U,=0, ha r = m. Ezzel a (24) képlet is igazolast nyert.

1ll. AZ EGYESITETT VARAKOZASI ES VESZTESEGI RENDSZER

A korabban bevezetett jelolések mellett vezessiik be az alabbi rovidi-
téseket is:

@

mux)’
(41) D= J\em‘u"r(T)*dF(X).
QO
Tovdbba a q,=1,¢,, s, ... szdmokat értelmezziik a kovetkezd rekurziv kép-
let segitségével: ’
(42) @ == DoGrs1 + DG+ -+ Pegy + Pigo (k==0,1,2,...).

S i (1—2)p(mu(1—2))
(43) 2 = ) —2

(vo. [48] p. 566.). A (43) generatorfiiggvénybdl z szerinti differencialassal a
g. mennyiségek explicit alakban is meghatarozhatok. A differencialhanyado-
sok az Osszetett fiiggvények magasabbrendil derivaltjaira vonatkozé FAA DI
BruNO-féle képlet (vo. CH. JorDAN [20], E. Lukics [31]) segitségével allit-
hatdk el6.

Konnyen adodik (42) alapjan, hogy a {q:} szamsorozat generatorfiiggvénye

k




164 TAKACS L.

Végiil legyen

m -’w+ﬁ1 w 4 m w—j+1 w . m w-j+l-v
Sr=(,)$% giPues1-j— fprZ qj( —) 22 P\ +

=1 = m—r,
(44) w m w-2 ) .
+pw—'¢r(n1 ) +:P1 ) 2 (r:Oy 1)'-')m_1)
=0 —T \

és
(45) Su= Pors1.-

3. TETEL: Alim P {5, =k} =P, (k=0, 1, ..., m+w) hatdreloszlds min-

10 Id

dig létezik és fiiggetlen az {n(0), {(0)} vdltozé-pdr kezdeti eloszidsdtol. Fenndll,
hogy

m-1 vl r
(46) P — ;(—1) "(k)u, (k=0,1,...,m—1)
Aqm+w»—k (k:m,m+1,...,m+W),
ahol
m S
47 U=AC, Y —2%__
(, ) "= (1—9)C
és
1
(48) A=—
g > S
‘ J:,’ = (ST
A {P:} valosziniiségeloszlds
m+u,
(49 ‘ B, = (k)Pk (k=0,1,...,m+w)
I::r

binomidlis momentumaira fenndll, hogy

m+_l:‘ k
(50) B,.: Ur + A k; (r) Qm+u,v»k 3
ahol U,=0, ha r=m. - '

BIZONYITAS: Az el6z0 két modellhez hasonléan most is kdnnyen meg-
gybzodhetiink arrol, hogy az {#.} (n=1,2,3,...) valdsziniiségi valtozok soro-
zata homogén Markov-lancot alkot P{#..1==k|n.= j} = pp atmenet-valoszi-
niiségekkel, ahol

feo]

0

(51) ij=(';:“ne""'“‘“[‘: ————(Z’iy,);):n (e™—e™ ”)"'_kmudy]dF(x),
0 0
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ham=j<m+4wés k<m,

e (M)’ " . .
pj;,—J 1= k)'dF(x), ha m=j<m4wés m=k=m+tw,
P, k== Dmte-1, & -

A korabbiakhoz hasonléan jelolje ismét -z;(x) az dtmenet-valoszinlisége-
ket abban az esetben, ha a ©,.—7v. (n=1,2,3,...), hivasok koz6tti ido-
tartamok, ugyanazon x allanddval egyenlok, ekkor az éltaldnos esetben

®

(52) Dix= J‘-ﬂ:jk(x)dF (x).

Konnyen lathato, hogy az {r.} Markov-lanc irreducibilis, nem-perio-
dikus és mivel az éllapotok szama véges, tehat ergodikus is. Eszerint a
im P{n,=k} =P, (k=0,1,...,m+w) hatarvalosziniiscgek Iléteznek ¢és

n—>w

fiiggetlenek a #, valtozd kezdeti eloszldasatdl és igy az {n(0),7,} valtoz6-par
eloszlasatol is. A {P.} hatareloszlas egyértelmiien meghatarozhat6 a kovetkezd
egyenletrendszer megoldasaval

mtw
(53) Pk=';1pjl:Pj (k=0,1,...,m+w),
o
ahol
) m+w
(54) 2 P.=1
k=0

(vo. W. FELLER [10] p. 325).

Megoldand6 tehat az (53) egyenletrendszer. Tekintsiik elészor az (53)
egyenleteket k= m-re és vezessiik be a Qu= Puyw-r (k=0,1,2,...,w+1)
]e]OléSt Mivel Djx = Dj+1-k, ha m <] < m+w, DPm+yu, & = Dmtw-k és pm 1, m = o,
tehat (53) szerint fennall, hogy

Qi=poQu1+p1 Qi+ -+ Q+p  (k=0,1,...,w).

Ha Qo-t ismerjiik, akkor ezen rekurziv képlet segitségével Qi, Q2,. .., Qun
sorjaban meghatarozhat6. Figyelembe véve a (42) képletet, nyilvanvaloan fel-
irhato, hogy

Qi.=Aq. (k=0,1,...,w+1),
ahol A még ismeretien. Tehat

(55) PkA:Aqm-i-w—k (k ==Mm— 1, m,..., m+ W).

Innen kovetkezik, hogy A = P,_1/qu+1 és igy csupan a Po, Pi, ..., Py_1 isme-

retlenek meghatarozdsa marad hatra. (Megjegyezziik, hogy ha m = 1, akkor (55)
m

szerint Po=AQumw-r (k=0,1,...,m+w)ésa > P.=—1 kovetelmény az A
k=0 .
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allandot meghatérozza.) Vezessiik be a kovetkezd generatorfiiggvényt

m—1

. (56) U(z)=§) P.2".

Tekintsiik most az (53) egyenletrendszert k£ < m-re, és térjiink 4 a gene-
ratorfiiggvényre. Ekkor azt nyerjiik, hogy

sy VO = U= 28 A= +2¢ ) F@ —pPoa” +

miw-1

N Z P J~; (muy)7 m [(ze . +e e_#z)m_zme—"mx]m‘udyg dF(x)+

J=m

—{—Pm+uj U (myy)l)' [(ze™ +e™ —e™Y'—2"e™ I mu a’y‘ dF(x).
Legyen most
58) U — % (didUzgz)) .
Ekkor (54) és (55) szerint
(59) U(1)—§1PA_1—§qu_1—AZq,

Ha (57)-et z-szerint j-szer differencidljuk és z= 1-et irunk, akkor azt kapjuk,

hogy
(]J:((jj-{—ljj‘l)q)l_AS? (j:1,2,...,m""“1),

ahol ¢j-et (4) és Si-t (44) és (45) értelmezi. Innen az U;(j=0,1,...,m—1)
ismeretienek meghatarozasara az

P A AS;
(60) [jJ— 1_¢J [JJ‘I 1—gq;
differenciaegyenletet nyerjiik. Ez a korabbi (16) és (35) egyenletekhez hasonléan
oldhaté meg. Osszuk el a (60) egyenlet mindkét oldalat Cj-vel, akkor

ﬂ . Uj-1 . AS;
G GCGa (A—epC-

Ezeket az egyenleteket Osszegezziikk j=r-41,r4+2,...,m—1-re és vegyiik
tekintetbe, hogy Un-1= Pm-1=Aq.s1. 1gy azt kapjuk, hogy

G=12,...,m—1)

U’. m 5 SJ

(61) EZA].=H.1W (rIO,l,..., m—'l)
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Legyen ebben a képletben r=0 és hasonlitsuk 6ssze az (59) képlettel, akkor
azt nyerjiik, hogy

(62) A=

A (61) és (62) képletek az U, Ul,---, U1 1smeretleneket meghatarozzak.
Ezek viszont egyértelmilen meghatarozzak az U(z) polinomot. Az ismeretlen
P (k=0,1,...,m—1) valosziniiségek végiil a kovetkezéképpen fejezhetdk ki:

i d"U(z))
Py— k,( 79

A korabbiakhoz hasonldan eljarva azt kapjuk, hogy

r=k

(63) Pk-mzl (-1)*( ) v (k=0,1,...,m—1).

A fentiek szerint a {P.} valdsziniiségeloszlas az (55), (61), (62) és (63)
képletekkel teljesen meg van hatarozva.

A B, (r==0, 1, ..., m-w) binomiélis momentumok a kovetkez6 generator-
fuiggvény segitségével hatérozhat()k meg:
m+u mtu

U‘(Z)— Z, PI\ZkA U(Z)+A Z qm+u LZ

k=m

_ 1 (aUr (z)) +(k)
Br f’ ( dZ o1 U +A Zm r’ Qm+u-—k,

ahol U,=0, ha r = m. Ezzel az (50) képlet is bizonyitast nyert.

Innen

Példak
Tegyiik fel, hogy a hivasok idOpontjainak {7} sorozata 4 esemény-

slirfiségii Poisson-folyamatot alkot. Ekkor F(x)—=1—e™, ha x=0 és
@(s)=~1/(2+s). Tovabba (5) szerint

oy
-3t
VRN
A ( mu
pi= A+mu \ L+mu

__('my)k
“=\"7)"

(41) szerint

€s (42) szerint

2 1L Osztaly Kozleményei VIIIj2
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I. A VESZTESEGI RENDSZER. Ebben az esetben (7) szerint

@y’
L - i1 K
(64) B,.:(j‘ﬁf‘) =) (r=0,1,...,m)

S ()’
,;: J!

€s (6) szerint
(A"
k!
& ()

=

(65) Py = (k=0,1,...,m).

II. A VARAKOZASI RENDSZER. Ha 4 < mu, akkor létezik a {P:} hatar-
eloszlas. Most (20) kovetkeztében w == 1/mu és (22) szerint

(66) i A= : %(H

A (21) és (24) képletek alapjan

Am! & 1 i = A r (fﬂ)( o )r-j
67) Bo={ " f=“>ril (m—p! (7) + 1—U)j:20 i )\i=e) »har<m
U (07—1)1

ha r=m.

Tovabba
mt (2" ,
g AT G=0,1,...,m—1)
(68) P)'—_—( , ; ljvm . .
A(m—y) (j=mm+1,...)
HI. AZ EGYESITETT VARAKOZAS! ES VESZTESEG! RENDSZER. Ebben az
esetben
mu m+w-k m' .
(A(—/—J W,ha k=m
(69) P,=

m mtw-k
A( 7‘“) , ha k=m,
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ahol
1
A = . w+1
(70) 1__("1;4) e
mp + }% (T) 771”""1{!

2. §. A {P;} valosziniiségeloszlas meghatarozasa

Mind a hiarom modellnél a {Pj;} valdsziniiségeloszids, amennyiben
létezik, konnyen kifejezhetd a megfelelé {P.} valdsziniiségeloszlas segitségével.

4. TETEL: Ha F(x) nem-rdcsos eloszldsfiiggvény és dtlaga « < oo, akkor
a \im P{5(t) = k} = P} hatdrértékek mindhdrom_ modell esetén léteznek és fiig-
t—>om
getlenek az {1(0), £(0)} vdltozo-pdr kezdeti eloszldsdtol.
Az I. modell esetéen {Pi},(k=0,1,...,m) mindig valosziniségeloszlds
és fenndll, hogy

(71) py= L

kau

k=1,2,...,m)
és
Pi==1— > Pi.
k=1
A {P3} valosziniiségeloszlds B; (r=20, 1, ..., m) binomidlis momentumaira
fenndll, hogy By=1 ¢és

* 1 —q)r Br _
(72) Berm (f—1,2,...,m),
ahol B,-et (T) értelmezi.
A Il. modell esetén {Pi}, (k =0, 1, 2, .. .) valosziniiségeloszlds, ha meu>1.

(Az mau =1 esetben P;=0, minden k-ra.) Fenndll

Pk-l
Frag k=1,2,...,m)
. (13) Pi—{
k-1 .
m (k——m-}—],m—}—Z,.)
és

Pi=1— > Pi.

k=1

2%
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A Py} valdsziniiségeloszlds By (r==0,1, 2, ...) binomidlis momentumaira
fenndll, hogy Bs=1 ¢és
. B A 1 (k —14 .
0o si=gorg 2 T s,
ahol A-t (22) és B,.-t (24) értelmezi.
A lil. modell esetén {P}} (k=0,1,...,m+w) mindig valdsziniiségel-
oszlds és fenndil, hogy

P"", ha k=1,2,....m

keu
(75) Pi= P

ol ha k=mm-+1,...,m+w,
és

m+a
Pi=1— > Pi.
A=l
A |P%} valosziniiségeloszlds By(r=0, 1, ..., m+w) binomidlis momen-
tumaira fenndll, hogy Bi=1 és

B.. ner 1 (k—1 A ‘
e gr=t A S L) L) g A ().

rau au pSmlm\r, r reu \ r—1

A 4. TETEL BIZONYITASA: A bizonyitds mindharom modell esetére kozosen
végezhetd el. Az 1. és Il. modell ugyanis a IIl. modellnek azt a specidlis
esetét képezi, midén w==0, illetve w= oo. Ezért elegenddé csupdn a IIL.
modell esetével foglalkoznunk, megengedve a w-=0 és w== oo értékeket is.
Allapodjunk meg abban, hogy az Eiw—> Eneis dtmeneten azt értjiik, hogy
egy beérkezd hivas elvész és a rendszer marad az E,.. allapotban, azaz
Eyivir= Eus. (Ennek csak az 1. és lII. modellnél van jelentdsége, midon
w véges, a 1. modelinél w==oco és nincs elveszd hivas.)

A bizonyitashoz két segédtételre lesz sziikségiink:

1. LEMMA: Jeldlje Mi(t) a (0,t) iddintervallumban eldfordulo Ei — Eint
(k=0,1,..., m4+w; Enpws1=FEunw.) dtmenetek vdrhato szdmdt. Ha F(x)
nem-rdcsos eloszldsfiiggvény és « < oo, akkor bdrmely h > O0-ra fenndll, hogy
Myt +-h)—M(t) P

5 —

(an lim p

t>o

ahol P. mindig a megfeleld modellre vonatkozik.

1. MEGJEGYZES. Ha F(x) racsos eloszlasfiiggvény, akkor (77) altalaban

nem igaz. Ha csupén az e« < oc feltevéssel éliink, akkor is igaz azonban, hogy
(18) im MO P o1, mw),

t> «

, (k=0,1,...,m+w),

A (77) és (78) képletek egyarant érvényesek P.==0 esetén is.
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BIZONYITAS : Kt’)r'myen belathatd, hogy az egymast kovetd Ep— Ery
(k=0,1,...,m+w) atmenetek kozotti idétartamok egyforma eloszlasn fiig-
getlen valdsziniiségi valtozék. Ha F(x) nem-racsos eloszlasfiiggvény, akkor
ezen val6szintiségj valtozok sem ricsos eloszlasiak. Megmutatjuk, hogy
ezen valoszinfiségi valtozdk kozos vdrhato értéke «/P.. A fent elmon-
dottakbol D. BLACKWELL [4] tételének konnyii altaldnositdsaként adodik, hogy
a (77) baloldalan &ll6 hatarérték létezik, fiiggetlen az {7(0), S(0)} valtozé-par
kezdeti eloszlasatol és egyenlé a széban forgo valdsziniiségi véltozok kozos
varhato értékének reciprok értékével. Meg kell még mutatni, hogy a kérdéses
varhato érték «/P;. Tekintsiikk az {7.} Markov-lancot. Ennél az E; é&llapot
rekurrens allapot és az E; allapotbol kiindulva az elsé visszatérésig megtett
l1épésszam varhato értéke 1/P. (vo. W. FELLER [10] p. 325). A teljes folyamatot
tekintve érvényes rd, hogy E; — Ej.1 dtmenetek csupén a hivdsok 7. (n=1,2,...)
idépontjaiban fordulhatnak eld, éspedig ha 7,=k, akkor E;— E;. atmenet
valoban eld is fordul. Az egymast kovetd Ei— E.,i atmenetek kozott megtett
lépések szdmanak a varhatd értéke a fentiek szerint 1/P.. Az egyes lépések
hosszanak varhato értéke pedig «. Felhaszndlva a folyamat Markov-jellegét,
A. WALD [58] jol ismert tételébdl (vO. A. N. KOLMOGOROV €s ]. V. PROHOROV
[24]) kovetkezik, hogy akkor az egymdst kovetdé E.— Ei. dtmenetek kozotti
idotartam véarhato értéke «/Py. Ezzel (77) bizonyitast nyert.

A fent elmondottak tekintetbevételével (78) fennallasa kozvetleniil ado-
dik S. TACKLIND [57] tételébol.

Visszatérve a 4. TETEL bizonyitdsahoz, most kimutatjuk, hogy a
}im P{n({t)=k}=P; (k=0,1,...,m+w) hatarértékek léteznek és fiigget-

lenek az {x(0),L(0)} valtozo-par kezdeti eloszlasatél. Mindenekel6tt felir-
hatjuk, hogy

12
me

19) Pint) =k = N |t (t—u) 1 —F—)] dM,(w),
J==k-1 .
0 \
ahol wty(x) a tw—wa=x (n=1,2,3,...) feltétel mellett szamitott dtmenet-
valosziniiség (vo. (51) és (52)). .
Jelolje ugyanis =7, 5, ..., ©\’, ... az egymast kovetd E;— E;., atme-
netek idépontjait. Ekkor egyrészt fenndll, hogy

(80) M()= 2P =1,
n=1

Masrészt az 1(t) =k esemény tobb egymast kizaré modon johet 1étre: a (0, 7]
id6kozben az n-edik (n=1,2,3,...), E,—Ejn (j=k—1,k,...,m+w) at-
menet u idépontban (0 < u = t) fordul eld, azaz 3’ — u és az u idépontban
folyamatban levd j+ 1 beszélgetésbdl az (u, t] id6kozben befejezddik j+ 1—k
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¢és nem fejezddik be k (ennek a valOsziniisége i (f— u)) tovabba az (u, ¢}
iddkozben nem érkezik tjabb hivds a kozpontba (aminek a valdszinfisége
1—F(t—u)). Az elmondottak szerint fennall, hogy

P{n(t) =k, Au| T = u} = map(t—u) [1 —F(t—u)], ha O<u=t,

ahol A.. azt az eseményt jeloli, hogy (u, {] idokozben nem fordul elé hivas.
Most a teljes valoszinfiségi tétel szerint felirhatd, hogy

t
muw

@) Pn)=k= 2 Z Au(t—u) [| —Ft—u)|dP {7 = u},

—%-1 n=1

amely (80)-ra val6 tekintettel megegyezik (79)-cel.
A (79) hatarértékének meghatarozdsara eldre bocsétjuk a kovetkezd meg-
jegyzést: Ha g(f) a (0, =) szakaszon korlatos valtozdsti fudgveny, akkor (77)

teljesiilése esetén fenndll, hogy
t

®2) tim | g(t—u)da,(u)— 2 fg(u)du G—0,1,...,m+w)
0 0

Ez konnyen igazolhat6 az integral tégiényﬁsszegének alsé és felsd becslése

segitségével (vo. W. L. SmiTH [43]). (82) alkalmazasaval (79)-bé! kovetkezik,

hogy a limP{#n(t)=k}= Py (k=0, 1, ..., m+4 w) hatarérték létezik és fiig-
t->m

getlen az {7(0), £(0)} valtozd kezdeti eloszlasatdl. Eszerint fenndll, hogy

M

(83) Pi= %?. PP,
ahol ~
1
@9 Pl —F@lx
0

Tistént latszik, hogy ha {P;} valdsziniiségeloszlds, akkor {P;} is az.

A (83) képlet segitségével a { Py} eloszlds mdris meghatdrozhato explicit
alakban. Latni fogjuk azonban, hogy a P7 egyszeriibben is kifejezhet6 a P;
valosziniiségek segitségével. Ehhez viszont egy unjabb segédtételre lesz sziik-
ségiink.

2. LEMMA: Jelolje Ni(t) a (0,t] idékozben eléfordulo E,— Ei,
k=1,2,...,m4+w; E,iwt1 = Eni.) dtmenetek vdrhato szdmdt. Ha F(x) nem-
rdcsos eloszlds és « < o, akkor fenndll, hogy

kuPl, ha k=—1,2,....,m

(85) Nm NiO) =) mup:, ha k—m m+1,...,m+w.
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2. MEGJEGYZES. A fenti tétel nyilvanvald kovetkezménye, hogy

’ _ Ne(t) | kuPi, ha k=m,
(86) }Ln; t ~ ImuP;, ha k=m.

BizoNyiTAs : Hatdrozzuk meg a (¢, t + 4t] idokozben eléforduld Ey — Exi
atmenetek varhato szdmat, az Nix(f+ 4t)— Ni(t) mennyiséget. Annak a valo-
sziniisége, hogy ha 7(f) =k, akkor a (¢, {4 4¢t] id6kozben egyetlen Ej; — Eiyt
atmenet torténik kudt+ o(At), illetve mudt+o(Jt), aszerint, amint k=m
vagy k = m. A vérhaté érték kifejezésében az egynél tobb E.— E,; atme-
netnek megfeleld tagok 0sszege o(4¢), ugyanis az E,— Ej-, atmenetek szama
feliilr6l becsiilhetd egy mu eseménysiiriiségii Poisson-folyamat (¢, ¢+ At} id6-
kozben el6forduldé eseményeinek a szamaval. Hasonloan o(A4t) értéket nyeriink
abban az esetben, ha #(f)3=k. Igy tehat felirhato, hogy

Nt + dt)y— N (&) =P{n(t)=k}kudt +o(dt), ha k=m,
€és
Ni(t 4+ J)—N.()=—=P{n{t)y=k}mudt+o(dt), ha k=m.
Miutan a lim P{n(t)=k}=P; (k=0, 1,..., m+w) hatarértékek léteznek,
t>o

tehat a fentiek szerint a
) , \ Piku, ha k=m,
tlirg Nit)= Pimu, ha k=m
hatarértékek is léteznek. Ezzel (85) igazolast nyert.
A fenti két segédtétel alapjan most mar kénnyen megadhat]uk a 4. TETEL
bizonyitasat. Nyilvanvalo, hogy a (O, ¢] idokozben eléforduld Ej.;— Ei. €s
Ex— Ei; atmenetek szdmanak kiilonbsége legfeljebb 1 lehet. Ekkor azonban

ugyanez €rvényes a megfeleld varhato értékek kiilonbségére is. Tehat fennall,

hogy
| M1 () —Niu(t)| = 1.

Innen pedig kovetkezik, hogy

(87) lim M) lim

t—>o t>o

Ni ()

Ez az egyenl6ség a (78) és (86) hatarértékek fennallasa kovetkeztében iga-
zolja a (75) éallitdst. Innen (71) és (73) a w=0, illetve w= oc valasztissal
adodik. Mivel |P;} ezekben az esetekben valoszinfiségeloszlas, tehat

Hatra van a B} (r=:1,2,...,m+w) binomidlis momentumok meg-
hatarozésa. Nyilvanvaloan Bj=1.
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Az 1. modell esetén egyszeriien felirhatd, hogy

‘:% k n‘::%‘ k) Pi1 .
- (F)m-2() e emram

1 k1 1 m o ‘

és innen (16) alkalmazdsaval
(88) B;ZI___?L_B_” .
@ Tau
ami éppen a bizonyitando (72) képlet.
A 1l és III. modell esetén felirhatd, hogy
m+a0 k mj k P-_ m-}—ju,- k‘ P~_
e S (e S o 34

e AT ) kep S5\ r ) maep

azaz
1 mtwc+l k— 1 3 1 m+jw k . 1 m+l‘-‘+—l k__]
By = Z ( )Pk—l + > Piy—— > t )P;.»—1

rew = \r—1 meu =i\ r reu =g\l r—1

és innen

m-t:a mtw+l -
N T R S (1) TR S N (o

reu mewp  Sialr reu S \r—1

Most a II. modell esetén w= oc és (19) szerint P,= Aw*™, hak=m,alll.
modell esetén pedig w> 0 és (46) szerint Py=Aq@mn-., ha k= m. Ezek
behelyettesitésével addodik (74) €s (76).

Példak
Tekintsiik ismét azt a specidlis esetet, amidén a hivasok {z.} sorozata
A eseménysiiriiségii Poisson-folyamat. Ekkor a {P}} hatareloszlds az I. és IIL.
modell esetén mindig létezik, a II. modell esetén csak akkor létezik, ha

A < mu. Ekkor ugyanis F(x)=1—e™, (x = 0), nem-racsos eloszlas és atlaga
«=1/4. Ebben az esetben mindhdrom modeilre fennall, hogy

(90) Pi= P, (k=0,1,..., m+w),

a megfeleld P, valosziniiségekkel. Tehat ekkor a {Pj} eloszlds pontosan
megegyezik a {P} eloszlassal. Ez a legegyszeriibben akkor lathaté be, ha a
Pi (83) alatti kifejezését tekintjiik. Rogton latszik (52) és (84)-bol, hogy ha
F(x)=1—e?(x = 0), akkor pj; =p;. Ekkor viszont (53) és (83) Ossze-
hasonlitdsabol kitiinik, hogy Pt =— P; (k.; 0,1,...,m4+w).
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3. MEGJEGYzES. Eszrevehetjiik, hogy a (90) egyenletek (75)-re valo
tekintettel meg is hatarozzak a {P:} (azaz {P;} ®loszlast). Ugyanis (75) alkal-
mazasaval felirhatd, hogy

/

©n Pk:R.._lk—;‘ (k—1,2,...,m),
(92) Pk:Pl;—lﬁ tk=m,m-4-1,...,m+w),
miutan ¢ = 1/4, és

mﬂ‘l!
(93) > P=1.

k=0

A (91) képlet isméteit alkalmazasaval
k

(94) P.— P, (ll/{lt) , (k=0,1,...,m),

és a (92) képlet ismételt alkalmazasaval

4 ;.. E-m (;.,/ll)k
(95) P}.-me(;n? :POW, (k:m,ﬂl+],...,m+1V),

ahol az 1. modell esetén w=0, a II. modell esetén w-—= oo és a Ill. modell’
esetén O < w < oo.
Most (93) szerint az I. modell esetén

1
(96) RS
=
a Il. modell esetén !
1
P,= . -
D XL i’+i(i to
= ) Tt T
mu
és a Ill. modell esetén
1
(98) Py= PR
m-1 Y —
~1{Ay 1 {i}" (my)
‘ Salaf -+l 2
mu

A fenti eredmények megegyeznek a korabban nyert hasonlo eredmé-
nyekkel.
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4. MEGJEGYZES. A (94) és (96) képletek szerint az I. modell esetén

fenndll, hogy *
(/)
k!

3@’
= J!
Ez a jol ismert veszteségi formula, amelyet A. K. ERLANG [8] 1918-ban nyert.
Megijegyezziik azonban, hogy (99) nemcsak a specidlis
l—e**, ha x=0,
0 , ha x<Q,
beszélgetési id6 eloszlasa esetén érvényes, hanem minden olyan H(x) elosz-
lasfiiggvény esetén, amelyre H(0)=0 ¢és amelynek &tlaga véges, éspedig

99 Pi— (k=0,1,...,m).

H(x)=3

{xdH (x)—u'. Ezt az észrevételt mar ERLANG is megtette. (V6. L. KOSTEN
O

[27].) Azdta tobben foglalkoztak az allitds igazoldsadval vagy cafolasaval.
A (99) képlet fenndllasara F. PoLLAczEk [37], C. PAaLm [34], L. KOSTEN [25] és
B. A. SzevaszrtjaNov [41] adtak bizonyitasokat. (VO. még R. ForTET [11], [13].)

F. PoLLaczek [37] feltételezi, hogy a (0, ) iddkdzben n hivas érkezik
a kozpontba és a hivasok id6pontjai egymastol fiiggetleniil egyenletesen
oszlanak el a (0, ?) intervallumon. Ilyen feltételek mellett meghatarozza annak
a valdsziniiségeét, hogy egy tetsz6leges hivas k foglalt vonalat talal és kiszamitja
ennek a valdszinliségnek a hatarértékét abban az esetben, ha {— oo és n— oo
de tgy, hogy n't—4. llyen modon PoLLACZEK megkapja a (99) alatti Px
hatarértéket. POLLACZEK ezen eredményébdl a Poisson-folyamatok bizonyos
tulajdonsagainak felhaszndlasaval aranylag konnyen kovetkezik, hogy

4

~

lim Lka (u)du— P},

t>m t
V]

Ha most kimutatjuk, hogy a lim P, (f) hatarérték létezik, akkor innen kovet-
>

kezik, hogy az éppen a Pi. C. PALM [34] és L. KOSTEN [25] bizonyitasai is
némi kivannivalot hagynak maguk utdn az exisztencia és egyértelmiiség kimu-
tatasaval kapcsolatban. B. A. SzevaszrjaNov [41] bizonyitdsa ezekkel szemben
teljesen exakt.*

Végiil megemlitjiik, hogy J. W. COHEN [7] dolgozataban az Erlang-képlet
tovabbi messzemend éltalanositisat adta meg.

* Az Erlang-formuldval kapcsolatban Pociiaczek, Paim, KosTen és mas itt nem.
emlitett szerz6k eredményeire eldszor R. Svski ar volt szives figyelmemet felhivni, amiért
neki e helyen is koszonetemet fejezem ki.
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3. §. A stacionarius {1 (t), {(¢)} folyamat

Ismét kozosen targyaljuk az 1., 1I. és III. modell esetét. Az 1. modellnél
w==0, a Il. modellnél w==o0c ésa lll. modelinél O < w < oo. A IlI. modellnél
feltesszitk azonban, hogy meyu > 1.

Jelolje £(¢) a t id6pontnak a kozvetlen utdna kovetkezd hivastol vald
tavolsagat. A {(¢) valdsziniiségi valtozd feltételes eloszlasfiiggvényére vonat-
kozoan a kovetkez$ tételt bizonyitjuk be:

5. TETEL: Ha F(x) nem-rdcsos eloszldsfiiggvény és « < oc, akkor létez-
nek a kivetkezo hatdreloszldsok

(100) lim P{I(t) = x| () =k} == Fi(x), (k=0,1,...,m~+w),
t—>m

ahol ©
. . ] uH—ﬂr" . »

10D F@=—pr X PB|FEt)—FO)u0)dy

o
és ezek fiiggetlenek az {n(0), £(0)} vdltozo-pdr kezdeti eloszldsdtol.

BizONYIiTAS: A bizonyitas (79)-éhez hasonléan torténik. A {S(f) = x, n(H)=k}
esemény tobb egymast kizar6 modon johet létre: Az u idépontban (ahol
O<u=t) Ej—Emn(j=k—1,k, ..., m+w) atmenet fordul eld, azaz 7%= u
és a kovetkezd hivas id6pontja a (f,f+x] idékozbe esik (aminek a valo-
szinlisége F(f-+x—u)— F(t—u)), tovabba az u idépontban folyamatban levo
J+1 beszélgetésbdl (u, f] id6kozben j+ 1— k befejezddik, mig a tobbi & nem
fejez6dik be (ennek a valosziniisége :t;(f—u)). Eszerint felirhato, hogy

P =x, n(t) =k, Au|t = u) — 75, (0—u) [F(t +x—u)— F(t—u)], ha

O<u =t ahol A, azt az eseményt jeloli, hogy (u, 1] id6kozben nem fordul

el6 hivas. Innen a teljes valdsziniiségi tétel alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy

t
e

(102) PEO=x 1=k = > |ault—)[F(t-+x—u)—F(t—u)ldM;(w).
F=k-1a
0
Megijegyezziik, hogy ha (102)-ben x = oo, akkor éppen a (79) képletet
kapjuk meg. .
Vegyiik most tekintetbe, hogy az 1. LEMMA szerint fennall (77) és alkal-
mazzuk a (82) osszefiiggést. Ekkor (102)-bol azt kapjuk, hogy

1 m+r

lim PAE(@O) = x, () =k} = %‘I P; | [F(x+y)—F)]t(3)dy.
> ® J=rR- 0
Miutén PG =x )=k

Pin(f) =k;

l

|

P (@) = x|n(t)=k}
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ésalim P {5 (f) = k} = Pj hatarérték létezik, tehat igy a lim P{{(¢) = x|n()=k}
t—>m t>e

hatarérték is létezik és megegyezik a (101) alatti Fi(x) eloszlasfiiggvénnyel.
Ezzel az 5. TETEL bizonyitdsa teljes.

5. MEGJEGYZES. Ha F(x) nem-racsos eloszlasfiiggvény és « < =0, akkor
a L(¢) valtozo eloszlasara konnyen lathatoan fenndll, hogy

(103) lim P {L(f) = x} = F*(),
>
ahol
1
(104) F*(x);«jf [1—F()dy, ha x=0,
0
.0 , ha x<0,

és ez fiiggetlen az {7(0), {(0)} valtozé-par kezdeti eloszlasatol.

A bizonyitds egyszeriien elvégezheté D. BLACKWELL [4] tétele segitségé-
vel. (Vo. még J. L. DooB [8].) Jelolje ugyanis m(¢) a (0,¢] idokdzben el6-
fordulo hivasok varhaté szamat. Ekkor fennall

m(t)= X Plr, =1}

n=1
és BLACKWELL tételének egyszerii folyomdnyaként felirhatd, hogy tetszdleges
h>0-ra

L h)—
(105) lim 2EED=m@ 1

t-> h «

Ezutan megallapithatjuk, hogy a {{(f) = x} esemény akkor valosul meg, ha
(t,t+x] idokozben legalabb egy hivas el6fordul. Ez pedig tobb egymast
kizdir6 modon johet létre, mégpedig a (¢, t+ x] intervallumban eléforduld
utolsé hivas lehet az n(n=1, 2, 3, .. .)-edik. Ily médon a teljes valosziniiségi
tétel szerint felirhatd, hogy

Pii() =x}= X Plt<t,=t+x< Tu).

n=

—

A 7, =u(t <u=t-+x) feltétel mellett azonban
Plt<t.=t+x<twmltn=u}=Pltan—1.,>t+x—u}=1—F({+x—1u)
és igy

-+
©

P =x)= f [l —F(t+x—u)dP{r, = u} =
(106) "=

t+x

:_‘ [1—F({+ x—u)]dmu).
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Most (105) felhaszndlasaval és (82) alkalmazdsaval kovetkezik, hogy a (103)
hatarérték létezik és megegyezik (104)-gyel.

A STACIONARIUS FOLYAMAT. Ezen elOkészités utan definidlhatjuk a stacio-
narius folyamat fogalmat. Az altalunk vizsgalt folyamat Markov-folyamatnak
tekinthet6, ha a rendszer allapotat az {7 (f), £(¢)} valosziniiségi véltozé-parral
irjuk le. Ha feltételezziik, hogy e < oo és az {n(0),{(0)} valtozd-par kezdeti
eloszlasa
(107) P{5(0)=k} =P}, P{{(0) = x|(0) =k} = Fi(x) (k=0,1,...,m-+w),

akkor az {#(t), &(f); 0 =t < oo} sztochasztikus folyamat staciondrius lesz.
Ekkor valamennyi ¢ értékre fennall, hogy

(108) P{n()=Fk} =P, PLE@) =x|n(t)=k}=Fi(x), (k=0,1,...,m+w)
és valamennyi n-re
(109) Pl =k} =Py, (k=0,1,...,m+w).

A (108) allitas evidens, a (109) fennailasdhoz elegendd megmutatni, hogy
fennall :

[¢e]
m

(110) Po= 2 P | wu(dFr )
J=k-1 v
0

Staciondrius folyamat esetén P{{(0) = x} =F*(x) és mivel {(0) =T,
tehat érvényes, hogy a hivdsok {r.} sorozata rekurrens folyamatot alkot.
Tovabba staciondrius folyamat esetén a (0, f] idokozben elbfordulé Ei — Ein
itmenetek véarhatdo szama
(1) M=t (k=0,1,...,m+w)
és a (0,1 idokozben el6forduld Ex— Ex-q (k=1,2,...,m+4w) atmenetek
varhato szama ,

_ YkuPif, ha k=m,
(112) Ni(t) = muPit, ha k=m.

4. §. A varakozasi id6 eloszlasa stacionarius folyamat esetén

Tegyiik fel most, hogy a hivasok kiszolgdldsa érkezési sorrendben
torténik és dllapitsuk meg a 1. modell esetén egy tetszéleges hivas varako-
zasi idejének eloszlasfiiggvényét, tovabbd a IIl. modell esetén szintén egy
tetszoleges hivas varakozasi idejének eloszlasfiiggvényét, azon feltétel mellett,
hogy a hivas nem vész el. Jelolje az n-edik érkezd hivas varakozdsi idejét
3. valoszinliségi valtozd, amennyiben egyaltaldban Iétezik varakozasi idd.
Legyen a II. modell esetén P{%, =x}=G"(x) és a Ill. modell esetén
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hasonldan P{\‘i‘n = X| 5. < m+w} =: G*(x). Staciondrius folyamat esetén ezen
valosziniiségek nyilvanvaloan fiiggetlenek n-tdl.

6. TETEL: A /L modellnél', ha a hivdsok kiszolgdldsa érkezési sorrendben
tirténik és staciondrius folyamatot tételeziink fel, akkor egy tetszoleges hivds
vdrakozdsi idejének eloszldsfiiggvénye

-mp(l-w)e
(113) G'(x)— 1—4¢

(1—w) ’
ahol A és w jelentése ugyanaz, mint a 2. TETELben.

ha x=0,

BizonyiTAs: A teljes valdszinliségi tétel alkalmazasaval felirhatd, hogy

m 1 . J-m
* \* | -y (Mury)
(114) G (x) = J_” +,_m er G—m)! mudy.

’

Ugyanis egy hivas megérkezésének az id6pontjaban a rendszer E,, E,, E., ...
allapotban lehet. Az E; allapot valdsziniisége P;. Ha j < m, akkor a varako-
zasi id0 zérus, ha j=m, akkor a szoban forgd hivdsnak meg kell varnia
J+1—m korabbi hivasbol eredd beszélgetés befejezését. Az ezen beszélgetések
egymast kovetd befejezési idOpontjai pedig mu eseménysiiriiségii Poisson-
folyamatot alkotnak és igy annak a valosziniisége, hogy a varakozasi id6 leg-
feljebb x:

x

Je"”wy ___—__(myy)f"’” mudy =1— ;n o mH (mA“X)r
(—m)! = v!

Az elmondottak 1gazol]ak (114) fennallasat. Ha most tekintetbe vessziik, hogy

m-1

(34) szerint Z Pj=1—1
(114)-bol megkap]uk (113)-at, ami bizonyitandd volt.

/3 - és (19) szerint P;— Aw’™, ha j = m, akkor

6. MEGJEGYZES. A fenti esetben G*(O)zl»—]f és a varakozasi
id6 varhato értéke Y

©

A

(]15) l‘*:J‘[l—G*(X)]dx:m

Q
és ezen mennyiségek fiiggetlenek attol, hogy a hivasok kiszolgaldsa milyen
sorrendben torténik.
Tekintsitk most a III. modellt staciondrius folyamat esetére. Ekkor annak
a valdsziniisége, hogy egy tetszéleges hivds elvész, (46) szerint

(] 16) Pm+u- = A _ ,,, ml
(] + __L_
= % A (1—9)C;

=0
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A hivasok kiszolgélasa torténjék érkezési sorrendben. Most G*(x) a varako-
zasi id6 feltételes eloszlasfiiggvénye, azon feltétel mellett, hogy az érkezd
hivds nem vész el. G*(x) meghatdrozasat a kovetkezd tétel adja.

7. TETEL: A Ill. modellnél, ha staciondrius folyamatot tételeziink fel és
feltessziik, hogy a hivdsok érkezési sorrendben lesznek kiszolgdlva, akkor egy
tetszbleges hivds vdrakozdsi idejének feltételes eloszldsfiiggvénye, azon feltétel
mellett, hogy a hivds nem vész el

w-k

(] 17) G*(X) =1— ____é__ Z g Z e—mp.a; (m[l.X)J )
1-AS 7S J!

ahol A és q, jelentése ugyanaz, mint a 3. TETELben.

BizoNyiTAS: A teljes valdszinfiségi tétel alkalmazdsaval konnyen fel-
irhato, hogy

x

m-1 mtw-1 Jj-m
(118) (1—Pup) G ()= D P+ D P; fe""“ym,— mudy.

= =2 (j—m)!
Itt a jobboldal annak a valdsziniiségét jelenti, hogy a hivas nem vész el és
a varakozas ideje legfeljebb x. Ez az esemény tobb egymast kizar6 moddon
johet 1étre: a hivas érkezésének idépontjaban a rendszer E; (j=0,1,...,m—1)
dllapotban van (aminek a valosziniisége P;), amikor is nincs véarakozasi ido,
vagy a rendszer E; (j=m, m-+1,...,m+ w—1) allapotban van (aminek a
valoszinlisége P;), amikor is a sz6ban forgd hivasnak meg kell varnia j+1—m
beszélgetés egymast kovetd befejezési idOpontjait és kell, hogy ez az idGtar-
tam legfeljebb x legyen. Most ezen beszélgetések befejezésének idOpontjai
mu eseménysiiriiségli Poisson-folyamatot alkotnak és igy a kérdéses valoszinii-
ség konnyen felirhat6. Ezzel (118) fennallasat megindokoltuk. Mivel (46) szerint

m-1 w
Pi=Aquiwr (k=m,m-+1,...,m+w) és (59) szerint > P.=1—ADq;,
k=) =0
tehat (118)-bol kovetkezik (117), ami bizonyitando volt. ’
7. MEGJEGYZES. A fenti esetben

(119) G‘(O)zl—Aij a;

és a varakozasi id6 varhato értéke azon feltétel mellett, hogy a hivas nem

vész el
[0o]

(120) F*:f [1 ——G*(X)]dx:mh’é;(w—k—l-l)qk.

0
A G*(0) és I'" fiiggetlen attol, hogy a hivdsok kiszolgalasa milyen sorrend-
ben torténik.
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5. §. Palm képletének bizonyitasa

Az 1. modell esetén gyakorlati szempontbol egyik legfontosabb feladat
annak a valosziniiségének a meghatdrozasa, hogy egy hivas elvész. Jelolje
staciondrius folyamat esetén egy tetszbleges hivas elveszésének a valdszinii-
ségét [1,. A I, valosziniiség nyilvd-valéan megegyezik az 1. TETEL P,
valésziniiségével. Eszerint fenndll, hogy

(121) Hy=—- T
| M
(e
ahol Cy=1 és
C;i— P
/o

A I, valoszmuseget eloszor C. PALm [35] hatarozta meg. Késébb F. PoL-
LACZEK [38] is bebizonyitotta a (121) fennalldsat. A 17, fenti alakja [52] dol-
gozatunk eredményébdl is kovetkezik €és J. W. COHEN [6] megjelené munkaja-
ban is megtalalhaté ennek bizonyitasa.

PaLm és PoLLACZEK eredményeiket integralegyenletek megoldasaval
nyerik. Az [52] dolgozatunkban a Markov-lancok elméletét hasznaltuk fel, de
ott nemcsak a [/, valosziniiséget, hanem a teljes {P;} eloszlast is meg-
hataroztuk. COHEN hasonloképpen a Markov-ldncok elméietét alkalmazta és
meghatarozta a teljes {P;} eloszlast is. Jelenleg H. ASHCROFT [1] mddszeré-
nek felhasznaldsaval elemi bizonyitdst adunk a (121) képlet fennallasara.

A 1, meghatdrozdsa. Tekintsiik az I. modellt staciondrius folyamat
esetén. Ekkor az {7.} (n=1,2,3,...) Markov-lanc is stacionarius lesz,
amelyre P{n,=j}=PF;, (j=0,1,..., m) minden n-re. Eddig semmilyen
feltevést sem tettiink arra vonatkozoan, hogy a hivasok kiszolgdldsa milyen
sorrendben torténik. Most PALM nyomdn tegyiik fel, hogy a kiilonboz6 vonalak
1,2,..., m sorszamokkal vannak megjeldlve €s egy beérkezd hivdsnak meg-
felel6 kapcsolat azon a szabad vonalon valosul meg, amelyiknek a legkisebb
a sorszama. Ha ilyen nincs, akkor a hivas elvész. A fenti feltevéssel az alta-
lanossag megszoritasa nélkiil élhetiink, mivel a I/, valdsziniiség nem fiigg a
hivasok kiszolgaldsi rendszerétol. Jelolje most L. (r=1,2,...,m) annak a
valosziniiségét, hogy egy beérkez6 hivds az (1,2,...,r) csoport mindegyik
vonalat foglaltan talalja. Eszerint /1, annak a valdsziniisége, hogy mind az
m vonal foglalt, amely éppen annak a valosziniisége, hogy a hivas elvész.
Tovabba jelolje I, (r=1,2,...,m) annak a véletlen szdmnak a varhato érté-
két, amely azt mutatja, hogy egy olyan hivas utdn, amelyik az (1,2,...,r)
vonalak mindegyikét foglaltan talalja, hanyadik hivas lesz a legkozelebbi
olyan hivés, amelyik az (1,2,...,r) csoport vonalait ugyancsak foglaltnak
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talalja. Kovetkezoéleg 17, annak a véletlen szamnak a vdarhatd értéke, amely
azt mutatja, hogy egy veszteséges hivas utan hanyadik hivds lesz a legkoze-
lebbi veszteséges hivdas. A Markov-lancok elméletébd!l konnyen kovetkezik,
hogy 1= 1/II, (r=1,2,...,m) és igy specidlisan

(122) ﬂm: 1/lvm-

A feladat tehat 7, meghatarozasara redukalodik.
AT (r=12,...,m) mennyiségekre konnyen felirhatjuk a kovetkezd
rekurziv képletet

(123) I‘r =1 +qr,llvr+qr,2 (l’r-l—l—l"r‘)—i_ ot +q7‘,r ([VI+IV2+ e +Fr)r
ahol

(124) ‘qnj==(;)J e e (1—e t) d F(x).
v

Ugyanis tekintsiink egy hivast, amely az (1,2,...,r) csoport vonalait
foglaltan taldlja. A kovetkezd olyan hivasig, amely az (1,2,...,r) vonalakat
ismét foglaltan taldlja, minden esetre be kell kovetkeznie legalabb egy hivas-
nak. Nézziik meg, hogy az els6 hivast még hany tovabbi hivas koveti a leg-
kozelebbi olyan hivasig, amely az (1,2,..., r) vonalakat foglaltan taldija. Ha
az elsd hivasig eltelt id6 alatt az (1,2,...,r) vonalakon folyamatban lev6
r beszélgetésbdl pontosan j beszélgetés fejez6dik be, aminek a valoszinilisége
a (124) alatti ¢.;, akkor j=0 esetén zérus az emlitett hivasig megtett tovabbi
hivasok szama, mig j=1, 2, ..., r esetben az emlitett hivasig megtett tovabbi
hivasok varhatdé szama I'._j.1+---+ 1. Ezen utébbi varhato érték fennalldsa
azzal indokolhat6, hogy minden egyes hivds pillanatdban az (1,2,...,r)
csoport vonalait tetszélegesen atszdmozhatjuk, anélkiil, hogy ez barmiféle val-
tozast okozna meggondolasainkban. Végezziik el az atszdmozast mindig oly-
képpen, hogy a foglalt vonalak rendelkezzenek a legkisebb sorszamokkal.
Mivel ekkor az els6 hivas pillanatdban a foglalt vonalak csoportja (1,2,...,
r—j), tehat a legkozelebbi olyan hivésig eltelt hivdsok szamanak varhato
értéke, amely az (1, 2, ..., r) vonalakat foglaltan talalja, /’s_j1 4 -+« 4 1. Végiil
(123)-at a teljes varhato érték-tétel alapjan nyerjiik. -

Az ismeretlen 7', mennyiségek konnyen meghatirozhatok a (123) kép-
letbdl differenciaszamitas segitségével (v6. CH. JORDAN [20]). H. ASHCROFT [1]
modszerét kovetve a kovetkezOképpen jarhatunk el:

Legyen Io=1 és To=0,Tu=0Lv+011+---+1, (r=0,1,...,m).
Fejezziik ki (123)-ban a [,-eket a 7,-ek segitségével és vegyiik tekintetbe,
hogy

Z Qr,k = 1)

k=0

3 Il Osztaly Kozieményei VIllj2
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akkor felirhato, hogy
(125) T, = g @ryrt Tirr—1.

Definialjuk a differencia-képzés 4 miiveletét a szokott modon (4f(x)=
= f(x -+ 1)—f(x)). Mint ismeretes, felirhatd, hogy

(126) r.— > (j)JJFo,

-0
ahol 4°0Iy= [y=1. Eszerint elegend6'a 4/, (j=1, 2, ..., m) ismeretlene-
ket meghatarozni. Mivel I'y= ATy, tehdt 471 = 471 T,. A differenciaszami-
tas ismert képlete alapjan most felirhatjuk, hogy

j
(127) AiTo== D (—1)~ ’( )Tr.
Irjuk be (125)-6t (127)-be és hasznal]uk fel a konnyen igazolhato
02 St a =)o

azonossagot, akkor j = 1-re azt nyerjiik, hogy

\/'1
ijTOZ.?_‘( 1)~ ’( )_(]rr ka+l—ZTk+12(_])7r( )quk—
=¢j Z; (=17 (,jc) Tyt =@; (44 To+ 2 To).

k== .
Innen
(129) A Ty — ];“”-’ SiTo, G 1,2,...,m).
J
Ennek a képletnek ismételt alkalmazdsaval és 47o=1p==1 tekintetbevételé-
vel azt nyerjiik, hogy

l—¢1 1—¢2 1—¢; ;
130 ATy=4MTy= . =1,2,...,m
(130) 0= = Py P (J )

és igy (126) szerint
(131) I, 2( )[[ =9 =1,2,....m),
Jj=0

ahol az iires szorzat alatt 1 értendd. Mmthogy [I,,. =1/, tehat ezzel (121)
igazolast nyert.

8. MEGJEGYZES. A targyalt PALm-féle modellnél az is megengedhetd,
hogy a rendelkezésre all6 vonalak szama végtelen legyen. Ekkor /I, nem a
veszteség valOsziniisége, hanem annak a valosziniisége, hogy a hivas az
(1,2, ..., m) csoport valamennyi vonalat foglaltan talalja és igy kapcsolat csak
m-nél nagyobb sorszamu vonalon johet létre. Viszont az (1, 2,..., m) csoport
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szempontjabdl mindegy az, hogy a hivas elvész, vagy a csoporton Kkiviili
vonalak valamelyikén valosul meg a kapcsolat. Ez a modell a talaramlo for-
galom tanulmanyozdsara is hasznos. VO. R. I. WILKINSON [59] és ]. RIORDAN
([39] munka fiiggeléke).

9. MEGJEGYZES. Jeldlje G.(x) a fent emlitett PALM-féle modellnél két olyan
egymast kovetd hivas kozott eltelt idOtartam eloszlasfiiggvényét, amelyik az
(1,2,...,r) csoport vonalait foglaltan talalja. Konnyen lathato, hogy ekkor
a < oo esetén

“ xdG(x)=eal,.
*0

C. Pawm [35] munkajaban a G.(x) eloszlasfiiggvényekre a kovetkezé integral-
egyenletrendszert allitja fel:

(132) G/(¥) = Gri(®— | =) [1—G.(x—P]dGra(3), (r=1,2,3,...),

ahol Go(x) = F(x).
Ha bevezetjiik a

(133) @)= [evdG.(x),  (—0,1,2,..)
]

Laplace—Stieltjes transzformaltakat, akkor (132) alapjan ezekre a kovetkez6
rekurziv képlet irhatd fel:
o (s) — 78+ 4) _
(139 7= 1—71() +7m1(s+w) =12,
ahol 7o(s)=¢(s). PALM a (134) egyenletekb6l kiindulva hatarozta meg a
(121) képletet.
Megjegyezziik, hogy teljes indukcidval konnyen igazolhatd, hogy

S\ 5 1—g(s+iv)
?O(j)il—{ P (s iv)
(135) vr(8) = =3
Z( —{—1)]—]1——90(3—{—1(1)

= =0 p(s+in)y ¢
ahol az iires szorzat alatt 1 értendd.

Ha specidlisan a hivasok {z.} sorozata 4 eseménysiiriiségii Poisson-
folyamat, akkor ¢ (s)=~4/(A-s) és igy a (135) képlet szerint
(136) Ve (S):;~ gfg()s—) (r==0,1,2,..),
ahol

(137) B.(s)=4" »I—:;O(r_}_ljs(s—,—u) (sFH(—r))i” (r=—1,0,1,2,..))

==

(r=0,1,2,...),

3%
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és az iires osszeg alatt zérus értendd. A (136) képletet eloszor C. PaLm [35]
hatarozta meg (vo. még A. J. HINCSIN {19]).

10. MEGJEGYZES. A telefon-rendszerek 1. modelljének el6zoleg targyalt
kérdése szoros kapcsolatban van egy masfajta kiszolgaldsi problémaval.
Tegyiik fel, hogy m--1 szamu automatikusan miikodo termeld gép egyetlen
- kezeld feliigyeletére van bizva. A gépek O ={ < oo id6kdzben folyamatosan
termelnek, de el6fordulhat, hogy véletlen hibak kovetkeztében leallnak és
mindaddig allva maradnak, amig a kezeld a hibat ki nem javitotta és a gépet
el nem inditotta. Tegyiik fel, hogy minden egyes gépre wu _ft-+o0(df) annak
a valosziniisége, hogy (¢, t-- ff) id6kozben leall, feltéve, hogy ¢ id6pontban
miikodik és ez az esemény fiiggetlen minden egyéb koriilményt6l. Tegyiik
fel tovabba, hogy a kiszolgalasi id6k egyforma eloszlasu fiiggetlen pozitiv
valésziniiségi valtozok F(x) eloszlasfiiggvénnyel. A kezeld a javitasokat
tetszbleges sorrendben végezheti, feltessziikk azonban, hogy okvetleniil javit,
ha van allo gép. Jelolje &(f) a ¢ idépontban miikodd gépek szamat. Tovabba
jelolje rendre 0y, 0,,...,9,,... az egymast kovetd kiszolgaldsok végpontjait
és legyen £(0,—0)==§, (1=1,2,3,...). Ekkor a {&,} valdsziniiségi valtozok
sorozata Markov-lancot alkot és a lim P{§ =/} =P; (j=0,1,2,..., m)

N-»0

hatdreloszlas létezik és fiiggetlen a & (illetve £(0)) valtozo kezdeti eloszldsatol.
Szerz6 korabbi [50] dolgozatdéban meghatarozta a {P;} valoszintiségeloszlas
explicit alakjat. Mint kideriil, ez az eloszlds pontosan megegyezik a telefon-
forgalom [. modelljére vonatkozé 1. TETELben szerepld {P;} eloszldssal.

Ha a fent emlitett folyamatnal y(#) valoOsziniiségi valtozd jeloli a ¢ ido-
pontban (esetleg) folyamatban levd javitisnak a ¢ id6ponttdl a javitds befe-
jezéséig tarto iddtartamanak hosszat, akkor ha a rendszer éallapotanak leirasara
a {&(t), ()} valtozopart hasznaljuk, a folyamat Markov-féle lesz. Ha

a=_|.xdF(x) < oo, akkor a {&(0), 1(0)} valtozo-par kezdeti eloszidsdnak meg-

felel(% megvalasztasaval definidlhatjuk a stacionarius folyamat fogalmat. Sta-
cionarius folyamat esetén a {§,} Markov-lanc is stacionarius lesz, amelyre
P&, =j}=P; (j==0,1,..., m) minden n-re.

Az elmondottak szermt a telefon-forgalom I. modelljére vonatkozo {4in}
stacionarius Markov-lanc ugyanazon sztochasztikus viselkedést mutatja, mint
az m--1 gép kiszolgalasaval kapcsolatos {&,} stacionarius Markov-lanc.

Jelolje G...1 a kiszolgéalasok varhaté szamat egy kiszolgdldsi szakaszban.
Nyilvdnvaléan fennall, hogy Gu.i=1P,. Tehat G,.; pontosan megegyezik
a veszteséges hivasok kozotti hivdsok szadmanak [, varhaté értékével az
I. modellnél. G..: explicit alakjat H. ASHCROFT [1] és korabban R. KRONIG
[28], R. KrRONIG és H. MONDRIA [29] hatarozta meg. A fentiek szerint igy [/
explicit alakjat is megadtak.
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Az emlitett Kkiszolgdldsi problémdval tudomasunk szerint el8szor
A. J. HincsIN [17] foglalkozott. HINCSIN azonban nem adott explicit meg-
oldast. Azt a specialis esetet, midén F(x)=1—e?*(x =0), exponencialis
eloszlasfiiggvény, tobb szerzd vizsgalta (vo. pl. W. FELLER [10] p. 379).

6. §. Az 1. modell m= > esetben

Tekintsiik az I. modellt abban az esetben, midén korlatlan szamu vonal
all a hivasok rendelkezésére, azaz midO6n nincs elveszd hivas. Az erre az
esetre vonatkozd eredmények megkaphatok az . modellre vonatkozo ered-
ményekb6l m — oo hatdrdtmenettel. Erre az esetre az alabbi tételeket bizo-
nyitjuk be. )

8. TETEL: A {P:} (k=0,1,2,...) hatdreloszlds mindig létezik és fiig-
getlen az {n(0), £(0)} vdltozo-pdr kezdeti eloszldsdtdl. Fenndll, hogy

(138) Pi= Y (—1)" ( ! ) C.,
r—=~& k

ahol C,-et (5) definidlja.
A (P} eloszlds r-edik binomidlis momentuma egyszeriien
(139 B.=C..

BizZONYiTAS: Az {r,} valdsziniiségi valtozék m = - esetén is Markov-
lancot alkotnak P {n..1 = k! 15,=j}==p; atmenetvalosziniiségekkel, ahol
(140) Dix— (]—ltl )J e—k,ur(l__e-#x)jﬂ—k dF(X).

J

0

Az {n.} Markov-lanc, konnyen belathatéan, irreducibilis és nem-periodikus.
F. G. FosTER [14] tétele segitségével bebizonyithat6, hogy az allapotok ergo-
dikusak. Ugyanis FOSTER tételének alkalmazasahoz valaszthatjuk magukat a
(138)alatti P,valosziniiségeket. Kovetkezbleg a lim P{s, — k} = P.. (k=0,1,2,...)

hatareloszlas létezik és fiiggetlen az n, valtozo (és igy az {#(0), £(0)} valtozo-
par) kezdeti eloszlasatdl. A {P:} hatareloszlds a kovetkezd egyenletrendszer
egyértelmiien meghatdrozott megoldédsa

©

(141) . Pk:.i Dk Pj (kZO,],Z,...)

J=k-

(vd. W. FELLER [10] p. 325), ahol természetesen

/8

(142)

P 1.
0

>
Il
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A (141) egyenletrendszer (10)-hez hasonléan generatorfiiggvények mod-
szerével oldhaté meg. Legyen

-
(143) U@)= > Pz, .
ko0
akkor (141) szerint fennall, hogy

(144) U(2) :—-J (1—e = 4-ze#=) U (1—e# 4+ ze-#)d F(x).
o
Vezessiik be a {P,} valosziniiségeloszlas B, (r=10,1,2,...) binomilis
momentumait

(145) B;.=Z(’;)Pk.
k=r B
Ha B, létezik, akkor (13) szerint erre fenndll, hogy
1 (d” U(z))
(146) B, = i (——dz,, o

Most (142) szerint B,=1, és ha (144)-et 2z szerint r-szer differencial-
juk és z= l-et irunk, akkor azt kapjuk, hogy

B,=(B,+B,.1) ¢, (r=1,2,3,..),

azaz
B,:lf"v B, (r=1,2,3,...).

Ennek a képletnek ismételt alkalmazédsdval azt nyerjiik, hogy

(147) B, =, (r=0,1,2,..),

amivel a (139) képlet igazolast nyert.
Miutan lim ¢, =0, tehat

r>@

o

in 5% =0
Igy (146) szerint felirhato, hogy
(148) - U@R)=2 C(z—1)

=0

és ez a sor valamennyi z értékre konvergens. Innen

_1 d"U(z)) 3 (r) _
(149) P,_._H( i)V )6 k=012,

ami bizonyitandd volt.

11. MEGJEGYZES. Mint lattuk, a 8. TETEL bizonyitdsdhoz elegendd
kimutatni, hogy B,=C, (r=0, 1,2,...). Innen a {P,} eloszlds mar kbnnyen
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megkaphaté. A B, meghatdrozdsiara a kovetkezd szemléletes érvelést is
alkalmazhatjuk. Definidljuk az {1} (n=0, + 1, £ 2,...) stacionarius Markov-
lancot, amelyre P {17,==k}=P: minden n-re. Tekintsiik most egy hivas
érkezésének az id6pillanatat. Ertelmezziik ezzel kapcsolatban az &, (n = 1,2,3,...)
valosziniiségi valtozokat a kovetkezOképpen: &, =1, ha a hivas pillanatiban
az n-edik el6z6 hivasbol eredd beszélgetés még folyamatban van és &, =0,
ha ez a beszélgetés mar befejezddott. Ekkor felirhato, hogy

(150) P =Ple,+ 8+ -+ 8t o=k}, k=0,1,2,..).
Most felirhato, hogy

Qo 5m){ e (s

r

n>»Q@
Okoskodasunknak ez a lépése szemléletes, ugyanis igazolni kellene, hogy a
varhaté érték-képzés és a hatarérték vétele felcserélhetd egymassal. Mivel
st&t e8| N X
r T e E5i€jitin + + » kit tirs
JitJet A =0

ahol ji, fo, ..., Jr pozitiv egész szamok, tehat

@ e
81‘{_5‘?‘*‘ +1’n ' ﬁ N,
llm M ;( '. - M é‘hs_}l.ﬁz . 8]‘1+]'2+..-+jr}'
n—>m ' Ji=1 jo=1 ]r_

Egyszerli szamitdas mutatja, hogy

» Jyo Jr
. . M {éjx 8jx+j2 o éj|+f2+-~~+jr} = ¢"‘ (/"'2‘1 <o 1
és tehat

A % Po_ P
(152) Br—l—([’l]——([’g —q C,

ami bizonyitandé volt.

9. TETEL: Ha F(x) nem-rdcsos eloszldsfiiggvény és ¢ < oo, akkor a
im P {y(t)=k}=P; (k=0,1,2,...) hatdreloszlds létezik ¢és fiiggetlen az
t—>w

{1(0), £(0)} vdltozo-pdr kezdeti eloszldsdtdl. Fenndll, hogy

(153) Pi—— :] (—1y’ "(k) Cr‘ (k=1,2,3,..)
és

I \ r-1 C}‘—I
(154) Py—1—— r_( 1yt &t

A Py} eloszlds r-edik binomidlis momentuma
Cvr—l

reu

(155) By =
mig By=1.

(r=1,23,..),
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BIZONYITAS: Jelolje M;(f) ismét a (O, f] id6kozben eldforduld E;—» E;.q
atmenetek varhatd szamat. Ha F(x) nem-racsos eloszldsfiiggvény és « < oo,
akkor (77) szerint fennall, hogy barmely & > 0 esetén

M;(t+h)— M;(t )
(156) lim 4 ) ()—ﬂ, (=0,1,2,..)).

t->m «

A teljes valdsziniiségi tétel alkalmazdséaval (79)-hez hasonldéan felirhatd, hogy
t

( J+1 ) l 4;#(#»n)(]——e#t(f-«u))jﬂ—k[I_F(t_u)]de(u).

Innen (156) fennalldsa szerint (82) alkalmazasaval kovetkezik, hogy a
hm P{7(t) = k} = P; hatarérték létezik és fennall, hogy

Pin@)=kt= > )

=

m

(157) Pi= > = W
Jj=
ahol
(158) o :—(’; (f *l; 1) fe~k.«w(1-e—#~r)f+1—k[1—F(x)]dx.
0
Ha bevezetjiik az
(159) U'(@)= > P2+
k=0

generatorfiiggvényt, akkor erre (157) szerint fennall, hogy

[oo]

(160) U*(2) —L f(l e Fze YU (1—e+ 4 ze#*)[1—F(x)] dx.

A
NI *:g_(g"U*(z)‘
(161) B: ,_,(\r)P,,. 5 B

= dzr

binomialis momentumokra egyrészt By==1, masrészt (160)-bol r-szeres z-sze-
rinti derivalassal és z=1 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

(162) Bi—[B4+Boa =, (r—1,2,3,..).

ey

Miutan, mint lattuk, ebben az esetben fennall, hogy

Br:: [Bl'+Br—1](pr;, (r=1)2) 3; ")7
tehat

(163) B =

ami bizonyitja (155)-06t.

1_¢r Br . Cr—l

¢ Tau o reu

, (r=1,2,3,..)),
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Innen (161) szerint kovetkezik, hogy

(164) U@ =1+ St ety

r=1 ey
€s ez a sor mindeniitt konvergens. Végiil

1 < r~k( r| Cra .
.1 (aU@) v D _k) ;o W=123.)
(165) Pr—|ETL @)
i dzt =0 1 Qj r-1 Lp-1
—— 2 (=1 , (k=0),

a——
it r= r

amivel (153) és (154) bizonyitast nyert.
10. TETEL: A {Pi} és {P:} valdsziniségeloszlds kiézott fenndll a kivet-

kez( dsszefiiggés !

* Pk—l

(166) P = T (k=1,2,3,...)
és

’ *_ 1 S Pk-l

(167) Po_l——@g r

BIZONYITAS: Jelolje Mi(f) a (0,#] id6kozben elbforduld Ex— Exsr
(k=0,1,2,...) dtmenetek varhaté szamat és Ni(?) a (0,f] id6kozben el6-
fordulé E,— Ex-1 (k=1,2,3,...) atmenetek varhaté szamat. A (78), illetve
(86) képletek szerint fennall, hogy

(168) im G _Pe 0,12, )
t>o

és

(169) lim ﬁ’;—(flzpzky, k=—1,2,..).
t—> o

Miutan most is érvényes, hogy |M;_1(t)— N:(f)| =1, tehét
(170) tim M1 () ;—-limeT(t),
t—> o >

amely (168) és (169) tekintetbevételével igazolja a (166) képletet és nyil-
vanvaléan Pj— I—ZP,’S, és ez éppen a (167) képlet.
k=1

12. MEGJEGYZES. Az {1(f),0 = < oo} sztochasztikus folyamat felfoghato,
mint a {z.} rekurrens folyamat altal szdrmaztatott masodlagos folyamat. Egy-
szeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy n(0)=0 és v, eloszlasfiiggvénye is F(x).
Jelolje rendre Hr Xy eows Xur-+» BZ egymast kovetd beszélgetések idOtartamait
és legyen

\1, ha 0=u=x
am JW,X) =10 cgyebként.

L4
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Ekkor felirhatd, hogy
(172) 5 (t) == Mzst F(t—Tu, g)-

Legyen P{n(t) =k} = Pi(t) és jelolje G(t, z) az 7(f) valoszinliségi val-
tozd generatorfiiggvényét, azaz

(173) G(t, 2) — é P.(H)2".

Szerzd [45] dolgozatanak 1. tétele alapjan G(f z)-re a kovetkezd integral-
egyenlet irhatéd fel

t
(174) G(t, 2) = | G(t—u, 2) [1—(1—2)e:x¢-0]d F(u) + 1—F(t).

0
Erre a lehetéségre R. Syski tr volt szives a figyelmemet felhivni, ramutatvan
arra, hogy [45] dolgozatom eredményei alapjan, illetve R. FORTET [13] mun-
kéja alapjan G (4, 2)-re a kovetkezd integraiegyenlet irhato fel

(175) Gt 2) = 1—(1—2) | G(t—u, 2)e v dm(u),

ahol m(%) jeloli a (0, ¢] idokdzben eléforduld hivasok varhaté szamat.

A (174), illetve a vele ekvivalens (175) egyenlet Laplace-transzformacio
alkalmazasaval megoldhat6. A Laplace-transzformaltak megforditasaval pedig
a Py(f) (k=0,1,2,..)) valészinﬁség‘ék is kiszamithatok. A fent emlitett spe-
cialis kezdeti feltételre vonatkozo Pi(f) valdsziniiségek ismeretében az altalanos
esetre vonatkozd megoldds nyilvanvalé mdédon felirhato.

Vezessiik be a

(176) w(s,2)— | e Gt 2)at
O

Laplace-transzformaltat. Ekkor (174), illetve (175) fenndllasabol kovetkezik,
hogy

_ 1 (=2
(177) Y(s, 2) = S =4 () w(s+u, 2).
Ennek a képletnek ismételt alkalmazdsdval (s, z) sorjdban kifejezheto
Y(s+np,2), (n=1,2,3,...), segitségével. Ha tekintetbe vessziik, hogy
limy(s+ny, 2) =0, akkor végiil is azt nyerjiik, hogy

[ 3

">

1 2 =)—=2) 5 e(stin
(178) w(s, 2')———s—+]4=;1 stje A T—g@G+in
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és ez a sor minden 2z értékre konvergens ha N(s) >0. A 2* egyiitthatojat

véve azt kapjuk, hogy ‘
N ‘L(—l)]k( ) @ (s+in)
-st D, = h
(179) Je P (Hdt ]%’k s+ju ,—{ —(stiw)’ a k>0,
0
mig
] L, S 7_ebtin
st _ —
(180) Je Put)dt=— Zl stju ,_U l—g(s+iw)

0
Ezek megforditdsaval Pi(f) (k=0,1,2,...) egyértelmilen meghatarozhato.
Lattuk, hogy a lim P {yj({) =k} = P; (k=0,1,2,...) hatarértékek létez-
t—>o
nek és fiiggetlenek a kezdeti allapottdl. Ha lim P.(f)=Pr (k=0,1,2,...)
t>m

létezik, akkor erre fenn kell allnia annak, hogy

(181) Pt=lim s | e‘sfPA(t)dt

és mivel
sp(s) 1
i I—g@B) e’

tehat igy azt nyerjiik, hogy

IR S G AN AR F R IUY), —
(182) Pi—= wg i (k)[=1[ ) (k=1,2,3,...),
mig .
- R GtV & SR AU
(183) 130_1~a—!”_§1 ; ]7 T

ami megegyezik a 9. TETEL eredményeivel.

7. §. Az 1. modell m= o és stacionarius esetben

A 3. § eredményeit sz0 szerint atvehetjiikk, ha azokban m = ec-t irunk.
Ha ismét 2(7) jeloli a t iddpontnak a kdzvetlen utdna kovetkezd hivéstol valo
tavolsagat, akkor a L(f) valGsziniiségi valtozo feltételes eloszlasfiiggvényére
fennall az alabbi tétel:

11. TETEL: Ha F(x) nem-rdcsos eloszldsfiiggvény és « < o<, akkor léfez-
nek a kovetkezd hatdreloszldsok

(184) mP L) =xn(O =k =Fi(),  (*k=012..),
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ahol
(185)  Fi() —pr > p|/ “)f A= MY [FGeot y) — ),

és ezek fiiggetlenek az {1(0), £(0)} vdltozo-pdr kezdeti eloszldsdtol.

Ez az 5. TETEL koOzvetlen kovetkezménye, ha abban m = o és a szerepld
valosziniiségeket erre az esetre tekintjik érvényesnek.

Mint méar korabban is emlitettiik, az altalunk vizsgdlt folyamat Markov-
folyamatként tekinthetd, ha a rendszer allapotat az {r(¢#), £(f)} valOsziniiségi
valtozo-parral jellemezziik. Ha feltételezziik, hogy « < o és az {7(0), £(0)}
valtozd-par kezdeti eloszlasa

(186) P {L(0) = x, 5j(0) = k} = Pi F; (x), (k=0,1,2,..)),
akkor az {n(f), £(¢)} sztochasztikus folyamat staciondrius lesz és ekkor tetszo-

leges ¢ idOpontra vonatkozd eloszlas is megegyezik a kezdeti eloszldssal.
Ebben az esetben valamennyi n-re fenn fog allni, hogy

(187) P{.=k}=P: (k=0,1,2,..)),

vagyis az {7.} Markov-ldnc is staciondrius lesz. Ez onnan kovetkezik, hogy
fennall ®

(188) Pi= ?‘IP*(j 4/;1“ e (1—¢ Y dF; ().

0
Staciondrius folyamat esetén P {{(0) = x} = F*(x) és mivel {(0)=1,
tehat érvényes, hogy a hivdsok iddépontjainak {r,} sorozata stacionarius
rekurrens folyamatot alkot.

8.8. Az 1. modell m== o és Poisson-féle {r,} esetben

Tekintsiik az 1. modellt m = oo esetén, midén {r,} 4 eseménysiiriiségii
Poisson-folyamat. Ekkor mér az {7(¢), 0 = t < -} folyamat is Markov-féle lesz.
Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy 72,(0)=0. Ekkor ¢(s)=21/(A-+s)
és a P {5(¢f) =k} = P.(?) valosziniiségek Laplace-transzformaltjaira (179) és
(180) képletek alapjan fennall, hogy

s}

(189) [e'“Ph(t) dt= . ) (—1)' h( )

/-J'
k) SGF0 -G
Ennek megfordltasaval Pi(t) meghatarozhato, azonban, mint késébb
latni fogjuk (vo. (256) képlet), kozvetleniil is felirhatd, hogy

a(—ety [

£
h

(k—0,1,2,...).

377(1 A u.t)

(190) Pult) — "
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13. MEGJEGYZES. Most az E, — E;.; atmenetek szamanak eloszlasaval
szeretnénk foglalkozni. Jelolje R.(x) az egymdst kovetd E;— E;,1 atmenetek
(k==0,1,2,...) kozotti id6tartamok eloszlasfiiggvényét és legyen ennek
Laplace—Stieltjes transzformdltja

(191) wils)= [ € dRy().

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy miként lehet az Ri(x) eloszlas-
fiiggvénvt, illetve a vy, (s) Laplace—Stieltjes transzformaltat meghatarozni.

Erre nézve tekintsiik az M, (f) fiiggvényt, a (O, t] idékozben elbfordulo
Ei—FEi. (k=0,1,2,...) atmenetek varhato szamit. Konnyen indokolhato,
hogy fennall az
(192) Mi(t) =2 P:(t)

Osszefiiggés.

Jelolje tovabba G,(x) az els6 E,— E;, atmenet és a =0 id&pont kozti
tavolsagnak az eloszldsfiiggvényét és legyen rendre G,(x), Gy(x), ..., Gi(x), ...
az egymast koveté E,—E,, E,—E,, E,—~E,, ..., E,— Eyxy, ... atmenetek
kozotti idotartamok hosszdnak eloszlasfiiggvénye. Konnyen lathatd, hogy a
G, (x) eloszlasfiiggvények éppen a 9. MEGJEGYZEsben emlitett PALM-féle eloszlas-
fliggvények. Ha ezek Laplace—Stieltjes transzformaltjait 7.(s) (k=0,1,2,...)
jeloli, akkor a (136) képlet szerint erre fenndll, hogy

2, r-1
(193) o(s)— g,(sSS)' r—0,1,2,..)),

ahol a B,(s) fiiggvényeket (137) értelmezi.
Nagyon egyszeriien beldthato, hogy fennall

o gt _ 10(8) 71(8) - 7(5)
(194) ] ey = LD
Y
és innen (192) és (193) tekintetbevételével az adddik, hogy
}k
195 [[e Pty ar— i ,
e 0 a0 . Bi(s) [1—yu(s)]
Ebbél ' :
A
’l,llk(S)::l—- = % k+1 .
AR Z( M )s(s +u).. (s+ (k—r)w) 11']
(196) ' ' ' '

1

[,Zj = (jk) s(s+u) ]J (s+Jjw) J |
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Ennek megforditdsaval R.(x) egyérteimlien meghatdrozhatd. Specidlisan
(196)-bol kiadodik, hogy

’ 1
(]97) or— xa’Rk(x)* ——k
0 le & (l/ J

és

) 200 ~o[k+1 A\

) = J (x— o dRv(x) = f”‘ %( _j_ )( 1')!(;) \_
(198) 0 - -

2 (=1 (’*Jf“ ~- 10
_121 ll "]’ k'j_k (] k)' u (1//:17/ .
A fenti képletek birtokdban konnyen felirhaté a (0, f] id6kozben el6-

fordulé E;— E;,1 atmenetek szamanak pontos eloszlasa. Most azonban csak
az aszimptotikus eloszlasrol tesziink emlitést.

Ha » jeloli a (0, t] idokozben eléforduld Ex— Ei.i dtmenetek szamat,
akkor a folyamat kezdeti allapotatol fiiggetleniil fenndll, hogy

M) 1
199 li ST B
( 9 ) an; t Ok
és
(200) P U (i

> t o 02 )

(Vo. [49] 4.§.) Tovabba a [49] dolgozat 3. §-dnak eredménye szerint fel-
irhatod, hogy
g w 2 p
llt ———
% _ 1

(201) limP - R . [ e du,
( ()'}:‘t . S L 27 7'c°

3

Ox
azaz a »{" val6sziniiségi valtozé t— oo esetén aszimptotikusan normalis el-
oszlast kovet. :

(

14. MEGJEGYZES. Ezutan jeldlje 8:(f) valosziniiségi valtozo a (0, {] idokoz
azon u pontjaibol &ll6 halmaz Lebesgue-mértékét, amelyre r(u) = k. Az 7(0)
valtozd kezdeti eloszlasatol fiiggetlen aszimptotikus torvények lesznek érvé-
nyesek a g.(f) valosziniiségi valtoz¢k eloszldsara, midén f— oc.

Mindenekel6tt tekintsitk folyamatunknal az egymast kovetd Ey— Ejiq,
Eyyy — Ex, Ev— Eiyq, ... atmenetek id6pontjait. Kénnyen lathato, hogy ezen
idépontok kozotti kiilonbségek fiiggetlen valoszinliségi valtozok. Az egymast
kovetd Ejq— Er és E.— E,1 atmenetek kozotti idokiilonbségek eloszlas-
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fiiggvénye éppen a PaLm-féle Gi(x) eloszlasfiiggvény és ennek Laplace—
Stieltjes transzformaltja a (136) képlet szerint

(202) 7k (S) = ’[e‘sx dG;, (X) ==

Ha az egymast kovetd Ej— Eyii és Ep — Ei dtmenetek kozotti ido-
tartam eloszlasfiiggvényét H(x) jeloli, akkor nyilvdnvaléan felirhato, hogy

2Bt (5)
Bs (S) )

(203) Ry

(x—3)dGi(y)

és innen Laplace—Stieltjes transzformdcidra attérve azt nyerjiik, hogy

[eo]

(204) Je dH, () — L)
; 76(5)

Legyen most .

(205) €= | xdGi(x).  B— | xdHi(x)
0 0

és

(206) T | x—@fdGux), ohi— | (x—B) dH(x).

I

Ekkor (203) szerint fennall, hogy

(207) o=+ B

és

(208) 07, = Oz, 1.+ O, i

Az @ és oo, konnyen meghatdrozhaté (202) segitségével. Mégpedig azt
nyerjiik, hogy

1 AT
=— ! L
('209) = ;EOV'('V)(,%)
es

sz (S 2 SO

A B és o}, hasonléan hatarozhaté meg, de a (207) és (208) képletek-
b6l kozvetlentil is felirhatd, miutdn mar o és o% ismeretes.

Hivatkozunk [51] dolgozatunk eredményeire. Ezek szerint az »5(0) val-
tozd kezdeti eloszlasatol fiiggetleniil fennall, hogy

. Nl{ﬁ;(l‘)l B
211 lim
( : ) th (51—1—91
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és N
. Dﬂ{ﬁ)k(f)}' ﬁfoik-l—aio%k
(212 lim = ’ =
(212) tLoo t (ar+ 8:)?
Tovabba a () valésziniiségi valtozé f— o esetén aszimptotikusan normalis
eloszlast, azaz fennall, hogy

gt
B (t)— -
(213) lim Pg et (L J e iy,
o ?] BxOar+ € Ogs / S V2=
(e 4 e1)? @

A fentiekkel kapcsolatban még utalunk [47] dolgozatunkra, ahol ugyan-
ezen problémaval is foglalkozunk.

15. MEGJEGYZES. A fentiekben szerepld e, 8, 0% és 05, mennyisé-
gek meghatarozasara egy masik eljarast is ismertetiink. Tegyiik fel most, hogy
1(0) =k (k rogzitett) és legyen ennél a folyamatndl is P{#(f)=j} = P;(t).
A (190) képlet felhaszndlasaval egyszeriien belathatd, hogy most fenmall

> i
(1 —p-ut
LY I ) [H (1—e ”)]
) e e* —— .
(j—0)!
A (214)-bdl is leolvashaté és a kordbbiakbdl is kovetkezik, hogy a

Q) BB = 2’(?,.1\)<1—e

=0

A . .
(215) fim a-(t)=p;:1>j=e‘?%/.‘,-‘-);'
t-» .
hatarérték létezik és latszik, hogy a konvergencia exponencidlis jellegii.
Ha esetiinkben is M, (¢) jeloli a (O, ¢] idékdzben eléforduld Ep— Ei
atmenetek varhaté szamat és N, (¢) jeloli a (O, ¢] idokozben eléforduld
Ey1 — E, atmenetek varhaté szamat, akkor ezekre fennall, hogy

(216) Mi(t) = APy(t)
és
217) Nig(t) = (k+ 1) u Pii (2).
Tovabba konnyen megindokolhato, hogy

N m —-st . —_ Vk(s)
(218) (,J et d M.(1) e
és

d —st _ ’!’k(S)
{219) _ [ e d}\r,,.+1(t)_—1_%(s).

0
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Most a (217) és (219) felhasznalasaval azt nyerjiik, hogy

(k+1)u | e Pua(t)dt

(220) Y(s) = b
T+ (k+1)u | e P (t)dt

[

€s innen (216) és (218) szerint
- 2 | e Py(t)dt
(221) | e d Gu(x) = 7i(s) = d ,
Y [+ (k+ D [ et Pyt

0

8

tovabba (204) szerint
(k+Du [ et Py (t)dt
0

(222) [e-sea H,(xy = 22 —
6 7:(5) ®
\ i | et Pty
0
A fenti képletekbdl (214) tekintetbevételével a szdéban forgd Laplace—
Stieltjes-transzformaltak meghatdrozhatok. Ezek azonban latsz6lag bonyolul-
tabb kifejezésekre vezetnek, mint a korabbi hasonlé képletek. Mint latni fogjuk,
ellenben a varhato értékek, szordsok (és éltaldban a momentumok) kiszami-
tasara jol felhasznalhatok.
Most be fogjuk bizonyitani, hogy

Pw

(223) (fl.:zm,

1%
(224) B = P
(225) Gi,h':“I:(2%+(¢kJ RO'{_Rl:;)k +RA,
(226) 0ﬂ7\—ﬂk(z—_ﬂh)+2Ro+Rll_;.”+Rk,

k
ahol
_A i)’

(227) E:eu%?
és
(228) Pj=Po+P+---+F;.

4 1L Osztily Kozleményei VIII2

)
et D o N
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Tovabba
13 e ( (2
(229) RO""_'UJ - (j k)' é i
és
o Ry < i 1 & 1]
(230) Rj_Pl - = L_Z,:ﬁ .

A fenti allitisok bizonyitasara vezessitk be a kovetkezd mennyiségeket
(231) Ri= [[P()—PJdt  (j=0,1,2,..))
0

€s
(232) S [PO—PIat  (j=0,1,2,..),
. d .
amelyek (214)-re valé tekintettel léteznek. Felirhato tovabba, hogy
(233) J‘e—ste(t)dt == P;s ' ++ R;—Sjs 4 o(s),
ha s —0. ’
Most, miutan
(234) .‘ e d Gp(x) = 1— ey s+ —"’;—’"s- +0(s%)
0
és
® PR
(235) | e dHy(x) =1 —ps+ -2 F 0 oy (e,

0

ha s —0, a (221) és (222)-bol (233) figyelembevételével azt kapjuk, hogy
1 +(k+ l)l‘Rz.H—} RI.

(236) € — D
(237) G = /R’"_(l/{"{P‘kl)“RLﬂ

(238) (,“_“k(z +”) 28— (izk-l);tsm
és

(239) ow_mp&_%}w —%Emﬁm’

ahol tekintetbe vettiik, hogy (k-- 1),qu+1=ZPk.
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Innen specidlisan kiadédik, hogy

1
(240) 0 = i+ Br =B
és
(241) G;Qc=0i,k+0§,k:29k'§f+(’k(“k— B%)-

A fenti képletekben mar csak az R, és S; mennyiségek ismeretlenek.
Ezek meghatarozdsara vegyiik tekintetbe, hogy a P;(t) valosziniiségek kielé-
gitik a kovetkezd differencialegyenletrendszert :
dpi(t)

at

(242)
ahol

= Q,(t)y— D;_1(t), (j=0,1,2,..),
¢
@,(l‘):(j—}-l),llf)hq(f),—;.Pj(t), (/:0; ]727--;)’
mig @_1(t)=0. A kezdeti feltételek
243 Pyl 1 J=k
( ) j( )_‘ 0, ha _]Z’Zk.

(242)-bodl kovetkezik, hogy
J @0at— | at+ P—PO
és ennek ismételt alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy
.F(I)J-(t)dz‘z j[P,-—P,»(O)].
5 = .

Maisrészt konnyen belathato, hogy
i

(244) G+ DuR—2R= | @t)dt= > [Pi— P.(0)]

e==0
és innen j=k helyettesitéssel
(245) (k'—{—l)‘lle_*.l_/iRk:\Ek_l-
Most a (236) és (237) képletekbe behelyettesitve (245)-6t, megkapjuk a (223)
és (224) osszefiiggéseket.
A (242)-bol az is kovetkezik, hogy

[ toyat= | to, . at—r;

0 0
és ennek ismételt alkalmazédsaval azt nyerjiik, hogy

| t®;(t)dt = —(Ro+ R+ -+ +R).
0

4%
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Mivel konnyen lathatéan

@

(246) k+DuSipn—4i8 = ‘ LD Ndt = —(Ro+ R+ -+ + Ry,
0

tehat (238) és (239) szerint ezzel (225) és (226) is igazolast nyert.
Végiil az R; ismeretlenek explicit meghatirozdsa marad csak hatra.
Ezek a (244) egyenletrendszer megolddsdval nyerhet6k. Eszerint fennall

; %, (G=0,1,...,k—1)
(247). U+ DuRin lRJ—g%_l’ G =k k+1,..))
és nyilvanvaloan
(248) > R=0.

j=u

Ha tekintetbe vessziik, hogy (j+ 1)u P,y ==1P;, akkor (247)-bdl kovet-
kezik, hogy

By :

R'+1 R § ;'Pl' y (j:O,l,,k——l)

(249) P B ) 1
J+1 il S P
( iB U=kk+1,..).
A fenti egyenletekbdl 0sszegezéssel azt nyerjiik, hogy
R,‘ Ro . T S»Bi ht 1 .

(250) BB =P =p =123

és ezzel (230) igazoldst nyert. Végiil R, meghatdrozhat6 (248) segitségével,
vagy kozvetleniil is kiszamithatod

CA © Pl -k
- (1-emit ) o (—1DiE 1) .
(251) Py(f)=c¢e ¥ (1—e—m)l~=;ﬁk ——((j )k)! (—u) (1—enty

figyelembevételével. Eszerint

®

d

(252) Ro= [[Po(t) Podt = —‘ij EI—%: (_)H(z J H

=1
0

amely éppen a (229) képlet.
Végiil még megjegyezziik, hogy konnyen belathatéak a kovetkezd

azonossagok
BN j)(!i)y
P./ - 1»2:'0 ! '(V S
S,

S 23T,

amelyek felhasznathatok a kérdéses varhatd értékek és szordsnégyzetek explicit
kifejezéseiben.

és
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9. §. Az 1. modell altalanositasa m —= -~ esetben

Tekintsiik most az 1. modellt abban az esetben, middn a rendelkezésre
allé vonalak szdma m = oo. Tegyitk fel, hogy a beszélgetések id6tartamai
Xi>Xas <o Xnr- - egyforma eloszlasu, fiiggetlen, pozitiv valosziniiségi valto-
z0k, tetszbleges
(253) HxX)=P{y. =x}
eloszlasfiiggvénnyel. Azt is feltessziik, hogy a {y.} valtozok fiiggetlenek a
{r.} id6pontoktol és a rendszer kezdeti allapotatol. Jelolje a ¢ idépontban
folyamatban levd beszélgetések szamat x(f) valosziniiségi véltozo. Stacionarius
folyamat esetén pedig jeldlje r*(f) a ¢ id6pontban folyamatban levé beszélge-
tések szamat. Targyaldsunkban két esetet kiilonboztetiink meg, aszerint, amint
{T.} ZA-eseménysiiriiségii Poisson-folyamat vagy {z.} a bevezetésben emlitett
F(x) eloszlasfiiggvénnyel jellemzett rekurrens folyamat.

A Poisson-folyamat esete. Legyen most {r,} A-eseménysfiriiségit Poisson-
folyamat. Régoéta ismeretes, hogy ebben az esetben, ha M {y,} < o, akkor a
hm Pn(ty=k}=P: (k=0, 1, 2,...) hatareloszlas létezik és fiiggetlen a

rendszer kezdeti allapotatol. Mégpedig fennall, hogy

. . 2
(254) B e /f,) ,
ahol
(255) o= | xdH().

V]

Ez az eredmény mdar A. K. ERLANG [9] vizsgalatai alapjan is plauzi-
bilisnek tekinthet6. Ha feltessziik, hogy a {P%} hatdreloszlas létezik, akkor
F. PoLLaczek [36], C. PALM [34] és L. KOSTEN [25] eredményeibél is kovetkezik
(254) fennalldsa. Tovabbd megemlitjiik, hogy szerzének 1950-ben irt, de saj-
nos csak 1954-ben megjelent, [44] dolgozatiban szerepld, Poisson-folyamat
altal szarmaztatott masodlagos folyamatra vonatkozd altalanos tételébdl speci-
dlisan kiadodik a (254) eredmény. A (254) fenndllasdra kozvetlen bizonyitast
adott még A. RENvI [39], R. FORTET [12] és C. RyLL-NARDZEWSKI [40].

Most egy rovid bizonyitdst adunk (254) fennalldsara. Feltessziik, hogy
n(0) =0. A tetszOleges kezd eti llapotra vald attérés csupdn nyilvanvalé modosi-
tast kivan. Hivatkozunk arra a tényre, hogy ha a Poisson-folyamatban (O, t)
idékozben pontosan n esemény fordul eld, akkor ennek az n eseménynek .
elofordulasi pontjai ugyanazon valdsziniiségi eloszlast kovetik, mint a (0, f)
intervallumon n fiiggetlen, egyenletes eloszlasu pont eloszlasa. (V. [44] p
503.) Ha tekintetbe vessziik, hogy az 1 (f)=4k esemény tobb egymast kizaro
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-

modon jdhet létre, mégpedig a (0O,f) intervallumban n=:=0,1,2,... hivas
fordulhat el6, akkor a teljes valdsziniiségi tétel szerint felirhatd, hogy
t

P (=K = > en (7]

T o monad] [} ]

dzaz .
t ! U
s femenas |2 (1—H(0)dx]
(256) P{n(t)—ki=e ° Q , (k=0,1,2,...).

k!
Mivel

t
lim | [1—H(x)]dx = o,
t>o 0
innen kovetkezik, hogy

t
i 0\~
(257) Pi=lim P {5()="k) :e-w% (k=0,1,2,...),

ami bizonyitandd volt. Egyéb kezdeti feltétel esetén is hasonldé mdédon eljarva,
ugyanezen hatarértékre jutunk.

A vizsgalt folyamat Markov-folyamatként targyalhatd, ha az n(f) valo-
szinliségi valtozd mellett megadjuk azt is, hogy az éppen folyamatban levd
beszélgetések befejezéséig mennyi idd sziikséges. Ha feltessziik, hogy o < oo
és az 1(0) valtozd eloszldsa {P%}, tovdbbd az 1(0)=k feltétel mellett a
folyamatban levé k beszélgetés befejezéséig eltelt idotartamok egyiittes elosz-
lasfiiggvénye H™(x;) H*(x2) ... H"(xx), ahol

\ 1
(258) H*(x) = ? 0.

L0 , ha x<0,
akkor staciondrius folyamatot nyeriink, amelynél barmely ¢ id6pontra vonat-
kozo eloszlds megegyezik a kezdeti eloszldssal. Ha staciondrius folyamat
esetén »*(f) jeloli a ¢ idopontban folyamatban levd beszélgetések szamat,
akkor minden ¢ id6pontra érvényes, hogy

I3

(259) P{i*(t)y=k} =Pi=ete (j{—‘:) .

16. MEGJEGYZES. Az {1j(?), 0 = t < oc} sztochasztikus folyamat felfoghaté
Poisson-folyamat 4ltal szarmaztatott masodlagos folyamatként is. Egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel, hogy n(0)=0. Ha

(260) Flu, ) — 3 (1)’

[l1—HElay, ha x=o,

ha 0=u=x
egyébként,
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akkor felirhato, hogy
(261) nO)= 2 fit—u, 1)

Szerz6 [44] és [46] dolgozataiban tetszbleges f(u,x) fiiggvény esetén
vizsgalta a (261) alatti {2(f)} folyamatot. Az ezen dolgozatban foglalt ered-
mények specidlis eseteként nyerjiik a kovetkez6 tételeket.

Jelenleg csupan a stacionarius {7*(f)} folyamat esetével foglalkozunk.
Ekkor a kezdeti feltételeket a kordbban részletezett modon kell megvalasztani.
Ervényes lesz, hogy az {7(f)} folyamat {— oo esetén ugyanolyan sztochasztikus
viselkedést mutat, mint a stacionarius {#*(f)} folyamat minden ¢ idépontban.

Stacionarius {#*(f)} folyamat esetén M{n*(f)} = D*{5*(f)} = 4o és az

M {7 ()17 (4 )y — (o)

(262) R(t)= =
korrelaciés fliggvényre fennall, hogy
(263) R('r)z%J [1 — H(x)]dx.

L
Az {3(f)} folyamat spektralis elosziasfiiggvényére, G(»)-re (ahol
0 = v < oo) fenndll, hogy G(0) = [M{5* ()} = (Lo)* és a 0 < r < o< értékekre

(264) G(r)— %J(] —cos 270 X)dH(x).
Itt o
(265) G(o0)=M{( @)} =40(1+40).

A fenti (263) és (264) eredményt V. E. BENES [3] mas aton bizonyitotta
be. A telefon-forgalom statisztikai becslésére gyakran felhasznaljak a kovetkez0

mennyiséget (v0. L. KOSTEN [26], V. E. BENES [2] és mdsok munkait)
T

(266) iT J.n*(z‘)dt.

0
Stacionarius folyamat esetén ennek varhato értéke
T

V1 (., [,
(267) M%T i Odt| — o
és szorasnégyzete ’
. T
N1, {220 (
(268) D* 27J . (r)dtg — 22 |(r—nR@dr,

I} 0

ahol R(t) jelentése a (263) szerinti.
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A rekurrens folyamat esete.* Legyen most {r.} a Bevezetés-ben emlitett
rekurrens folyamat, amelyre P{t,,,—7.=x}=F(x), (n==1,2,3,...). Ha
7n(t) jeloli a f idépontban folyamatban levd beszélgetések szamat, akkor az
{n(#)} folyamat tekinthetd rekurrens.folyamat altal szarmaztatott mdasodlagos
folyamatnak. Ha egyszeriiség kedvéért #(0)=0 feltevéssel éliink, akkor a
(260) alatti f(u,x) fiiggvény segitségével felirhato, hogy

(269) nt)= 2, ft—"u 1)-

Szerz$ [45] dolgozatdban tetszbleges f(u, x) fiiggvény esetén vizsgalta ezt a
folyamatot. Az ezen dolgozatban foglalt eredmények specidlis eseteként nyer-
jiik az alabbi tételeket.

A vizsgalt folyamat Markov-folyamatként kezelhetd, ha az #(¢) és L(¢)
valosziniiségi valtozok mellett megadjuk azt is, hogy az éppen folyamatban
levé beszélgetések befejezéséig mennyi id6 sziikséges. Ha e < oo és ¢ < oo,
akkor a kezdeti eloszlas megfeleld megvalasztdsaval definidlhatjuk a stacio-
nérius folyamat fogalmat. A staciondrius folyamatnal bdrmely ¢ id6pontra
vonatkozé eloszldas megegyezik a kezdeti eloszldssal. Jelolje stacionarius
folyamat esetén 7*(f) a ¢ id6épontban folyamatban levd beszéigetések szamat.
Ekkor érvényes lesz, hogy az {7(f)} folyamat f — oo esetén ugyanolyan szto-
chasztikus viselkedést mutat, mint a stacionarius {7*(¢f)} folyamat minden ¢
idopontban. Nevezetesen, ha e < o, 0 < oo és F(x) nem-racsos eloszlas,
akkor a lim P{n(t)—=k}=Pt (k=0,1,2,...) hatarértékek léteznek és fiig-

>
getlenek a kezdeti allapottol. A stacionarius folyamat esetén pedig minden
t-re érvényes, hogy P{#()=k}=Pi, (k=0,1,2,...).

A {P} valosziniiségeloszlas My (r==0,1,2,...) momentumai a [45]
dolgozat eredményei alapjan meghatirozhatok. Az
(270) Mi=2 kP
momentumok a kovetkez$ rekurziv képletek segitségével kaphatok meg

r-1
271) M— (“ \;( ) | MOU—H®d, — (r=0,1,2,...),
ahol M§(f)y=1 és Mi(t), Mi(?), ... sorjaban meghatarozhato a kovetkez6 kép-
let segitségével

(272) M*(t)— ( )[M*(z‘ x) [1— H({t—x)}dm(x), (r=0,1,2,..),

* Az idevago kérdések részletesebb targyaldsdval a szerzd sajto alatt levd [57] mun-
kajaban foglalkozik.
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ahol B}
(273) m(x) = > Fu(x)

\
n=1
és F.(x) jeloli az F(x) eloszlasfiiggvénynek o6nmagéaval vald n-szeres kom-
pozicidjat.
17. MEGJEGYZES. Legyen M=MI=% és D*— M3— (M%) Ekkor [45]
szerint a stacionarius {n*(f)} folyamat korrelaciés fiiggvénye létezik és erre
felirhato, hogy

[ 1he-+0) -+ he—olam©)—

4]

1 ) 1
QM) R = m‘ (1—H@ldx + 5,

ahol
(275) h(r)= | (1 —H@OI1—H(t+0)ldt
0

és m(t) jelentése a (273) szerinti.

Ha G(w) jeloli az {#*(f)} folyamat spektralis fiiggvényét, amelyre
G(0)=M?* és G(oo)= M+ D?, akkor felirhato, hogy
(276) G(w)= M*+ D*[G*(w)— G* (—w)].
A G*(w) spektralis eloszlas fiiggvényre A. J. HINcsIN [18] képlete szerint
fenndll, hogy

217) R(t)= . cos mtd G*(m)
és ennek megforditasaval G*(w) egyértelmilien meghatarozhatd. Az
T
(278) - J i (Hat
0
valoszinliségi valtozd varhato értékére és szorasnégyzetére fennall, hogy
T
(279) MH:J W (dt (=M
, 0 |
és
. ‘ V.
(280) D%%J 1;*(t)dt$=2713_, ](T_T)R(T)df,
B T

ahol R(t) jelentése a (274) szerinti.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia
Matematikai Kutato Intézete
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