
A TELEFON-FORGALOM ELMÉLETÉNEK 
NÉHÁNY VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁSI KÉRDÉSÉRŐL 

TAKÁCS LAJOS 

A. K. Erlang születésének 
80-adik évfordulójára, 

1958. január 1-ére ajánlva 

B e v e z e t é s 

Tekintsük egy teiefonközpont működését a 0 ^ / < » időközben. Tegyük 
fel, hogy a ru r 2 , . . . , т„,... véletlen időpontokban hívások érkeznek a köz-
pontba (0 < г, < т., < ••• < r„.< • ••). Egyelőre a Tj tetszőleges pozitív való-
színűségű lehet. A T„+I—т,, (n = 1, 2, 3 , , . . ) időkülönbségekről feltesszük, 
hogy egyforma eloszlású, kölcsönösen független, pozitív valószínűségi válto-
zók, amelyek függetlenek а т, változótól is. Jelölje közös eloszlásfüggvényüket 
F(x), azaz P {T„+I—Т , , f i x} = F(x) (n= 1 , 2 , . . . ) . Legyen továbbá 

0Э 
(1) a=\xdF(x) 

о 
és 

со 
(2) <p(s)=\es*dF(x). 

о 
Megjegyezzük, hogy az a szokásos feltevés, hogy a hívások időpontjai-

nak {t„} sorozata Я eseménysűrűségű Poisson-jolyamatot alkot, a fenti fel-
tevésnek azt a speciális esetét képezi, midőn F(x)=\—e'hc, ha x ^ O é s ^ 
eloszlásfüggvénye is F(x). A fent említett általános feltételeknek megfelelő 
{T„} sorozatot a következőkben rekurrens folyamatnak fogjuk nevezni. Ha 
speciálisan fennáll, hogy a < °o és тг eloszlásfüggvénye 

X 

1 a 
-F(y)]dy, ha x ^ O , 

ô 
0, ha x < 0, 

akkor а {т,,} sorozatot stacionárius rekurrens folyamatnak fogjuk nevezni. 
Eszerint a Poisson-folyamat a stacionárius rekurrens folyamat speciális ese-
teként fogható fel. Megemlítjük még a stacionárius rekurrens folyamatok egy 
nevezetes tulajdonságát. Ha £(/) valószínűségi változó jelöli a t időpontnak 
a legközelebbi utána következő hívástól vett távolságát, akkor fennáll, hogy 
p{Ç(/) ^ x} = Е*(х) valamennyi t értékre. 

E*(x) = 

1 III. Osztály Közleményei VIII'2 
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A következőkben háromféle telefon-rendszer vizsgálatával foglalkozunk: 

I . A v e s z t e s é g i r e n d s z e r . A központban m vonal áll a hívások ren-
delkezésére: Ha egy hívás beérkezési időpontj'ában van szabad vonal, akkor 
létrejön kapcsolat (beszélgetés). Ha a hívás pillanatában valamennyi vonal 
foglalt, akkor a hívás minden következmény nélkül elvész. 

I I . A v á r a k o z á s i r e n d s z e r . A központban m vonal áll a hívások 
rendelkezésére. Ha egy hívás beérkezési időpontjában van szabad vonal, 
akkor létrejön kapcsolat. Ha a hívás pillanatában valamennyi vonal foglalt, 
akkor a hívás mindaddig várakozik, ameddig szabad vonal nem áll rendel-
kezésére és csak ezután valósul meg a kapcsolat. 

I I I . A z e g y e s í t e t t v á r a k o z á s i é s v e s z t e s é g i r e n d s z e r . A központban 
m vonal áll a hívások rendelkezésére és a várakozó hívások maximális száma w 
lehet. Ha egy hívás beérkezési időpontjában van szabad vonal, akkor létrejön 
kapcsolat. Ha a hívás pillanatában valamennyi vonal foglalt és a várakozó 
hívások száma kisebb, mint w, akkor a hívás mindaddig várakozik, amíg 
szabad vonal nem áll rendelkezésre. Ha az összes Vonal foglalt és a várakozó 
hívások száma w, akkor a hívás minden következmény nélkül elvész. 

A következőkben a fent említett három telefon-rendszert röviden I., II. és 
III. modellnek nevezzük. Nyilvánvalóan a III. modell a legáltalánosabb és 
az I. modell ennek az a speciális esete, midőn w = 0 és a II. modell pedig 

esetnek felel meg. 
Valamennyi esetben feltesszük, hogy a kapcsolatok időtartamai, az úgy-

nevezett tartási idők, egyforma eloszlású független pozitív valószínűségi válto-
zók, amelyek függetlenek a {r„} időpontoktól is. Közös eloszlásfüggvényük 
legyen 

<3> Я < * Ч о , ha x < 0. 

A telefon-forgalom elméletében a beszélgetési idők eloszlására vonat-
kozóan általában a fenti (3) feltevéssel szokás élni. Mindazonáltal érdekes 
lenne általánosabb H(x) eloszlásfüggvények esetét is vizsgálat tárgyává tenni, 
amely esetre vonatkozóan eddig nem sok eredménnyel rendelkezünk. 

A fenti három rendszer egyikénél sem teszünk kikötést arra vonatkozóan, 
hogy a szabad vonalak melyikén jön létre a kapcsolat. Ennek semmiféle 
szerepesem lesz tárgyalásunkban és ezért bármilyen kiszolgálási rendszer 
megengedhető. Általában azzal a feltevéssel sem élünk, hogy a várakozó 
hívások érkezési sorrendben lesznek kiszolgálva. Egyedül a várakozási idő 
eloszlásának meghatározásánál tesszük fel, hogy a kapcsolások érkezési sor-
rendben történnek. 
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Jelölések. Jelölje mindhárom esetben i](t) a t időpontban folyamatban 
levő kapcsolatok (foglalt vonalak) és várakozó hívások együttes számát. Álta-
lában megengedjük, hogy r f 0 ) tetszőleges olyan nem-negatív egész értékeket 
felvevő valószínűségi változó legyen, amely független a hívások időpontjaitól 
és a kapcsolatok időtartamaitól. 

Az I. modellnél i](t) g m és rj(t) a foglalt vonalak számát jelöli. A II. 
modellnél, ha rj(t) ^ m, akkor rjt) vonal foglalt és nincs várakozó hívás, 
míg ha rl(t)>m, akkor m vonal foglalt és г/ ( / )—m hívás várakozik. A III. 
modellnél r\(f) ^ m + w. Ha i](t)^m, akkor i](t) vonal foglalt és nincs 
várakozó hívás, ellenben, ha m <ij(t) s m + iv, akkor mind az m vonal 
foglalt és rj(f) —m hívás várakozik. 

Vezessük be továbbá az г)п = т](тп—0) (л = 1, 2, 3 , . . . ) valószínűségi 
változókat. Az т)„ jelöli az л-edik hívás érkezési időpontjában a foglalt vona-
lak és várakozó hívások együttes számát. 

Megállapodunk továbbá abban, hogy Ek állapotról beszélünk, ha a 
foglalt vonalak és várakozó hívások együttes száma k. 

Végül jelölje Ç(f) a t időpontnak a közvetlen utána következő hívástól 
vett távolságát. Nyilvánvalóan £(0) = TI. 

Könnyen látható, hogy az {r;(f), £(/)} (0 ^ t < változópárral jellem-
zett folyamat Markov-féle. Megjegyezzük azonban, hogy a Markov-jelleg 
csakis abban az esetben érvényes, ha a beszélgetési időtartamok eloszlása a 
(3) alatti H(x) függvény. 

Az eredmények összefoglalása. Dolgozatunkban a telefon-forgalomra 
vonatkozóan a korábban részletezett következő feltevésekkel élünk: a hívások 
időpontjainak {rn} sorozata rekurrens folyamat, a központ az I., II., illetve 
III. modell szerint működik, a kapcsolatok időtartamai egyforma eloszlású 
független valószínűségi változók a (3) alatti eloszlásfüggvénnyel. A kezdeti 
állapotra, amelyet az rj(0) és тх változók jellemeznek, először semmilyen meg-
szorítást sem teszünk és megvizsgáljuk az {ij„} és az { / / / )} változósorozat 
határeloszlását, midőn n—y°<=, illetve t->-°o. Ezután az {"?/(()), тх) változó-pár 
eloszlásának speçiâlis megválasztásával értelmezzük a stacionárius {p(t), £(/)} 
folyamat fogalmát és erre nézve meghatározzuk annak a valószínűségét, hogy 
egy hívás elvész, illetve a hívások várakozási idejének eloszlásfüggvényét 
abban az esetben, ha a hívások kiszolgálása érkezési sorrendben történik. 

Részletesebben szólva: Kimutatjuk, hogy a lim P { r j n = k}= Pk határ-
n-FCD 

értékek léteznek és függetlenek a kezdeti állapottól. Az I. és III. modell esetén 
{Pi.} mindig valószínűségeloszlás, a II. modell esetén csak akkor, hamccp> 1. 
Mindhárom modell esetén explicit alakban meghatározzuk a {Pk} valószínü-
ségeloszlást. Ezután megmutatjuk, hogy ha a< °о és F(x) nem-rácsos elosz-

í* 
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lásfüggvény, akkor a lim p {>/(/) = k) = Pl határértékek léteznek és függet-
í-> со 

lenek a kezdeti állapottól. Az I. és III. modell esetén {P*j mindig valószínű-
ségeloszlás, а II. modell esetén csak akkor, ha maq> 1 feltétel is teljesül. 
Mindhárom esetben megadjuk, hogy a P* valószínűségek miként fejezhetők 
ki a Pk valószínűségek segítségével. Ezt követően a stacionárius {>;(/), £(01 
folyamat fogalmát definiáljuk. Erre nézve minden t időpontban érvényes, hogy 
P {i](t) = k) = P* és P {£(/) ^ x} = F f (x ) . Meghatározzuk stacionárius folya-
mat esetében egy tetszőleges hívás várakozási idejének G*(x) eloszlásfüggvé-
nyét а II. és III. modell esetén, és egy tetszőleges hívás elveszésének a való-
színűségét az I. és III. modell esetén. Továbbá az I. modell esetét az m = « 
határesetben tárgyaljuk és ebben az esetben tárgyalásunkat kiterjesztjük a 
(3)-nál általánosabb H(x) eloszlásfüggvényekre is. Ezenkívül néhány rokon 
kérdésről is teszünk említést. 

A szakirodalom áttekintése. Az eddigiekben mind a három modellt 
részletesen tárgyalták abban a speciális esetben, midőn а {т„} sorozat к 
eseménysürűségű Poisson-folyamat. Ebben az esetben a {Pk} és {P*} való-
színűségeloszlás megegyezik egymással. Az említett Poisson-folyamat esetén 
a {P*} eloszlást az I. modellre A. K . ERLANG [9], а I I . modellre A. K . ERLANG 

[9], E . C. MOLINA [32J és A. N. KOLMOGOROV [23], a I I I . modellre A. K . ERLANG 

(vö. A. JENSEN [5J pp. 84—90) és L . KOSTEN [26] határozta meg. (Vő. még 
TH. FRY [15] könyvét.) Azt az esetet, midőn {т„} a fentiekben értelmezett 
rekurrens folyamat, régebben nem vizsgálták meg ilyen részletességgel. Az I. 
modellt korábban C. PALM [35] és F. POLLACZEK [38] tárgyalták, de ők csak 
a veszteség valószínűségét (Pm-et) határozták meg. А II. esetet korábban 
D . G . KENDALL [21J vizsgálta. KENDALL megadta a {Pk} eloszlás létezésének 
feltételét és megmutatta, hogy a Pm, P m + i , P m +2 , . . . valószínűségek geometriai 
sort alkotnak. Továbbá meghatározta a várakozási idő eloszlásfüggvényét egy 
ismeretlen paraméter erejéig. Szerző nem régi [52], [54], [55] munkáiban mind 
a három modell esetében meghatározta a {Pk\ és {P*J valószínűségeloszlások 
explicit alakját. Továbbá J. W. C O H E N [6] megjelenő dolgozatában ugyancsak 
meghatározta az I. modell esetén a {Pk} és {PVf eloszlások explicit alakját. 
Jelen dolgozat legnagyobb része szerző [52J, [53], [54J, [55] munkáinak ered-
ményeit tartalmazza. 

MEGJEGYZÉS. A fent vázolt I. és I I . modell esetét m = 1 vonal esetén 
tetszőleges H(x) eloszlásfüggvényre is részletesen megvizsgálták. Ez az eset 
azonban a telefon-forgalom szempontjából nem bír gyakorlati jelentőséggel. 
Az I. modell m = \ esetben a Geiger—Müller számlálóval történő részecske-
számlálásnál lép fel (vö. [49]). A II. modell m — 1 esetben várakozási idő 
problémák tárgyalásánál lép fel. Azt az esetet, midőn {т„\ Poisson-folyamat, 
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F. POLLACZEK [ 3 6 ] , A. J . HINCSIN [ 1 6 ] és mások tárgyalták (vő. még [48]), 
azt az esetet pedig, midőn {rn} rekurrens folyamat, D . V. LINDLEY [ 3 0 ] , 

W . L . S M I T H [ 4 2 ] , D . M . G . W Í S H A R T [ 6 0 ] és mások tárgyalták. A I I . modellt 
m > 1 esetén, {т„} Poisson-folyamatra és tetszőleges H(x)~re várakozási idő 
problémákkal kapcsolatban F. POLLACZEK [ 3 6 ] , D . G . KENDALL [ 2 1 ] , J . KIEFER 

és J . W O L F O W I T Z [ 2 2 ] és mások tárgyalták. Továbbá az I. modellt { Т „ } 

Poisson-folyamat esetére és tetszőleges H(x)~re F. POLLACZEK [37], C. PALM 

[34], L . K O S T E N [25], В. A. SZEVASZTJANOV [41] és mások tárgyalták. 

További jelölések. Előrebocsátjuk, hogy dolgozatunk folyamán mind-
végig használni fogjuk a következő jelöléseket: 

CD 

(4) Ф = /(/><) \e-^dF(x) ( j = 0, 1 , 2 , . . ) 
о 

és 

( 5 ) Cj = П ~ r ~ r ( 7 = 0 , 1 , 2 , . . ) , 
;= í t — fi 

ahol C0 = 1. Továbbá legyen 

P { í / ( 0 = « = A ( 0 . 

Végül legyen a {Pfc} valószínüségeloszlás r-edik binomiális momentuma 

a - i f î ï a 
î~~r \ r 

és a {Pl} eloszlás r-edik binomiális momentuma 

Köszönetnyilvánítás. Köszönetemet fejezem ki J . W . C O H E N (Delft), 
A. JENSEN (Koppenhága) és R . SYSKI (Harrow-on-the-Hill) uraknak, akik 
számos szakirodalom megadásával, különlenyomatok és kéziratok rendelke-
zésemre bocsátásával nagy segítséget nyújtottak jelen cikk megírásához. 
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1 . § . A { P k } v a l ó s z í n ű s é g e l o s z l á s m e g h a t á r o z á s a 

I. A VESZTESÉGI RENDSZER 

1. T É T E L : A {Pf valószínüségeloszlás mindig létezik és független az 
{ ДО), £(0)} változó-pár kezdeti eloszlásától. Fennáll, hogy 

r-kf r 
= ^ K—i) 

t—k 
ahol 

(6) А = k\Br (Ar = 0, 1 , . . . , m), 

2 
m 1 

S U " Щ 
a {Pi;} valószínüségeloszlás r-edik binomiális momentuma. 

BIZONYÍTÁS: Mindenekelőtt észrevesszük, hogy az {r/n} (// = 1 , 2 , 3 , . . . ) 

valószínűségi változók sorozata homogén Markov-láncot alkot a 
P{/jn+i == ÄrJ i ]n=j) =pjk átmenet-valószínűségekkel, ahol 

03 

(8) P ^ + ^ e - M X - e ^ t ' - * dF(x) ( / = 0, \,...,m-\) 
0 es 

(9) Рт,к=Рт-\,к. 
Ha a hívások közötti T,1+I—т„ (n = 1, 2, 3 , . . . ) időtartamok ugyanazon x állan-
dóval egyenlők, akkor ezen feltétel mellett jelölje л д ( х ) az átmenet-valószí-
nüségeket. Ekkor az általános esetben 

со 
Pik = I Щк(х) dF(x). 

о 
Könnyen belátható, hogy az {/]„} Markov-lánc irreducibilis és nem 

periodikus. Mivel az állapotok száma véges, tehát ergodikus is. Következőleg a 
lim P {rin = k) = Pk (к = 0, 1 , . . . , m) határ-valószínüségek léteznek és függet-

lenek az rg változó eloszlásától és így természetesen az |/)(0), t J változó-pár 
kezdeti eloszlásától is. A )Pk) valószínűségeloszlás egyértelműen meghatá-
rozható az alábbi egyenletrendszer megoldásával 

m ' 

(10) P , = £ pjkP, (k = 0,\,...,m), 
j=k-l 

ahol m 
(11) § P , = 1. 

( V ő . W . FELLER [ 1 0 ] p . 3 2 5 . ) 
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A (10) egyenletrendszer megoldására vezessük be az 
m 

( 1 2 ) U (z) = У^ A zk 

k=0 
generátorfüggvényt. A (10) egyenletek alapján az U{z) generátorfüggvényre 
a következő integrálegyenlet adódik: 

03 
C ( z ) = j ( 1 — e - ^ - f ze^*) ^ + ze-^)dF(x) + 

<13) 
СО 

+ ( 1 — z ) P m I e-^ +ze-'lx)mdF(x). 
о 

Ezután jelölje B, (r = 0, ],..., m) a {Pk} eloszlás r-edik binomiális momen-
tumát, azaz legyen 

<i4> *-k;)a: 
Nyilvánvalóan fennáll, hogy 

Mint látni fogjuk, a Br (/" = 0, 1 , . . . , m) binomiális momentumok egyértel-
műen meghatározzák a {A.} valószínűségeloszlást és így a feladat vissza-
vezethető az ismeretlen A - e k meghatározására. (11) szerint Д , = 1. A (13) 
^-szerinti j-szeres differenciálásával és г = 1 helyettesítéssel pedig azt kapjuk, 
hogy 

A = A + A i - I | A 

<16) Д — — 

U - l 

a - I - ( д i в» 

<Pj, < ; ' = ! , 2 , . . . , m), 

vagyis 
m. I m I 

( j =1,2,..., m), 
1—Vi 

mivel hogy (14) szerint Pm = Bm. 
Ha Bm-et először adottnak tételezzük fel, akkor ( 1 6 ) a A ( j = 1 , 2 , . . . , / » ) 

ismeretlenekre elsőrendű lineáris differenciaegyenlet, amely könnyen meg-
oldható (vő. C H . JORDAN [ 2 0 ] P . 583). Osszuk el a ( 1 6 ) egyenlet mindkét 
oldalát az (5) alatt értelmezett Q mennyiséggel, akkor azt nyerjük, hogy 

Bj_ Bj-i f m ) Bm ( y = b 2 , . . . , m ) . 
Cj Cj~ 1 \ j — í j Q - i 

Ezen egyenleteket j—\,2,...,r értékekre összegezve 

Br 
Cr 7 = o V J ! G 
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ugyanis Во = Со = 1. Ha most a fenti egyenletben az r = m, akkor innen 
Bm is meghatározható és azt nyerjük, hogy 

Bm = 
2 H ± 
M j ) Q 

így végül is 

(17) B r = C r - l m \ \ ' 

M j J G 
amivel a (7) képletet igazoltuk. 

A Br (r = 0, 1 , . . . , m) binomiális momentumok ismeretében a Pk való-
színűségek közvetlenül felírhatok JORDAN KÁROLY alábbi képlete segítségével 

к (18) я = 2 ( - 1 Г 1 [ \ B r , 

amivel а (6) állítást is igazoltuk. 
Megjegyezzük, hogy a (18) képlet a B, binomiális momentum (14) 

definíciójából is következik. Szorozzuk meg ugyanis (14) mindkét oldalát 

( — 1 ) " j ^ j-val és összegezzük a kapott egyenleteket r= к, k+ 1 , . . . , m-re, 

akkor tekintetbe véve, hogy 

1, ha V = k, 
ha r=\=k, 

megkapjuk (18)-at. 
(18) egy más bizonyítása a Taylor-képlet felhasználásával történik. 

Vegyük tekintetbe, hogy (12) szerint 

tkl 

' k\ l dzk U 
és mint említettük 

C * = O . 1 - ) 

"•>• 

Ha U(z) deriváltjai a 2 = 1 helyen ismeretesek, akkor ezek segítségével U(z) 
deriváltjai a 2 = 0 helyen is kifejezhetők. Ugyanis a Taylor-képlet szerint 
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es innen 
dkU(z) \ 

- 2 
? ( - 1 Г * f drU(z)] 

dz* U íéí (r—Ar)! I dz" 
ahonnan (18) már egyszerűen következik. 

II. A VÁRAKOZASI RENDSZER 

2. TÉTEL: Ha ma/i> 1, akkor a lim P { r ) n = k) = Pu (k= 0, 1, 2 , . . . ) 
П-УСО 

határeloszlás létezik és független az (r;(0), £(0)} változó-pár kezdeti eloszlá-

sától. Fennáll, hogy 

(19) 

ahol to az 

(20) 

Pk — { r=k 
, A tо 

m-l Г 
(k = 0, 1 , . . . , m—1) 

(k = m, m+),...), 

-mfi(í-(ú)x dF(x) = w 

egyenletnek egyetlen, a (0, 1) intervallumba eső valós gyöke és 

(21) 

ahol 

(22) 

m 
= АС г Z 

j=r+ 1 
\ J ) /77(1--<P.i)—J 

m 
= АС г Z 

j=r+ 1 Cj{\—%) 

1 

/77(1-

(m\ 

1 + У Ы /77(1 -9j)—J 
l - m 1 U сл 1 - w ) L /77 (1 — <»)—j\ 

A \Ph} valószínüségeloszlás r-edik binomiális momentumára, 

(23) 

-ra fennáll, hogy 

(24) Br = оУ 

, ha r< m, 

, ha гшт. 
(1 - с о Г 1 

Megjegyezzük, hogy ha т а / . t ^ 1,akkor lim P [i]n = k } = 0 (£ = 0 ,1 ,2 , . . . ) 
H-FOD 

az t](0) változó kezdeti eloszlásától függetlenül. Ennek a ténynek bizonyítá-
sával azonban nem foglalkozunk. 
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BIZONYÍTÁS: Könnyen meggyőződhetünk arról, hogy az {/;„} (л = 1 ,2 ,3 , . . . ) 
valószínűségi változók sorozata homogén Markov-láncot alkot az alábbiakban 
megadott P {T],1+I = k\r\n — j ) = pjk átmenet-valószínűségekkel 

со 

Pg=-\j\
 1 ) I <?-*"* 0 — e - ^ y + U k d F ( x ) , ha j< m 

( 2 5 ) Р ^ = \ Т
К I \ E - « " 

CO X 
j-tn 

J íj—m)f (2 ,ív—e ^y"-kmudy 
о 

dF(x), haj^mésk<m 

UJ 

Pjk = j e " ^ ^ Х \ — к ) \ d F h a J = m é s к = m -
о 

Jelölje ismét л,*(х) az átmenet-valószínűségeket azon feltétel mellett, 
hogy a hívások közötti rn+í — r„ (n = 1, 2, 3 , . . . ) időtartamok ugyanazon x 
állandóval egyenlők. Ekkor az általános esetben 

со 
(26) A *=J^ (X ) Í /E (X ) . 

0 
Könnyen belátható, hogy az {/;,,} Markov-lánc irreducibilis és nem peri-

odikus. D. G. KENDALL [21] munkájában kimutatta, hogy ha m a p > 1, akkor 
az állapotok ergodikusak és így a lim P {rin — k) = P,; (& = 0, 1 , 2 , . . . ) határ-

IKHD 
valószínűségek léteznek és függetlenek az változó kezdeti eloszlásától és 
következőleg az {//(0), т / eloszlásától is. Ebben az esetben а { Л } határ-
eloszlás egyértelműen meghatározható a 

( 2 7 ) P K = È P J K P J (K = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
j=k-1 

egyenletrendszer megoldásával, ahol 

(28) | á = 1 

( v ő . W . FELLER [ 1 0 ] , p . 3 2 5 ) . 

Megjegyezzük, hogy az a tény, hogy az {?;„} Markov-lánc állapotai 
m a p > 1 esetén ergodikusak, könnyen igazolható F . G. F O S T E R [14] tétele, 
illetve ennek egy változata segítségével, amelyet M. D . MOUSTAFA [ 3 3 ] mon-
dott ki. Ennek a tételnek alkalmazásához elegendő csupán annyit megjegyezni, 
mint azt később látni is fogjuk, hogy Pk = Amkahol 0 < c w < l , кшт 
esetén kielégíti a (27) egyenletrendszert. 

На т а р ^ 1, akkor a rendszer állapotai nem ergodikusak és fennáll 
lim P{fy, = k} = 0 (A' = 0, 1 , 2 , . . . ) függetlenül az rn változó kezdeti elosz-

I 
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lásától és így az /j(O) eloszlásától is. Ezzel az esettel azonban jelenleg nem 
foglalkozunk. 

Következő feladatunk a (27) egyenletrendszer megoldása. KENDALLÍ 

követve tekintsük először a (27) egyenletrendszert к Ш m-re.. Ekkor fennáll, 
hogy 

СО 

(29) Pk = Z / W x f е-*»»* dF(x) (к | è m). 
v=0 J V ! 

0 

Válasszuk meg a pozitív valós со ф 1 számot ügy, hogy 

cp(mu( 1—со)) = со 

legyen. Ha mag > 1, akkor egyetlen ilyen со van és 0 < с о < 1 . Ugyanis 
ср(0)= 1, (p'(0) = —a, <p(oo) = 0 és növekvő s értékekre cp(s) monoton 
csökken, ha 0 s < 

Ha feltesszük, hogy 
(30) Pk = Л со''4™, (к m m), 
akkor láthatjuk, hogy (29) ki van elégítve, ha k > m, és ha к = m, akkor 
(29)-böl azt kapjuk, hogy Pm_i = A/co. Innen A — <oPm-X és következőleg 
csak a P0, Pu..., P„i t ismeretlenek meghatározása marad hátra. (Megjegyez-

co 
zük, hogy az m = l speciális esetben a fentiek szerint а V p,. = 1 követei-

k é 
mény már egyértelműen meghatározza a [Pk\ valószínüségeloszlást, mégpedig 
érvényes, hogy P , , = (l — co)co'.) A P 0 , Pu ..., P m - i valószínűségek kiszámí-
tására tekintsük a (27) egyenletrendszert a k = 0 , 1 , . . m — 1 értékekre. 
Vezessük be az 

, m 1 
(31) = 

' k=0 
generátorfüggvényt. Erre (27) szerint fennáll, hogy 

со 

G(z) = ( (1—<>-«* + + ze-^)dF(x) + 
о 

' (32) ш x 

+ A ( ; (V»/"»»e-^ + ze->lx)mmiidy\dF(x)—Azm. 
0 0 

Továbbá legyen 

(33) = ( j — 0,1,..m 1). 

Ekkor (30) tekintetbevételével 
m - 1 со л 

(34) G o = G ( l ) = 2 ; A = l - 2 , A = l - r — 
к-а к.-m I tu 
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Vj= Uj(pj+Uj-1%—A 

A többi Uj mennyiség meghatározására differenciáljuk a (32) kifejezést 
j-szer és végezzük el a z — 1 helyettesítést. Ily módon eljárva azt kapjuk, hogy 

m \ m ( l — % ) — j 
j ) m(l-co)-j ' 

ahol már tekintetbe vettük, hogy <p(//z,u( 1 — <w)) = cu. Innen 

m t 

(35) Uj <Pj 
1—X 

Uj-, J_ 
(1-х) ( y = l , 2 , . . „ m - l ) . m( 1—(o)—j 

A (35) egyenletrendszer az Uj ismeretlenekre elsőrendű lineáris differencia-
egyenlet, amely könnyen megoldható. Osszuk el a (35) egyenlet mindkét 
oldalát az (5) alatti C, mennyiséggel, akkor 

Ui_UL 

Cj 

A m0—x) —J 
m (\ —о)—] G-i GO— x) 

Összegezzük a fenti egyenleteket j = r+ 1, r + 2 , . . . , m — l-re és vegyük 
tekintetbe, hogy Um-i = Pm-x = A/oo, akkor azt kapjuk, hogy 

(36) 4L — a (7) y _A1 
iáfx G(i—x) 

m(\—%)— j 
m(\ —io)—j (r = 0, m-l). 

Az ismeretlen A a következőképpen határozható meg. Egyrészt (34) szerint 
Í A . , A_ 
Co 1 — co' 

másrészt számítsuk ki ~ - t a (36) képlet alapján, r = 0 
Co 

helyettesítéssel, és azonosítsuk a két kifejezést egymással. így az adódik, hogy 
1 

A = 
( 3 7 ) 

1 
1- - m 

m( 1 — ( p j ) — j 
/ 7 2 ( 1 — с о ) — j 

_ у  
7=i G ( i — x ) 

A fenti (36) és (37) képletek által az U0, U,..., Um-1 mennyiségek meg 
vannak határozva. Ezek viszont az U(z) polinomot is meghatározzák. Az 
ismeretlen Pk (k = 0,1,..., m — 1) valószínűségek U(z) segítségével (31) 
szerint a következőképpen fejezhetők ki: 

P - 1 dkU(z)) 
dzk J, z = 0 

Minthogy fennáll 
rdkU(z)) rk[d'U{z)\ 

dzk éíc(r-/c)!{ dzr A=1' 
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tehát innen következik, hogy 
i n - l 

(38) P* = 2 ( - O ' « « ^ (A: = 0,1, . , m—1). 

A fentiek szerint a {Pk} valószínűségeloszlást a (30), (36), (37) és (38) 
képletek teljesen meghatározzák. 

А В,- (г = 0, 1 . 2 , . . ) binomiális momentumok a következő generátor-
függvény segítségével határozhatók meg: 

Az'" 
(39) U* (z) = 2 P«zk = U(z) + 

fc=0 1—coz ' 

amely konvergens, ha | z | < 1/co és itt 0 < со < 1. Mivel 

tehát 

(40) B r = C / r + j ^ - È h • 
1 — ® j = o l ; j \ l — c o j 

ahol U,- = 0, ha г Ш m. Ezzel a (24) képlet is igazolást nyert. 

III. AZ EGYESÍTETT VÁRAKOZÁSI ÉS VESZTESÉGI RENDSZER 

A korábban bevezetett jelölések mellett vezessük be az alábbi rövidí-
téseket is: 

00 

(41) 
о 

Továbbá a q0=l,qx,q2,... számokat értelmezzük a következő rekurzív kép-
let segítségével: 

( 4 2 ) Q K = P O Ç M + P I Q K - } Ь А Ф + А Ф (K = 0 , 1 , 2 , . . ) . 

Könnyen adódik (42) alapján, hogy a {qk} számsorozat generátorfüggvénye 

(43) f (l-z)g(mg(l-z)) 

(vő. [48] p. 566.). A (43) generátorfüggvényből z szerinti differenciálással a 
qk mennyiségek explicit alakban is meghatározhatók. A differenciálhányado-
sok az összetett függvények magasabbrendü deriváltjaira vonatkozó FAA DI 
BRUNO-féle képlet (vő. CH. JORDAN [20], E. LUKÁCS [31]) segítségével állít-
hatók elő. 

О 
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Végül legyen 
\ ímH-1 MJ m w-j+l w tv 

j= 1 r—O V/n 
m \w-j+1-v 

Г1 + 
(44) 

+Pw—q>r 
m 

m — г 

w tv— 1 
+ Z Pr 

m 
73) \m — r (f = 0 , 1 , . . .,m—\) 

es 
(45) Sm —р0ри+1. 

3. T É T E L : A lim P {qn = к) = Pk (к — 0 , 1 , . . . , m + w) határeloszlás min-
il-»-CO ' 

dig létezik és független az {/ДО), £(0)} változó-pár kezdeti eloszlásától. Fennáll, 
hogy 

/ »г - 1 f 
-к r 

(46) 

ahol 

(47) 

és 

(48) 

• A qm+tv-k 

Ur = A Cr 

A : 

í/r (k — 0, 1 , . . . , m — 1) 

Sj 

1 
5, 

A {Pk} valószinüségeloszlás 

(49) Br = Z \ " r ) P > < (k — 0, 1 , . . m + iv) 

binomiális momentumaira fennáll, hogy 
m+w 
y в , — í / r + A ^ 

b=m V' J 
(50) 

аЛо/ ÍZ, = 0, ha r < m. 

B I Z O N Y Í T Á S : A Z előző két modellhez hasonlóan most is könnyen meg-
győzödhetünk arról, hogy az {rín} (n = 1,2, 3 , . . . ) valószínűségi változók soro-
zata homogén Markov-láncot alkot P{/7,1+1 = k\r\n=j} = pjk átmenet-valószí-
nűségekkel, ahol 

со 

^ • • R F Í 1 ) / ^ 1 - ^ 1 " ^ ) ' H A 

(51) ( ( e ^ - e » T kmudy dF(x), 

4 » 
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ha m < m + w és k<m, 
со 

Г (тихУ+1'к 

Pik — J e mlxx ^__icydF(x), ha m^j<m + w és m ^ k ^ m - f w , 
о 

Pm+w, к — Pm+w.-l, к • 

A korábbiakhoz hasonlóan jelölje ismét щк(х) az átmenet-valószínűsége-
ket abban az esetben, ha a r n + i — т „ (л = 1 , 2 , 3 , . . . ) , hívások közötti idő-
tartamok, ugyanazon x állandóval egyenlők, ekkor az általános esetben 

03 

(52) A * = J ^ ( x ) r f F ( x ) . 
0 

Könnyen látható, hogy az {ÍJ,,} Markov-lánc irreducibilis, nem-perio-
dikus és mivel az állapotok száma véges, tehát ergodikus is. Eszerint a 
lim P {i]n = k} = Pk (k = 0, 1 , . . . , m + w) határvalószínüségek léteznek és 
n-*CD 

függetlenek а TJ, változó kezdeti eloszlásától és így az {ДО), т,} változó-pár 
eloszlásától is. A {Pk} határeloszlás egyértelműen meghatározható a következő 
egyenletrendszer megoldásával 

m+w 
(53) Pu = 2 Pj't P j (A = 0, 1, . . . , /л + w), 

j-k-l 
ahol 

m+w 

(54) 2 P k = 1 

( v ö . W . F E L L E R [ 1 0 ] p . 3 2 5 ) . 

Megoldandó tehát az (53) egyenletrendszer. Tekintsük először az (53) 
egyenleteket к Ш m-re és vezessük be a Qk = Pm+«,-t (A = 0, 1, 2 , . . . , u > + 1 ) 
jelölést. Mivel /7,7, == Pj+i-к ha m Ш}< m + iv, pm+u:, k = pm+w-k és pm.i, m — /?,,, 
tehát (53) szerint fennáll, hogy 

Qk = PoQk+i + PiQk4 F A Q I + A Q O ( A = 0 , l , ...,w). 

Ha Qo-t ismerjük, akkor ezen rekurzív képlet segítségével Qu Q 2 ) . . Q „ + i 
sorjában meghatározható. Figyelembe véve a (42) képletet, nyilvánvalóan fel-
írható, hogy 

Qk = Aqk ( & = 0 , 1 , . . . , w-f- 1), 
ahol A még ismeretlen. Tehát 

(55) Pkr=Aqm+w-k (k = m—\,m,...,m + w). 

Innen következik, hogy A=P„,-i/qK+i és így csupán a P 0 , Pi,..., P,M-i isme-
retlenek meghatározása marad hátra. (Megjegyezzük, hogy ha m = 1, akkor (55) 

m+w 

szerint Pk = Aqm+w-k (k== 0, 1 , . . . , m + u>) és a 2 Я = 1 követelmény az A 
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állandót meghatározza.) Vezessük be a kővetkező generátorfüggvényt 
m - l 

(56) U(z) = Z P F . 
k=0 

Tekintsük most az (53) egyenletrendszert к < m-re, és térjünk át a gene-
rátorfüggvényre. Ekkor azt nyerjük, hogy 

œ 

U(z) = |'(1 — e r + z e ^ W - e ^ + ze'"x)dF(x)-p0Pm-Xz" + 
(57) о СО X 

ni+w-1 

+ 2 Pj ! 1 I (.m ' ц у ) \ , [(ze'!LX + e ! , y - e^T -z'V"l,xz] m и dy\ dF(x) + 
J—m 

0 0 
U-m)\ 

+ 
UJ ж 

о 0 
Legyen most 

Ekkor (54) és (55) szerint 
m - l m+w tv 

( 5 9 ) i/o = í / ( l ) = - A Z Q J -
k=0 k—m j=О 

Ha (57)-et z-szerint y'-szer differenciáljuk és z = l - e t írunk, akkor azt kapjuk, 
hogy 

Uj = (U> + Uj-i)(pj—A Sj ( j = 1 , 2 , . . . , m -1), 

ahol <jo-et (4) és Sj-t (44) és (45) értelmezi. Innen az Uj(j = 0 , 1 , . . .,m—1) 
ismeretlenek meghatározására az 

(60) U j ^ ^ - U j - 1 — ^ ( y = 1, 2 , . . . , m 1 ) 
1 ijjj I i f j j 

differenciaegyenletet nyerjük. Ez a korábbi (16) és (35) egyenletekhez hasonlóan 
oldható meg. Osszuk el a (60) egyenlet mindkét oldalát Q-vel, akkor 

Uj Uj-1 ASj 
Cj Cy-i (1—гЛ) с, ' 

Ezeket az egyenleteket összegezzük j=r + 1, r + 2 , . . . , m — l - re és vegyük 
tekintetbe, hogy Um-i = Pm-i=Aqw+i. így azt kapjuk, hogy 

Il m С 
<«•> < ' - 0 - ' 
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Legyen ebben a képletben r - 0 és hasonlítsuk össze az (59) képlettel, akkor 
azt nyerjük, hogy 

(62) A = — Y J. * 

ci 

A (61) és (62) képletek az i/o, U\,..Um-i ismeretleneket meghatározzák. 
Ezek viszont egyértelműen meghatározzák az U(z) polinomot. Az ismeretlen 
p k (к = 0 , 1 , . . . , m — 1 ) valószínűségek végül a következőképpen fejezhetők ki : 

_ 1 (dkU(z)\ 
k k\ l dzk J 2 = 0

-

A korábbiakhoz hasonlóan eljárva azt kapjuk, hogy 
n-1 

(63) ft = Z ( - O H f r ] í / r , (k = 0, l , . . . , m — 1). 
r=k 

A fentiek szerint a {P t} valószínűségeloszlás az (55), (61), (62) és (63) 
képletekkel teljesen meg van határozva. 

A B , (r = 0, 1 , . . . , m + w) binomiális momentumok a következő generátor-
függvény segítségével határozhatók meg: 

m+w m+w 
U*(z) = Z A « * = £ / ( г ) + Л ^ qmvw-kZ\ 

к—0 k—m 
Innen 

ahol U, = 0 , ha г Ш ' п . Ezzel az (50) képlet is bizonyítást nyert. 

P é l d á k 

Tegyük fel, hogy a hívások időpontjainak {т,,} sorozata l esemény-
sűrűségű Poisson-folyamatot alkot. Ekkor F(x) = 1 — ha x ш 0 és 
y ( s )=Я/(Я + s). Továbbá (5) szerint 

(41) szerint 

és (42) szerint 

2 III. Osztály Közleményei VlII/2 

l I mu 
Z- t -mp \л + тр 

qk = 
mp 
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I. A VESZTESÉGI RENDSZER. Ebben az esetben (7) szerint 

\J 

(64) ß r = M A i ! _ (r = 0 1 m) 

â / ! 
és (6) szerint 

к (к/и) 

(65) Pk= = 1 от). 
у(к[ру_ 

Í 5 У'! 

II. A VÁRAKOZÁSI RENDSZER. На Я < m,«, akkor létezik a {Pfc} határ-
eloszlás. Most (20) következtében (o = kímfi és (22) szerint 

(66) m\\ji 

• y ± Í A V + J - í l 
J--..-Ü y! [ f i J 1 ml [ f i 

1-
m/i 

A (21) és (24) képletek alapján 

(67) д ^ ^ Д т ^ Ь у г Ш . h a r < * r 
** ) J m'-"1 

(68) P, ' J - l ' U 

rnl/k^'"1 

Továbbá 

4 //с ; I /w I , . _ 

~ 7 Г 1 Т Г 1 (У = 0, ] , . . . , m 1 ) 

( j = m,m+ 1,...) 
( 4 - í 
V \m/i)-

III. AZ EGYESÍTETT VÁRAKOZÁSI ÉS VESZTESÉGI RENDSZER. Ebben az 
esetben 

(69) Pk = 

nm+w-k 
Л I m P m ! И , 

, A —j— —,„ ,.,, , ha кш m 1 ' Z y rnm k k\ 
, m+iv-k 

л I m/< 
4 Н Ч » ha * = 
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ahol 

A = 
(70) m fi иЧ-1 

m,и IM , m+w-k m\ 
m" kk\ 

2 . § . A ( P A ) v a l ó s z í n ű s é g e l o s z l á s m e g h a t á r o z á s a 

Mind a három modellnél a {Pl} valószínüségeloszlás, amennyiben 
létezik, könnyen kifejezhető a megfelelő {PA} valószínűségeloszlás segítségével. 

4. T É T E L : Ha F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény és átlaga u< o o , akkor 
a lim P {i](t) = к} = Pt határértékek mindhárom modell esetén léteznek és füg-

get lenek az {/,(0), 1(0)} változó-pár kezdeti eloszlásától. 
Az I. modell esetén {Pl}, (k = 0, ],..., m) mindig valószínüségeloszlás 

és fennáll, hogy 

(71) (k=\,2,...,m) 

és 
m 

Р1=\-УР1. 

А {Р*} valószínüségeloszlás B*r (r— 0, 1,..., m) binomiális momentumaira 
fennáll, hogy ßÖ= 1 és 

(72) n - J ^ ß - ( r = 1, 2 , . . . , m), 

ahol Br-et (7) értelmezi. 
A II. modell esetén {Pl}, (k = 0, 1 , 2 , . . . ) valószínüségeloszlás, ha mafi> 1. 

(Az m а и yj 1 esetben P* = 0, minden k-ra.) Fennáll 

P A - ,  

, kau 
(73) Pt = { p 

mafi 
és 

(k= \ ,2,..., m) 

(k = m + \, m + 2,...) 

2 * 
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A {Pl} valószínűségeloszlás В* (r = 0, 1 , 2 , . . ) binomiális momentumaira 
fennáll, hogy Во = 1 és 

fk\ 1 Ík—V (74) B* B r 

rcig ag m \r r \ r—1 ( r = l , 2 , . . ) , 

ahol A-t (22) és B,-t (24) értelmezi. 
A hl. modell esetén {Pl} (k = 0 , 1 , . , m + iv) mindig valószínűségei-

oszlás és fennáll, hogy 
Pk-i 

(75) Pl-< 
ka g 

Pk-i 
mag 

ha к = 1, 2 , . . , m 

ha к = m, m + 1 , . , m + iv, 

es 
• m+w 

k=1 
A {Pl} valószinüségeloszlás B*(r = 0, 1 , . , m + w) binomiális momen-

tumaira fennáll, hogy В* = 1 és 
R Л "'+"' 

(76) — 4 L % rag a g 

L i ^ — 1 

m \ri r \ r—1 d M+IC-K+L -
m + iv) 

rag V r—1 J 
A 4. TÉTEL BIZONYÍTÁSA: A bizonyítás mindhárom modell esetére-közösen 

végezhető el. Az I. és II. modell ugyanis a III. modellnek azt a speciális 
esetét képezi, midőn iv = 0, illetve w=<x>. Ezért elegendő csupán a III. 
modell esetével foglalkoznunk, megengedve a iv = 0 és i v = ° o értékeket is. 
Állapodjunk meg abban, hogy az Em+W —* Em+,c+i átmeneten azt értjük, hogy 
egy beérkező hívás elvész és a rendszer marad az Em+W állapotban, azaz 
£m + t c + i = Em+W. (Ennek csak az I. és III. modellnél van jelentősége, midőn 
ív véges, a II. modellnél i v = ° o és nincs elvesző hívás.) 

A bizonyításhoz két segédtételre lesz szükségünk : 

1. LEMMA: Jelölje Mk(t) a ( 0 , / ) időintervallumban előforduló Ek —• Ek+i 
(k = 0, 1 , . , m + ív ; Em+U+Í = Em+„) átmenetek várható számát. Ha F(x) 
nem-rácsos eloszlásfüggvény és «< оо, akkor bármely h > 0-ra fennáll, hogy 

/nn, .. Mk(t + h)—Mk(t) Pk „ n 1 , ч 
(77) hm L = — , (k = 0, 1 , . , m + w), 

t-* œ n a 

ahol Pu mindig a megfelelő modellre vonatkozik. 
1. MEGJEGYZÉS. Ha F(x) rácsos eloszlásfüggvény, akkor (77) általában 

nem igaz. Ha csupán az a < °c feltevéssel élünk, akkor is igaz azonban, hogy 
(78) И т ^ ) = Д (Ar = 0 , \ , . . . , m + w). 

í-+co i a 
A (77) és (78) képletek egyaránt érvényesek Л = 0 esetén is. 
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BIZONYÍTÁS: Könnyen belátható, hogy az egymást követő Ek-+Ek+\ 
(k = 0, . . m + w) átmenetek közötti időtartamok egyforma eloszlású füg-
getlen valószínűségi változók. Ha F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény, akkor 
ezen valószínűségi változók sem rácsos eloszlásúak. Megmutatjuk, hogy 
ezen valószínűségi változók közös várható értéke cc/Pk. A fent elmon-
dottakból D. BLACKWELL [4] tételének könnyű általánosításaként adódik, hogy 
a (77) baloldalán álló határérték létezik, független az {ДО), ДО)} változó-pár 
kezdeti eloszlásától és egyenlő a szóban forgó valószínűségi változók közös 
várható értékének reciprok értékével. Meg kell még mutatni, hogy a kérdéses 
várható érték a j P k . Tekintsük az {?;„} Markov-láncot. Ennél az Ek állapot 
rekurrens állapot és az Ek állapotból kiindulva az első visszatérésig megtett 
lépésszám várható értéke \/Pk (vő. W . FELLER [10] p. 325). A teljes folyamatot 
tekintve érvényes rá, hogy Ek —• Ek+i átmenetek csupán a hívások т„ ( л = 1 ,2 , . . . ) 
időpontjaiban fordulhatnak elö, éspedig ha TJ„ = &, akkor Ek —>- Ek+Í átmenet 
valóban elő is fordul. Az egymást követő Ek—>Ek+i átmenetek között megtett 
lépések számának a várható értéke a fentiek szerint 1 /P k . Az egyes lépések 
hosszának várható értéke pedig a . Felhasználva a folyamat Markov-jellegét, 
A . W A L D [58] jól ismert tételéből (vő. A. N . KOLMOGOROV és J. V . PROHOROV 

[24]) következik, hogy akkor az egymást követő Ek —• Ek+i átmenetek közötti 
időtartam várható értéke a j P k . Ezzel (77) bizonyítást nyert. 

A fent elmondottak tekintetbevételével (78) fennállása közvetlenül adó-
dik S. TÁCKLIND [57] tételéből. 

Visszatérve a 4. T É T E L bizonyításához, most kimutatjuk, hogy a 
lim P { Д / ) = k) = P l (k = 0 , 1 , . . . , m + w) határértékek léteznek és függet-
/->-co 
lenek az {ДО), ДО)} változó-pár kezdeti eloszlásától. Mindenekelőtt felír-
hatjuk, hogy 

t m+w r 
(79) Р { Д 0 = А } = 2 U * ( f - a ) [ l - F ( t - u ) ] d M j ( u ) , 

j=k-1 J 
0 V 

ahol л / Д х ) a rn+i—т„ = х (n = 1, 2, 3 , . . . ) feltétel mellett számított átmenet-
valószínűség (vö. (51) és (52)). 

Jelölje ugyanis r j f \ r 2
0 ) , . . . , t „ \ . . . az egymást követő E j - * E j + \ átme-

netek időpontjait. Ekkor egyrészt fennáll, hogy 
со 

(80) = 
ii=1 

Másrészt az g(t) = k esemény több egymást kizáró módon jöhet létre: a ( 0 , f j 
időközben az л-edik (л = 1, 2, 3 , . . . ) , Ej-+Ej+1 ( j = k—l,k,...,m + w) át-
menet и időpontban (0 < и t) fordul elő, azaz т»Л = и és az a időpontban 
folyamatban levő j +1 beszélgetésből az (г/, f] időközben befejeződik j+ 1 — к 
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» 
és nem fejeződik be к (ennek a valószínűsége лjk(t—u)), továbbá az (u, t\ 
időközben nem érkezik újabb hívás a központba (aminek a valószínűsége 
1—F(t—u)). Az elmondottak szerint fennáll, hogy 

P { n ( t ) ^ k , A J i T ^ = u} = J t i k ( f ' — u ) [ \ — F ( t — u % -ha 0 < u =g 

ahol Aut azt az eseményt jelöli, hogy (и, /] időközben nem fordul elő hívás. 
Most a teljes valószínűségi tétel szerint felírható, hogy 

(81) P { i j ( Ö = * } = Z 2 \njk(t-u)[\-F(t-u)]dP{T^ = ü « } 
j—k-l ti=l 

0 
amely (80)-ra való tekintettel megegyezik (79)-cel. 

A (79) határértékének meghatározására előre bocsátjuk a következő meg-
jegyzést: Ha g(t) a (0, °o) szakaszon korlátos változású függvény, akkor (77) 
teljesülése esetén fennáll, hogy 

t œ 

(82) lim = (y = 0, 1 , . . m + w). 
t->œ J ' a J 

о 0 

Ez könnyen igazolható az integrál téglányösszegének alsó és felső becslése 
segítségével (vö. W. L. S M I T H [43]). (82) alkalmazásával (79)-ből következik, 
hogy a lim P { i](t) = k) = Pl (k = 0, 1 , . . . , m + w) határérték létezik és füg-

getlen az {//(0), £(0)} változó kezdeti eloszlásától. Eszerint fennáll, hogy 

m+w 
(83) Pl= 2 Pj*PJ, 

j=k-1 
ahol 

œ 

(84) = 7 -F(x)]dx. 

о 

Tüstént látszik, hogy ha {P,} valószínűségeloszlás, akkor { P / } is az. 
A (83) képlet segítségével a {P*} eloszlás máris meghatározható explicit 

alakban. Látni fogjuk azonban, hogy a P * egyszerűbben is kifejezhető a P , 
valószínűségek segítségével. Ehhez viszont egy ű jabb segédtételre lesz szük-
ségünk. 

2 . L E M M A : Jelölje Nk(t) a ( 0 , F] időközben előforduló Ek-*Ek-i 
(k = 1 , 2 , . . . , m + w ; Fm+W+1 = Fm+U) átmenetek várható számát. Ha F(x) nem-
rácsos eloszlás és a < oc, akkor fennáll, hogy 

\ kgPt, ha k—\,2,...,m, 
(85) lim N'k(t) = j . . . , 

t-y со [muPl, ha k = m, m-f 1,..., m-fw. 
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2. MEGJEGYZÉS. A fenti tétel nyilvánvaló következménye, hogy 

m . . „ m - j * " " - h
h

a \ T ' 
4 ' t-ym t ( mfiPk, ha к шт. 

BIZONYÍTÁS: Határozzuk meg A (t , t + At] időközben előforduló Ek —> EM 

átmenetek várható számát, az Nk(t + At)—Nk(t) mennyiséget. Annak a való-
színűsége, hogy ha rj(t) = k, akkor a (t,t-\-At] időközben egyetlen Ek -> EM 

átmenet történik kpAt-\-o(At), illetve mpAt + o(At), aszerint, amint к g m 
vagy к Шт. A várható érték kifejezésében az egynél több Ek->-Ek _i átme-
netnek megfelelő tagok összege o(At), ugyanis az Ek —>• Ek X átmenetek száma 
felülről becsülhető egy mp eseménysürüségü Poisson-folyamat (t,t + At] idő-
közben előforduló eseményeinek a számával. Hasonlóan o(At) értéket nyerünk 
abban az esetben, ha /;(/)=)=/:. így tehát felírható, hogy 

Nk(t + At)—Nk(t) = P{ri(t) = k}kfiAt + o(Jt), ha k^m, 
és 

Nk(t + At)—Nk(t) = P{ti(t) = k}mpAt + o(At), ha к Шт. 

Miután a lim P { / j ( t ) ' = k } = P* (k = 0, 1 , . . m + w) határértékek léteznek, 
Í-FCO 

tehát a fentiek szerint a 
j Ptkp, ha k^m, 
I Ptmp, ha к Ш m 

határértékek is léteznek. Ezzel (85) igazolást nyert. 
A fenti két segédtétel alapján most már könnyen megadhatjuk a 4. TÉTEL 

bizonyítását. Nyilvánvaló, hogy a (0, f] időközben előforduló Ek-1 -* Ek és 
Ek—*Ek-1 átmenetek számának különbsége legfeljebb 1 lehet. Ekkor azonban 
ugyanez érvényes a megfelelő várható értékek különbségére is. Tehát fennáll, 
hogy 

| M a _ , ( 0 - M ( 0 I =§ 1. 
Innen pedig következik, hogy 

(87) H m - ^ 2 ( 0 = lim Щ . 
t-yœ t t~y<x> t 

Ez az egyenlőség a (78) és (86) határértékek fennállása következtében iga-
zolja a (75) állítást. Innen (71) és (73) a w = 0, illetve w oo választással 
adódik. Mivel {Pl} ezekben az esetekben valószínűségeloszlás, tehát 

m+u-
P o * = i - Z Pk-

• /.=1 

H á t r a v a n a Bt (r— 1, 2 , . . . , m + и») binomiális momentumok meg-
határozása. Nyilvánvalóan Bt = 1. 

lirn Ní(t) 
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Az I. modell esetén egyszerűen felírható, hogy 

Ph-i в: 
f i k 

pt= V 

azaz 

в:.- _ j _ y ( > - i Y 
rag ér\r—1 I 

1 
rag 

kag ' 

Br-1 — 

( f — 1> 2 , . . . , tri), 

, ( r = l , 2 , . . . , m ) 
m 

r—1 

1- (pr Br 

és innen (16) alkalmazásával 

(88) в: --
(pr rag ' 

ami éppen a bizonyítandó (72) képlet. 
A II. és III. modell esetén felírható, hogy 

azaz 

B* = 
rag 

és innen 

B* -

J m+ic+l Г z 

m+w 
: y 

te=r V Г 

1 

^ Z 
Pk-
kau 

m+w - z 
k=m+1 

Pk k-l 
mag 

1 Pk-1 
1 m+w 

V 
m a g 1 V r z \ : \ P k 

i m+w+l í 

(89) В* Br-1 1 
rag 

m+w z 
mag kfim+i 

Pk-1-
1 W+Z/J+l z rag ш+l V г— 1 

A r — 1 
P/c-1 . 

Most а 11. modell esetén w = ° o és (19) szerint Ph = Аюк т, ha к fi m, a III. 
modell esetén pedig w > 0 és (46) szerint Pk = Aqm+u-k, ha к fim. Ezek 
behelyettesítésével adódik (74) és (76). 

P é l d á k 

Tekintsük ismét azt a speciális esetet, amidőn a hívások {т„} sorozata 
l eseménysűrüségű Poisson-folyamat. Ekkor a {P*} határeloszlás az I. és III. 
modell esetén mindig létezik, а II. modell esetén csak akkor létezik, ha 
l < mg. Ekkor ugyanis F(x) = 1—e~Xx, (x ^ 0), nem-rácsos eloszlás és átlaga 
a — l/A. Ebben az esetben mindhárom modellre fennáll, hogy 

(90) Pk = Pc (k = 0, \,..., m + w), 

a megfelelő Pk valószínűségekkel. Tehát ekkor a {P*} eloszlás pontosan 
megegyezik a {Pk} eloszlással. Ez a legegyszerűbben akkor látható be, ha a 
Pl (83) alatti kifejezését tekintjük. Rögtön látszik (52) és (84)-ből, hogy ha 
F(x) = 1 —e~kx(x fi 0), akkor p]k = Pjk • Ekkor viszont (53) és (83) össze-
hasonlításából kitűnik, hogy P* = Pk (к = 0, \,..., m + iv). 
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3. MEGJEGYZÉS. Észrevehetjük, hogy a (90) egyenletek (75)-re való 
tekintettel meg is határozzák a {Pk} (azaz {P*} eloszlást). Ugyanis (75) alkal-
mazásával felírható, hogy 

(91) p k = p k * ( k = 1 , 2 , . . . , / « ) , 
К frl 

(92) Pfc = P : - i — ( А = « г , « г + 1 , . . . , / n + w), 

miután « = 1/Я, és 
m+w 

(93) > ; A = I. 
k—0 

A (91) képlet ismételt alkalmazásával 

(94) Pk = P0 (A 0, 1 , . . . , m), 

és a (92) képlet ismételt alkalmazásával 

(95) Pk = Pm ( ™ f M = P„ (* = m , m + 1,..., m + w), 

ahol az I. modell esetén w = 0, a II. modell esetén w = ° o és a III. modell 
esetén 0 < w < » . 

Most (93) szerint az I. modell esetén 

A = 1 

(96) 

a II. modell esetén 

p 1 

(97) П 
° V A ( A Y I 1 í А Г 1 

á / i U J + f l i i U J 1 L 
m,и 

és a III. modell esetén 
1 

(98) Po = T T ^ W + 1 ' 

v ± Í A ^ • 1 ' я Y"1 \ßn t 
j=u y ! I J m![f* J j Я 

mg 

A fenti eredmények megegyeznek a korábban nyert hasonló eredmé-
nyekkel. 
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4 . MEGJEGYZÉS. A ( 9 4 ) és ( 9 6 ) képletek szerint az I. modell esetén 
fennáll, hogy 

ш к 

(99) Pl= m
 k.\. . ( A = 0, \ ,.. .,m). 

y ( W 
S 3 / ! 

Ez a jól ismert veszteségi formula, amelyet A. K . ERLANG [8] 1918-ban nyert. 
Megjegyezzük azonban, hogy (99) nemcsak a speciális 

i l — e - f x , ha x ^ O , 
H ^ = = i о , ha x < 0, 

beszélgetési idő eloszlása esetén érvényes, hanem minden olyan H(x) elosz-
lásfüggvény esetén, amelyre H(0) = 0 és amelynek átlaga véges, éspedig 
со 
\xdH(x) = fí_1. Ezt az észrevételt már ERLANG is megtette. (Vö. L. KOSTEN 

о 
[ 2 7 ] . ) Azóta többen foglalkoztak az állítás igazolásával vagy cáfolásával. 
A ( 9 9 ) képlet fennállására F . POLLACZEK [ 3 7 ] , C . PALM [ 3 4 ] , L . KOSTEN [ 2 5 ] és 
B . A . SZEVASZTJANOV [ 4 1 ] adtak bizonyításokat. (Vö. még R . FORTÉT [ 1 1 ] , [ 1 3 ] . ) 

F . POLLACZEK [ 3 7 ] feltételezi, hogy a ( 0 , /) időközben n hívás érkezik 
a központba és a hívások időpontjai egymástól függetlenül egyenletesen 
oszlanak el a (0, /) intervallumon. Ilyen feltételek mellett meghatározza annak 
a valószínűségét, hogy egy tetszőleges hívás к foglalt vonalat talál és kiszámítja 
ennek a valószínűségnek a határértékét abban az esetben, ha / —» e» és n —>- » 
de úgy, hogy tijt —*• k. Ilyen módon POLLACZEK megkapja a (99) alatti Pl 
határértéket. POLLACZEK ezen eredményéből a Poisson-folyamatok bizonyos 
tulajdonságainak felhasználásával aránylag könnyen következik, hogy 

t 
1 e 

Hm-J- PA (u)du = Pt. 
f-FOO I J 

0 
Ha most kimutatjuk, hogy a lim Ph (t) határérték létezik, akkor innen követ-

f-FOO 
kezik, hogy az éppen a Pt. C. PALM [34] és L. KOSTEN [25] bizonyításai is 
némi kívánnivalót hagynak maguk után az exisztencia és egyértelműség kimu-
tatásával kapcsolatban. B . A . SZEVASZTJANOV [ 4 1 ] bizonyítása ezekkel szemben 
teljesen exakt.* 

Végül megemlítjük, hogy J. W . COHEN [7] dolgozatában az Erlang-képlet 
további messzemenő általánosítását adta meg. 

* Az Er lang- formuláva l kapcso l a tban POLLACZEK, PALM, KOSTEN és m á s itt nem 
emlí tet t szerzők e redménye i re e lőször R. SYSKI úr volt sz íves f igyelmemet felhívni, amiér t 
neki e helyen is köszöne teme t fe jezem ki. 
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3. §. A stacionárius {íj (0» 1(0} folyamat 

Ismét közösen tárgyaljuk az I., II. és III. modell esetét. Az 1. modellnél 
w = 0, a II. modellnél i v = o c és a III. modellnél 0 < w < ° o . A II. modellnél 
feltesszük azonban, hogy map> 1. 

Jelölje £(/) a t időpontnak a közvetlen utána következő hívástól való 
távolságát. A £(0 valószínűségi változó feltételes eloszlásfüggvényére vonat-
kozóan a következő tételt bizonyítjuk be: 

5. TÉTEL: Ha F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény és a < ос, akkor létez-
nek a következő határeloszlások 

(100) lim P { £ ( 0 ^x\n(t) = k} = Ft(x), (ft = 0, 1 , . . . , m + w), 
í-)-ao 

ahol OD 
1 "i/f Г 

(101) ' 2 p,. \F(x + y)~F(y)\:T+y)dy 
ciJric J-A- 1 j 

о 
és ezek függetlenek az {/j(0), £(0)} változó-pár kezdeti eloszlásától. 

BIZONYÍTÁS: A bizonyítás (79)-éhez hasonlóan történik. A { £ ( / ) g x , / j ( f ) = f t } 
esemény több egymást kizáró módon jöhet létre: Az и időpontban (ahol 
0 < u ^ / ) Ej —+ Ej+1 ( j = к— 1, к,..., m + w) átmenet fordul elő, azaz т ! л = и 
és a következő hívás időpontja a (t,t + x] időközbe esik (aminek a való-
színűsége F(t + x — u)—F(t—u)), továbbá az и időpontban folyamatban levő 
j+\ beszélgetésből (u,t] időközben j+l — k befejeződik, míg a többi ft nem 
fejeződik be (ennek a valószínűsége я > ( / — и ) ) . Eszerint felírható, hogy 

P {1(0 = x, ?j (0 = ft, Aut\r(,P = u} = щ,(/—«) [F(f + x — u ) - F ( t — « ) ] , ha 
0 < u s i ahol A„t azt az eseményt jelöli, hogy (и, /] időközben nem fordul 
elő hívás. Innen a teljes valószínűségi tétel alkalmazásával azt nyerjük, hogy 

t 
m+w /» 

(102) P{£(0 ^ x, /j ( 0 = ft} = 2 U A t - u ) [ F ( t + x - u ) - F ( t - u ) ] d M j ( u ) . 
j—k-lJ 

0 
Megjegyezzük, hogy ha (102)-ben x==oo, akkor éppen a (79) képletet 

kapjuk meg. 
Vegyük most tekintetbe, hogy az 1. LEMMA szerint fennáll (77) és alkal-

mazzuk a (82) összefüggést. Ekkor (102)-ből azt kapjuk, hogy 
. m+w 

lim P{£(0 si x, rj(t) = k} = -~ 2 PJ I [Fi+ + y)-F{yj\^jk(y)dy. 
t-yco « j=k 1 Q 

P {£(0 Si x | í j ( 0 = ft} = р Ш = к }  



1 7 8 T A K Á C S L. : A TELEFON-FORQALOM ELMÉLETÉNEK NÉHÁNY VALÓSZÍ NÜSÉGSZÁMÍTÁSI KÉRDÉSÉRŐL 

és a lim P {/;(/) = к) = Pl határérték létezik, tehát így a lim P { £ ( / ) ^ x j / « ) = £ } 
Í-+CO /-»-со* 

határérték is létezik és megegyezik a (101) alatti F*k(x) eloszlásfüggvénnyel. 
Ezzel az 5. TÉTEL bizonyítása teljes. 

5. MEGJEGYZÉS, h'a F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény és a< oo, akkor 
a £(/) változó eloszlására könnyen láthatóan fennáll, hogy 

(103) lim P {£(/) x} = F"(x), 
Í-+CO 

ahol 

i± 
(104) F* (x) = < « 

I 

[1 -F(y)]dy, ha x ^ O , 

0 
0 , ha x < 0, 

és ez független az {/,(0), £(0)} változó-pár kezdeti eloszlásától. 
A bizonyítás egyszerűen elvégezhető D . BLACKWELL [4 ] tétele segítségé-

vel. (Vő. még J. L. D O O B [8].) Jelölje ugyanis m(t) a ( 0 , / ] időközben elő-
forduló hívások várható számát. Ekkor fennáll 

CD 
/л (0 = 2 > { т « = § / } 

1 1 = 1 

és BLACKWELL tételének egyszerű folyományaként felírható, hogy tetszőleges 
h > 0-ra 

(105) Hm " P t + h ) - m ( t ) 
»-•со h a 

Ezután megállapíthatjuk, hogy a {£(/) ^ x} esemény akkor valósul meg, ha 
(t, f + x ] időközben legalább egy hívás előfordul. Ez pedig több egymást 
kizáró módon jöhet létre, mégpedig a (/, f + x] intervallumban előforduló 
utolsó hívás lehet az n(n = 1, 2, 3 , . .)-edik. Ily módon a teljes valószínűségi 
tétel szerint felírható, hogy 

CD 
P {£(0 ^ X} = 2 P [t < Tn t + x < r n + 1J . 

N—1 

A r„ = u(t < и g=/ + x) feltétel mellett azonban 

P f t < тп ^ / + x < T„+i I Tn = и} = P {r,!+i — r ( i > t + x — и} = 1 — F(t + x — u) 

és így 
t+x 

P{£(0^x} = 2 ( [l-F(t+x-u)]dP{rnmu} = 
( 1 0 6 ) * 

í+.x 

= í [1— F(t + x—u)]dm(u). 
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Most (105) felhasználásával és (82) alkalmazásával következik, hogy a (103) 
határérték létezik és megegyezik (104)-gyel. 

A STACIONÁRIUS FOLYAMAT. Ezen előkészítés után definiálhatjuk a stacio-
nárius folyamat fogalmát. Az általunk vizsgált folyamat Markov-folyamatnak 
tekinthető, ha a rendszer állapotát az {/; (t), Д/)} valószínűségi változó-párral 
írjuk le. Ha feltételezzük, hogy a < °o és az {ДО), ДО)} változó-pár kezdeti 
eloszlása 
(107) P {ft (0) = — P*, P {ДО) x | í] (0) = £} = F*(x) (k = 0, 1 ,...,m + w), 

akkor az {ДО. ДО; 0 ^ t< sztochasztikus folyamat stacionárius lesz. 
Ekkor valamennyi t értékre fennáll, hogy 

(108) Р { Д 0 = Лг> = Pf Р { Д 0 ^ х | Д 0 = Д = РДх), (к —0, 1 ,...,m + w) 
és valamennyi п-re 
(109) P { П п = к} = Рк, (A = 0, l,..., m + w). 

A (108) állítás evidens, a (109) fennállásához elegendő megmutatni, hogy 
fennáll 

со ~ 
m-Hc . • 

(110) Pk = V p; rclk(x)dF+x). 
j=it-i j 0 

Stacionárius folyamat esetén Р ' Д О ) 4 x} = F*(x) és mivel £(0) = TI, 
tehát érvényes, hogy a hívások {т„\ sorozata rekurrens folyamatot alkot. 
Továbbá stacionárius folyamat esetén a (0,7] időközben előforduló Ek-+Ek+i 
átmenetek várható száma 

(111) Mk(t) = ^ t (k — 0, 1,..m + w)\ 

és a (0,7] időközben előforduló Ek—>• Ek~i (k= 1, 2 , . . . , m + w) átmenetek 
várható száma 

к a P i t , ha k ^ m , 
m и Pit, ha к Шт. 

(112) Nk(t) 

4. §. A várakozási idő eloszlása stacionárius folyamat esetén 

Tegyük fel most, hogy a hívások kiszolgálása érkezési sorrendben 
történik és állapítsuk meg а II. modell esetén egy tetszőleges hívás várako-
zási idejének eloszlásfüggvényét, továbbá a III. modell esetén szintén egy 
tetszőleges hívás várakozási idejének eloszlásfüggvényét, azon feltétel mellett, 
hogy a hívás nem vész el. Jelölje az n-edik érkező hívás várakozási idejét 
<9„ valószínűségi változó, amennyiben egyáltalában létezik várakozási idő. 
Legyen а II. modell esetén P 4 x } = G*(x) és a III. modell esetén 
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hasonlóan P{óU ^ x\rlh,< m + w} = G*(x). Stacionárius folyamat esetén ezen 
valószínűségek nyilvánvalóan függetlenek /z-től. 

6 . T É T E L : A II. modellnél, ha a hívások kiszolgálása érkezési sorrendben 
történik és stacionárius folyamatot tételezünk fel, akkor egy tetszőleges hívás 
várakozási idejének eloszlásfüggvénye 

л „-«Ki-«»)* 
(113) G*(x) = 1 — . . , ha x ^ O , 4 ' (1 —со) 
ahol A és w jelentése ugyanaz, mint a 2. TÉTELÓC/L 

BIZONYÍTÁS: A teljes valószínűségi tétel alkalmazásával felírható, hogy 
X 

m-l со л / i i V ~ m 

(114) G* (x) = 2 Д + 2 Pi) е-тм ц_т)Х mpdy. 
û 

Ugyanis egy hívás megérkezésének az időpontjában a rendszer E„, Eu E,,... 
állapotban lehet. Az Ej állapot valószínűsége Pj. Ha j<m, akkor a várako-
zási idő zérus, ha j ш m, akkor a szóban forgó hívásnak meg kell várnia 
y ' + l — m korábbi hívásból eredő beszélgetés befejezését. Az ezen beszélgetések 
egymást követő befejezési időpontjai pedig m и eseménysürüségü Poisson-
folyamatot alkotnak és így annak a valószínűsége, hogy a várakozási idő leg-
feljebb x : 

í 
^ (mpyy m

 d x _ f e-m,x {muxY 
(j—m)\ ' 7+0 v\ 

Az elmondottak igazolják (114) fennállását. Ha most tekintetbevesszük, hogy 
д 

(34) szerint _> Pj — 1 — és (19) szerint Р,- = A<oJ~m, hay Ш m, akkor 
j=о 1—СО 

(114)-ből megkapjuk (113)-at, ami bizonyítandó volt. 
д 

6. MEGJEGYZÉS. A fenti esetben G*(0)= 1 — ^ — — és a várakozási 
idő várható értéke 

(115) Г = J [1 — G*(x)]dx-
0 

A 
mp(\ — m ) ' 

és ezen mennyiségek függetlenek attól, hogy a hívások kiszolgálása milyen 
sorrendben történik. 

Tekintsük most a III. modellt stacionárius folyamat esetére. Ekkor annak 
a valószínűsége, hogy egy tetszőleges hívás elvész, (46) szerint 

(116) P,ll+W = A = — . 
У n . _ L У + 

(1 -cpj)Cj 
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A hívások kiszolgálása történjék érkezési sorrendben. Most G*(x) a várako-
zási idő feltételes eloszlásfüggvénye, azon feltétel mellett, hogy az érkező 
hívás nem vész el. G"(x) meghatározását a következő tétel adja. 

7. TÉTEL : A 111. modellnél, ha stacionárius folyamatot tételezünk fel és 
feltesszük, hogy a hívások érkezési sorrendben lesznek kiszolgálva, akkor egy 
tetszőleges hívás várakozási idejének feltételes eloszlásfüggvénye, azon feltétel 
mellett, hogy a hívás nem vész el 

t w w-k / \ ' 

(117) G* (x) — 1 — Т~~л Z ^ Z e — , 
1 — A fc=i j—о J ! 

ahol A és qk jelentése ugyanaz, mint a 3 . TÉTELŐLVL 

BIZONYÍTÁS: A teljes valószínűségi tétel alkalmazásával könnyen fel-
írható, hogy 

x 
m-l m+w-1 r* / лУ\3~т 

(118) ( I - / W . ) < R ( * ) = 2 > H - 2PJ К " " " Ti L\ mfU/y-
j=0 j=m J \J—ту. о 

Itt a jobboldal annak a valószínűségét jelenti, hogy a hívás nem vész el és 
a várakozás ideje legfeljebb x. Ez az esemény több egymást kizáró módon 
jöhet létre : a hívás érkezésének időpontjában a rendszer Ej ( j = 0, 1, ..., m — 1 ) 
állapotban van (aminek a valószínűsége Pj), amikor is nincs várakozási idő, 
vagy a rendszer Ej ( j — m, m-f ],..., m-f w—1) állapotban van (aminek a 
valószínűsége A), amikor is a szóban forgó hívásnak meg kell várnia y ' - j - l — m 
beszélgetés egymást követő befejezési időpontjait és kell, hogy ez az időtar-
tam legfeljebb x legyen. Most ezen beszélgetések befejezésének időpontjai 
m/i eseménysűrűségű Poisson-folyamatot alkotnak és így a kérdéses valószínű-
ség könnyen felírható. Ezzel (118) fennállását megindokoltuk. Mivel (46) szerint 

m-I «? 

Pk = Aqm+m-k (k = m, m-f 1 , . . . , m-fw) és (59) szerint У, Рк= 1 — А У^ qjy 
i=o ;=0 

tehát (118)-ból következik (117), ami bizonyítandó volt. 

7. MEGJEGYZÉS. A fenti esetben 
w 

(119) G * ( 0 ) = 1 — A ' Z q j 
7=0 

és a várakozási idő várható értéke azon feltétel mellett, hogy a hívás nem 
vész el 

со 
(120) Г » = J [ 1 - G * ( s ) ] r f s = m ( l ^ _ A ) g 0 " ~ * + I)?*-

0 
A G*(0) és Г* független attól, hogy a hívások kiszolgálása milyen sorrend-
ben történik. 



1 8 2 T A K Á C S L. : A TELEFON-FORQALOM ELMÉLETÉNEK NÉHÁNY VALÓSZÍ NÜSÉGSZÁMÍTÁSI KÉRDÉSÉRŐL 

5. §. Palm képletének bizonyítása 

Az I. modell esetén gyakorlati szempontból egyik legfontosabb feladat 
annak a valószínűségének a meghatározása, hogy egy hívás elvész. Jelölje 
stacionárius folyamat esetén egy tetszőleges hívás elveszésének a valószínű-
ségét Пт. А Пт valószínűség nyilvánvalóan megegyezik az 1. TÉTEL Pm 

valószínűségével. Eszerint fennáll, hogy 

ahol C0 = 1 és 

А Пт valószínűséget először C. PALM [35] határozta meg. Később F. P O L -

LACZEK [38] is bebizonyította a (121) fennállását. A IIm fenti alakja [52] dol-
gozatunk eredményéből is következik és J. W. COHEN [6] megjelenő munkájá-
ban is megtalálható ennek bizonyítása. 

PALM és POLLACZEK eredményeiket integrálegyenletek megoldásával 
nyerik. Az [52] dolgozatunkban a Markov-láncok elméletét használtuk fel, de 
ott nemcsak а Пт valószínűséget, hanem a teljes {Pj} eloszlást is meg-
határoztuk. COHEN hasonlóképpen a Markov-láncok elméletét alkalmazta és 
meghatározta a teljes {Pj} eloszlást is. jelenleg H . ASHCROFT [1 ] módszeré-
nek felhasználásával elemi bizonyítást adunk a (121) képlet fennállására. 

A n,n meghatározása. Tekintsük az I. modellt stacionárius folyamat 
esetén. Ekkor az {rtj„} (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) Markov-lánc is stacionárius lesz, 
amelyre P { r ] n — j } = P j ( j = 0, 1 , . . . , m) minden n-re. Eddig semmilyen 
feltevést sem tettünk arra vonatkozóan, hogy a hívások kiszolgálása milyen 
sorrendben történik. Most PALM nyomán tegyük fel, hogy a különböző vonalak 
1 , 2 , . . . , m sorszámokkal vannak megjelölve és egy beérkező hívásnak meg-
felelő kapcsolat azon a szabad vonalon valósul meg, amelyiknek a legkisebb 
a sorszáma. Ha ilyen nincs, akkor a hívás elvész. A fenti feltevéssel az álta-
lánosság megszorítása nélkül élhetünk, mivel а П,„ valószínűség nem függ a 
hívások kiszolgálási rendszerétől. Jelölje most П,. ( r = 1 , 2 , . . . , m) annak a 
valószínűségét, hogy egy beérkező hívás az (1,2, ...,r) csoport mindegyik 
vonalál foglaltan találja. Eszerint П т annak a valószínűsége, hogy mind az 
m vonal foglalt, amely éppen annak a valószínűsége, hogy a hívás elvész. 
Továbbá jelölje Г,- ( r = 1 , 2 , . . . , m) annak a véletlen számnak a várható érté-
két, amely azt mutatja, hogy egy olyan hívás után, amelyik az (1,2, . . . , r ) 
vonalak mindegyikét foglaltan találja, hanyadik hívás lesz a legközelebbi 
olyan hívás, amelyik az (1,2, ...,r) csoport vonalait ugyancsak foglaltnak 

(121) 
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találja. Következőleg Г т annak a véletlen számnak a várható értéke, amely 
azt mutatja, hogy egy veszteséges hívás után hanyadik hívás lesz a legköze-
lebbi veszteséges hívás. A Markov-láncok elméletéből könnyen következik, 
hogy A = 1/77, (r = 1 , 2 , . . . , ni) és így speciálisan 

<122) Д т = \ / Г т . 

A feladat tehát /'„, meghatározására redukálódik. 
А Г, ( / " = 1 , 2 , . . . , ni) mennyiségekre könnyen felírhatjuk a következő 

rekurzív képletet 

( 123) Гг = 1 + q,. 1 A + qr,2 (A-1 + A ) + • • • + ( A + A + - - - + A ) , 

ahol 
со 

< 124) • qr,j = ( r ) ) e-ó-iU'- ( 1 — e ^ y d F ( x ) . 
о 

Ugyanis tekintsünk egy hívást, amely az (1 ,2 , . . . , r ) csoport vonalait 
foglaltan találja. A következő olyan hívásig, amely az (1 ,2 , . . . , r ) vonalakat 
ismét foglaltan találja, minden esetre be kell következnie legalább egy hívás-
nak. Nézzük meg, hogy az első hívást még hány további hívás követi a leg-
közelebbi olyan hívásig, amely az ( 1 , 2 , . . . , r ) vonalakat foglaltantalálja. Ha 
az első hívásig eltelt idő alatt az ( 1 , 2 , . . . , / ) vonalakon folyamatban levő 
r beszélgetésbői pontosan j beszélgetés fejeződik be, aminek a valószínűsége 
a (124) alatti qrj, akkor j — 0 esetén zérus az említett hívásig megtett további 
hívások száma, míg j = 1, 2 , . . . , r esetben az említett hívásig megtett további 
hívások várható száma A-y+i-j f - A . Ezen utóbbi várható érték fennállása 
azzal indokolható, hogy minden egyes hívás pillanatában az (1,2, . . . , /* ) 
csoport vonalait tetszőlegesen átszámozhatjuk, anélkül, hogy ez bármiféle vál-
tozást okozna meggondolásainkban. Végezzük el az átszámozást mindig oly-
képpen, hogy a foglalt vonalak rendelkezzenek a legkisebb sorszámokkal. 
Mivel ekkor az első hívás pillanatában a foglalt vonalak csoportja ( 1 , 2 , . . . , 
/ — j ) , tehát a legközelebbi olyan hívásig eltelt hívások számának várható 
értéke, amely az ( 1 , 2 , . . . , r) vonalakat foglaltan találja, A-j+i -| b A - Végül 
(123)-at a teljes várható érték-tétel alapján nyerjük. 

Az ismeretlen A mennyiségek könnyen meghatározhatók a (123) kép-
letből differenciaszámítás segítségével (vö. C H . J O R D A N [20]). H . A S H C R O F T [ 1 ] 

módszerét követve a következőképpen járhatunk el : 
Legyen A 0 = l és 7"0 = 0, Tr+X = A0 + A 4 f A ( r = 0 , 1 , . . m ) . 

Fejezzük ki (123)-ban a A-eke t a A - e k segítségével és vegyük tekintetbe, 
hogy 

r 

k=0 
3 III. Osztály Közleményei VIII/2 
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akkor felírható, hogy 
r 

(125) Т г = 2 Я г , г - ь Т к + i — l . 
k--0 

Definiáljuk a differencia-képzés A műveletét a szokott módon (Af(x) = 
= f ( x - \ - 1 )—f(x ) ) . Mint ismeretes, felírható, hogy 

(126) 
i=o \J J 

ahol А°Г0 = Г0 = 1. Eszerint elegendő a Aj Го ( j = 1, 2 , . , m) ismeretlene-
ket meghatározni. Mivel Го = АТо, tehát AjГ0 = Aj+1 То. A differenciaszámí-
tás ismert képlete alapján most felírhatjuk, hogy 

(127) « То = 2 (— 1 У'г f i Tr-
г—О J * 

írjuk be (125)-öt (127)-be és használjuk fel a könnyen igazolható 

(128) 2 ( - 1 ) 2 - P r ) Qr.r-u = (-\У к ( j ) 97 

azonosságot, akkor y ' ^ l - re azt nyerjük, hogy 

AÍ То = 2 (— 1 y-r [{ ) 2 Яг.г-и т м = 2 Тш 2 ( - 1 У"1 i ) Qr,r-k = 
r= О \I J к=0 к=0 r=fc \Г ) 

= Тк+! = ( Д ^ Г о + ДТо) . 
Innen 

(129) / ' •1 71. -.- ' ~~ — / ' То, ( / = 1 , 2 , . , /п). 
97 

Ennek a képletnek ismételt alkalmazásával és AT0 = Г0=\ tekintetbevételé-
vel azt nyerjük, hogy 
(130) At Го = Го = J b L L . J L z ^ . . . J b ^ L (У - 1, 2 , . . . . /я) 

9>i уз 97 
és így (126) szerint 

(131) ( r = 1, 2 , . , m), 
j=0 \J ) i=l f i 

ahol az üres szorzat alatt 1 értendő. Minthogy TIÏÏ= \/Гт, tehát ezzel (121) 
igazolást nyert. 

8. MEGJEGYZÉS. A tárgyalt PALM-féle modellnél az is megengedhető, 
hogy a rendelkezésre álló vonalak száma végtelen legyen. Ekkor TTm nem a 
veszteség valószínűsége, hanem annak a valószínűsége, hogy a hívás az 
(1, 2 , . , m) csoport valamennyi vonalát foglaltan találja és így kapcsolat csak 
m-nél nagyobb sorszámú vonalon jöhet létre. Viszont az ( 1 , 2 , . , m) csoport 
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szempontjából mindegy az, hogy a hívás elvész, vagy a csoporton kívüli 
vonalak valamelyikén valósul meg a kapcsolat. Ez a modell a túláramló for-
galom tanulmányozására is hasznos. Vő. R . I. WILKINSON [ 5 9 ] és J . RIORDAN 

([59] munka függeléke). 

9. MEGJEGYZÉS. Jelölje G, (x) a fent említett PALM-féle modellnél két olyan 
egymást követő hívás között eltelt időtartam eloszlásfüggvényét, amelyik az 
( 1 , 2 , . . . , / " ) csoport vonalait foglaltan találja. Könnyen látható, hogy ekkor 
a < oa esetén 

аз 
\xdG,(x) = arr. 

•o 
C . PALM [ 3 5 ] munkájában a G,(x) eloszlásfüggvényekre a következő integrál-
egyenletrendszert állítja fel : 

(132) a ( x ) = a - i ( x ) - J ( l - e - ^ ) [ l - a ( x - j / ) ] í / G , . - 1 ( y ) , ( r = 1 , 2 , 3 , , . . ) , 
6 

ahol Go(x) = F(x). 
Ha bevezetjük a 

аз 
(133) " A ( s ) = je-s*dGr(x), (r = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

0 
Laplace—Stieltjes transzformáltakat, akkor (132) alapján ezekre a következő 
rekurzív képlet írható fel : 

И34) 7 ( S ) = P - A l + P ( r = l 2 ) 
{ ] ó 4 ) M ) l - A - i ( s ) + A - , ( s + M) ' { ТА---), 
ahol ~/o(s) = (p(s). PALM a (134) egyenletekből kiindulva határozta meg a 
(121) képletet. 

Megjegyezzük, hogy teljes indukcióval könnyen igazolható, hogy 

l j ) i=0 (p (s Hr ig) (135) a ü ) = т Г / . ; Г , - 1 : V A ( Г = О , 1 , 2 , . . . ) . 

j Ji=o ff (s + i H ) 
ahol az üres szorzat alatt 1 értendő. 

Ha speciálisan a hívások {?.„} sorozata Я eseménysürüségü Poisson-
folyamat, akkor <p (s) = Я/(Я + s) és így a (135) képlet szerint 

(136) (r = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

ahol 

(137) Br (s) = Яг+1 + 2 1 Г t 1 l ^ s +,«)• • • (5 + ( / - - v)u) Г (r= - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . ) 
~ V v 
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és az üres összeg alatt zérus értendő. A (136) képletet először C. PALM [35] 
h a t á r o z t a m e g ( v ő . m é g A . J . HINCSIN [ 1 9 ] ) . 

10 . MEGJEGYZÉS. A telefon-rendszerek I. modelljének előzőleg tárgyalt 
kérdése szoros kapcsolatban van egy másfajta kiszolgálási problémával. 
Tegyük fel, hogy m + 1 számú automatikusan működő termelő gép egyetlen 
kezelő felügyeletére van bízva. A gépek 0fit<°c időközben folyamatosan 
termelnek, de előfordulhat, hogy véletlen hibák következtében leállnak és 
mindaddig állva maradnak, amíg a kezelő a hibát ki nem javította és a gépet 
el nem indította. Tegyük fel, hogy minden egyes gépre g Jt + o(Jt) annak 
a valószínűsége, hogy ( t , t + Jt) időközben leáll, feltéve, hogy t időpontban 
működik és ez az esemény független minden egyéb körülménytől. Tegyük 
fel továbbá, hogy a kiszolgálási idők egyforma eloszlású független pozitív 
valószínűségi változók F(x) eloszlásfüggvénnyel. A kezelő a javításokat 
tetszőleges sorrendben végezheti, feltesszük azonban, hogy okvetlenül javít, 
ha van álló gép. Jelölje £(/) a t időpontban működő gépek számát. Továbbá 
jelölje rendre d,, d2 , . . . , d „ , . . . az egymást követő kiszolgálások végpontjait 
és legyen £ ( r ) „ — 0 + = £ „ ( N = 1 , 2 , 3 , . . . ) . Ekkor a {£„} valószínűségi változók 
sorozata Markov-láncot alkot és a lim P {£„ = j) = P, (J = 0, 1, 2 , . . . , m) 

ÎI-+-CD 

határeloszlás létezik és független a & (illetve £(0)) változó kezdeti eloszlásától. 
Szerző korábbi [50] dolgozatában meghatározta a {P+ valószínűségeloszlás 
explicit alakját. Mint kiderül, ez az eloszlás pontosan megegyezik a telefon-
forgalom I. modelljére vonatkozó 1. TÉTELben szereplő {P,} eloszlással. 

Ha a fent említett folyamatnál y(t) valószínűségi változó jelöli a t idő-
pontban (esetleg) folyamatban levő javításnak a t időponttól a javítás befe-
jezéséig tartó időtartamának hosszát, akkor ha a rendszer állapotának leírására 
a {£(/), y(t)) változópárt használjuk, a folyamat Markov-féle lesz. Ha 

со 

«= ) xdF(x) < oc, akkor a {£(0), íj(0)J változó-pár kezdeti eloszlásának meg-
ó 

felelő megválasztásával definiálhatjuk a stacionárius folyamat fogalmát. Sta-
cionárius folyamat esetén a {£,',} Markov-lánc is stacionárius lesz, amelyre 
P {£„ = /'} = Pj ( j = 0, 1 , . . . , m) minden //-re. 

Az elmondottak szerint a telefon-forgalom I. modelljére vonatkozó {/;„} 
stacionárius Markov-lánc ugyanazon sztochasztikus viselkedést mutatja, mint 
az m + 1 gép kiszolgálásával kapcsolatos {£„} stacionárius Markov-lánc. 

Jelölje Gm+i a kiszolgálások várható számát egy kiszolgálási szakaszban. 
Nyilvánvalóan fennáll, hogy G m + i = l / P „ . Tehát G,„+i pontosan megegyezik 
a veszteséges hívások közötti hívások számának Гт várható értékével az 
I. modellnél. G„,+i explicit alakját H. ASHCROFT [1] és korábban R . KRONIG 

[ 2 8 ] , R . KRONIG és H . MONDRIA [ 2 9 ] határozta meg. A fentiek szerint így Г,,, 

explicit alakját is megadták. 
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Az emiitett kiszolgálási problémával tudomásunk szerint először 
A. j. HINCSIN [ 1 7 ] foglalkozott. HINCSIN azonban nem adott explicit meg-
oldást. Azt a speciális esetet, midőn F ( x ) = l — e - K x ( x ш 0), exponenciális 
eloszlásfüggvény, több szerző vizsgálta (vő. pl. W . FELLER [ 1 0 ] p. 3 7 9 ) . 

6. §. Az I. modell m = »о esetben 

Tekintsük az I. modellt abban az esetben, midőn korlátlan számú vonal 
áll a hívások rendelkezésére, azaz midőn nincs elvesző hívás. Az erre az 
esetre vonatkozó eredmények megkaphatok az I. modellre vonatkozó ered-
ményekből /«—•<>с határátmenettel. Erre az esetre az alábbi tételeket bizo-
nyltjuk be. I 

8 . TÉTEL: A {PK} (A = 0 , 1 , 2 , . . . ) határeloszlás mindig létezik és füg-
getlen az {ДО), ДО)} változó-pár kezdeti eloszlásától. Fennáll, hogy 

( 1 3 8 ) 

ahol Cr-et (5) definiálja. 
A {Pk} eloszlás r-edik binomiális momentuma egyszerűen 

(139) Br = Cr. 

BIZONYÍTÁS : AZ {r;,,} valószínűségi változók esetén is Markov-
láncot alkotnak P{ij„+i =k\i}n=j}=pjk átmenetvalószínüségekkel, ahol 

a. 

(140) P ^ V dF(x). 
о 

Az {/)„} Markov-lánc, könnyen beláthatóan, irreducibilis és nem-periodikus. 
F . G . FOSTER [ 1 4 ] tétele segítségével bebizonyítható, hogy az állapotok ergo-
dikusak. Ugyanis FOSTER tételének alkalmazásához választhatjuk magukat a 
(138) alatti Л valószínűségeket. Következőleg a lim Р{/;„ = к} = P k (к 0,1,2,...) 

határeloszlás létezik és független az /у változó (és így az {ДО), ДО)} változó-
pár) kezdeti eloszlásától. A {РД határeloszlás a következő egyenletrendszer 
egyértelműen meghatározott megoldása 

( 1 4 1 ) P * = 2 P J K P J (A = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
j=k-1 

(vő. W. FELLER [ 1 0 ] p. 325), ahol természetesen 
со 

(142) 2P:- 1 • 
k = : 0 
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A (14!) egyenletrendszer (10)-hez hasonlóan generátorfüggvények mód-
szerével oldható meg. Legyen 

(143) U (z) = 2 Pk zk, 
A=0 

akkor (141) szerint fennáll, hogy 
со 

(144) U(z)= j(l—e-^ +ze-^)U(l—e^ + ze-^jdF(x). 
0 

Vezessük be a {Pk} valószínüségeloszlás B, (r— 0, 1 , 2 , . . . ) binomiális 
momentumait 

(145) 

Ha B, létezik, akkor (13) szerint erre fennáll, hogy 

1 (drU(z)\ (146) Br-— ., . . . 
r! I dzr )z=x 

Most (142) szerint В o = l , és ha (144)-et z szerint /"-szer differenciál-
juk és z = l - e t írunk, akkor azt kapjuk, hogy 

Br=(Br + Br-1)<pr (r = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 
azaz 

B r = ^ — B r - x (/ = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
1— </r 

Ennek a képletnek ismételt alkalmazásával azt nyerjük, hogy 

(147) Br = Cr (r = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
amivel a (139) képlet igazolást nyert. 

Miután lim cpr = 0, tehát 
r-> со 

с 

lim r = 0. 

így (146) szerint felírható, hogy 
(148) G(Z) = 2 C , . ( Z - О ' 

r=0 
és ez a sor valamennyi z értékre konvergens. Innen 

ami bizonyítandó volt. 

11. MEGJEGYZÉS . Mint láttuk, a 8. TÉTEL bizonyításához elegendő 
kimutatni, hogy В, = С,- (r = 0, 1 , 2 , . . . ) . Innen a {Pk} eloszlás már könnyen 
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megkapható. А В, meghatározására a következő szemléletes érvelési is 
alkalmazhatjuk. Definiáljuk az {tj„} (« = 0, 4- 1, + 2 , . . . ) stacionárius Markov-
láncot, amelyre P{?j„= A} Pk minden л-re. Tekintsük most egy hívás 
érkezésének az időpillanatát. Értelmezzük ezzel kapcsolatban az?,, (« = 1,2,3,...) 
valószínűségi változókat a következőképpen: f „ = l , lia a hívás pillanatában 
az «-edik előző hívásból eredő beszélgetés még folyamatban van és s„ = 0, 
ha ez a beszélgetés már befejeződött. Ekkor felírható, hogy 

(150) Pk = P{«i + «2-j M n d A}, (A = 0, 1 , 2 , . . . ) . 
Most felírható, hogy 

(151) B,= M](£l + £2+--; + f"+-")J = limMj(íl + fa+---+f» 

Okoskodásunknak ez a lépése szemléletes, ugyanis igazolni kellene, hogy a 
várható érték-képzés és a határérték vétele felcserélhető egymással. Mivel 

í «i + «2d b«n) = 

l '' J MJ: 

n \ ' 
£j\£Jl+h • • • £k+h+--+Ír> 

ahol ji,jo,...,jr pozitív egész számok, tehát 
í / . . I Á ) œ со со 

l i m M G + ^ d Г f.» I . У y . . . y M ( p . , . ... . .1. l i m " i j j r — __ —- iG «л+л • • • £h+32+-+)ri-
n-rœ I \ ' J ' >,=1 j,— 1 7r=l 

Egyszerű számítás mutatja, hogy 
M (G £M,D • • • £h+M -+ir} = <fr 9?-1 • • • 

és tehát 

( 1 5 2 ) ' » = 
4 1—9, 1—9s 1—9r 
ami bizonyítandó volt. 

9 . TÉTEL: Ha F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény és a < OC, akkor а  
lim P {/ДО = Aj — Pl (5 = 0, 1 , 2 , . . . ) határeloszlás létezik és független az 
t->C0 
{ ' / ( 0 ) , 1 ( 0 ) } változó-pár kezdeti eloszlásától. Fennáll, hogy 

( 1 5 3 ) P I = У ' ( [ ) (A = 1, 2 , 3 , . . . ) 

és 

(154) V ( - l ) ' 
CC f-l r— 1 

A {P*} eloszlás r-edik binomiális momentuma 

( 1 5 5 ) ( R = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 

míg В* 1. 

r ') G - i 
к J r 

- 1 G - i 
r 
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BIZONYÍTÁS: Jelölje M f t ) ismét a ( 0 , / ] időközben előforduló Ej->Ej+1 
átmenetek várható számát. Ha F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény és « < о o , 
akkor (77) szerint fennáll, hogy bármely h > 0 esetén 

Mj(t+h)—Mj(t) p 
(156) l i m - G U — = ( / = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Í-+C0 « (C 
A teljes valószínűségi tétel alkalmazásával (79)-hez hasonlóan felírható, hogy 

t 

P{rí(t) = k}= Z г X ]] {e-W-«)(i—e-i^)y"-b[\ — F(t—u)]dMj(u). 
j=k-1 V 

Innen (156) fennállása szerint (82) alkalmazásával következik, hogy a 
lim P!?](t) = k) = Pk határérték létezik és fennáll, hogy 
Í-+C0 
(157) P t = Z PfkPj, 

j=k i 
ahol 

03 

(158) P*"' ]C\J X 1 ) -F(x)]dx. 
о 

Ha bevezetjük az 
03 

(159) U*(z) = ZPUk 

i-=o 

generátorfüggvényt, akkor erre (157) szerint fennáll, liogy 
со 

( 160) U*(z) = ~ \ ( 1 - е - " 3 + ze^)U( 1 — + ze^)[\—F(x)] dx. 
о 

binomiális momentumokra egyrészt B*()=\, másrészt (160)-ból r-szeres 2-sze-
rinti deriválással és 2 = 1 helyettesítéssel azt kapjuk, hogy 

(162) BTr^ lBr + Br-i J ^ G ( r = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
! CC g 

Miután, mint láttuk, ebben az esetben fennáll, hogy 

B r = { B r + Br-x]q>r,x ( r = 1 , 2 , 3 , . . ) , 
tehát 

(163) 1 - х Br = C-i_ ( r = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 
<pr rag rag v ' 

ami bizonyítja (155)-öt. 
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Innen (161) szerint következik, hogy 
CD j-t 

(164) U A z ) = l + 2 ^ r ( z - \ y 
r—i 1 ар 

és ez a sor mindenütt konvergens. Végül 

(165) K = 

a p r 
amivel (153) és (154) bizonyítást nyert. 

10. TÉTEL: A {Pl} és {Pk} valószínüségeloszlás között fennáll a követ-
kező összefüggés 

(166) P ' = J c fA ( Л = 1 ' 2 , 3 , . . . ) 

és 
1 œ P 

(167) P Ó = 1 - — Z M 1 -

BIZONYÍTÁS: Jelölje Mk(t) a (0,7] időközben előforduló Ek—*Ek+t 
(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) átmenetek várható számát és Nk(t) a (0,7] időközben elő-
forduló Ek~*Ek-i (k= 1 , 2 , 3 , . . . ) átmenetek várható számát. A (78), illetve 
(86) képletek szerint fennáll, hogy 

(168) n m ^ M = d í i (A = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
Í—+CO 7 « 

és 

(169) = (A = 1 , 2 , . . . ) . 
7->co Í 

Miután most is érvényes, hogy |Mfc_i(Y)— = Ь tehát 

(170) lim l i m « , 
7-> CO 7 í—>-CO Г 

amely (168) és (169) tekintetbevételével igazolja a (166) képletet és nyil-
co 

vánvalóan Р % = 1 — 2 p * > és ez éppen a (167) képlet. 
fc=i 

12. .MEGJEGYZÉS. Az { / / ( 7 ) , 0 ^ 7 < 00} sztochasztikus folyamat felfogható, 
mint a {t„} rekurrens folyamat által származtatott másodlagos folyamat. Egy-
szerűség kedvéért tegyük fel, hogy Д 0 ) = 0 és тг eloszlásfüggvénye is F(x). 
Jelölje rendre у , у , . . у , . . , az egymást követő beszélgetések időtartamait 
és legyen 

I 1, ha 0 Ш и Ш x, 
( 1 7 , ) / ( » ^ ) = | o egyébként. 
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Ekkor felírható, hogy 

(172) / 2 ( 0 = X f(t—Tn, Xn). 
n-

Legyen P {/;(0 = k} = Pk(0 és jelölje G(t,z) az r f t ) valószínűségi vál-
tozó generátorfüggvényét, azaz 

OD 
(173) G (t, z) = Z Pi (О2*-

Szerző [45] dolgozatának 1. tétele alapján G(t, z)-re a következő integrál-
egyenlet írható fel 

f 
(174) G(t,z)= \G(t—u,z)[\—(l—z)e:^-">]dF(u) + \—F(t). 

ö 

Erre a lehetőségre R . SYSKI úr volt szíves A figyelmemet felhívni, rámutatván 
arra, hogy [45] dolgozatom eredményei alapján, illetve R. F O R T É T [13] mun-
kája alapján G(t,z)-re a következő integrálegyenlet írható fel 

t 
(175) G(t, z) = 1 — (1—2) I G(t—u,z)e ^-udm(u), 

о 

ahol m(t) jelöli a (0 , / ] időközben előforduló hívások várható számát. 
A (174), illetve a vele ekvivalens (175) egyenlet Laplace-transzformáció 

alkalmazásával megoldható. A Laplace-transzformáltak megfordításával pedig 
a Pk ( 0 (/( = 0 , 1 , 2 , . . . ) valószínűségek is kiszámíthatók. A fent említett spe-
ciális kezdeti feltételre vonatkozó A ( 0 valószínűségek ismeretében az általános 
esetre vonatkozó megoldás nyilvánvaló módon felírható. 

Vezessük be a 
от 

<176) V(s, z ) = j e stG(t,z)dt 
ô 

Laplace-transzformáltat. Ekkor (174), illetve (175) fennállásából következik, 
hogy 

(177) + (s, z) = y - (\ZZl+)] + *)• 

Ennek a képletnek ismételt alkalmazásával z) sorjában kifejezhető 
rV(s +ng, z), (n= 1 , 2 , 3 , . . . ) , segítségével. Ha tekintetbe vesszük, hogy 
lim i/>(s + n/i, z) = 0, akkor végül is azt nyerjük, hogy 
li-FCO ^ 

(178) z) = J - + V Ы Ж к : - л и M* + <» 
s f~t s+ju iJö \ — cp(s+iu) 
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és ez a sor minden 2 értékre konvergens ha 9 í ( s ) > 0 . A zk együtthatóját 
véve azt kapjuk, hogy 

( ,79 , ha * > 0 , 
0 

míg 

о 
Ezek megfordításával Pk(t) (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) egyértelműen meghatározható. 

Láttuk, hogy a lim P [/ДО = k) = Pl (k = 0, 1, 2 , . . . ) határértékek létez-
/—+C0 

nek és függetlenek a kezdeti állapottól. Ha limP, l(Ö = /D* (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
/->-03 

létezik, akkor erre fenn kell állnia annak, hogy 
03 

(181) P t = lim s I e-stPk(í)dt 
s -0 0 . 

és mivel 

HM , 1 , 
s-FO 1 — УФ) CC 

tehát így azt nyerjük, hogy 

(182) ( * = 1 ,2 ,3 , . . . ) , 
' auf-;,. J \.k ) \ 1 — <f> (/ a) 

míg 

( ,83 , , . 
« w j + ï j t = i \ — < f ( l a ) 

ami megegyezik a 9. TÉTEL eredményeivel. 

7. §. Az I. modell m = oc és stacionárius esetben 

A 3. § eredményeit szó szerint átvehetjük, ha azokban /7i = °c-t írunk. 
Ha ismét j(t) jelöli a t időpontnak a közvetlen utána következő hívástól való 
távolságát, akkor a Q(t) valószínűségi változó feltételes eloszlásfüggvényére 
fennáll az alábbi tétel : 

11. TÉTEL: Ha F(x) nem-rácsos eloszlásfüggvény és a< ^ , akkor létez-
nek a következő határeloszlások 

(184) lim P {£(0 g /ДО = к) = F*(x), (k= 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
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ahol OD 

(185) fJCx) = Д 1 J J + 
û 

és ezek függetlenek az {/,(0), £(0)} változó-pár kezdeti eloszlásától. 

Ez az 5. TÉTEL közvetlen következménye, ha abban m — ^ és a szereplő 
valószínűségeket erre az esetre tekintjük érvényesnek. 

Mint már korábban is említettük, az általunk vizsgált folyamat Markov-
folyamatként tekinthető, ha a rendszer állapotát az {ij(0» £(0) valószínűségi 
változó-párral jellemezzük. Ha feltételezzük, hogy a < o o és az {TJ(O), £(0)} 
változó-pár kezdeti eloszlása 

(186) P {£(0) s i x, 0) = k} = PZFpx), (k — 0, 1,2, . . . ) , 
akkor az {t](t), £(f)} sztochasztikus folyamat stacionárius lesz és ekkor tetsző-
leges t időpontra vonatkozó eloszlás is megegyezik a kezdeti eloszlással. 
Ebben az esetben valamennyi n-re fenn fog állni, hogy 
(187) P{iin — k } = Pfc (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
vagyis az {p,,} Markov-lánc is stacionárius lesz. Ez onnan következik, hogy 
fennáll a, 

(188) Pk= È P î [ J +
k
 1 ) j -e-^y+1'kdFj (x). 

J о 
Stacionárius folyamat esetén P {£(0) ^ x} =F*(x) és mivel £(0) = т1 , 

tehát érvényes, hogy a hívások időpontjainak {т„} sorozata stacionárius 
rekurrens folyamatot alkot. 

8. §. Az I. modell m = <x> és Poisson-fé le {r„} esetben 

Tekintsük az I. modellt m = оо esetén, midőn {т,,} l eseménysűrüségü 
Poisson-folyamat. Ekkor már az {//(/), 0 s / < o o } folyamat is Markov-féle lesz. 
Tegyük fel az egyszerűség kedvéért, hogy //(0)- 0- Ekkor rp(s) = lí(l -f s) 
és a P [rft) = k) = Pk{t) valószínűségek Laplace-transzformáltjaira (179) és 
(180) képletek alapján fennáll, hogy 

CD 

( . 8 9 ) / « - Д ( 0 « - | ( - . У ' ( > ) 7 Y ( ^ 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

0 
Ennek megfordításával Pk{t) meghatározható, azonban, mint később 

látni, fogjuk (vő. (256) képlet), közvetlenül is felírható, hogy 

и (190) PÁt) k\ 
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13. MEGJEGYZÉS. Most az Ek —»• Ek+i átmenetek számának eloszlásával 
szeretnénk foglalkozni. Jelölje Rk(x) az egymást követő Ek —• Ek+i átmenetek 
(ft = 0, 1 ,2 , . . . ) közötti időtartamok eloszlásfüggvényét és legyen ennek 
Laplace—Stieitjes transzformáltja 

со 
(191) M s ) = \esrdRk(x). 

ô 
A következőkben megmutatjuk, hogy miként lehet az Rk(x) eloszlás-

függvényt, illetve а г/фх) Laplace—Stieitjes transzformáltat meghatározni. 
Erre nézve tekintsük az Mk(f) függvényt, a (0, /] időközben előforduló 

Ek—*Ek-i (ft = 0, 1, 2, . . . ) átmenetek várható számát. Könnyen indokolható, 
hogy fennáll az 
(192) Mk(t) = lPk(t) 
összefüggés. 

Jelölje továbbá G0(x) az első E0—+E, átmenet és a / = 0 időpont közti 
távolságnak az eloszlásfüggvényét és legyen rendre Gi(x), G2(x), ..., Gk(x), .. . 
az egymást követő E0 —>£j, Ex-+E2, E2—+E3, ..., Ek -*• Ek+X, . . . átmenetek 
közötti időtartamok hosszának eloszlásfüggvénye. Könnyen látható, hogy a 
G, (x) eloszlásfüggvények éppen a 9. MEGjEGYZÉsben említett Р л ш - f é l e eloszlás-
függvények. Ha ezek Laplace—Stieitjes transzformáltjait y,(s)(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
jelöli, akkor a (136) képlet szerint erre fennáll, hogy 

(193) ( r = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

ahol a B,(s) függvényeket (137) értelmezi. 
Nagyon egyszerűen belátható, hogy fennáll 

00 

( 1 9 4 ) F E ^ M A ( 0 = - R O ( S ) 7 L ( 5 ) " " " 7 F C ( S ) 

1 - M s ) 
и 

és innen (192) és (193) tekintetbevételével az adódik, hogy 
со 

<>95, 

Ebből 

Ms) 

(196) 

Як 

к 
k+1 

+ z [ k t 1 ]S(s + P).. .(s + (k-r)p)Г 
r=0 V V J 

í < - » i i ) j s(s + p)...(s+ju) 
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Ennek megfordításával РДх) egyértelműen meghatározható. Speciálisan 
(196)-ból kiadódik, hogy 

со 

(197) e * = ( x r f / ? s ( j t ) = 1 

, - - ( Я / , « Y le r K ' 
k\ 

és 

A - / ( x - ^ - Ä W - Д | (*+ ' ) (*- ,>!(Д -
(198) 0 

2 Ф (—1)Як 

"t 'к ( A 
\j+1 Í j 

- l l ( A \É - l l 
U V U J U=i V kljtí ( j - k ) \ 

A fenti képletek birtokában könnyen felírható a (0, /] időközben elő-
forduló Ek к E M átmenetek számának pontos eloszlása. Most azonban csak 
az aszimptotikus eloszlásról teszünk említést. 

Ha r(
t
k) jelöli a (0,/] időközben előforduló Ek—yEk+1 átmenetek számát, 

akkor a folyamat kezdeti állapotától függetlenül fennáll, hogy 

(199) lim 1 = — 
l-УСО t Çh 

és 

(200) lim D>!FC)} _ — t 3 
t-y CO L gk 

(Vö. [49] 4. §.) Továbbá a [49] dolgozat 3. §-ának eredménye szerint fel-
írható, hogy 

( vik)— — ) 1 f 
(201) lim P — — A < x > = - A = e - ^ - d u , 

9k 
azaz а / А valószínűségi változó t-*o° esetén aszimptotikusan normális el-
oszlást követ. 

14. MEGJEGYZÉS. Ezután jelölje ßk(t) valószínűségi változó a (0,/] időköz 
azon и pontjaiból álló halmaz Lebesgue-mértékét, amelyre 1](и)Шк. Az /Д0) 
változó kezdeti eloszlásától független aszimptotikus törvények lesznek érvé-
nyesek a ßk(t) valószínűségi változók eloszlására, midőn t-+oc. 

Mindenekelőtt tekintsük folyamatunknál az egymást követő Ek —• Ем, 
Ek+Í —> Ek, Ek —• Ем, . . . átmenetek időpontjait. Könnyen látható, hogy ezen 
időpontok közötti különbségek független valószínűségi változók. Az egymást 
követő Ем —*• Ek és Ek —> Ем átmenetek közötti időkülönbségek eloszlás-
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függvénye éppen a Рлш-fé le Gk(x) eloszlásfüggvény és ennek Laplace— 
Stieltjes transzformáltja a (136) képlet szerint 

со 

(202) yk(s) =JV»rfG*(x) = . 
0 

Ha az egymást követő Ek —• Ek+Í és Ek+i—*Ek átmenetek közötti idő-
tartam eloszlásfüggvényét Hk(x) jelöli, akkor nyilvánvalóan felírható, hogy 

(203) Rk(x) = J' Hk(x-y)dGk(y) 
ó 

és innen Laplace—Stieltjes transzformációra áttérve azt nyerjük, hogy 

(204) I e sx dHi. (x) - МО  
YÁs) ' 

Legyen most 
» со со 

(205) tck=\ xdGk(x), &=| xdHk(x) 
b о 

és 
m œ 

(206) o%k= | ( x — a j f d G i f x ) , a%k= \(x—ßkfdHk(x). 
о ö 

Ekkor (203) szerint fennáll, hogy 
(207) (>k = ak + ßk  

és 
(208) ol = o2„,k + o l k . 

Az a k és könnyen meghatározható (202) segítségével. Mégpedig azt 
nyerjük, hogy 

к )f g 
_ " 4 
v=0 

és 

(2 .0) + 

A ßk és o%k hasonlóan határozható meg, de a (207) és (208) képletek-
ből közvetlenül is felírható, miután már ok és a'k ismeretes. 

Hivatkozunk [51] dolgozatunk eredményeire. Ezek szerint az ?/(0) vál-
tozó kezdeti eloszlásától függetlenül fennáll, hogy 

(211) lim — 
v ' /-»ш t ak + ßk 

(200, М М Ж 
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es 

(212) lim 
M со 

D !;>'.(/)! ßtolk + ccjolk 
t 

Továbbá a ßk(t) valószínűségi változó t 
eloszlású, azaz fennáll, hogy 

ßkt 

(«* + A) s
 • 

esetén aszimptotikusan normális 

(213) lim P 
F->CD 

( A(0- cck + Ä 
/1 - - , - z 
ßko„,k + akaßfk 

4 X; 
1 

7 
/ 2 л 

e-ulhdu. 

A fentiekkel kapcsolatban még utalunk [47] dolgozatunkra, ahol ugyan-
ezen problémával is foglalkozunk. 

15. MEGJEGYZÉS. A fentiekben szereplő a k , ß k , o 2
a , k és A 4 mennyisé-

gek meghatározására egy másik eljárást is ismertetünk. Tegyük fel most, hogy 
ДО) = А (A: rögzített) és legyen ennél a folyamatnál is Р { Д 7 ) = / } = P,(7). 
A (190) képlet felhasználásával egyszerűen belátható, hogy most fenríáll 

(214) P3(t) 
<=o yij 

-pt k-i -iut (l-e.-P) 
-e ) e e g 

Я 
( 1 — e - * ) 

( 7 — 0 ! 
A (214)-ből is leolvasható és a korábbiakból is következik, hogy a 

(215) lim Я, (7) = P * — P j — e 4 ( w  
л 

határérték létezik és látszik, hogy a konvergencia exponenciális jellegű. 
Ha esetünkben is Mi(7) jelöli a (0,7] időközben előforduló Ek—*Ek+1 

átmenetek várható számát és Nk+\(t) jelöli a (0,7] időközben előforduló 
£ A + I — I á t m e n e t e k várható számát, akkor ezekre fennáll, hogy 

(216) Mk(t) = iPk(t) 

és 

(217) N'k+i(t) (k+\)uPM(t). 

Továbbá könnyen megindokolható, hogy 

Ms) (218) 

és 

(219) 

e'stdMk(t) --
1—ipk(s) 

M s ) 
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Most a (217) és (219) felhasználásával azt nyerjük, hogy 

OD 
(k+\)u [e-s'PM(t)dt 

<220) Ф ( 5 ) = 4 

1+ (к J e-stPM(t)dt 
Ó 

és innen (216) és (218) szerint 

1 \e-«Ph(t)dt 

<221) \ e ^ d G , ; { x ) = Y Á s ) = * — 
\+(k+l)fi \e-«Pkn(t)dt 

ö 
továbbá (204) szerint 

(222) \e°xdHk(x) = ^ Ms). 
(A+l),« \e «PkH(t)dt 

о 
•/M j? 

Я j e-s,Pk(t)dt 
Ô 

A fenti képletekből (214) tekintetbevételével a szóban forgó Laplace— 
Stieltjes-transzformáltak meghatározhatók. Ezek azonban látszólag bonyolul-
tabb kifejezésekre vezetnek, mint a korábbi hasonló képletek. Mint látni fogjuk, 
ellenben a várható értékek, szórások (és általában a momentumok) kiszámí-
tására jól felhasználhatók. 

Most be fogjuk bizonyítani, hogy 

(223) а к = Ж ' 

(224) Ä = 

2 G Pk , \ 0 P o + P l + Ь Pk 
(225) оа ,к = а к \ 2 ъ - + а к \ — 2-Рк ' J m 

(226) oik = ßk | 2 * - A ) + 2 P M R M - - + P k ; 

ahoi 

(227) = 

és 

(228) + A + 

4 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i V l i l / 2 
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Továbbá 

(229) 

és 

tfo = - i y H ' 1Я 
j - \j-k [ j . 

V 1 

7 pk ( j—k) ! I. « J /' 

^ 1 y - j c _ I 
p 0

 + i é t л я á Pi (230) Rj = PJ 

A fenti állítások bizonyítására vezessük be a következő mennyiségeket 

(231) /?, = 0 = 0, 1 , 2 , . . . ) 
ô 

és 

(232) Sy- j ~ ? t [ P j ( t ) - P j ] d t 0 = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
о 

amelyek (214)-re való tekintettel léteznek. Felírható továbbá, hogy 

(233) 

ha s - + 0 . 
Most, miután 

je-*Pj(t)dt = Pjs-1 + R,-SjS + o(s), 

(234) 

és 

(235) 

e-dGk(x) = 1 - aks + °«'k + a~k
 s* + 0(s2) 

f e>*dHk(x) = 1 - A - s + + ^ S2 + o ( A) , 

ha S-FO, a (221) és (222)-ből (233) figyelembevételével azt kapjuk, hogy 

\+(k+\)pRM-kRk (236) 

(237) 

(238) 

és 

A = 

Я Pa 

Я Р ; . - 0 + 1).«Pa+1  

Я Pa 

a„,A = «А 12 p - + «aj 2 i p T ^ 

(239) o l k = A (2 f - A,) + 2 l S k - ( k + l ) p S M 

ahol tekintetbe vettük, hogy ( k \ ) и P w = / . P k . 
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Innen speciálisan kiadódik, hogy 

(240) = < t k +ß k = - ]
p -

és 

(241) o t = о i,к + Oßik = ф Qk(ak— ßk). 
Г к 

A fenti képletekben már csak az P, és Sj mennyiségek ismeretlenek. 
Ezek meghatározására vegyük tekintetbe, hogy a Pj(t) valószínűségek kielé-
gítik a következő differenciálegyenletrendszert : 

(242) = Ф Д 0 - 0j-1 ( 0 , (7 = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

ahol 
0j{t) = (7 + 1 ),«Pj+1 ( 0 . (7 = 0, 1, 2 , . . , ) , 

míg Ф-!( / ) = 0. A kezdeti feltételek 
11, ha j = k, 

< 2 4 3 ) / > ' < ° ) = i o , ha 7 ф k. 
(242)-böl következik, hogy 

со со 
J' <Pj(t)dt= J 0hí(t)dt + Pj-P:i(O) 
ö ô 

és ennek ismételt alkalmazásával azt nyerjük, hogy 

\ 0 A t ) d t = Z [ p i - p m -
о 1=0 

Másrészt könnyen belátható, hogy 
r j 

(244) (У Ф \ ) g R j + l - k R j = 0j(t)dt= Z [Pi-Pi(0)] 
о m 

és innen j = k helyettesítéssel 
(245) ( k + \ ) i i R M — k R k = % — 1. 
Most a (236) és (237) képletekbe behelyettesítve (245)-öt, megkapjuk a (223) 
és (224) összefüggéseket. 

A (242)-ből az is következik, hogy 
со со 
J 10j(t)dt = [ t0j-i(t)dt—P,  
0 0 

és ennek ismételt alkalmazásával azt nyerjük, hogy 
со 
j 10j(t)dt = —(Ro + R]-i b Rj). 
0 

4 * 
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Mivel könnyen láthatóan 
CO 

(246) (k+ \)gSM—lSk = j / Ф к ( t ) d t = — (Ro + Rt + • • • + Rk), 
Ô 

tehát (238) és (239) szerint ezzel (225) és (226) is igazolást nyert. 
Végül az R j ismeretlenek explicit meghatározása marad csak hátra. 

Ezek a (244) egyenletrendszer megoldásával nyerhetők. Eszerint fennáll 

<247) 

és nyilvánvalóan 
со 

(248) l f ? i = 0. 
« >=о 

Ha tekintetbevesszük, hogy ( j + l ) , « P + l = lPjt akkor (247)-böl követ-
kezik, hogy 

/ 
n p \ m . ( / ' = o , \ , . . . , k — í) 

(249) M ' ' 
Pj+i P 

( V ' ( / = Ä-, A: -J- 1 , . ). 

A fenti egyenletekből összegezéssel azt nyerjük, hogy 

(250, = ( / = > . 2 . 3 , . . . ) 

és ezzel (230) igazolást nyert. Végül P 0 meghatározható (248) segítségével, 
vagy közvetlenül is kiszámítható 

-A(i-P-Mí) ® (— iv-fc í 7 V'-* 
(251) P 0 ( 0 = * * 0 — e-'d)k = Z J ( l - ^ y 
figyelembevételével. Eszerint 

(252) Л - / [ f t , , - « , , — 
о 

amely éppen a (229) képlet. 
Végül még megjegyezzük, hogy könnyen beláthatóak a következő 

azonosságok 

• * - * < 9 ( f 
és 

á f t éb U+iJU. 
amelyek felhasználhatók a kérdéses várható értékek és szórásnégyzetek explicit 
kifejezéseiben. 
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9. §. Az I. model l általánosítása /72=00 esetben 

Tekintsük most az I. modellt abban az esetben, midőn a rendelkezésre 
álló vonalak száma m = 00. Tegyük fel, hogy a beszélgetések időtartamai 
Xi>7.2' •••>/„>•• • egyforma eloszlásé, független, pozitív valószínűségi válto-
zók, tetszőleges 

( 2 5 3 ) H ( x ) = P { * „ = § * } 

eloszlásfüggvénnyel. Azt is feltesszük, hogy a {yH} változók függetlenek a 
{t,,} időpontoktól és a rendszer kezdeti állapotától. Jelölje a t időpontban 
folyamatban levő beszélgetések számát r f t ) valószínűségi változó. Stacionárius 
folyamat esetén pedig jelölje r f ( f ) a t időpontban folyamatban levő beszélge-
tések számát. Tárgyalásunkban két esetet különböztetünk meg, aszerint, amint 
{t„} Л-eseménysűrűségü Poisson-folyamat vagy {rn} a bevezetésben említett 
F(x) eloszlásfüggvénnyel jellemzett rekurrens folyamat. 

A Poisson-folyamat esete. Legyen most {r„} Я-eseménysürüségű Poisson-
folyamat. Régóta ismeretes, hogy ebben az esetben, ha 00, akkor a 
lim Р(т)(0 = А:} = P,* (k = 0, 1, 2 , . . . ) határeloszlás létezik és független a 
t-y со 
rendszer kezdeti állapotától. Mégpedig fennáll, hogy 

( 2 5 4 ) P T = E > E ^ £ , 

ahol 
OD 

(255) P = J xdH(x). 
и 

Ez az eredmény már A. K. ERLANQ [9] vizsgálatai alapján is plauzi-
bilisnek tekinthető. Ha feltesszük, hogy a {P*} határeloszlás létezik, akkor 
F . POLLACZEK [ 3 6 ] , C . PALM [ 3 4 ] és L . KOSTEN [ 2 5 ] eredményeiből is következik 
(254) fennállása. Továbbá megemlítjük, hogy szerzőnek 1950-ben írt, de saj-
nos csak 1954-ben megjelent, [44] dolgozatában szereplő, Poisson-folyamat 
által származtatott másodlagos folyamatra vonatkozó általános tételéből speci-
álisan kiadódik a (254) eredmény. A (254) fennállására közvetlen bizonyítást 
adott még A . RÉNYI [ 3 9 ] , R . FORTÉT [ 1 2 ] és C . RYLL-NARDZEWSKI [ 4 0 ] . 

Most egy rövid bizonyítást adunk (254) fennállására. Feltesszük, hogy 
rj(0) = 0. A tetszőleges kezd eti állapotra való áttérés csupán nyilvánvaló módosí-
tást kíván. Hivatkozunk arra a tényre, hogy ha a Poisson-folyamatban (0, t) 
időközben pontosan n esemény fordul elő, akkor ennek az n eseménynek 
előfordulási pontjai ugyanazon valószínűségi eloszlást követik, mint a (0, /) 
intervallumon n független, egyenletes eloszlású pont eloszlása. (Vő. [44] p. 
503.) Ha tekintetbe vesszük, hogy az rl(t) = k esemény több egymást kizáró 
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módon jöhet létre, mégpedig a (0 , / ) intervallumban « = 0 , 1 , 2 , . . hívás 
fordulhat elő, akkor a teljes valószínűségi tétel szerint felírható, hogy 

= = | J (\~H(x))dx\ [ ! j H(x)dx 

azaz 

- Я J* {1 -H(x)] d x [Я| (1 —H(x))dx 
( 2 5 6 ) P { + 0 

Mivel 

• k) 
k\ 

(k = 0 , 1 , 2 , . . ) . 

lim j [1 —H(x)]dx 

innen következik, hogy 

( 2 5 7 ) Pl lim P {ri(t) = k) = e-}o M i 
k! (k = 0, 1 , 2 , . . ) , 

ami bizonyítandó volt. Egyéb kezdeti feltétel esetén is hasonló módon eljárva, 
ugyanezen határértékre jutunk. 

A vizsgált folyamat Markov-folyamatként tárgyalható, ha az /;(/) való-
színűségi változó mellett megadjuk azt is, hogy az éppen folyamatban levő 
beszélgetések befejezéséig mennyi idő szükséges. Ha feltesszük, hogy Q < 
és az r/(0) változó eloszlása {P*}, továbbá az /;(0) = & feltétel mellett a 
folyamatban levő к beszélgetés befejezéséig eltelt időtartamok együttes elosz-
lásfüggvénye H\xj)H*(xj).. . H'{xk), ahol 

1 
( 2 5 8 ) 

О 

[1 -H(y)]dy, ha x i = 0 , 

0 , ha x < 0, 
akkor stacionárius folyamatot nyerünk, amelynél bármely t időpontra vonat-
kozó eloszlás megegyezik a kezdeti eloszlással. Ha stacionárius folyamat 
esetén r* (t) jelöli a t időpontban folyamatban levő beszélgetések számát, 
akkor minden t időpontra érvényes, hogy 

ÚQf ( 2 5 9 ) P{rj(t) = k) = Pl = e Яр . 
k\ 

1 6 . MEGJEGYZÉS . AZ « ( / ) , ° C } sztochasztikus folyamat felfogható 
Poisson-folyamat által származtatott másodlagos folyamatként is. Egyszerűség 
kedvéért tegyük fel, hogy /;(0) = 0. Ha 

1, ha 0 ^ и Ш x, (260) 
0 egyébként, 
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akkor felírható, hogy 

(261) ч ( 0 = 2 f ( t ~ T n , X n ) -

Szerző [44] és [46] dolgozataiban tetszőleges f(u, x) függvény esetén 
vizsgálta a (261) alatti {/j(0} folyamatot. Az ezen dolgozatban foglalt ered-
mények speciális eseteként nyerjük a következő tételeket. 

Jelenleg csupán a stacionárius {rj*(0} folyamat esetével foglalkozunk. 
Ekkor a kezdeti feltételeket a korábban részletezett módon kell megválasztani. 
Érvényes lesz, hogy az (rj(f)} folyamat t-*oо esetén ugyanolyan sztochasztikus 
viselkedést mutat, mint a stacionárius {ÍJ*(0} folyamat minden / időpontban. 

Stacionárius {rt*(t)} folyamat esetén M { ( / ) } = D-{ /;* (/)} = Я о és az 

korrelációs függvényre fennáll, hogy 
со 

(263) R(T)=\\[\-H(x)]dx. 
, (d J 

hl 
Az { í f ( f )} folyamat spektrális eloszlásfüggvényére, G( r ) - re (ahol 

О Ш г < » ) fennáll, hogy G(0) = [M {/j*(0}]2 = (2p)2 és a 0 < v < oc értékekre 
®> 

(264) G ' ( r ) = _ y ( 1 — c o s 2 T c v x ) d H ( x ) . 

Itt 0 

(265) G ( ~ ) = M{(G(0) 2 } = 2O(1+A>). 
A fenti (263) és (264) eredményt V. E. B E N E S [3] más úton bizonyította 

be. A telefon-forgalom statisztikai becslésére gyakran felhasználják a következő 
mennyiséget (vő. L . KOSTEN [26], V. E. B E N E S [2] és mások munkáit) 

(266) j \rf{t)dt. 
о 

Stacionárius folyamat esetén ennek várható értéke 
T 

(267) M 

о 
és szórásnégyzete 

T T 

(268) D- j y I K(t)dt\ = j ( 7 r)R(r)dr, 
о 

ahol / ? ( r ) jelentése a (263) szerinti. 
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A rekurrens folyamat esete.* Legyen most {т,,} a Bevezetés -ben említett 
rekurrens folyamat, amelyre P { T „ + I — r n ^ x } — F(x), ( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) . Ha 
i f f ) jelöli a t időpontban folyamatban levő beszélgetések számát, akkor az 
{/j(0) folyamat tekinthető rekurrens. folyamat által származtatott másodlagos 
folyamatnak. Ha egyszerűség kedvéért /Д0) = 0 feltevéssel élünk, akkor a 
(260) alatti f(u,x) függvény segítségével felírható, hogy 

(269) n{t)= 2 f(t-Tn,Xn). 
0<гпт* 

Szerző [45] dolgozatában tetszőleges / (« , x) függvény esetén vizsgálta ezt a 
folyamatot. Az ezen dolgozatban foglalt eredmények speciális eseteként nyer-
jük az alábbi tételeket. 

A vizsgált folyamat Markov-folyamatként kezelhető, ha az r f t ) és £(/) 
valószínűségi változók mellett megadjuk azt is, hogy az éppen folyamatban 
levő beszélgetések befejezéséig mennyi idő szükséges. Ha a < œ és q < oc, 
akkor a kezdeti eloszlás megfelelő megválasztásával definiálhatjuk a stacio-
nárius folyamat fogalmát. A stacionárius folyamatnál bármely t időpontra 
vonatkozó eloszlás megegyezik a kezdeti eloszlással. Jelölje stacionárius 
folyamat esetén rj(t) a t időpontban folyamatban levő beszélgetések számát. 
Ekkor érvényes lesz, hogy az {//(/)} folyamat t—+oо esetén ugyanolyan szto-
chasztikus viselkedést mutat, mint a stacionárius {/;*(/)} folyamat minden t 
időpontban. Nevezetesen, ha « < o c , q < oc és F(x) nem-rácsos eloszlás, 
akkor a lim P{>;(/) = k) = P* (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) határértékek léteznek és füg-

Í-+-CD 
getlenek a kezdeti állapottól. A stacionárius folyamat esetén pedig minden 
t-re érvényes, hogy Р{ч*(0 = k) = P£, (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

A {P*} valószínüségeloszlás Ml (r = 0, 1, 2 , . . . ) momentumai a [45] 
dolgozat eredményei alapján meghatározhatók. Az 

CD 
(270) M;=2 fvPt 

k=0 
momentumok a következő rekurzív képletek segítségével kaphatók meg 

со 

(271) r ) \M)(f)[\-H(tj\dt, ( r = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
« j=о V J J J 

о 
ahol Mo(t) = 1 és M*(t), M*(t),... sorjában meghatározható a következő kép-
let segítségével 

t 

(272) M*r(t) = Z ( y ] j M}(t-x) [1 -H(t-x)]dm(x), (r = 0, 1 , 2 , . . . ) , 
о 

* Az idevágó kérdések részletesebb tárgyalásával a szerző saj tó alatt levő [57] mun-
kájában foglalkozik. 
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ahol со 
(273) m(x) = Z E n ( x ) , 

n = l 

és Fn(x) jelöli az F(x) eloszlásfüggvénynek önmagával való n-szeres kom-
pozicióját. 

17. MEGJEGYZÉS. Legyen М = М*1 = -~^ és D2 = M%—(Afí)2- Ekkor [45] 

szerint a stacionárius {rf(t)} folyamat korrelációs függvénye létezik és erre 
felírható, hogy 

со со 

(274) R(r) = ~ \ [\-H(x)]dx+^\[h(t + T) + h(t-T)]dm(t)-™fl, 
M ' о 

ahol 
со 

(275) h ( r ) — f [\-H(t)][\-H(t + r)]dt 
о 

és m(t) jelentése a (273) szerinti. 
Ha G (a) jelöli az {?)*(/)} folyamat spektrális függvényét, amelyre 

G(0) = M2 és G(°c) = M2 + D2, akkor felírható, hogy 

(276) G (со) = M- + D2[G*((o) — G* (— со)]. 

A G*(со) spektrális eloszlás függvényre A . j . HINCSIN [18 ] képlete szerint 

fennáll, hogy 
CD 

( 2 7 7 ) P ( T ) = j COS COTC/G*(CO) 
-œ . 1 

és ennek megfordításával G*(co) egyértelműen meghatározható. Az 
T 

(278) y j rf(t)dt 

о 
valószínűségi változó várható értékére és szórásnégyzetére fennáll, hogy 

T 

(279) M ; I >;(t)dt\ = M 

о 
és 

T T 

(280) D" | 1 J rf(t)dt j = ~ j (T-r)R(r)dr, 
о 0 

ahol R(T) jelentése a (274) szerinti. 

A Magyar Tudományos Akadémia 
Matematikai Kutató Intézete 
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