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1. §. Bevezetés

Az operatormodulus® mai értelemben vett fogalmat E. NOETHER vezette
be 1929-ben (lasd [37]%). Ennek az azéta igen fontosnak bizonyult struktira-
fajtanak ma mar gazdag irodalma van, s joggal beszélhetiink az operator-
modulusok e/méletérdl. lgen figyelemre mélté az a kolcsonhatds, amely egy-
részt a moduluselmélet, masrészt mds algebrai struktirdk elméletének fejlédése
kozott all fenn. Igy pl. az Abel-féle csoportok elméletében az utdbbi két

* A dolgozat itt koézolt 1. része csupan az els6é 6t paragrafust tartalmazza.

1 A hasznalt fogalmak és elnevezések magyarazatat lasd a 2. §-ban.

2 A szegletes zdrojelbe tett szamok a dolgozat végén megadott irodalomjegyzékre
utalnak.
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évtizedben elért jelentds eredmények nagy lendiiletet adtak az operatormodu-
lusok vizsgdlatinak, de Ggy tapasztaljuk, hogy az operdtormodulusok elmé-
letében elért eredmények is jelentdsen jarulnak hozzd az Abel-féle csoportok
és a gyfiriik elméletéhez.

Az Abel-féle csoportok elmélete az operatormodulusok elmélete felé két
irdnyban terjeszthetd ki. Az egyik: modulusok vizsgalata specialis operator-
tartomany (p-adikus egész szamok gyiiriije, Dedekind-féle gyiirii stb.) alapul
vétele mellett. Ezekben a vizsgalatokban inkdbb a csoportelméleti jelleg
domborodik ki, s az idevonatkozd eredményekrdl szolé dolgozatok teszik ki
a moduluselmélet irodalmanak jelentds részét. A masik irdnyhoz tartozik az
a torekvés, amely az Abel-féle csoportok elméletében bevezetett fogalmakat és
bebizonyitott tételeket az operatormodulusok minél szélesebb osztilyaira
igyekszik atvinni. Ezekben a vizsgalatokban sok a gyfirielméleti momentum,
s az eredmények nagy része a gyfirlielméletet is gazdagitja. A jelen dolgozat
~ vizsgalatai ehhez az ut6bbi irdnyhoz tartoznak.

Bar az irodalomban van néhany igen jelentds eredmény,® amely az
operatormodulusok aitalanos esetére vonatkozik, a vizsgalatok tialnyomé t6bb-
ségében azonban az operatortartoméanyra nézve tobb-kevesebb kikotést tesznek.
Alig szerepel a moduluselméletben olyan eredmény, amely ne tenné fel a
modulusrdl legalabb azt, hogy unitér legyen (vagyis hogy az operétortarto-
many egységelemes gyiirii, s az egységelem identikus operatorként hat).
Jollehet az unitérség kikotése meglehetbsen természetes kovetelmény, mind-
amellett elég nagy megszoritast jelent, hiszen az egységelemes gyiiriik az dsszes
gyiiriik kozott egy eléggé specidlis osztalyt alkotnak, s egységelemes gyfirii
mint operatortartomany esetében az egységelem altaldban nem hat identikus
operatorként.

Mi az unitérség kovetelményét is elejtve az operatormodulusokkal teljes
altalanossagban foglalkozunk. Mindenek eldtt egy hidnyossagot kelleit pétol-
nunk. Az unitér modulusok esetében jol bevélt fogalmak és modszerek egy
része ugyanis az altalanos esetben tobbnyire hasznélhatatlannak bizonyul.
E hianyossag kikiiszobolésére megfeleldnek latszik a 3. §-ban megadott konstruk-
cié, amelynek lényege az, hogy barmely operdtormodulus az operatortar- -
tomany alkalmas egységelemes bdvitésével unitérré vélik, s ez a tény az
unitér modulusok elméletében hasznalt fogalmaknak és modszereknek az
altalanos esetre valé atvitelére egy természetes utat biztosit.

A dolgozat harom fejezetre és egy fiiggelékre tagozodik. Az 1. fejezet
az alapfogalmak (pl. az elem rendje, linedris rang, szabad operatormodulus)
definici6jat, tovabba e fogalmakra vonatkozé alapvetd vizsgalatokat tartalmazza.

3 PL. JacoBsoN nevezetes ,siirfiségi tétele® (lasd N. Jacoeson [19]; erre a tételre
egy egyszeri bizonyitds SzeLe Tisor [42] munkdjaban talalhatd).
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Mar itt taldlkozunk azzal az egész dolgozaton programszeriien végighuizodé
torekvéssel, amely a moduluselméleti vizsgalatokat a gyiiriielmélet szempont-
jabol gy igyekszik hasznositani, hogy modulusok egy osztilydnak
tanulmanyozédsanal felveti a kérdést: vannak-e, s ha igen, melyek az 0Osszes
olyan R gyfiriik, amelyekre barmely R-modulus a tekintett modulusosztalyhoz
tartozik. Az ilyen jellegii problémat az adott modulusosztilyhoz tartozé dudlis
problémanak nevezzik.

A dolgozat I fejezete a modulusok feletti egyenletek elméletével fog-
lalkozik. A vizsgdlatok a kompatibilis egyenletrendszer fogalmara épiilnek.
A kompatibilis egyenletrendszernek az absztrakt algebra nyelvén (részstruk-
tura, homomorfizmus stb.) torténd definidladsa lehet6vé teszi a klasszikus
algebra lineéris egyenletrendszerekre vonatkoz6 vizsgalatainak és eredményei-
nek az absztrakt algebrdba vald természetes beagyazdsat. E fejezetben van
kiépitve az algebrailag zart Abel-féle csoportok Szele-féle elméletéhez hason-
léan az algebrailag zart operdtormodulusok elmélete. Adott R gyfirii esetén
az Osszes algebrailag zart R-modulus leirdsa — igen nehéznek latsz6 —
problémajaval kapcsolatban a megoldas felé megtesszilk az els§ szerény
1épést: meghatdrozzuk az Osszes trividlis algebrailag zdrt R-modulust. Meg-
oldjuk tovabba az algebrailag zart modulusokra vonatkozo dudlis problémat.
A probléma megolddsa az tn. féligegyszeri gyfiriik osztilydhoz vezet, s azt
az eredményt nyerjilk, hogy a linedris egyenletrendszerek klasszikus elmélete
a ferdetestek esetérél kiterjeszthetd az olyan unitér operatormodulusok esetére,
amelyeknek operatortartomanya féligegyszerii gyfirii. Egyuttal a féligegyszerii
gyiiriik osztdlya az a legtigabb gyiirlikategoria, amelyre ez az elmélet atviheto.

A linedris algebrat altalaban vektorterek, azaz olyan operatormodulusok
felett szokas felépiteni, amelyeknek operdtortartomanya ferdetest. A vektor-
terek fogalmanak természetes altaldnositdsa az olyan operdtormodulus, amely
egyszerii modulusok direkt dsszegére bomlik. Az ilyen modulusokat nevezik
teljesen redukalhatdé modulusoknak. A dolgozat Ill. fejezete a teljesen redu-
kalhat6 modulusok részletes vizsgilatdnak van szentelve. Adott R gyiirii ese-
tén invariansokkal jellemezziik az Osszes teljesen redukalhaté R-modulust, s
az ilyen modulusok szdmos. jellemz6 tulajdonsagat allapitjuk meg. A dudlis
probléma megolddsa utdn gyfirielméleti alkalmazasként a féligegyszerfi gyiiriik
tobb 1ij, tisztan gyiiriielméleti jellemzése is adddik.

A fiiggelékben tetszoleges operatormodulusok esetében bevezetiink egy
radikal-fogalmat, amelyr6l megmutatjuk, hogy hasonlé szerepet tolt be a
modulusok elméletében, mint a Jacobson-féle radikdl fogalma a gyiirii-
elméletben.

A dolgozat eredményeinek egy része mar kozolve van a szerzd [27],
[28], és [29] idegen nyelvii munkdiban.

1*
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I. AZ OPERATORMODULUSOK ALTALANOS ELMELETENEK
ALAPJAI

2. §. Alapfogalmak és jelolések

A jelen paragrafus célja a tovabbiakban hasznalt alapfogalmak és jelo-
lések eldrebocsatdsa. Az Abel-féle csoport €s a gylirii fogalmat, tovabba az
e fogalmakra vonatkozo elemi tényeket ismertnek tessziik fel. (E fogalmak
bevezetését lasd pl. [39]-ben.) '

Legyen G additive irt Abel-féle csoport és R tetszoleges gyiirii.* Azt

“mondjuk, hogy G az R gyiiriivel mint operatortartomannyal ellatott operdtor-
modulus, ha G barmely g és R barmely r eleméhez egyértelmiien hozza van
rendelve G-nek egy eleme — amelyet az r, g elempdr szorzatanak neveziink
és rg-vel jelolink — oly modon, hogy teljesiilnek az alabbi egyenldségek:

() r(g+h)—=rg+rh,

(ii) (r+s)g=rg+sg,

(iii) (rs)g =r(sg),

ahol r, s tetszoleges R-beli, g, /i tetszbleges (-beli elemek. — Pontosabban

azt kellene mondanunk, hogy G baloldali operatormodulus. Ha ugyanis az
r és g elemekhez hozzdrendelt G-beli elemet gr-rel jelolnénk és az (i), (ii),
(iii) kovetelményeket ennek megfelel6en atirnank, akkor a jobboldali opera-
tormodulus fogalmahoz jutnank. Mi méar most megéllapodunk abban, hogy a
kovetkezOkben kizarolag baloldali operatormodulusokat tekintiink, s azt a
tényt, hogy G az R gyiiriivel mint baloldali operatortartomannyal ellatott
operatormodulus, roviden ugy fejezziik ki, hogy G R-modulus. (Természetesen
nemcsak az operatormodulus fogalma, hanem e dolgozat Osszes eredményei
is értelemszeriien atfogalmazhatok jobboldali irdsmddra.)

Operatormodulusra példa barmely Abel-féle csoport, amelynek operator-
tartomanya az egyelemii gyiirii, (amely természetesen zérus-operatorként hat)*

4 Sziikségesnek talaljuk hangsulyozni, hogy itt és a tovabbiakban gyfirlin mindig
asszociativ gyirit értiink.

5 A kovetkezokben minden Abel-féle csoportot ebben a felfogasban tekintiink. Megfor-
ditva, ha egy G operatormodulusrél azt mondjuk, hogy operatortartomanya 0, vagyis hogy G
0O-modulus, akkor éppen a G kozOnséges Abel-féle csoportot értelmezziik. E dolgozat ered-
ményeinek a kdzonséges Abel-féle csoportok esetére ily modon torténd specializalasa mindig
lehetséges. (Szokasos a G kozonséges Abel-féle csoportot operatormodulusként tgy is fel-
fogni, mint olyant, amelynek operatortartomdnya az egész szamok E gyiiriije, ahol az a(€ G)
elemnek az n egész szammal valo na szorzata n >0 esetén az n tagi a-+a-+---+4a
Osszeggel, n < 0 esetén ezen Osszeg negativijaval, végiil n-=0 esetén 0-sal van értelmezve.
Ez afelfogas azonban a mi vizsgalataink szempontjabdl nem elonyos.)
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tovabbd barmely R gyfirit is R-modulusnak tekinthet, ahol a modulus maga
az R gyiirii R*-szal jelolt additiv csoportja, s az operdtortartoméany elemeivel
vald szorzds az R gyiritben értelmezett szorzdssal van adva. Béarmely G
Abel-féle csoport tetszdleges R gyiirit esetén FR-modulussd tehet6, ha barmely
r(¢ R), g(€ G) elempérra az rg szorzatot rg = 0-sal definialjuk.

A G R-modulus elemeinek valamely H halmazdt G részmodulusdnak
nevezziik, ha barmely r(€ R) és h,, h,(¢ H) elemekre h,—h,€ H és rh,€ H
teljesiil. E definicio értelmében vildgos, hogy egy G (kozonséges) Abel-féle
csoport részmodulusai éppen G részcsoportjaival, s egy R gyiirii mint R-mo-
dulus részmodulusai R balidedljaival esnek Ossze. — Barmely (egynél tobb
elemit) R-modulusnak van legaldbb két kiilonb6z6 részmodulusa: maga az
egész modulus és az egyetlen elembdl 4ll6 O részmodulus. Ha az A R-modu-
lusnak csupan ez a két részmodulusa van, akkor azt mondjuk, hogy A egy-
szerti R-modulus.

Egy G R-modulusnak egy H R-modulusba val6é olyan g—g¢ (g€,
go € H) egyértelmii leképezését, amelyre

(& +8)r=859+89

(rgNe=r(g:9)

barmely g,, 8, (€ G) és r(€ R) elemek esetén teljestil, homomorf leképezésnek,
vagy homomorfizmusnak nevezziik. A gg elemek 6sszességét Go-vel jeloljiik,
s azt mondjuk, hogy G¢ a G modulus képe a ¢ homomorfizmusnal; jelben:
G~ Gg. Ha a ¢ homomorf ieképezés kolcsondsen egyértelmil, akkor izomor-
fizmusnak nevezziik; jelben: G~ G¢.®* A G modulus egy ¢ 6nmagaba val6
homomorf leképezését endomorfizmusnak mondjuk. Ha az & endomorfizmus
idempotens (abban az értelemben, hogy (gs)s=ge¢ G barmely g elemére),
akkor projekcionak nevezziik.

A G R-modulus osszes R-endomorfizmusainak halmazat gyiiriivé teszi
az Osszeadds és szorzds koOvetkezd definicidja: a G modulus y és 7 endo-
morfizmusainak Osszegén, ill. szorzatdn azt a y +, ill. yn leképezést értjiik,
amelyre G barmely g eleme esetén

gx+n)=gz+gn il gim=(&xn
A G modulushoz ily mdédon egyértelmiien hozzdrendelt gyiiriit G feljes endo-
morfizmusgyiirijjének nevezziik és &(G)-vel jeloljiik.
Legyen H a G R-modulusnak tetszbleges részmodulusa. Ekkor G-nek,
mint kozonséges Abel-féle csoportnak, H szerinti faktorcsoportja R-modulus-

és

6 Ha adott esetben ki akarjuk hangsulyozni, hogy az R operatortartomanyra nézve
»megengedett* részmodulusrol, illetve operatorhomomorfizmusrél ~van szo, akkor R-rész-
modulusrdl, ill. R-homomorfizmusrol beszéliink.
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nak tekinthetd, ha tetsz6leges r(€ R) elem és g+ H mellékosztaly szorzatin az
rg+ H mellékosztalyt értjiikk. Minthogy H részmodulus G-ben, ez a szorzas
fiiggetlen a g reprezentans elem vdlasztasatol. Az igy nyert R-modulust @ G
modulus H szerinti faktormodulusdnak nevezziik és G/H-val jeloljiik. A tovéab-
biakban adott G modulus valamely G/H faktormodulusanak elemeit g (g€G)-sal
jeloljiik, ahol g==g+ H. Operdtormodulusokra is érvényes a homomorfizmus-
tétel: ha a G R-modulusnak a G’ R-modulus homomorf képe, akkor az Osszes
olyan G-beli g elem, amelynek képe a tekintett homomorfizmusnal 0, G-nek
olyan H részmodulusat alkotja, amelyre G/H =~ G’; masrészt, G barmely faktor-
modulusa G-nek homomorf képe; azaz, G osszes homomorf képeinek és faktor-
modulusainak halmaza Iényegében megegyezik.

Azt mondjuk, hogy a G R-modulus a H, (v € 4) R-modulusok szub-
direkt dsszege, ha minden »(€ 4) indexhez van G-nek olyan ¢, homomor-
fizmusa, hogy Gg,=H, és ha g 0-t6l kiildbnboz6 eleme G-nek, akkor lega-
labb egy v-re. ge, +0. — Modulusoknak szubdirekt Osszegként valé el6-
allitasainal leginkabb a fenti definicio atfogalmazasabol adodo kovetkezd tényt
céiszeri hasznalni [4], [34]:

A G R-modulus akkor és csak akkor szubdirekt dsszege a H, (v¢€d)
R-modulusoknak, ha G-ben minden v(€ A)-re van olyan K, részmodulus, hogy
G/Ky>~H, és N,caK,=0.

Ha G* a H, modulusok szubdirekt 6sszege és a h, (€ H,) reprezentans
elemek barmely valasztdsandl van olyan g(¢ G) elem, hogy g¢,=h, min-
den »(¢ 4) indexre, akkor azt mondjuk, hogy G* a H, modulusok komplett
direkt Gsszege. Ezt igy jeloljik: G*=— > *H,. A G* modulus, amelyet a H,

red
modulusok lényegében egyértelmilen hatdroznak meg, az 0Osszes lehetséges

olyan (..., h,,...> ,vektorok® halmaza altal realizdlhato, amelyek minden
H, modulusbdl pontosan egy h, komponenset tartalmaznak, s amelyekre az
Osszeadas és az R-beli elemekkel valo szorzdas a kovetkezoképpen van defi-

nidlva:

Conhy o > g o= e 8, D,

ooy by, o= ;rhy, ... '

Nyilvanvald, hogy G*-nak barmely v (€ 4)-re van H,-vel izomorf részmodu--
lusa, tovabba, hogy a H, modulusok barmely szubdirekt Osszege (izomorf
moédon) -beagyazhaté G*-ba.
‘ Legyen G, a H, modulusok szubdirekt Osszege, és tegyiik fel, hogy
barmely g (€ G,) elemre g¢, & 0 legfeljebb véges sok »(€ 4) indexre tel-
jesiil, tovabba, hogy a h,(€ H,) reprezentans elemek minden olyan vélasz-
tasanal, ahol véges sok »(€ 4) index kivételével h,=0, van olyan g(¢ G,)
elem, hogy g¢,=h, minden »(€ 4) indexre, ekkor azt mondjuk, hogy G, a
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H, modulusok diszkrét direkt Osszege, vagy roviden csak direkt dsszege.
Jelben: G,= 2> H,. A G, modulust a H, modulusok lényegében egyértel-

ryEa
miten meghatarozzak, és G, izomorf a G* modulus ama részmodulusaval,

amely az 6sszes olyan <...,h,,...> vektorokbdl &ll, amelyeknek legfeljebb
véges sok komponense kiilonbozik zérustdl. A G, modulusnak azok az elemei,
amelyek a fenti izomorfizmusnai<...,0,...,0,/,,0,...,0,...> alaki elemeknek
felelnek meg, egy H,-vel izomorf H; részmodulust alkotnak G,-ban, és azt
mondjuk, hogy G, a H,(v € 4) részmodulusainak direkt 6sszege. Nyilvanvalo,
hogy G, barmely g eleme
g=h, +---+h, (hy,€Hyi=1,...,k)

alakban all elo és ez az elballitis egyértelmii, azaz h; - --- -+ hi, =0- bol
h;, = --+ = h,, = 0 kovetkezik.

Ha a G R-modulus H részmodulusdhoz létezik G-nek olyan K rész-
modulusa, hogy G barmely eleme egy H-beli és egy K-beli elem 0Osszege,
tovabbda Hn K=:0, akkor G = H+ K, és azt mondjuk, hogy H a G R-mo-
dulus direkt 0sszeadanddja. Ekkor fennallnak a kovetkezd reldcidk:

H~G/K, K=~G/H.

Ha H G-nek olyan részmodulusa, hogy G minden olyan M részmodulu-

sara, amely maximalis az M n H=0 tulajdonsdgra nézve’ fennall a

G=H+M
direkt felbontas, akkor H-t a G erds direkt dsszeadanddjdnak mondjuk.®

Ertelemszerli moédositassal definidlhaté gyiiriik szubdirekt Osszege, és
érvényes a kovetkez6 tétel:

Az R gyiirii akkor és csak akkor szubdireki 0Osszege az S,(v € 4) gyii-
riiknek, ha minden v(€ 4)-re van R-nek olyan I, (kétoldali) idedlja, hogy
R/, >~ S8, és Nyeal,=0.

Egy G R-modulust (BOURBAKI [5] szerint) unitér R-modulusnak neveziink,
ha R egységelemes gyiiri (1€ R) és barmely g(€ G) elemre 1.g—=g.

Legyen a G R-modulusnak H tetszbleges részhalmaza, tovabba az R
gytiriinek L tetszéleges balidedlja. LH-val jeloljiikk az osszes [h (€L, h € H)
alakil elemekb6l megalkothatd véges tagszamu Osszegek halmazat. L H mindig
részmodulus, s ha H is részmodulus volt, akkor LHE H. Ha RG = 0, akkor
azt mondjuk, hogy G ftrividlis R-modulus. Barmely G R-modulusban az
Osszes olyan g elemek, amelyekre Rg =0, egy egyértelmilen meghatarozott

7 Ez pontosabban azt jelenti, hogy M nem tartalmaztatik valddi médon G egyetlen
olyan K részmodulusaban sem, amelyre fennadll a KN A =0 relacib.

8 Fuchs LAszLo [13] adott kritériumot arra nézve, hogy egy Abel-féle csoport vala-
mely direkt 0sszeadandoja erds direkt Osszeadandd legyen.
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részmodulust alkotnak, amelyet G maximdlis trividlis részmodulusdnak neve-
ziink. Ha R egységelemes gyiirii és G tetszéleges R-modulus, akkor G fel-
bomlik maximalis trividlis részmodulusdnak és egy unitér R-modulusnak a
direkt 6sszegére.® Ha a G R-modulusra RG == G, akkor a G modulust per-
Jekt R-modulusnak nevezziik. Unitér R-modulus mindig perfekt. Ha G vala-
mely H részmodulusdra a G/H faktormodulus perfekt, akkor azt mondjuk,
hogy H G-nek homoperfekt részmodulusa. Vilagos, hogy egyszerli R-modu-
lus vagy trividlis vagy perfekt, tovdbbd, hogy egy direkt osszegként el6allé
R-modulus akkor és csak akkor trivialis, ill. perfekt, ha a tekintett felbontas-
ban minden egyes direkt Osszeadandd trividlis, ill. perfekt.

Ha H a G R-modulusnak olyan részmodulusa, hogy Hc G és G min-
den olyan K részmodulusara, amelyre HE Kc G, a K= H egyenldség kovet-
kezik, akkor azt mondjuk, hogy H maximdlis részmodulus G-ben. Hasonlo6an,
H minimdlis részmodulus G-ben, ha a 0 K< H relaciobol K= H kovetke-
zik. Ha H maximalis részmodulus G-ben, akkor G/H egyszerii R-modulus.

A késObbiek sordn felhasznaljuk a kovetkezd lemmat:

1. LEMMA: A fefszdleges G R-modulus akkor és csak akkor bomlik fel
véges sok egyszerii R-modulus direkt Osszegére, ha G-ben van véges sok olyan
maximdlis részmodulus, amelyek metszete O.

A lemma bizonyitdsa megtalalhatdo [24]-ben, a 164—165. oldalakon.

A G R-modulus valamely S elemrendszere dltal generdlt részmodulusdn
G-nek azt a részmodulusét értjiik, amely legsziikebb az S elemrendszert tar-
talmaz6 részmodulusok kozott. Ezt a részmodulust az S rendszer egyértelmiien
meghatdrozza, jelolésére az {S} jelet haszndljuk. Az egyetlen elem altal generait
részmodulust ciklikus részmodulusnak nevezziikk. Ha g€ G, akkor {g} az
Osszes rg-tng (r€ R, n€E) alaka elemek halmaza. Ha G unitér R-modulus,
a {g} ciklikus részmodulust mar az dsszes rg (r€ R) alaku elemek kimeritik.
A G R-modulust ciklikusnak nevezziik, ha van olyan g eleme, amelyre
{g} = G. A tovabbiakban rovidség kedvéért a {g} ciklikus modulust a g
elem ciklusdnak fogjuk mondani. Ha § az R gyfirli valamely elemrendszere,
akkor {S} mindig az R gyiiri S altal generalt balidealjat jelenti.

9 Ez konnyen belathat6 az an. Peirce-féle felbontas,

g=(g—19+1¢g (g€0)
segitségével. Ebbdl ugyanis mdris vildgos, hogy G barmely eleme az dsszes g—1-g (g € G)
elemek altal alkotott G, és az Osszes 1-g (g€ G) elemek dltal alkotott G; részmoduiusok
egy-egy elemének Osszegeként all eld. Minthogy tovabbd Gyt az 1 elem (s igy R is) annul-
lalja, Gy-et pedig (elemenként) reprodukalja, G,N G,--0, s igy valéban G:=G,+ G;.
Tovabba az is vilagos, hogy G, G-nek maximdlis trivialis részmodulusa.
10 Az egész dolgozatban a ,c* jel mindig szigoru tartalmazast jelol.



VIZSGALATOK AZ OPERATORMODULUSOK ELMELETEBEN, 1, 419

Azt mondjuk, hogy G ¢-tulajdonsdgi részmodulusaira nézve minimum-
kovetelménynek tesz eleget, ha G ¢-tulajdonsagti részmodulusainak barmely
szigortian csokkend lanca véges sok lépésben megszakad. Ha G minden
részmodulusa rendelkezik a ¢ tulajdonsdggal, akkor egyszerfien csak azt
mondjuk, hogy G-ben teljesiil a minimumkivetelmény. Ertelemszerti modosi-
tissal definialhatdo a maximumkivetelmény is.

A G R-modulus véges szamu b,, ..., b, elemét fiiggetlennek nevezziik,
ha barmely

b +nb 4 by n b =0 (RnERMEE;i=1,...,k)
alakit reldciobdl

b +mb = - =nrby-+nb,=0

kovetkezik. A G fefszdleges szdmossdgi elemrendszerét fiiggetlennek mond-
juk, ha minden véges részrendszere fiiggetlen. Az igy definidlt fiiggetlenség
véges jellegii tulajdonsdg 1évén, TUKEY lemmdja szerint G barmely U rész-
halmaza tartalmaz egy S maximalis fiiggetlen elemrendszert. Ha U— G, akkor
azt mondjuk, hogy S a G modulus maximdlis fiiggetien elemrendszere. G-nek
valamely nem fiiggetlen elemrendszerét fiiggdnek nevezziik. Ha G valamely
g elemére és S elemrendszerére {g} n {S}==0, akkor azt mondjuk, hogy a g
elem fiigg az S elemrendszertdl. Ha két elemrendszer olyan kapcsolatban
van egymdssal, hogy az egyik elemrendszer bédrmely eleme fiigg a masik
rendszert6l és megforditva, akkor a két elemrendszert linedrisan ekvivalensnek
mondjuk.

G-nek valamely S=(..., b,,...)»ca elemrendszere nyilvdnvaléan akkor
és csak akkor fliggetlen, ha

Lo byy . Yoea= 2 {b,).
ved

Ha > {b,) — G, akkor azt mondjuk, hogy az S elemrendszer G-nek bdzisa.
reAq

A bazis mindig maximdlis fiiggetlen elemrendszer G-ben, e tény megforditdsa
azonban altaldban nem 4&ll fenn.

A dolgozatban tobbszor fel fogjuk haszndlni a kovetkezd, tisztan hal-
mazelméleti lemmat:

2. LEMMA: Legyen A és B két végtelen halmaz, és legyen szdmossdguk
rendre m és w. Jeloljiik C-vel B Osszes véges részhalmazainak halmazdt. Ha
m >n, akkor A-nak bdrmely C-be valo egyértelmii leképezésénél van C-nek
olyan eleme, amely végtelen sok A-beli elem képe.

A lemma allitisa abbol kévetkezik, hogy mivel n végtelen kardinalis
szam, C szdmossadga ugyancsak n, s igy, ha a tekintett leképezésnél C egy-
egy eleme legfeljebb véges sok esetben lépne fel képelemkeént, feltevésiinkkel
ellentétben m = n adodnék.
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Végiil osszefoglaljuk a dolgozatban hasznalt fontosabb jeloléseket:

E : a raciondlis egész szdmok gyflriije;

R* : az R gyiirii additiv csoportja;

L® :ha R az S gyfril részgylriije, L az R-nek balidedlja, Lg,-re!
jetoljiik L*-t mint R-modulust, ahol az r/ (r € R, 1€ L) szorzat
megegyezik az S-ben definidlt r/ szorzattal™;

'y : az R gyiirlinek a 3. §-ban definidlt egységelemes bovitése;
O(g) : a g elem rendje (definicid a 3. §-ban);
G/H : G-nek H szerinti faktormodulusa;
+,2 : elemekre Osszeg, modulusokra direkt Osszeg;
2*  : modulusok komplett direkt Osszege;
) : gyliritk gyfirtielméleti direkt 6sszege;
b : gylirlik komplett direkt dsszege;
{S} : az S elemrendszer altal generalt részmodulus;
R(m) : az m szamossagl szabad bazissal generalt szabad R-modulus
(definicié az 5. §-ban).

3. §. Egy redukciés tétel

- A matematikai irodalomban eddig vizsgalt operatormodulusok talnyomo
tobbsége unitér modulus volt. A nem unitér modulusok ugyanis maér olyan
tavol fekvo altalanositasai a kozonséges Abel-féle csoportoknak, hogy a csoport-
elmélet jol bevalt fogalomalkotdsait és mddszereit eddig a nem unitér modu-
lusok esetére nem sikeriilt kielégité mddon éltaldnositani. Ebben a paragrafusban
bebizonyitunk egy olyan tételt, amely lehetévé teszi az unitér modulusok
elméletére altalanositott fogalmak és modszerek természetes tovdbbvitelét tet-
szOleges operatormodulusok esetére.

Legyen R tetszéleges gyfirii. Tekintsiik az osszes {r,n> (r€R,n¢cE)
rendezett parok R* halmazat, ahol <{r,, n,> =<r,, n,> akkor és csak akkor, ha
ry=r, és n,=n,. Az R* halmazt az Osszeadas és szorzds kovetkezd defini-
cidja gyfliriivé teszi:

<f1, n]>—|—<r2, n2>= <riry, -1y,
<1y, <r2; n2>:<r1r2+n2r1+n1r2; mn.

Az R* gyiiriiben <0, 1> egységelem, tovabbd az Osszes <{r,0> (r € R) elemek
egy R-rel izomorf részgyiiriit alkotnak. R* tehat R-nek egységelemes bdvitése.

1t Tulajdonképpen olyan jelolést kellene bevezetniink, amely kifejezné, hogy S rész-
struktiirdjardl van sz6. Ez azonban a jelolést nagyon komplikalitd tenné, s a tekintett ese-
tekben a fenti egyszerfibb jelolést is a félreértés veszélye nelkiil hasznalhatjuk.
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R* konstrukcidja J. L. DORROHtOl szdrmazik [7]. A tovabbiakban R* mindig
az adott R gyfrit fenti médon konstrualt egységelemes bévitését jeloli.

Bebizonyitunk egy tételt, amelynek a moduluselméleti alkdlmazédsokon
kiviil az is érdekessége, hogy az K™ gyiiriit R Osszes egységelemes bovitései
kozott jellemzi.

Az R gylrii két bovitését ekvivalensnek nevezziik, ha kozottiik olyan
izomorfizmus létesithetd, amelyben R elemei fix elemek. Azt mondjuk, hogy
az R valamely R, bovitése Ti-tulajdonsdgu, ha egységelemes, és barmely G
R modulus esetén R, ugy rendelhetd G-hez operatortartomanyként, hogy G
unitér R;-modulus legyen, s R elemei vdltozatlanul hassanak.” Ha R, R-nek
olyan T)-tulajdonsdgii bovitése, hogy R, egyetlen valodi részgyfiriije sem T3-
tulajdonsagt boévitése R-nek, akkor azt mondjuk, hogy R minimalis 7} -tulaj-
donsdgu bovitése R-nek.

1. TETEL: Legyen R tetszbleges gyiiri. R-nek van T,-tulajdonsdgi bovi-
tése. R bdrmely Ti-tulajdonsdgi bévitése tartaimazza R-nek legaldbb egy
minimdlis T\-tulajdonsdgi bovitéséf. R bdrmely minimdlis T.-tulajdonsdgu
bévitése és R* mint R bovitése ekvivalensek.

BizoNyiTAs: Legyen G tetsz6leges R-modulus. Ekkor az

<rmg=rg+ng  (KnmeR,g€e0)
definicioval a G modulust R*-modulussa tettiik, ahol barmely g(€ G) és r(€ R)
elemre <0,1>g=g és <{r,00g=rg. Az R* tehiat R-nek Ti-tulajdonsagu
bovitése.”
R* minimalis 7:-tulajdonsagii bdvitése R-nek. Legyen ugyanis S R*-ban
olyan részgyiirii, amely R-nek T,-tulajdonségt bdovitése. Ekkor R S. Legyen
S egységeleme <r,, noy. Itt ny==0, s mivel

. <oy Moy ro, MY == <15+ 21070, 5D == o5 Mo,
ni==n,, s igy n,=1 kovetkezik. Minthogy pedig <r,, 0> € S.
‘ {roy 1D =<1, 0> =<0, 1>€ S,

s igy S=R"
Legyen R, R-nek T)-tulajdonsagu bdvitése és tegyiik fel, hogy a G = {a}
végtelen ciklikus csoport trividlis R-modulus. Tekintsiik most a G modulust
olyan unitér R-modulusnak, amelyen R elemei zérus-operatorként hatnak.
Ri-ben az 1 egységelem Aaltal generalt / részgyiirii E-nek homomorf képe, és
minthogy barmely O-t6l kiilonb6z6 n(€ E)-re '
(n-Na=n(l-a)=na=0,

12 Nyilvanval6, hogy R-nek Ti-tulajdonsagii bovitése mindig valédi bovités.

13 A szerzOtol fiiggetleniil és vele kb. egyiddben egy bizonyos specialis esetben ugyanezt
a konsirukciot alkalmazza Reper Liszio [40]. Ezzel kapcsolatban ldsd még R. E. Jounson
[22] dolgozatanak 542. oldalat.
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n-1==0, s igy />~ E. Tovébb4d R,-ben Rn /=0, minthogy [/ elemei koziil
csupan a O hat zérus-operatorként a G moduluson. R, tehat tartalmazza R és
I additiv csoportjdnak R, direkt osszegét. Két r+n-1(€ Ry) alaki elem
szorzata -
+n-DY@s+m-1)=rs+n-1-s+r-m-1+n-1-m-1=
=rs-t+ns+mr+nm-1€R,,
tehat R, részgyiiriije R;-nek. Marmost az '

ryn>—>r+n-1 (r€R; n€kE)

leképezés mutatja, hogy R* és R, R-nek ekvivalens bovitései. Ezzel az
1. tétel bizonyitdsat befejeztiik.

Az 1. tétel lehetdvé teszi szdmunkra azt, hogy a tetszleges G R-modu-
lust unitér R*-modulusnak tekinthessiik. Ha a kovetkezokben azt mondjuk,
hogy G R*-modulus, ez mindig azt fogja jelenteni, hogy a G modulus az
1. tétel bizonyitdsaban leirt ,kanonikus“ modon van az R* operdtortartomdny-
nyal elidtva. Pontosabban, a tovabbiakban adott G R-modulus esetén az

<rynpg (r€R; ncE; g G

szorzat mindig az rg+ng(€ G) elemet fogja jelenteni. Természetesen, ha
valamely vizsgalatban az R gyilirii mdr eleve egységelemes és az 0Osszes
tekintett R-modulus unitér, akkor az R* operdtortartomdny bevezetése tel-
jesen felesleges. Mi a tovabbiakban mindig az altalanos esettel fogunk fog-
lalkozni. Ha azonban valaki vizsgdlatainkat az unitér modulusok esetére
akarja specializalni, ezt konnyen megteheti, hiszen semmi nehézséget nem
jelent az &ltalunk - bevezetett fogalmaknak és alkalmazott modszereknek az
unitér modulusok esetére vald értelemszerii modositasa.™

Legyen g a tetszbleges G R-modulus valamely eleme. R 0sszes olyan
r elemeinek L halmaza, amelyekre rg =0, R-ben balidedlt alkot. Az iroda-
lomban (ldsd pl. [23], [33]) ezt a balidealt nevezik a g elem rendjének.
Amennyiben G unitér R-modulus, az elem rendjének fenti definicioja toké-
letesen kielégitd. Ekkor ugyanis a g elem altal genérdl ciklikus részmodulus
izomorf az Rg/Lr faktor modulussal, ahol L a g elem rendje. Ha azonban
G nem unitér R-modulus (pl. trividlis R-modulus), akkor az elem rendjének

14 Szenprer Jinos a fenti konstrukcionak a kovetkez$ érdekes interpreticidjat adta:
Legyen R tetszbleges gyilirti és G egy R-modulus. Legyen tovabba A= {a} egy olyan
ciklikus R-modulus, hogy ra 4 na=-0 (r € R; n€ E) esetén sziikségképpen r=0, n==0 ko-
vetkezzék. Ekkor az A modulus & (A) teljes endomorfizmusgyiiriije az R gyiirii R*-gal ekvi-
valens bdvitése. Ha 7€ &(A),g€G és ay=ra-+ na, akkor legyen: #.g-=rg-+ ng.
E definiciéval a G R-modulust olyan unitér &§(A)-modulussa tettiik, hogy az R* =< &(A)
ekvivalencianal az r(€ R) elemnek megfeleld ¢ (€ &(4)) endomorfizmusra fenndll a g —=rg
egyenloség minden g(€ G) esetén.
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fenti definicidja alapjan az elem ciklusarol altaldban semmit sem mondhatunk.
Ezért célszerlinek latszik e definiciét mddositanunk.

A tetszbleges G R-modulus valamely g elemének rendjén az R* gyiirii
Osszes olyan <r, n> elemeibdl &ll6 balidedljat értjiik, amelyekre <r,n>g==0.
A g elem rendjét O(g)-vel jeloljiik. Nyilvanvalo, hogy az elem rendjének
most bevezetett fogalma természetes altalanositdsa az elem rendje fogalmanak
kozonséges Abel-féle csoportok, tehat O-modulusok esetében. Valoban, ha az
a elem rendje a kozonséges értelemben n, akkor a-t pontosan a O0*=~FE
gyliri n altal generdlt féidedlja annullalja, és megforditva.

Bérmely R modulusnak van egy és csak egy olyan eleme, amelynek
rendje az R* gyiirli: ez a O elem. Ha az a elem rendje az k* gyiirii zérus-
idedlja, akkor az a elemet zérus rendii, vagy roviden O rendil elemnek hivjuk.
Vannak olyan modulusok, amelyekben barmely O-t6l kiilonbozé elem zérus
rendii. Az ilyen modulusokat forziomentes modulusoknak nevezzik.

Minthogy a G R-modulus valamely g elemének {g} ciklusa az Osszes
rg+ng (r€R, n¢E) alakti elemek halmaza, ezt egyszeriien igy fejezziik ki

{g}=FRK"'g. Az
{ryny—<Lr,n>g r,n>€eR)

leképezés alapjan konnyili belatni, hogy

Rin/O(@w = R*g = {g}.

Ha specidlisan O(g)==0, akkor R{r=={g}.

Az elem rendjének fogalmaval kapcsolatban még megijegyezziik, hogy
az R* gyiirii barmely L balidedljahoz konstrudlhaté olyan R-modulus, amely-
nek alkalmas a elemére O(a)= L. Val6ban, konnyii belatni, hogy az R{ry/Lw,

aktormodulusban a <0,1> (€R*) elem mellékosztalydnak rendje L.

4. §. A linearis rang

Az el0z6 paragrafusban bevezetett K* operatortartomdny segitségével a
fiiggetlenség definicidja is egyszeriibben fogalmazhatd meg. E szerint egy G
R-modulus valamely S=(..., b,,...) elemrendszerét fiiggetiennek mondjuk,
ha S barmely véges
8)) b5 ooy by,
részrendszerére barmely

<r1, n]>b,,l+ ce +<f?;, nk>b,,k =0 (<f,', IZ5> ERYi=1,..., k)
alakt relaciobol
(2) <f1, n1>b-1/1: b =<rlc; nlr>bvk:0
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kovetkezik. Ha az (1) alatti elemek valamennyien zérus rendiiek, akkor a (2)
relacié ekvivalens a kovetkezbvel:

Ky, =+ =1y, 1> =<0, 0.

Tekintsiik a tetszéleges G R-modulus zérus rend{i elemei halmazanak
osszes maximalis fiiggetlen részrendszereit. Ezen elemrendszerek szamossagai-
nak minimumat a G modulus linedris rangjdnak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy a G R-modulus Ty-fulajdonsdgi, ha barmely O rendii
elemének ciklusa torzidmentes €s e ciklusban barmely két O-t61 kiilénboz6
elem ciklusainak metszete is 0-t6l kiilonboz6,®

Megmutatjuk, hogy 7.-tulajdonsadglt modulusokra érvényes a ,kicserélési
tétel“:

2. TETEL: Legyen G Ty-tulajdonsdgu R-modulus és
(A) : A,y .y O
(B) by, b
G-nek két olyan csupa O rendii elemekbdl dllo véges elemrendszere, hogy (A)
fiiggetlen, de mindegyik eleme fiigg a (B) rendszertél. Ekkor j=k és a
by, ..., by elemek sorrendjét alkalmasan megvdlasztva a (B) és az a,...,aq;,
biv1, : .., b elemrendszerek linedrisan ekvivalensek.

BizonyiTAs: Mindenek el6tt megmutatjuk, hogy a G modulusban 0
rendii elemekbdl allo elemrendszerek linearis ekvivalencidja tranzitiv. Ehhez
elegendd azt belatnunk, hogy ha a gi,..., (€ G) és hy, ..., h.(€ G) csupa
0 rendit elembdl allo rendszerck linedrisan ekvivalensek, tovabba a tetszoleges
g(€ G) 0 rendil elem fiigg az egyxk rendszertdl, akkor fiigg a masik rend-
szertdl is. Legyen

(3) <o, llo>g=<f1, fl1>g1+-'-+<fz, nl>gl {to, ”0>#<0, 0>
<f10, n10>g1 == <r11) ni1>h1 + e +<r1m, nlm>hm <r10; n10> :‘: <0) O>
4)
<ho, Mo> g1 = <fu, my>hi+ -+ <Fim, Nom ) A <o, oy =<0, 0.

Minthogy a (3) és (4) képletekben szerepld valamennyi elem O rendid, a
T2-tula]donsag révén K* alkalmas <{Sa,ia>(==<0,0)) és <si,i> elemewel

(e==1,...,1) fennallnak a kovetkez6 egyenl8ségek:
; <S1y Ly <I‘1, ﬂ1>g1 =<5, 1’> {ro, Hm>g1
<83, by <31; i1> 1y, f12>gz == <S;; i <f2o; N> &2

6))
2 Suy By oo {8y, ) <81, by LI, PG == <Sz, it ><rw, mopgi.

15 KozOnséges Abel-féle csoport mindig Ty-tulajdonsagi, viszont példak mutatjak, hogy
a T,-tulajdonsag operatormodulusokra altaldban mar nem teljesiil. .
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Marmost (3)-at (balr6l) <s,, i,>-gyel, (4) els6 egyenletét (balrdl) <si, i>-vel
beszorozva, a (3) beszorzott alakjdban az <s,, i,> <{r, n,>g; elem (5) els6 egyen-
lete alapjan a h; elemek egy (R* feletti) linedris kombindcidjaval helyettesit-
hetd. Az igy nyert kifejezést <s,, i,>-vel, (4) masodik egyenletét <s;,i>-vel
beszorozva ismét (5) alapjan helyettesitiink, s ezt az eljarast folytatva azt

kapjuk, hogy az
<Sl ’ il> M <S2; i2> <Sl ) i1> <r0: nl)>g (:*: O)

elem benne van a G modulus {A,,..., h.} részmodulusdban, tehat g fiigg a
hy, ..., ha elemrendszertl.

Tekintsiik most a tétel feltételeinek eleget tevd (A) és (B) elemrendsze-
reket. A tétel allitdsa nyilvanvaldan igaz, ha j=0. Tegyiik fel, hogy a tételt
mar bebizonyitottuk j—1-re.

Minthogy az a,,...,a;-1 elemrendszer fiiggetlen és minden eleme fligg
(B)-tol, indukcids feltevésiink értelmében j—1=k és a b,...,b: elemek
sorrendjének alkalmas megvdlasztasival a

6) . : by, ..., b
(7) Quy ey @y, by ool b
rendszerek linearisan ekvivalensek. Minthogy a; fligg a (6) rendszertdl, igy
fiigg a (7) rendszertdl is, tehat fennall egy

<t, mo>aj.= <ty mpay - Ny + <1, m'j~1>ai-l+ :

+<l‘j, mj>bj+ vee +<l‘1.-, mk>bk (<f0, m0>:|:<0, 0
alaka relacio. Ebbol az (A) rendszer fiiggetlensége miatt kovetkezik, hogy
J=k és hogy a <t;, mp,...,tk, myy elemek koziil legalabb egy, mondjuk
<t;, my> kiilonbozik <0, 0>-tol. Ekkor
Ky mi>bj=—<t, mpay— -+« —<t, M1 381+

+<t, mo>aj'—<tj+1, Mg Db — -+ — b, M by,
tehat a b; elem fiigg az
8) Qyy ooy @y bjsr, ooy b
elemrendszertél. Minthogy pedig igy a (7) és (8) elemrendszerek linedrisan

ekvivalensek, a tranzitivitds miatt ugyanaz ail a (6) és (8) rendszerekre is, s
ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. :
3. TETEL: Legyen G T,-tulajdonsdgi R-modulus. G zérus rendii elemei-
nek bdrmely két maximdlis fiiggetlen rendszere egyenld szdmossdgu.
KOROLLARIUM: Ty-tulajdonsdgu modulus linedris rangja megegyezik a
modulus O rendii elemei tetszileges maximdlis fiiggetlen rendszerének szdmos-
sdgaval. ’
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BizoNYiTAs: Legyen A és B a tétel feltételeinek eleget tevd két elem-
rendszer. Ha koziililk barmelyik véges, a tétel allitdsa azonnal kovetkezik a
2. tételbol.

Tegyiik fel tehat, hogy A szdmossdga m, B szamossdga n, tovabba,
hogy m>n és mindkettd végtelen kardindlis szdm. Jeloljiik C-vel B 0sszes
véges részhalmazainak halmazat. Minthogy A minden eleme fiigg B-t6l, A
minden a, eleméhez tekintsiink egy és csak egy

(g) <r1u nv>av = <r1'1y nvl>bv, + - +<r1,k, an‘.>brk
: (<r’l" n1’>:}:<0, O>} b‘l',y sty b"}; E B)

alaku (biztosan létez8) relaciot. Ekkor az a leképezés, amely A minden a,
eleméhez az egyértelmilen hozzérendelt (9) relaciéban fellépd b,,,..., b, ele-
mek halmazdt mint C elemét rendeli hozzd, A-nak C-be valé egyértelmii
leképezése, s igy a 2. lemma szerint A-nak van olyan végtelen részrendszere,
amely B-nek valamely véges részrendszerétol fiigg. Ez azonban ellentmondésban
van a 2. tétel allitdsédval. Az ellentmondas oka nyilvdn az m >u feltevés, s

mivel A és B szerepe teljesen szimmetrikus, kovetkezik, hogy m=n; ezzel
a tételt bebizonyitottuk.’ '

4. TETEL: Legyen H a G T,-tulajdonsdgi R-modulus részmodulusa.
Ekkor G linedris rangja megegyezik a H és G'H modulusok linedris rangjd-
nak Osszegével.

BizonyiTAs: Legyen h, (v€4d) a H, g, (w€ ') a G/H modulus zérus
rendii elemeinek valamely maximalis fiiggetlen rendszere, s tegyiik fel, hogy
a gu (uer') elemrendszer szamossdga éppen G/H linedris rangja. A tétel
bizonyitisdhoz elegendd megmutatnunk, hogy az
(10) S=(.., by, .0, Qus.. Jreaper (g-€8w)
elemrendszer G zérus rendfi elemeinek maximdlis fiiggetien rendszere.

El8szor is vilagos, hogy S minden eleme O rendii. Tovdbba, tegyiik fel,
hogy S elemei kozott fennall egy

(A1) <y aphy Ao 4 ey MRy + S5, MG+ + o + K81, Mip Gy =0
alaka relacio. A G/H fraktormodulusra attérve

Sty My Gy + ++ o + <51, DGy, =0
adddik, ahonnan a g, elemrendszer fiiggetlensége miatt

Sy My = - #<SI, my =<0, 0>

16 E helyen talan érdemes megjegyezni, hogy a fenti bizonyitashoz hasonloan a test-
elméletben a transzcendenciafok invarianciajara is egy elegins bizonyitds adodik. Lasd [30].
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kovetkezik. Igy a (11) egyenl6ségbol
<f1, n1>h1', + .- +<rkr n’-‘>h1’k - O’
s most a h, elemrendszer fiiggetlenségébdl kapjuk, hogy
<r15 n1>= =<’k; nk>= <0, 0.
Tehat a (10) elemrendszer fiiggetlen.
Végiil a (10) rendszer maximalis voltadt kell megmutatnunk. Legyen g
a G modulus valamely O rend{i eleme. Ekkor okvetleniil fennall egy

(]2) <f, ”>g=<t1'jl>g#'x+"'+<tp:jp>gﬁ’p+h
alaku reldcio, ahol h€ H és {r,n>==<0,0>. Ha & nem O rendii elem, azaz
ha valamely <s, m>==<0,0> elemre s, m>h—=0, akkor

(13) <S’ m> <I‘, n>g = <S, m> <tl’jl>gﬂ-’1+ w1, m> <t1”jp>g#'p‘
Ha h zérus rendii elem, akkor fenndll egy
(14) 'y noh =<2, iDhy,+ -+ +<2q, D hy, (7, n>=<0,03)

alakii relacio. A (12) egyenletet balrdl <r’, n’>-vel szorozva, s az igy nyert
egyenlOségbe (14) alapjan helyettesitve az

(15) r', n'"><r, n>g=<z, i1>h1f', 4+ 4-<2y, iq>hv’q+ <f', fl'> <t1;jl>gu’. -+
+ L1, ”’><tp;jp>g#’p

relaciot nyerjiik. Figyelembe véve, hogy g zérus rendii elem és G Tj-tulaj-
donsagui modulus, <s,m><{r,n>g==0 és ', n'><{r,n>g =0, tehat (13) és
(15) szerint g mindkét esetben fiigg az S elemrendszertol.

Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

A T,-tulajdonsdgtt modulusokkal kapcsolatos dudlis - problémat oldja
meg a kovetkezd

5. TETEL: A fetszdleges R gyiirii akkor és csak akkor olyan, hogy bdr-
mely R-modulus Tytulajdonsdgi, ha R* zérusoszidmentes gyiirii és bdrmely két
O-tol kiilonbozo baloldali féidedljdnak metszete is kiilonbozik 0-tol.”

BizonyiTAs: Tegytik fel, hogy az R gyiiriire barmely R-modulus 7,-tulaj-
donsagu. Ekkor specidlisan R{z, is T,-tulajdonsagu. Mivel a <0,1> elem 0
rendii és R* barmely {r, n) eleme benne van a {<0, 1>} ciklusban, igy ha
<r,n> +<0,0>, a T,tulajdonsdg miatt <s, m><r, n>=<0,0>-b6l <s, m)=
=0, 0> kovetkezik, tehat R* zérusosztdmentes gyiirii. Tovabba tegyiik fel,
hogy L valamely R-részmodulusa R*-nak. Ha <t,I>€ L és <z, k> tetszbleges
R*-beli elem, akkor :

2 Kt =zt + 1z kt, kD> = (2t 421, 0>+ <kt, k> —
=<2, 0><t; l> +k<t’ I>€ L:

17 A tételben a ,baloldali féidedljanak” kifejezés helyettesithetd a ,balidedljanak® szoval.

2 HL Osztaly Kozleményei VIil/4
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tehat L az R* gyiirii balideédlja. Ezt figyelembe véve a T,-tulajdonsagbol
kovetkezik, hogy R* barmely két O-t6l kiilonb6z6 balidealjanak metszete is
0-t6! kiilonbozo. )

Megforditva, legyen G tetszbleges R-modulus és R* olyan zérusoszto-
mentes gylirii, amelyben barmely két O-tdl kiilonb6zé baloldali f6éideal met-
szete is O-t6] kiilonb6zd. Megmutatjuk, hogy G T,-tulajdonsagu R-modulus.
Legyen g G-nek O rendii eleme, és tekintsik a {g} ciklust. Ez az osszes
r,n>g alakii elemekbdl all. Ha <r, n> 4=<0, 0>, akkor {r,n>g =0, s mivel
R* zérusosztomentes, az <s,m><{r,n>g=0 egyenldségbdl s, m>=<0,0>
kovetkezik, tehat <{r,n>g is O rendit elem. Legyen tovdbba <t, >==<0,0).
Ekkor <{t, Dg==0, s az R* gyiiriire kir6tt feltétel miatt van olyan <{z, k> és
{23, ksy elem, hogy

<, k< =<2, k> <t > =<0, 0).
fgy az {<r,n>g) és {<t, Dg) ciklusoknak a
<2’1, kl> <f, n>g= <22, k2><t; l>g
elem O-t6l kiilonboz6 kozds elemiik. Ezzel bebizonyitottuk, hogy G. T,-tulaj-
donsagu R-modulus.

Végiil megmutatjuk, hogy van olyan S gyiirii, amely kielégiti az 5. tétel-
ben szerepld feltételeket. Az egyelemit gyiirii mindenesetre ilyen. Lassunk most
egy nem trividlis példat. Legyen E[x] az E gyiirii feletti egyhatarozatlanos poli-
nomok gyiiriije. Jeloljiik S-sel E[x]-ben az x é&ltal generdlt idedlt. Konnyii
belatni, hogy ekkor S* =~ E[x]. Az E[x] gyiirii zérusosztdmentes és kommutativ.
E tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy ha f(x)==0 és g(x)+0, akkor
J(x)-g(x)==0, s f(x)-g(x) eleme mind az f(x), mind pedig a g(x) altal gene-
ralt idedlnak. S tehat valdban kielégiti a kivant feltételeket. Ezzel kapcso-
latban érdemes még hangsiilyozni, hogy az S*=¢ E[x] izomorfizmus alapjan
az § gyiiriivel mint operatortartoméannyal ellatott modulusok eimélete dsszeesik
az unitér E[x]-modulusok elméletével.

5. § Szabad R-modulusok

E paragrafus targya a szabad R-modulusok legaltaldnosabb értelemben
vett fogalmanak bevezetése, s e fogalomra vonatkozd alapvetd tételek bizo-
nyitasa.

Egységelemes gyfirtik esetében az unitér szabad R-modulus fogalma
mar szerepelt az irodalomban.”® E fogalomnak azonban az volt a hianyos-
saga, hogy egy ilyen szabad R-modulus faktormodulusaként csak unitér

18 Eszerint ha R egységelemes gyfir{i, egy unitér szabad R-modulus Rp-rel izomorf
R-modulusok direkt Osszege.
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R-modulusok allithatok eld. Mi az alabbiakban tetszéleges R gyfirii esetén a
szabad R-modulus fogalmdt annyira Aaltalanosan fogjuk definidlni, hogy e
fogalom kielégiti azt a vele szemben tamasztott természetes kovetelményt,
hogy barmely R-modulus valamely szabad R-modulus faktormodulusaként
alljon el6. A szabad R-modulusok fogalmanak meghatirozdsat megkonnyiti a
3. §-ban bevezetett jelolési mod.

Jelvljon R tetszOleges gyiiriit.

(I) Legyen S az x. szimbolumok rendszere, ahol « befutja az m szi-
mossdgu A halmazt. Tekintsiik most az

k
f= ;} iy M3 Xa, (ri, > € RY)

formalis (véges tagszami) Osszegek FU halmazit, ahol az «;(i=1,...,k)
indexek paronként kiilonbozok. Egy ilyen f kifejezést R feletti linedris formanak
neveziink. Ha minden i-re <{r;, n;> =<0, 0>, azt irjuk, hogy f=0. Két

4

Z {raj, n2j>x¢z2j

k
h= ;(fu’, ni>Xae,; € f2=]_1
linearis format egyenlének tekintiink, ha minden olyan i, j indexpdrra, amelyre
@ = as;, az I, nuy = <re, nz; ) egyenléség kovetkezik, tovabba, ha vala-
mely i-hez nincs olyan j index, hogy ei; = @s; volna, akkor {ry;, ni;> =<0, 0>
és megforditva. Az F® halmazt R-modulussa tehetjiik a miiveletek kovetkez6
definicidjaval:

a) Legyen s az R gyiir(l tetszbleges eleme. Ekkor

k k
sf—= ; (s<riy 1) Xa;= ;@h + ;5,0 Xa, -

b) Legyen ' l
fi= ; iy MdXeys fo =j§1 {Tojy M3y Xy
Ekkor . l
(16) h +f2=§ {ri, n1i>xali+;<r2j; N3 Xay.s

ha még az igy nyert kifejezést linedris formava tessziik azéltal, hogy a lehet-
séges ,0sszevondsokat“ elvégezziik, azaz (16)-ban mindazokra az i,j index-
parokra, amelyekre «y=as;, az <ru,MiyXe; €s <ry, N2 Xay; tagokat
i rej, mii— e xq ,-vel helyettesitjiik.

(II) Legyen A egy m szdmossagu halmaz és G, minden « (€ A) indexre
egy Rig-rel izomorf R-modulus. Jeloljik F@-vel a G. modulusok direkt

osszegét: FO = D' G,.

a€A

2%
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(I1I1) Legyen FUY olyan R-modulus, amelyhen létezik olyan m szamos-
sagl X=(..., Xa, ...) elemrendszer, hogy a modulus barmely feleme egyér-
k

telmiien irhaté az f— > <r;, ni)xe, véges tagszami Osszeg alakjaban.
=1

Koénnyen belathatd, hogy az (1), (II) és (lll)-ban definiait F®, FUb és F@m
R-modulusok izomorfok. Ezt, a fentiekben hdrom kiilonb6z6 modon realizalt,
de izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatarozott F objektumot szabad
R-modulusnak nevezziik. Minthogy az F szabad R-modulust az R gyiirii és az
m szamossag lényegében egyértelmilen meghatirozza, jelolésére az R(ut)
szimbolumot hasznaljuk. A (III)-ban szerepld X elemrendszert az FI® modu-
lus szabad bdzisdnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy FU"-nek szabad bazisa az
osszes <0, 1> x.(a € A) elemek halmaza, FIV szabad bazisa pl. azon ga(€ Ga, c€A)
elemek oOsszessége, amelyek az R(r = G, izomorfizmusokban a <0, 1> elemnek
felelnek meg. — Tekintsiikk R(m) Osszes szabad bazisat. E szabad bazisok
szamossdgainak minimumat az R(m) szabad R-modulus szabad rangjdnak
nevezziik. Ha R(m) szabad rangja n, linedris rangja v, akkor nyilvanvaldéan
fenndllnak az r = n = m egyenldtlenségek. Ha R az el6z6 paragrafus 5. téte-
lében szerepld feltételeket kielégitdé gyfirfi, akkor r=n=m.

6. TETEL: Bdrmely G R-modulus izomorf valamely szabad R-modulus
egy faktormodulusdval.

BizONYITAs: Legyen S==(...,aq,...)eca @ G R-modulus valamely gene-
ratorrendszere, s fekintsilk azt az F szabad R-modulust, amelynek szabad
bazisa az a. (a € A) elemeknek kolcsdnosen egyértelmii modon megfeleld x,
elemek X halmaza. Az

{ny M>Xa, w0+ Ty M) Xay, —> NAa, + Mo - o0+ 5Qay -+ Mia,
leképezés nyilvdnvaléan F-nek G-re vald homomorf leképezése, s igy a
homomorfizmus-tétel szerint G valdban izomorf az F modulus valamely F'H
faktormodulusaval. ' .

A bizonyitasbdl az is kovetkezik, hogy ha a G modulusnak van wm szd-
mossdgu generdforrendszere, akkor G mdr egy olyan szabad R-modulus vala-
mely faktormodulusdval izomorf, amelynek szabad rangja nem nagyobb m-nél.

Ha a 6. tétel bizonyitdsdban szerepld F modulus H részmodulusinak az

Jo==<rp1, N> xp1+ - +<Targ, Nprg>Xpig (BeB)
elemek U halmaza generdtorrendszere, akkor a G modulusban az U rend-
szernek megfelel az

Tor@p—+Ng1@g+ - -+ =+ TaxgQpug + NpxgQpicg =10 (8€B)
relaciok rendszere, amely nyilvdnvaldéan rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy a G modulus elemei kozott fenalld barmely reldcio e relaciérendszerbol
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levezethetd. Egy modulus bizonyos elemei kozott fennallo, relacioknak fenti
tulajdonsdgit rendszerét a modulust definidlo reldcick rendszerének hivjuk.

Bdrmely G R-modulus megadhato egy bizonyos elemhalmazra vonatkozo
definidlo reldciok rendszerével. Megforditva, ha adva van egy R gyiiri, egy M
elemhalmaz és egy M-re vonatkozo R feletti reldcidrendszer, akkor létezik egy,
és izomorfizmustol eltekintve csakis egy, olyan R-modulus, amelyre nézve a
tekintett reldciok definidlo reldciok rendszerét alkotjdk..

Most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

7. TETEL: Ha a G R-modulus valamely A részmodulusa szerinti faktor-
modulusa szabad R-modulus, akkor A G-nek direkt dsszéadanddja.

BizoNyiTAs: Legyen G/A szabad R-modulus és S=(...,q,,...)ecr
e modulus valamely szabad bazisa. Minden @,(o € P) mellékosztalybol egy-
egy a, reprezentins elemet kivdlasztva nyilvanval6, hogy a G modulus

"B=/{...,a,,...}Joer részmodulusa szabad R-modulus az (..., a,, .. .).cp szabad
bazissal, s hogy An B=0. Minthogy masrészt barmely A szerinti mellék-
osztaly tartalmazza B-nek valamely elemét, fenndli a
G=|{AB}=A+B
egyenldség, q.e. d.

A tetszbleges H R-modulust Ty-tfulajdonsdginak mondjuk, ha abbdl,
hogy H a G R-modulusnak homomorf képe, kovetkezik, hogy G-nek van H-val
izomorf direkt Osszeadanddja. A 7. tételbdl és bizonyitasbol nyilvanvalo, hogy
barmely szabad R-modulus 7-tulajdonsidgu. Felvethetd tehat a probléma: a
Ts-tulajdonsag jellemzi-e a szabad R-modulusokat? E kérdésre a pontos
valaszt megadja a

8. TETEL:® Egy H R-modulus akkor és csak akkor Ty-tulajdonsdgu, ha
direkt dsszeadanddja valamely szabad R-modulusnak.®

BizonyiTAs: Haa H R-modulus 7;-tulajdonséagi, akkor minthogy szabad
R-modulus faktormodulusa, szabad R-modulus direkt dsszeadanddia is.
Megforditva, legyen H az F szabad R-modulus direkt 6sszeadandoéja:

17 F=H+K,
és a G R-modulus homomorf képe: G ~ H. Megmutatjuk, hogy G-nek van

19 Az unitér modulusok specidlis esetében a tétel allitasdval tartalmilag megegyezd
allitas be van bizonyitva Cartan és EiLenBerc konyvében. (Lasd [6], Proposition 24, 7. old.)

20 Hogy szabad R-modulus direkt dsszeadanddja nem okvetleniil szabad modulus,
mutatja a kovetkezd egyszeril példa: B = E{p szabad E-modulus, amelynek B, maximalis
trividlis részmodulusa 0-tol kiilénb6zd, minthogy példaul <n, —n> (n & 0) Bj-nak 0-t6l
kiilénb6z6 eleme. Mivel E egységelemes gyfiri, B, B-nek direkt Osszeadanddéja. Masfeldl
B, nem szabad E-modulus, hiszen egyetlen 0 rendii eleme sincs.
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H-val izomorf direkt 0sszeadandoja, azaz H Ti-tulajdonsagi. Jeloljiik F-nek a
((17) direkt felbontas alapjan) H-ra valoé projekcidjat e-nal, G-nek H-ra valo
homomorf leképezését n-val. Legyen F valamely szabad bazisa az x,(a € A)
elemek halmaza. Ekkor minden «(€ A) indexhez meghatdrozunk egy és csak
egy olyan g.(€ G) elemet, amelyre gon=Xxz¢. Az Xo— g. (« € A) leképezés
F-nek G-be valo valamely = homomorf leképezését indukdlja. Megmutatjuk,
hogy H bérmely h elemére (ht)r— h.”* Legyen ugyanis h=<,r;, n,)Xq,+ -+-
soo + LIy M) Xa,. Ekkor egyrészt h— he =<y, 1) (Xe,8) 4 -« + {1, M (Xe, 8),
masrészt (ht)n=<r1, 1) Xe, T) 1+« <1y 1) (X, T) 1] =<1y N> (Xary8) -+
oo =i, M (X, 8), s igy valoban (ht)n=~h. Ebbo6l kovetkezik, hogy ha
h==0, akkor ht==0. Tehdt a G modulus H< részmodulusa izomorf H-val.
Jeloljik M-mel G-ben az n homomorfizmus magjat, azaz mindazon g(€ Q)
elemek halmazat, amelyekre grn=0. Megmutatjuk, hogy G= Ht -+ M. Min-
denesetre vildgos, hogy HtnM=0, mivel (ht)y=0-bol h=0 s igy
ht =0 kovetkezik. Azt, hogy {Ht, M} = G, a kovetkezOképpen lathatjuk be.
Legyen z tetszdleges (G-beli elem, ekkor
z=(zn)t+[z—@n)].

Minthogy zn € H, ezért (zn)t € Hv, tovabba

[z—(zn)eln = zn—[@n)e]y=2y—21=0,
tehat {z—(zn)t] € M. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Kozonséges Abel-féle csoportok esetén a T,-tulajdonsdg a szabad Abel-
féle csoportokat jellemzi. Ennek az az oka, hogy szabad Abel-féle csoport
barmely részcsoportja, s igy méginkabb barmely direkt Osszeadanddja is
szabad Abel-féle csoport. Ez azonban operdtormodulusok esetén dltalaban
mdar nem érvényes. Ismeretes, hogy ha az R egységelemes gyiirli zérusoszto-
mentes és barmely balidealja (baloldali) foidedl, akkor barmely unitér szabad
R-modulus barmely részmodulusa is szabad. C. ]. EVERETT megmutatta, hogy
az R gyiiriire vonatkoz6 fenti kikotések sziikségesek is a tétel érvényességé-
hez [10], [11]. Mi az aldbbiakban e tételnek az altaldnos esetre vonatkozo
analogonjat bizonyitjuk be.

9. TETEL: A fetszdleges R gyiirii akkor és csak akkor olyan, hogy bdr-
mely m szabad rangu F szabad R-modulus bdrmely H részmodulusa is szabad
és szabad rangja nem nagyobb wm-nél, ha R* zérusosztomentes baloldali
Joidedlgyiirii.

BizonyiTAs: Legyen R olyan gyiiri, hogy ha F szabad R-modulus,
amelynek szabad rangja m, akkor F barmely H részmodulusa is szabad és
szabad rangja nem nagyobb m-nél. Ekkor az R(z) 1 rangu szabad R-modulus

21 A leképezéseket jobboldali operatorként irjuk.
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barmely 0-t6l kiilonboz6 részmodulusa is 1 rangu szabad R-modulus. Mint-
hogy az 5. tétel bizonyitisdban megmutattuk, hogy R{(z részmodulusai és R*
balideéljai 6sszeesnek, most mér csak azt kell bebizonyitanunk, hogy ha
<r, ny =<0, 0>, akkor az

(18) <s, my<r, > =<0, 0>

egyenldségbol <s, m>=<0, 0> kovetkezik. Tekintsiik az R{r modulus R*<r, n>
részmodulusat. Ekkor van olyan <{r,, n,>(€ R{r)) elem, hogy O(r,, n,y)=0
és R*<r, n> = R*{ryn,>. Innen, alkalmas {u, k>, {v, [> elemekre

(19) oy N> =L, k>{r,ny és <r, np==<v, >, ny).

Ebbol
oy oy =<t k) <r, ny =<, k) <v, [><ro, 0o,
(<0, 1>—<u, k> <v, 1D)<ro, 1> =<0, 0,
) O, 15—u, ky v, 1> =<0, 0,
tehat

(20) <, k> <o, > =<0, 1>
kovetkezik. Tovabba fennall a kovetkezd Osszefliggés:
Oy, D)E Oy, D) S-S Oy, DY) E...,

s mivel R* barmely balidedlja (baloldali) féideal, tehat R balidealjaira nézve
maximumkdvetelménynek tesz eleget, van olyan i/ természetes szam, amelyre
O, 1>2i) = O, l>2i+l)-

A (18) és (19) egyenlbségekbdl
s, mp vy 1 <o,y oy =<, my<r, =<0, 0,

igy

(21) s, my e, 1> =<0, 0.
(20) alapjan

(22) <s, my = <s, m) <, ky¥'<e, 1,

s igy (21) miatt
s, m> (v, ¥ = s, m> u, K<, DY = 0, 0.

<s, m> u, ¥ € O(Gr, D) = O(Cy, DY),
tehat (22) alapjan (s, m>=<0,0>, s ezzel a tétel allitdsanak egyik felét bebi-
zonyitottuk.

Megforditva, tegyiik fel, hogy H az m szabad rangl F szabad R-modulus
valamely részmodulusa, s hogy R* zérusosztomentes baloldali fbideélgyiiri.
Megmutatjuk, hogy H is szabad R-modulus. Legyen az F modulus valamely
m szamossagu szabad bazisa jolrendezett: '

Xiy XoyeooyXoyonn (v < 4).

Ebb6l
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Ekkor F barmely f(Z=0) eleme egyértelmtien felirhatd
=L, n) Xy 4 oo 1y X,

alakban, ahol 7 <.+ <». é <r,n>=+0,00 (i=1,...,k). A w-t az
f elem ufolso indexének, az <{r., ni>-t pedig az f elem utolsé egyiitthatéjdnak
nevezziik. Tekintsiik //-ban azokat az elemeket, amelyeknek utols6 indexe
legkisebb a H-ban fellépd elemek utolsd indexei kozott. Nyilvdnvald, hogy a
legkisebb utols6 indexhez tartoz6 utolsé egyiitthatok R*-nak egy L(==0) bal-
idedljat alkotjdk. Legyen {s,, m,> az L-nek valamely — feltevésiink szerint
létez6 — generdtoreleme, és c egy olyan H-beli legkisebb utolsd indexii
elem, amelynek utolsé egyiitthatoja <s,, m,»>. Minthogy R* zérusosztomentes
gylirti, a {c} részmodulus szabad R-modulus, s minden olyan h(€ H) elem,
amélynek utolsd indexe megegyezik ¢ utolsé indexével, benne van a {c}-ban.
Alkalmas <r, n> elemre ugyanis h és {r, n>c utols6 egyiitthatéja megegyezik,
s igy fenn kell dllnia a h=<r, n>c egyenldségnek. Ellenkez6 esetben
ugyanis a h'=h—<{r, n>c H-beli és O-t6l kiilonb6zd elem utols6 indexe
— feltevésiinkkel ellentétben — kisebb volna ¢ utols6 indexénél

Legyen most S==(...,¢y,...)yer olyan H-beli elemrendszer, amely
maximdlis a kovetkezd tulajdonsdgokra nézve: a) S szabad bazisa az {S}
részmodulusnak; b) ha a h(€ H) elem utolsé indexe nem nagyobb a c, ele-
mek valamelyikének utolsd indexénél, akkor h€{S}. Ilyen S elemrendszer
létezését ZORN lemmaja biztositja. Megmutatjuk, hogy {S} = H, ami éllitdsunk
igazolasét jelenti. Tegyiik fel ugyanis, hogy {S}c H, és H-nak {S}-en kiviil
fekvd elemei kozott tekintsiik a legkisebb utolsé indexii elemeket. Ezek koziil
valasszunk ki egy olyan ¢, elemet, amelynek utols6 egyiitthatdja generator-
eleme R® ama balidealjanak, amelyet a tekintett utolsé indexszel biré H-beli
elemek utolsd egyiitthatdi alkotnak. {c,} szabad R-modulus és H-nak pontosan
azokbol az elemeib6l all, amelyeknek utols6 indexe megegyezik ¢, utolsé
indexével. Masrészt, mivel ¢, az S rendszert6] fiiggetlen, az (S, ¢;) elemrend-
szerre teljesiil az a) és b) kovetelmény, s igy ellentmondasba Kkeriiltiink az
S elemrendszer maximalitisdnak kikotésével. Tehat {S} = H.

Végiil, minthogy béarmely »(< 4) rendszamhoz S-nek legfeljebb egy olyan
eleme lehet, amelynek utols6 indexe éppen », nyilvanvalo, hogy az S elem-
rendszer szamossaga legfeljebb m, tehat H szabad rangja =m.

Ezzel a 9. tételt teljesen bebizonyitottuk.
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