Tudomanyos kozlemények

A CIKLIKUS CSOPORTOK FAKTORIZACIC)JANAK
PROBLEMAJAHOZ

HA]OS GYORGY lev. tag
Eldadta az 1950. februar 16-dn tartott feIolvaso ulesen

1. Legyen C egy Abel-féle csoport, A és B e csoport elemeinek egy-egy
részhalmaza (komplexusa). Azt mondjuk, hogy C az A és B részhalmaz
szorzata :

C=AB,

ha barmely c€C elemhez taldlhato a€A és b€B ugy, hogy c=ab, és e
feltételt kielégitd a és b elemek csak egyféleképpen hatdrozhatok meg. A C=AB
elballitas a C csoportnak egy szorzatelddllitdsa (faktorizdcidja). Nem konnyfi
cgy C csoport valamennyi szorzatel6allitisat megadni. Ez e csoport faktori-

Ha A alcsoportja C-nek, akkor A mellékosztalyainak egy-egy elemébol
alakitott B részhalmaz AB szorzatei$dllitdst szolgéltat. Tehat csak azok a
szorzatelGallitdsok érdekesek, amelyeknek egyik tényezbje sem alcsoport. llyen
szorzatelballitdsok is vannak, amit a kovetkez6 példa mutat: Legyen C aza® =1
altal definiait ciklikus csoport, A = (1, @?), Bw(l a, a', a%); utébbiak egyike
sem alcsoport és C=AB.

Azt mondjuk, hogy a C csoportnak A részhalmaza periodikus, ha van
C-nek olyan, egységelemétdl kiilonbozd a eleme, melyre aA = A. Ebben az
“esetben A el6allithatd az a altal generdlt ciklikus alcsoport s egy részhalmaz
szorzataként. Egy részhalmaz tehat akkor és csak akkor periodikus, ha van
olyan szorzatel6allitisa, melynek egyik tényezdje alcsoport. Minden alcsoport
periodikus. Fentebbi példankban B periodikus, mert a'B=B.

_Felmeriil a kérdés, hogy vajjon egy Abel-féle csoport szorzatelallitasaban
mindig periodikus-e a két tényezd valamelyike. Ez altaldban nem kovetkezik
be, amit Szele T. kovetkez6 példaja mutat: Legyen C végtelen ciklikus csoport
s generdtoreleme a; az (1,a%), (1, a%, (1, a®),... részhalmazok szorzatat A-val,
az (1,a™),(1,a*), (1,a™"), ... részhalmazok szorzatit B-vel jelolve, C=AB
szorzatel6allitishoz jutunk, melynek egyik tényezdje sem periodikus.

Nehezebb véges Abel-féle csoportra talalni nem-periodikus tényezokre
valé felbontast. S6t még a véges ciklikus csoportokra sem konnyii eldonteni,
hogy vajjon van-e ilyen szorzateldllitisunk?. Ha a csoport rendszdma prim-
szamhatvany, akkor nincs ily el6allitds 3. Rédei L. kimutatta*, hogy akkor sincs,
ha a ciklikus csoport rendszdma két vagy harom primszdm szorzata. E dolgozat
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célja annak a kimutatdsa, hogy vannak véges ciklikus csoportok, amelyek
el6allithatok nem-periodikus részhalmazaik szorzataként. Pontosabban a kovet-
kez§ tételt bizonyitjuk: -

Ha egy véges ciklikus csoport rendszdma felirhato hdrom olyan, egymdshoz
relativ prim egészszdm szorzataként, amelyek k6z0tt van legaldbb- két Gsszetett-
szdm, akkor e csoport elddllithato két nem-pertodtkus részhalmazdnak szor-
zatakent.

Nyilt kérdés, hogy vajjon e tétel allitisa mas ciklikus csoportokra is
teljesiil-e. Eldontetlen a kérdés, ha a rendszam pqg?, p*q? pqr?, pqrs alaku,
ahol p, g, r s primszamok és «, 8, y pozitiv egészszamok.

2, Tételiink bizonyitdsadhoz geometriai meggondolds vezetett. Ezt az utat
ismertetjitkk. Ha ¢ geometriai alakzatoknak és F tranzlacioknak (esetieg egyetlen
tranzlaciobol allo halmaza, akkor F¢ azoknak az alakzatoknak egyesitett hal-

mazat fogja jelolni, amelyek A tranzlacioval keletkeznek az « alakzatbol, ahol
a€g és A€F. Ha Ae==1c/, akkor az A = (e — ) jel6lést is hasznaljuk.

Tekintslik az n-dimenziés euklideszi teret s azt n darab ekvidisztans,
parhuzamos hipersiksorral kongruens parallelotopokra bontjuk. Ezeknek a
parallelotopoknak egyikét -z-vel s e parallelotopok Osszességét (-r)-vel jeloljiik.
P-vel jeldljiik azoknak a T tranzlaci6knak csoportjat, amelyekre T(:t) = (7).

Olyan ¢ parallelotopot vélasztunk, mely tartalmazza sz-t és (:7) parallelotop-
jaibdl épiil fel, azaz (vr) egyes parallelotopjait vagy egészben tartalmazza, vagy
pedig nincs kozos belsé pontjuk. A teret egyszeresen befedjiik olyan e-val
kongruens €s parhuzamos helyzetli parallelotopokkal, melyeknek mindegyike
(-t) parallelotopjaibdl épiil fel. E parallelotopok Osszességét (o)-val jeldljiik,
(-r)-nek minden egyes elemét (p)-nak egy és csak egy eleme tartalmazza. Jelolje
R azoknak a T tranzldcidknak csoportjat, amelyekre R(o)= (o).

P és R Abel-féle csoportok. R alcsoportja P-nek. A P/R faktorcsoportot
C-vel jeloljiik. Ha a (o) parallelotop-halmazt megfeleléen valasztjuk, akkor C
lehet véges csoport és lehet ciklikus is. A C= P/R csoport elemeinek, azaz
R mellékosztalyginak két részhalmazat értelmezziik.

Tekintjiik eldszor P azon T elemelt, amelyekre Tt 9. Ezeknek a T
tranzlacioknak mindegyike R-nek egy-egy mellékosztilyahoz tartozik* s ezek
osszeségét A-val jeloljiik. Erre tehdt Azt < Ro.

Tekintjiik masodszor azokat a T tranzlaciokat, amelyekre 7o € (o). E tranz-
lacidk osszessége R-nek mellékosztalyaibol all. Ha ugyanis a Ty és T tranzlacio
R-nek ugyanahhoz a mellékosztalydhoz tartozik, akkor 7175 '€ R s igy
Ts0 € (0) esetén

Tio=(T1 Ts") (T2 0) € R(e) = (o),

* Mindannyian mis-mas mellékosztalyhoz tartoznak, amit konnyfi igazolni, de ezt a
tényt nem hasznaljuk fel.
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azaz egy mellékosztalynak egy elemével egyiitt valamennyi eleme a kiszemelt
tranzlaciok kozé tartozik. R ama mellékosztalyainak Osszességét, amelyekhez
igy jutottunk, B-vel jeldljiik.

Bizonyitjuk, hogy C—=AB. Legyen T egy a c¢€C mellékosztalyhoz
tartozo tranzlacio, legyen tovabba Tx=st’ és 1" c ¢’ € (0). Legyen st* € (vr) az
a parallelotop, melyre (o — 0")st* = ', melyre tehat n* <. Ha U= (7t — %)
és V=(0—0), akkor T==UV és UcacA,Vebe B. Tehat c =ab.

Ha viszont a,b, =a,b,, ahol a;€ A és b;€ B (i=1,2), akkor legyenek
l; és V; olyan tranzlacidk, melyekre 7= U,V,==U,V, és

U€ca, Umn=mco,

Vicb, Vie=o0.c(0).
Minthogy T:x= V(Uint)= Vyot:c Vip=0;, azért o, =0.. EbbO! kovetkezik,
hogy Vi—(e—01)=—=(0—02) = Vo bs U= TV{'==TV;'= Us, tehdt a1 —a>
€s by = bo. Ezzel befejeztik C= AB bizonyitasat.

A B részhalmaz nem periodikus. Legyen ugyanis aB==B és a € C, tovabbd
a T tranzlacidra T €a. Allitassunkat 7'(0) = (o) kimutatdsaval bizonyitjuk, mert
ebbdl T € R és igy az kovetkezik, hogy a a C csoport egységeleme. Legyen
0, €(0), (0 —>0,)€b €B és ab,=b, € B, tehat T(p — ¢,) € b,. Ekkor

To,=[T(o—¢:)]e € bio (o),
s mivel ez .minden o, € (¢) parallelotopra &ll, valéban 7(¢) = (o).

Ha aA=A, ahol a€C, és T€a, akkor T(Re)=Re. Legyen ugyanis
0 € Ro, (0 —0)t" =y €s igy *—o. Ekkor

(i=1,2)

Ty =T —0)t" =(@—0)T(x—>a*)r€
€(e—o)aAr—(¢—e)Ar=R-Ro= Reo.

Minthogy ez minden s, — Ro parallelotopra all, valoban T(Re)= Ro.

Ha az Rp parallelotop-haimaz izolalt parallelotopokbol 4ll, akkor
T(Ro)=Ro csak T ¢ R esetében allhat fenn. Ebben az esetben tehit A nem
periodikus, mert aA = A, T € a relacidknak 7€ R a folyomanya s igy a a C
csoport egységeleme.

Egy mddszert dolgoztunk ki olyan C csoportok megalkotasara, amelyek
nem-periodikus részhalmazaik szorzataként elballithatok. Ha a (sr) parallelotop-
halmazbd6l megfelelden épitjiik fel a (o) parallelotop-halmazt, akkor az el6-
irdsainkkal definialt C csoport ciklikus, ennek A, B részhalmazaira C=AB,
¢s e tényezOknek egyike sem periodikus, ha Re izolalt parallelotopokbdl all.

3. Tételiink bizonyitdsdra a mondottaknak megfeleld parallelotop-halmazt
szerkesztiink. Legyen a ciklikus € csoport rendszdma n=mm,m;, ahol
my, my, my relativ prim egészszdmok, s legyen My == 1y, My == Usy, ahol
i, Uy, vy, v, egynél nagyobb egészszamok.

A bizonyitast haromdimenzi6s térben végezziik. A tranzléciokat vektoraik-

kal jellemezziik s azokkal jeloljiik. Legyen i, j, k harom paronként meréleges
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egységvektor és st egy ezekkel parhuzamos helyzetit, egységélii kocka. Az ebb6l
megszerkesztett (s;t) kocka-rendszerhez az i, j, k tranzlaciokkal generdlt P
csoport tartozik.

A ¢ parallelepipedont (-r) ama kockai alkossdk, amelyek :7-bdl

i gj (=0,1,2,...,u,—1;6=0,1,2,...,u,— 1)
tranzlacidkkal keletkeznek. Legyen R az mi, m,j, m,k tranzlaciokkal generalt
csoport. Igy P'R az my,m,, m, rendii ciklikus csoportok kiils§ szorzata és,
mivel ezek a rendszamok relativ primek, P/R valdéban n=m,m,m, rendszamu
ciklikus csoport.

Ha most még a (o) halmazt ugy definialjuk, hogy ehhez valéban a
mondott R tranzlacid-csoport tartozzék, akkor az adott C csoportnak nem-
periodikus tényezbkre valo felbontasahoz jutunk, mert a definialt Ro halmaz
izolalt parallelepipedonokbdl all.

Tekintjik evégbdl elészor azt a (o) paralleleplpedon-halmazt amelyik
o-bol az ui, u,j, k tranzlacidkkal generdlt csoport elemeinek alkalmazasaval
all eld. E (o) halmaz a teret egyszeresen betolti.

(0)-nek ama parallelepipedonjai, amelyek Re¢.parallelepipedonjaibdl

K+pud, ill. ui+rvuj (4, v egész)
eltoldsokkal allanak eld, i ill, j irdnya oszlopokat alkotnak. Ez pontosabban
azt jelenti, hogy (¢)-nek igy kivélasztott részhalmazaira i, ill. j tranzlaciot
alkalmazva a térnek valtozatlanul ugyanazt a részét egyszeresen betdltd
parailelepipedon-halmazt kapunk. Hagyjuk el (¢)-bol a mondott két részhal-
mazt s potoljuk ezeket azokkal a parallelepipedon-halmazokkal, amelyek az
ethagyottakbol i, ill. j tranzlacié alkalmazdsaval keletkeznek. Az igy definialt
parallelepipedon-halmaz a teret egyszeresen betdlti s ezt valasztjuk (o) halmaznak.

(o) definiciojabdl kovetkezik, hogy Re parallelepipedonjai (o)-hoz tartoz-
nak és R(p)=(0). Megallapithatjuk tovabba, hogy ha Ro parallelepidonjaira
akar k, akadr u;i tranzlaciét alkalmazunk, olyan parailelepipedonhoz jutunk,
amelyik nem tartozik (o)-hoz. Minthogy a (¢) halmaznak Re-hoz nem tartozé
parallelepipedonjai a mondott tulajdonsigokkal nem rendelkeznek, azért
T(0)=(0) esetében a T tranzlacid csak olyan lehet, hogy T(R¢)=Ro is
fennall, azaz TER. igy a (o) halmazhoz valéban az R tranzlacid-csoport
tartozik.

4. Ha geometriai meggondoldsainkbol kiolvassuk egy adott C csoporthoz
a talalt nem-periodikus tényezoket, eredményiink tiszta csoportelméleti alakban.
jelentkezik s ezt az eredményt mdar konnyii lesz tiszta csoportelméleti tton
is verifikalni.  Ezaltal azt érjiikk el, hogy e dolgozat 2 és 3 kihagyésaval is
logikailag hidnytalan marad.

Legyenek az additiv Abel féle C csoport generatorelemei g, b, ¢, definialé
relaciéi pedig

ma=0, mb=0, myc= 10,
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ahol m,, m,, my relativ prim egészszamok s igy a C csoport n==m,m,m,
rendszamii ciklikus csoport. Legyen tovabba m,=u,v,, my=u,v,, ahol
i, n, Uy, v, egynél nagyobb egészszdmok. A C csoportnak két részhalmazat
adjuk meg.
Az A részhalmaz elemei:

ca-+B8b (€¢=0,1,2,...,u,—1;8=0,1,2, ..., u,—1).

Ez a részhalmaz nem periodikus. Ha ugyanis x4 A =4, akkor '
x40 és x+(u,—1)a+(uz——1)b o
A- hozjtartoz1k x tehat kozos eleme az '
A és A—(u,—1)a—(u,—1)b

halmazoknak. Ezeknek viszont egyetlen kozos elemiik O és ezért csak x=0

lehetséges.
A B részhalmaz elemei:

cia+Bub (eF1),
ula+(1 +18u2)b1
ema-+pumb+tc,  (8+0),
(1+cu)a-trc,
cua+ Bub+ye,
ahol ¢, 8, v olyan egészszamok, amelyekre (a mar tett megszoritasokon Kkiviil)
O0=e<ny, 0=0<ny, 2=y<m,. '
Ez a részhalmaz nem periodikus, hiszen O az egyetlen olyan eleme, amelybdi
1ma vagy c hozzdadasdval B-hez nem tartozo elemet kapunk.
A C csoport az A és B részhalmazok Osszege. Ezt a kovetkezOképpen
lathatjuk be. C nyilvan eldall A és az cwa—+Pu,b+yc elemekbdl

O=ae<v,0=4<v,0=y <m,) allo B’ halmaz 6sszegeként. B abban kiilon-
bozik a B’ halmaztdl, hogy

ma+pBu,b helyett ula—{-(l—{—ﬂuz)b
. ema-+c  helyett (1+ecu)a+tc

elemeket tartalmazza. Viszont e halmazparokhoz a (0, b, 20, ..., (u,—1)b), ill.
0,4, 2a,...,(u,—1)a) halmazok elemeit hozzdadva azonos 6sszeghalmazokhoz
jutunk s igy mindkét halmazpar azonos oOsszeget eredményez, ha az A hal-
mazt adjuk hozzajuk, hiszen A a mondott két halmaz osszege. Ezért
A4+B=A+B =C.

5. A legkisebb n szam, amelyik tételiink feltételét kielégiti, 180. Alljon
itt e rendszdmra a talalt nem-periodikus szorzatel6allitisnak egy példija. E
példat az egészszamok mod 180 additiv csoportjara fogalmazzuk.
A elemei
0, 20, 45, 65, 100, 145.
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B elemei

0, 6, 10, 12, 18, 24, 42, 48, 54, 60, 66, 70, 72, 78, 81,

84, 96, 102, 108, 114, 120, 130, 132, 138, 144, 156, 162, 168, 171, 174.
E halmazok elemeit péaronként mod 180 6sszeadva teljes maradékrendszert
kapunk.

6. A véges Abel-féle csoportokra eddig ismert minden szorzatel6allitds
kvdziperiodikus a sz0 kovetkezd értelmében: Azt mondjuk, hogy a C=AB
szorzatel6allitds kvaziperiodikus, ha az A ¢és B részhalmazok egyike, pl. B
felbonthaté olymédon B, B, ..., Bx halmazokra, hogy az AB;, AB,,..., AB;
részhalmazok egyikiiknek egy periodikus részhalmaz elemeivel vald szorzatai-
ként Allithatok eld. Azaz taldlhaté olyan periodikus:(b,, bs, .. ., bx) részhalmaz,
hogy az AB; és AB,b; részhalmazok sorrendjiikt6l eltekintve, azonosak. Nyilt
kérdés, hogy vajjon a véges Abel-féle csoportoknak minden szorzatelGallitisa
kvéaziperiodikus-e. Még véges ciklikus csoportok esetére sem sikertilt e kérdésre
feleletet adni. * .

Budapesti Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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