- ALGEBRAI RENDSZEREK,
' AMELYEKBEN KOZEP-OPERACIO VAN ERTELMEZVE

FUCHS LASZLO.
Bemutatta Rényi Alfréd lev. tag az 1950. december 12-én tartott fflolvaso ulesen :

- 1. Bevezetés. Kiilonféle kozépértékek, mint példaul a szamtani, mér-
tani, négyzetes, harmonikus stb. kozepek jol ismeretesek nemcsak a matema-
tikusok, hanem azok el6tt is, akik a matematika alkalmazisainak tertiletén
dolgoznak. Tudjuk, hogy ezeknek milyen fontos szereptik van a kiilonféle
atlagértékek szamitasanal. Ezért meglepd tény, hogy a kozépértékeknek egy-
séges matematikai targyalasa egészen 1930-ig nem tortént meg. Ekkor vezet-
ték valosziniiségszamitasi kutatisai A. Kolmogorovot a kézepekhez és ekkor
adta a kozépértékek elméletének megalapozasat;’ ugyanazokhoz az eredmé-
nyekhez jutott téle fiiggetleniil M. Nagumo is” Definicidjuk értelmében az
Xy, ..., X, szZamok kozépértékén az (.n. kvdzi-aritmetikus kozepeket értjitk, vagyis
azon M,(x,, ..., x,) n-valtozos fiiggvényeket, amelyek ilyen alakban irhatok:

f(Mu) f(xk) IR 'l"f(x") ,

n

ahol f(x) egy folytonos és szigortan monoton fliggvény. A kvazi-aritmetikus
kozepek a koOzOnséges aritmetikai (szamtani) koOzép altalanositasa, ‘hiszen
J(x)==x esetén éppen a szamtani kdzepet kapjuk. A tobbi nevezetes kodzép

is kvézi—aritmetiKuS' a mértaninal f(x)==1log x, a harmonikusnal f(x)z% a

hatvanykbzepeknél pedig f(x)==x*. Kolmogorov és Nagumo. a kvazi-aritine-
tikus kozepeket bizonyos axfomakkal jellemzik. Ezek azonban nem alkalma-
sak arra, hogy egy adott M.(x,,..., x;) n-valtozdés fiiggvényrol eldontsék,
hogy kvézi-aritmetikus kozép-e, mert az axiomak a kozépértékeket nem egy
fix valtozoszamra (pl. n - 2-re) definidljak, hanem csak n-=2,3,4,... val-
tozora egyszerre’. -Fenyd Istvdnnak sikeriilt' olyan axiémarendszert megadni,
amely (analiticitasi feltételek nélkiil is) alkalmas adott valtozoszamu kézepek
jellemzésére. Fenyd eredményeit lényegesen egyszeriisitette Aczél- Jdnos® egy
ij axidéma felallitisaval (ez az 1. n. biszimmetricitas, 1. alabb). Ezzel nem-
csak a kozonséges kozépértékek elmélete nyert igen Aattekinthetd s egyszerit
format, hanem ennek segitségével Aczélnak sikeriilf a stilyozott kdzepek karak-
terizdldsa is.® A sulyozott kvazi-aritmetikus kozepek azok az M.(x,, ..., x.)
fuggvények, amelyekre '

f(M, )—Llf(xl) [“Laf(xrz)‘}‘ S Zuf(xﬂ);
itt f(x) egy folytonos és ‘monoton névekedd fﬁggvéhy és a 4; pozitiv sulyok
osszege 1. Aczél kimutatta, hogy a. nem-szinmmetrikus kbzepek éppen a. st’xiyo—
zott kvdzi-aritmetikus kﬁzepek" S
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A jelen dolgozat a kozépértékekre vonatkozo ismert eredményeket alta-
lanositja olyképpen, hogy valds szamok helyett bizonyos tulajdonsagokkal
felruhdzott rendszereket tekini, amelyekben egy a kvazi-aritmetikus kozepek-
hez hasonlé kozép-operacié van értelmezve. Miként meglévd eredmények min-
den algebrizalasanak, ugy ennek is az a célja, hogy az egyes fogalmak kozt
fennallo  kapcsolatok kozill a lényegeseket kidomboritsa, a lényegteleneket
elvesse és ezdltal a dolog leglényegére mutasson rd. Eredményeink a valos
esetre vonatkozd tételekkel teljesen megegyeznek, targyalasunk is lényegileg
Aczél Jdnos modszerét koveti, csupan a nem-szimmetrikus kozepeknél alkal-
maztunk bizonyos, targyaldasmodunk szolgaltatta egyszerfisitéseket.

A legegyszeriibb esetet: a kétvaltozos kozepek esetét targyaljuk. Néhol
csak utalunk az angol nyelven megjetent részletes kidolgozasra, amely az
Acta Mathematica Academiae Scientiarum. Hungaricae elsd kotetének 2—4.
fiizetében jelent meg “On mean systems” cimmel (303—320 old.).

2. Definicié és kdvetkezményei. Legyen M olyan algebrai rendszer,
amely a kovetkezd axiomdknak tesz eleget:

(1) M teljesen rendezett halmaz, azaz M elemeire definidlva van cgy

rendezési relacio olyképpen, hogy (i) M-nek barmely két a, b elemere

vagy a = b vagy b = a fennall, (ii) a = b és b= a egyiittes fennailasa-

bol a="5 kovetkezik, (iii) a = b és b = c-b6! a = c kovetkezik, végiil

(iv) M teljes -abban az értelemben, hogy M-nek minden Dedekind-szelete

M-nek egy elemét értelmezi*

(2) M-nek bdrmely két elemére értelmezve van egy kizép-operdcid, ame-

lyet (az aigebrdban hasznalatos modon) egyszeriiség kedvéért szorzatként

irunk: ab==c az M-nek egyértehniien definidlt eleme. ab az a-nak és

#-nek a kozepe (sorrend!).

(3) A kozép-operdcio idempotens, azaz aa--a az M halmaz minden a

elemére. Tehat minden elemnek ()nmagaval vett kozepe az elemet sajat-

magat szolgaltatja.

(4) A kozép-operdcio szigoruan monoton : ha a> b, akkor az M minden

¢ elemére ac > bc és ca > ch. Vagyis nagyobb elemmel képzett kézép

is - nagyobb. ’ ,

(5) A kiozép-operdcio biszimmetrikus : (ab)(cd) = (ac)(bd) az M halmaz

barmely négy elemére.**

- * A feljességgel ekvivalens kovetelmény pl. az, hogy M minden korlatos, nem-tires
részhalmazanak legyen egy legkisebb felsb korlatja és egy legnagyobb alsé korlatia. Az
ckvivalencia ugyanugy bizonvithatd, mint a valds esetben.

% Ez Aczél axidbmdéja. Hogy ez a sulyozott kvazi-aritmetikus. kozepekre fennall, az
axzonnal belathato: ha 2 és u pozitiv stlyok Osszege 1, akkor f(xy)= Af(x) +— #f(3) miatt
fl@b) (cd)} = Af(ab) + ufled)=22f(a) 4 A s f(b) + 1 Af(€) - pof(d) =

=Z4f(ac) -+ p f(bd) = fl(ac)(bd}), :
innen pedig f szigorian monoton volta miatt (ad) (cd) == (ac)(bd), azaz éppen a Miszim-
metricitds kovetkezik.
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(6) A kizép-operdcio archimedeszi * ha a<c<<b, akkor elég sokszor
alkalmazva a kozép-operaciot, elérhetd, hogy bb...ba>c és hogy
abb ... b>c legyen**
. Ezen axiomakbol konnyen kovetkeznek az M halmaz kovetkezd tulaj-
" donsagai. '

(e) A kozép-operacio infern abban az értelemben, hogy a és b kozepe
a és b kozé esik: ha a> b, akkor a>ab > b (és a>ba > b). Ugyanis szo-
rozzuk .az a >» b egyenl6tlenséget jobbrol a-val, majd balrol b-vel; ekkor (3)
és (4) miatt a=aa >ab ill. ab>bb=2>5, tehat a >~ ab > b. Hasonléan bizo-
nyithatd a masik allitds is. Az operacid intern volta teszi jogosultta a , kozép“-
operacio terminoldgia hasznalatat.

(9) Ervényes az egyszeriisitési szabdly: ha ax=ay (vagy xa= ya),
akkor x=y. Ez azonnal kovetkezik abbdl, hogy ha x ==y, akkor vagy x >y,
vagy pedig y > x, ezekbol viszont a szigortt monotonitds miatt ax >ay, ill.
ay >~ ax kovetkezik, ami ellentmondasban van az ax - ay egyenlettel.

() A biszimmetricitds és az idempotencia alapjan bizonyithato a disztri-
butivitds : a(bc) - - (ab)(ac), hiszen a(bc) - (aa)(bc)- -(ab)(ac). Hasonldan:
(bc)a = (ba)(ca).

(9) Az M halmazban definidihatd a hatdrériék a kovetkezd, meglehetdsen:
kézenfekvé modon. M elemeinek egy a,, a,, a., ... sorozatarol akkor mondjuk,
hogy egy a hatarértékhez konvergal (jelben a,— a), ha M-nek az a elemet
tartalmazo minden (b, c) nyilt mtervallumahoz*** talalhato olyan N természetes
szam, hogy b<a,<c¢,har>N. M telje%segenek felhasznaldsaval a valds
szamok esetere jol ismert gondolatmenettel konnyen igazolhatd, hogy minden
monoton noveKedd s feliilrdl korlatos sorozatnak van hatarértéke, amely egy-
szersmind a sorozat legkisebb fels6 korlatia.

(¥) A kovetkezO lemma mutatja, hogy a kozép-operacio folytonossaga
mar kovetkezik a fenti axiomakbol.

Folytonossagi lemma., A kizép-operdcio folytonos abban az értelemben,
hogy a, — a esetén a,b—ab és. ba, — ba, ill. dltaldnosabban: ha a,—a és
b — b, akkor a,b,-—ab.

Ennek bizonyitdsa archimedeszi axiomankon alapszik. A részletes bizo-
nyitdsra itt nem tériink ki, hanem utalunk a bevezetésben emlitett cikkre. Meg-

* A geometriabol j6l ismert archimedeszi axioma igy szol: minden adott A B tavol-
sagot az A pontbdl (a nulla-pontbol) kiindulva felmérhetiink olyan sokszor, hogy barmely-
adott C ponton talhaladunk. Ezzel egyenértékii kovetelmény az, hogyha p és g pozitiv sza-
mok, akkor alkalmas n természetes szamra np > q. Bizonyitando tételiinkbdl latni fogjuk,
hogy (6) axiomank lényegileg éppen ezt kiveteli.

** Rovidség kedvéért elhagyjuk a zardjeleket: bb...ba="5b{b[...(ba)]}.

% A (b, ¢) intervallumon M mindarou elemeibdl allé részhalmazt értjiik, amelyek b és ¢
kozé esnek. Nyilvanvald, hogy mit értiink nyilt és zart intervallumon,
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jegyezziik, -hogy megforditva is: az archimedeszi axioma egyenes kb‘vetkez-
ménye a folytonossagnak.

(©) Jelentse x az M halmaznak egy valtozo elemét. x polmom;anak'
nevezziik M véges sok elemét tartalmaz6 olyan szorzatokat, amelyekben x-en
kiviil csak konstansok szerepelnek, pl. g(x)==a{x[(bx)c]}. A monotonitas
alapjan azonnal lathatd, hogy egy nem-konstans polinom feltétlenitt monoton
novekedd a sziikebb értelemben: ha x <y, akkor g(x)<g(y). A folytonos-
sagi lemma miatt minden polinom folytonos és igy érvényes a valds anali-
zisbdl jol ismert Bolzano-tétel analogonja:

Bolzano-féle lemma. Legyen g(x) M-nek egy polinomja és legyenek
e, w az M elemei, melyekre g(v) <a,ill. g(w)>a, Ekkor a g(x)=-a egyenlet-
nek M-ben egy s csakis egy x gybke van.

(A gyok egyértelmiisége. a monotonitas folyomanya.)

3. Kommutativ kdzép-operdcidok. Eidszor a kommutativ esetet tar-
gyaljuk, tehdt az (1)—(6) axiomakon kiviil feltessziik, hogy

(7Y A kozép-operdcio kommutativ: ab=-ba minden a, b-re.

Most definidlni fogjuk a valos szamok (0, 1) intervallumdnak M egy tet-
szbleges (a, b) intervallumara val6 ¢ egy-egyértelmii leképezését. Ez a ¢ leké-
pezés olyan tulajdonsagu lesz, hogy az M rendszerben a kozép-operacidonak
a valds szamoknal a kozonséges szamtani kozép képzése fog megfelelni. A
(0, 1) intervallumot (a, b)-re leképezd ¢ fiiggvény konstrukcnojanal Aczél Jdnos
modszerét fogjuk kovetni.

Tegyitk ¢(0)--a és ¢(1)=>0. A ¢ fiiggvényt elészor a (0, 1) interval-
lumba es6 diadikus tortekre definidljuk. Ezek a o 2 alaku szamek, ahol o
pozitiv egészszam = 2". Legyen :

o) = w09 = ao,

‘P(*‘):‘I(O)‘I(‘_)——a(ab) 03] = o] er=t@np,

s. i. t. Altalaban ll']uk o-t ilyen alakban: 0=2d"4-# ahol ¢=0 vagy 1
aszerint, hogy ¢ péaros vagy paratlan, és definidljuk:

(0 o d &) . .
¥ (‘2’7 = ¢ ,(“2‘" r")"lf (7—1—) (nz1).

(Ha #=0, akkor ez nem mond semmi djat, de az idempotencia miatt helyes.)
Evidens, hogy ¢ monoton ndvekedd fiiggvény és konnyen belathaté, hogy
eleget tesz a kovetkezd fliggvény-egyenletnek:

*) s @90) =y 54
20-f¢ | 2048

i

Valoban, tegyik = ————- és ) = e és alkalmazzunk n-re vonatkozo
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teljes indukciot. Ekkor a definicié szerint és a- kommutativitas miatt
. "0 0} s 64 ¢
@ o5 )e (S| |G e (50|
ez pedig a biszimmetricitds miatt igy is irhato:

2:; 1
s oo G ]

Most felhasznaljuk az indukcids feltevést az n—1 kitevére :

GTIVER t

()H}J-s) {()*'J—s )

amire ismét alkalmazva a definiciét (ez amiatt lehetséges, hogy a szamladlok
legfeljebb egy egységgel térnek el egymastol), kapjuk

4G )(f(")*‘f‘ 200 2?+; e , - (l:g_li

A ¢ fiiggvény értelmezési tartomanyat most kiterjesztjiik a (0, 1) valds
tntervallum minden szamara, tehat a nem-diadikus tortekre is. Ez annak alap-
jan lehetséges, hogy minden nem-diadikus valos szam tetszéleges pontossag-
gal megkozelithetd diadikus tortekkel. Legyen A; és B: a & valos szamndl
kisebb 1, ill. a £-nél nagyobb [ diadikus tortek halmaza. Jelentse A az M
halmaz y-— ¢ (1) alaki elemeinek halinazat, hol 1 befutja A: elemeit. Az A
halmaz nem-iires, feliilrdl korlatos, és igy van az A-nak egy legkisebb felsd
korlatja: y. Hasonloan legyen 2’ a legnagyobb also korlatja azon B halmaz- .
nak, mely a z= (L), L€ B: alaku elemekbd! all. A ¢ monotonitdsabél evidens,
hogy a <y =z’ < b. Bizonyitjuk, hogy 3’ -—-2". Ugyanis. ¥y <2’ esetén alkal-
mazzuk az @<y <2 elem-hdrmasra az archimedeszi axiémat, amely szerint
elegendd sokszor (n-szer) szorozva, elérhetd, hogy 3" <az’'z’...2. Ennek ko-
vetkezménye hogy A-nak minden y-—¢(y) és B-nek minden z- - (;(“) elemére
y<azz...z érvényes, hiszen feltétleniil y = )’ €s 2’ = z azy’ és 2’ definicidja
miatt. Amde’ (12:(/3(7,, azz---q(»%), e, A22...2= ¢ ((g—g )C) lévén,

y<azz...z azt jelenti, hogy r < C——é’; igaz egy rogzitett n-re és ‘minden

olyan diadikus valés », £ szadmokra, melyek eleget tesznek az 1< &< { kove-
teiménynek. Ez nyilvanvalé ellentmondas. Tehat csakugyan y' =2, és igy
definialhatjuk ¢(E) =3'==2". Ennélfogva ¢ mar értelmezve van minden 1-nél
- kisebb pozitiv valos szamra. Az eldbbi okoskodads azt is mutatja, hogy ¢
értékkészlete nem hagyhatja ki az (q, b) intervallum egyetlen elemét sem. -

Mindezek alapjan viligos, hogy ¢ a (0, 1) valés intervallum és M-nek
(a, b) intervalluma kozt egy kolcsondsen egyértelmii s monoton megfeleltetest
létesit, melyre (*) érvényes.
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A ¢ fiiggvényt még ki kell terjeszteni olyképpen, hogy értékkészlete ne
csak az (a, b) intervallumra korlatozodjék, hanem M minden elemét felolelje.
Ha ¢ jelenti M-nek egy tetszésszerinti elemét az (a, b) intervallumon kiviil, pl.
a < b<c, akkor az archimedeszi axioma miatt n-szeri kOzép-operacio alkal-
mazasa utdn elérhetd, hogy a<aa...ac<b legyen. Ha ¢(d)==aa...ac,

¢ (0) —a és ¢(y)==c, akkor nyilvan d‘:é% kell legyen és ennek alapjan o

ismeretében v meghatéfozhat(). Ez a kiterjesztett ¢ fliggvény mar M minden
elemét felveszi és eleget tesz a (*) fiiggvény-egyenletnek. Igy ¢-nek inverz
fiiggvénye : f(x), amely az egész M halmazt képezi le kolcsonosen egyértelmi

s monoton modon a valds szamok egy / intervallumara, eleget tesz az

ey = FOEIO)

. figgvény-egyenletnek. Ezaital teljesen bebizonyitottuk a kovetkezd tételt.

1. tétel. (Koimogorov, Nagumo, Fenyd, Aczél.) Ha egy M halmaz ele-
get tesz az (1)—(T) axiomdknak, akkor létezik plyan szigorian monoton
f(x) fliggvény (a ¢ (E) inverz fiiggvénnyel), mely M-et a valos szdmok egy I
intervallumdra képezi le ugy, hogy

flxy) == &).jéi@,

il

S
b'x’“h)

b @) =g T

érvényes.* '
Megjegyezziik, hogy f(x) és ¢ (&) nincsenek egyértelmiien meghatarozva,
hiszen a kiindulasul szolgald (a, b) intervallumot tetszéleges modon valaszt-
hattuk. Azonban kimutathatd, hogy ha f(x) egy a tétel Allitasat kielégitd
figgvény, akkor az dsszes ilyen fiiggvény a g(x) - of(x)-!-+ alakban allit-
haté eld, hol o, v valoés szamok és o> 0. [g(x)-hez természetesen mds /
intervallum tartozhatik.] Ezek szerint az f(x) fiiggvény csak egy pozitiv linedris
transzformacio erejéig van meghatirozva. :

4. A nem-kommutativ eset. Most az el6bbi részben tett kommutati-
vitasi- feltételt elejtjiik és az altaianos, nem-kommutativ esettel foglalkozunk.
Az M halmazra be fogjuk bizonyitani Aczél Jdnosnak azon tételét, hogy a kozép-
operacio lényegileg sulyozott aritmetikai kozép képzése. A most adando bizo-
nyitds Aczél eredeti bizonyitasanak némileg egyszeriisitett és algebrizalt alakja.

* E tételbol kideriil, hogy M-re vonatkozd archimedesi axiomank a valés szamokra
. o 2"—1
azt jelenti, hogy ha « <y < 8, akkor van olyan n természetes szam, hogy 7 < ._“i(__z_“__ﬁ,
azaz 2"(3—y) > f—«, ami valéban semmi egyéb, mint a valds szdmokra vonatkozo archi-
medeszi axidma.
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Jelolje t az M-nek egy tetszbleges, de a tovabbiakban rogzitett elemét.

Adott x,y elemek mellett oldjuk meg z-re a -
£(@)=(t2)(zt) = (tx) (»?)

egyenletet. Mivel pl. x <y esetén g(x)= (f{x)(xt) < (tx)(yt), viszont g(y)=
= (ty) (yt) > (tx) (y?), ezért a Bolzano-lemma értelmében van pontosan egy
olyan z, mely a kivant feltételnek eleget tesz. 2z az x-t61 és az y-tol fiigg,
jeloljiik: z=xAy. A definiciébdl nyilvdnval6, hogy x Ax=x és ha x <X/,
akkor x A y < X’ Ay, tovabba a biszimmetricitds folytdn x A y =y A x. Vegyiik még
figyelembe, hogy a disztributivitds, a biszimmetricitds és az idempotencia miatt

[T = [(EX) M) D] = [EX) (1D 1) (x)] =
= [t (rD]1(E0) ()] = (0 (¥ = (t2) (20),

ebbdl pedig
Z=XxAy= min (xy, yx)

kovetkezik. Hasonld meggondolas arra vezet, hogy
. (xAY)Ay = min (xpy, y(x¥), yyx),
s. 1. t. (6) alapjan az A operaci6 archimedeszi tulajdonsaga kovetkezik. Ha még
sikeriil ‘azt is belatni, hogy A biszimmetrikus, azaz (xXAY)A(UAV)=
= (xAu)A(yAv), akkor ezzel kimutattuk, hogy A egy kommutativ kozép-
operacid. A biszimmetricitds igazoldsdhoz egy lemmara van sziikségiink.
Aczéi-féle lemma. M-nek bdrmely négy elemére:
xXAY)(AC)=xunyr.
Ennek bizonyitdsa céljabol kepezziik
= {{{xAY) @A) AY) (@A)t} =
= {[H ANt @AY ATAN A} =
= { AN AR}t A [ A0,
amibdl A definicidja szerint
h=[({tx)(y)]- [(tr) @] = [Ex) [(y){] = [{(xu Ay [(xu A y)i]-
Innen g(2)= (tz) (2t) monotonitdsa kovetkeztében a lemma allitasat nyerjiik.
A lemmabol egy ujabb fajta disztributivitis ad6dik a mar emlitett u=uAnu
idempotencia alapjan: :
) u(x/\y)—(u/\u)(x/\y)~ux/\uy
és
*«  (xAy)u=xunyu.
Méarmost a disztributivitds szerint a w==(x AY) A (u Av) jeloléssel
tw) W) =[t(x AP [(@ A t]=(tx A ty) (ut AvE) ==ty Atx) (ut AT,
ez pedig a lemma értelmében egyenld a (ty) (uf) A (fx)(vt) elemmel. Az ere-
deti operacio biszimmetrikus voltabél nyeritik, hogy itt y és u felcserélhetd, tehat
az A operacié biszimmetrikus és igy valoban: A egy kommutativ kozép-
operacio.

3 Matematikai és Fizikai Osztalyinak Kozleményei. lil. o.
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Alkalmazzuk az A kommutativ kOzép-operdciora az 1. tételt. Eszerint
van oly ¢ fiiggvény (az f inverzzel), mely egy valds / intervallumot M-re
olyan modon képez le, hogy

pENp()=¢ (E:;_Q)

Ezt helyettesitsiik be az Aczél-féle lemmaba. Az x =@ (8), y =g (), u = ¢(9),
v==¢(0) jelolésekkel

2 (Hé U ),(p (9 Jg 0) — ( fe)g(0)) zf(fp(n)fp(ff)) ‘

vagyis

E+n) (eto)|_ fle®e@)+Ae()¢(9)
fly P = :
.2 2 2
Ez azt mutatja, hogy a kétvdltozos F(& n) =f(e(E)e(n)) valds fiiggvény ki-
elégiti a Jensen-féle
F(§+ 1 9+0)= FE o)+ F(n, 0)

27 2 2
kétvaltozos fiiggvényegyenletet. Ismert tétel szerint’ ennek egyetlen monoton
megolddsa F(§, n)==A5+4 un-v rogzitett 4, u, v valés szdmokra. Ennélfogva

9@ (M) =9@AE+un+).
Tegyiik §=7r=0, majd £=n=1, ekkor az idempotencia miatt ¢(0)p(0)= -
=¢(0) =¢(»), tehdt v=0, ill. p(1)p(1)=¢(1)=¢(A+ ), tehat L4+u=—1
kovetkezik. Az operacid intern volta kovetkeztében

' min (&, ) = &+ uy = max (, ),

ahonnan 0<4<1,0<u <1 adddik. Ezzel bebizonyitottuk :

2. tétel. (Aczél) Ha M eleget tesz az (1)—(6) axidmdknak, akkor léte-
zik olyan ¢ monoton és egy-egyértelmii leképezés, mely egy I valds interval-
lumot M-re képez le, és olyan 0 <1 <1 valds szdm, hogy

@) e(n)=@@As+rn) (A+u=1),

Fxy) = 20+ f(3) (A+u=1),
ha t. i f jeloli ¢ inverzét. '

Fotételiink azt a tényt fejezi ki, hogy egy az (1)—(6) axidmaknak eleget
tevd rendszer algebrailag nem kiilonbozik a valés szamoknak a szamtani
kozép képzésével ellatott egy intervallumatdl.

A tétel néhany alkalmazédsara vonatkozdlag utalunk az angolnyelvii rész-
letes kidolgozdsra.

vagyis

Budapesti Eotvis Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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