EGY TAUBER TIPUSU TETELROL

FREUD GEZA
Bemutatta Turdn Pdl lev. tag az 1951. oktober 1-én tartolt felolvaso iilésen

Bevezetes

A Tauber-tipusu tételek A. Tauber azon sorelméleti tetelerol kaptak a
neviiket, mely szerint, ha

lim Zanx"—s és an—O( 1)
z>1-0 0 n
akkor ebbol kovetkezik, hogy Xa, konvergal és
Da,=s.
[
'Taubernek ezt a tételét. /. A. Littlewood, majd késébb E. Landau, ill. G. H.

Hardy és J. A. Littflewood A4ltaldnositottdk arra az esetre, ha a">—%, és.

bebizonyitottdk, hogy az egyenértékii az alabbi tétellel:
Legyen
lim Zanx“*s és s,L=Za,> K,
z-»1-0 0
akkor ebbdl kovetkezik, hogy
lim Zsu
n== % =0
Fenti tételt E. Landau altalan051totta arra az esetre, ha a 2a,x" hatvanysor
helyett az

6.’8-” da(z‘) =OJ'e—st F() d(f).

Laplace—Stieltjes integralt tekintjiik az s=0 hely kornyezetében. Ez utobbi
atmegy a hatvadnysorba, ha v(¢)=[{], f(n)=a. és e*=2x, masrészt specilis.
esetként tartalmazza a Laplace-transzformdciét, ha =(f) =¢-t helyettesitiink. *

Az idézett tételeknek a kordbbiakndl sokkal egyszeriibb és szemlélete-:
sebb bizonyitdsat adta /. Karamata, akinek sikeriilt fenti tételeket 1ényegében
a Weierstrass-féle approximdcio-tételre visszavezetnie.

E dolgozat szerzéje még 1945-ben felvetette a kérdést, nem lehet-e fenti
tételeket maradéktagos tételekké élesiteni €s egy Twan Pdl-hoz irt levelébem
bebizonyitotta, hogy ha
) Daxt=(1—x) > s;x'=S+0{(1—x)}, >0
és

> —K,
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akkor ebbo! kovetkezik, hogy
2 $y=nS-+0 (

v
Toélem fiiggetleniil ugyanezzel a problémaval foglalkozott A. G. Posztnyikov*;
dolgozataban f(0)= 2a,e*° alaka Dirichlet-sorokkal foglalkozik és_ kimu-
tatja, hogy ha o= O-ra

logn)

f(0)=1;+0(1) és @, =0, )
akkor ebbél kovetkezik, hogy

> a,,—n—l—O(V locn)'

An=mn

A. G. Posztnyikov eredményei utdn J. Korevaar’ hatvanysor esetére a pon-

tosabb o(%ﬁ
log n

hatvanysor esetére altalanosabb alakra hozta. Masrészt /. Korevaar bebizonyi-

) maradéktagot bizonyitotta be és a tételt ugyancsak

totta, hogy O(E—g—ﬁ)'nél jobb maradéktag nem érhet6 el. Sajat korabbi ered-

ményemben tehat a maradéktag nem javithatd. Egy nemrég megjelent dolgo-
‘zatomban* sikeriilt korabbi eredményemet Laplace—Stieltjes integralokra alta-

lanositanom. Legyen
, | =0 (1)
€és -
F()= | fye'dv(t), 2
t=0
ahol 7(f) egy a 0 = ¢ = oo intervallumban definidit, monoton nem csokkend

fiiggvény és a (2) Lebesgue—Stieltjes integrdl minden s>0-ra konvergal.
Ha most feltételezziik, hogy -

r 1 ~
)= AT D 4 &)
ahol
[r(s)] < cos® 4)
minden valds és pozitiv s értékre,* akkor érvényes az alabbi becslés:
_fof(f) dr(t)=Ax*[1+o(x)], ©)
=
ahol
lo(x)| < log ha x>2. - (6)

_J- Korevaar® eredményéb6l kovetkezik, hogy a (6) becslés tovdbb nem javithato.

* A ¢y, ¢y, ... dllandoék a tovabbiakban csak -6l fiiggnek.
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Idézett dolgozatomban a tétel bizonyitdsdt egy approximadcidtételre ala-
poztam, melynek bizonyitdsdhoz felhaszndltam a mechanikus kvadratira
Csebisev, Markov és Stieltjes &ltal kidolgozott elméletét, tovabba Erdds és
Turdn egy, a mechanikus kvadratira elméletében alapvetd lemmaéjat* vala-
mint Karamata modszerét. Az aldbbiakban ugyanezen tétel egy attdl eltérd
bizonyitdsat ismertetem, az «==1 esetre, melyben az ott hasznalt approxima-
ciotételt elemi becslésekkel megkeriilom.**

Segédtételek .

Bizonyitdsunk sordn fel fogjuk haszndlni két specidlis polinomsorozat
1étezését, és pedig: o

1. segédtétel. Tetszbleges « >0 szamhoz taldlhatd olyan Q,(§) polinom-
sorozat, ahol Q, (&) fokszama legfeljebb », melyre

0=Q,® =1 ha 0=E=1, - (7
1 p—
fQu@ae<, ®)
0
€s
Q.5 > 715 ha eezéze* . -9

Bizonyitds: A Fourier-sorok elméletébdl ismeretes, hogy pozitiv egész-
szamu v-re

sin2 9\’ »-1 :
B(9) = | —2— =%[2l+2(1—57) cos k.9]. (10)
V- \sin =9 ’ k=1 !
Ebbd! kozvetleniil leolvashatd, hogy
0=68FH=1 (1)
és igy Markov tétele szerint |8,(3)| = », tehat mivel 8,(0)=1,
1 1 ‘
HEPNz5 ha |9 <55 (12)
Legyen
1 7 7
g-(cos 3):5[16’,,(%-1-3)—{-@,(%——3)], (13)
akkor g,(x) »—1-ed foku polinom és (11) alapjan
0=¢,(x)=1 ha —l=x=-+1. (14)

Elemi uton belathaté, hogyha & a («/3, 2sz/3) intervallumban fekszik, akkor

* Ennek irodalma a 4 dolgozat irodalomjegyzékében van felsorolva.
** A kozolt bizonyitas modszerében azonos azzal, ahogyan a tételt 1945-ben eldszor
bebizonyitottam.
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T

2

—,9‘ <2cos 9, igy (12) és (13)-bél

1 1 '
w®>F ha 5 (9

és ebbol kovetkezik, hogy Q,(§)=q,(E—e®) teljesiti a (7) és (9) feltételt,
végiil )
+1 v

JQ.@dE< [ g, dt= | g(cos Hsin 949 < [ g,(cos $) a9 —
O -1 L] 0

és igy (8) is teljesiil, Q.e.d. - : .
11 éegédtétel. Legyen
(£ ha el=i=1 '
g@):;o ha 0 =i<el, (16)
akkor talalhato olyan {P,(E)} polinomsorozat, amelyre P,(E) legfeljebb »-ed
foka és ' ’
£ ®—P.©) <c23%_+Min(1, FP;TIeW)s ' (17)
Bizonyitds :
) =5)+e(1—£:(5) (18)
ahol g,(8) az (e’!. 1) intervallum karakterisztikus fiiggvénye és

. ' ha el=E=1
£ = e ha 0 =E=1. (19)

2.(]) a (0,1) " intervallumban egyenletesen 1 exponensii Lipschitz-felté-
telnek tesz eleget, tehat D. Jackson tétele szerint® taldlhaté olyan legfeljebb
r-ed fokd polinom, melyre

FAGEMGIRE, (20)
A g.(E)-et gy(cos ) alakban hz,(cos $) cosinus-polinommal kozelitjiik :
wofsin & (6—9)\' #+e/sin £ 9)*
hsy(cos $) = A, | | —1——|do=A, ~—|d6, (1)
-~ - \sin5 (0—9) e \sin 6

v] |
"LL——j—~7 , €8
;

Ltz Sil’lﬂ‘e ! " 2 -
A= f( 2 )d0'=2m2[1+§1‘(1_£)]=
=

- \Sin? 6

=2 w(2e+ 1)
(22)-hoz felhasznaltuk a (10) egyenléséget. (L. Natanszon®, 87. 0.)
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~
’

Legyen elbszér a < 9 = 2 akkor talalhato olyan ¢, pozitiv ailando,

2 ’
hogy
, ‘l' _ % ha $—a<<3+eq,
sin - 7/
tehat .
e fsin 26\ = _
(— f-) a6 <c, | -"—"’<~-—0ﬁ~~—h (23)
s%e \sin 50 s W' (0—a)
és igy (21), (22) és (23) alapjan ;em[—;’—] miatt
. Cy -
0 < hz,(cos ) < T —a) (24)
és hasonloan igazolhatd, hogy 0 = 9 =« esetén
. Cs
0«1 ——hz.w(COS 19) < 7,;(6—_.(;')—._‘ (25)
\(18), (20), (24) és (25)-bol kovetkezik (17) éspedig
P.(cos 3)=hy(cos F) e[l —ha, (cos #)]. . N
Becslés egy polinom egyiitthatoinak sszegere )
Egy ismert, Bernstejntdl szarmazo tétel szerint’ ha §
E - 2wl (26)
k=0 X
és :
7. E)l=M ha 0=E=1, (27)
akkor -
bl = v M, (28)
ahol _
: ST e |y BTN
T @ =2 & == [EHVE=D)"+ E— VF=1D"] (29

a 2r-ed foku Csebisev polinom. Tekintettel a Descartes-féle jelszabalyra, a
{v+} egyiitthatosorozat elojele alterndlo, tehat

;“ el =(—1)" To, (f=1) = —;(I"'f? + 1)+ % z—1,  (30)

tehat (28) és (30) kovetkeztében

h=10

> jan] < M 241)7,
vagyis ~

4 Matematikai és Fizikai Osztdlyanak Kozleményei. I o.
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1. segédtétel. Legyen

V

r,(c)—— ah @) =M ha 0=i<1,

akkor

v

Slal<Mewr, (31)
o= ) .
ahol ¢,— 2log(}'2+4-1

|" J(O dr(t) becslése egy rivid szakaszon

A (3) osszefuggesben legyen « =1, azaz

[ e aety 11119 (32)

=)
r(s)-re legyen érvényt,s a (4) becslés, és nem jelent megszoritast, ha fel--
tesszitk, hogy ¢ 1. (32)-ben helyettesitsiink s helyére (k--1)s-t:

1 e ot gy —m AL ATHELDS)
t[,f(t)(" Yerdih=n ns s kT
_A 115 gep A G+ D3y 39
; S i k-1
és igy, ha : ' .
N peE) 2l (34)
akkor (33)—b(')l ' :
1 .
’f(f)p, € *»dv(t)--) pu@y de g 2 AT )
Legyen most specialisan -
Pr®- QE =2 o, (36)

ahol Q,(§) az 1. segédtételben definidlt polinom, tehat (7) és a Ill. segédtétel
alapjan ‘

_imi<e*"

Je=0) »

és ebbdl (4) ‘felhasznalasaval kovetkezik, hogy

N ar{(k+1)s} | N . :
lk—-l) . '<S |(z,l<s*e , 37
Tehat tekintettel (7), (8), (9)-re, felhasznalva (35) (36) és (37)-et
a-r(hr)‘

4 | fodo< | f<t>Q1,<e~s'>d1-<t>g%(%wew). o9

[l

R
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Végezziik el az alabbi helyettesitést:

. §=1/x, ')'ZTZ;[logx]+1,
akkor (38)-bdl lesz:

(o 22}
49

‘ T < _fi._ 2] 73 _,_x_:_
| ety <ax e J<_Acl., el (39)

ahol ¢,, csak &-tol fligg.

A fotétel bizonyitdsa

A (35) osszefiiggésben legyen p,(§)= P,(§) a II. segédtételben definialt
polinom. Akkor (17) miatt a {P,(E)} sorozat 0 = & = 1-re r-t0l fliggetien kor-
lat alatt marad, tehat a 1ll. segédtétel szerint, ha P,.(§) EZ b.E", (37)-hez

k=0

hasonioan igazolhato, hogy
N ikt )s)

i k=0 k+ 1

ahol ¢, csak &-t6l fiigg, amibol kovetkezik, hogy

.= 1

l‘ fe"Pule ) de(t) — % ]‘Pv(é) dE j <Acusoen (40)

{17)-bd! leolvashato, hogy
1 1
| £®—P.@lde< te | Min(1,

[ 0
@

Becsiilni akarjuk |.f(t)e‘“’[g(e‘-"")——P,.(e'“’)]d'r(t)—t. Legyen ismét
0 .

= ousten?,

’

1 Cyz
et L D

i s=1x, :"=»2~i~[logx]+l . (42)
(39) ¢és (17) alapjan )

[0 =lg @)= Pue ) de) =

=% [ f0e = dr+a | f0e  Min(1, srpgrar = ()

4]
-
1+ ——“—)
& T( 1"’3,

=2 [ ferraye | e min(1, oot

7 el e-!/arl
§] ¢
. 1. fu
* ( ra/x)

Jdr(t).

o S
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Az utolsd egyenlOtlenséghez felhasznaituk, hogy talalhaté olyan ¢, allandd,
melyre -

}e 1 _‘e f,/.r;

< Tl,/:-b(')l kovetkezik, hogy x( —f‘-t) == x( 14+-3H
(32) és (42)-bél '

x

2"2J fOet dr(t) < ey log - (44)

(43)-ban az utols¢ integralit % hosszisagli szakaszokra osztjuk és felhasz-
naljuk (39)-et:

lffl“.)
( }/g'l

| ] flyets Mi“(\ly ,—z“e‘rl_—erp) de(t) =
4 e
e {v ch . re ’
|f<r>e ey + 2 B [fOds @)

o -
_ (’*UJ
NES p S
=Acy, lOgX (1 +C15;f:_,1 k_g,)<CmA ]ng .
Itt felhasznaltuk, hogy le* —e !|>¢i' |t x—1', ha 13<t/x<23, ami
elég nagy r-re teljesiil. Hasonloan kapjuk, hogy '

' ]‘ f(t)e'i'/-"‘ Min (1, m) d’[(t) < Cyy A ‘l*o'g’x“ i (;’6)
.,-‘1- 1‘“" :

- (16), (40), (41), (42), (43) és (44)-bol leolvashato, hogy

"[ f(tyde(t) :[ e gy de(t) = Ax+o(x), (a7
ahol | |
o)) < o (48)

Q.e. d.
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IRODALOM

1 A Tauber-tipusu tételek rendkiviil kiterjedt irodaimanak ismertetésére nem akarunk

kitérni; a legfontosabb munkak jegyzékét az érdeklddd olvasé megtaldthatia G. H. Hardy:

Divergent Series c. konyvében [Oxford, Clarendon Press, 1949] 175. o.

2 A.T. Noctuukor : Ocrtatounntii uneH k TayGeporoit Teopeme Xapay u Jlurtansyaa.
Hoxnanwt A. H.. C. C. C. P. 77 (1951). -

3 J. Korevaar: An estimate of the error in Tauberian theorems for power series.

- Duke Math. Journal 18 (1951).

4 G. Freud : Restglied eines Tauberschen Satzes, I. Acta Math. Ac. Sci. Hung. 1l

. 209—308.

5 Erdés Pl és Turdn Pdl. On a problem in the theory of uniform distribution, Il
¢. dolgozatukban (Indagationes Mathematicae, /0 (1948)) hasonld becsléseket haszndlnak egy
mas probléma megoldasara.’

& Lasd pl. /. P. Natanszon: Konstruktiv Fiiggvénytan. Akadémiai Kiadd, Budapest 1952,

7 8. N. Bernstejn: Sur la meilleure approximation de |[x| par des polynomes de
degrés donnés dans un segment finit. Acta Math. 37 (1919).

LT

. Kab




	3. kötet / 1. sz.

	Tudományos közlemények�����������������������������
	FREUD GÉZA: Egy Tauber típusú tételről���������������������������������������������


	Oldalszámok������������������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������


