VALOSZINUSEG-ELOSZLASOK VETULETEIROL '

RENY! ALFRED lev. tag
Eldadta az 1952. dprilis 28-dn tartott felolvase iilésen

J. Radon, egy 1917-ben kozolt' értekezésében megoldotta a kdvetkezd
problémat: meghatarozandd egy az (x,y) sik K korlatos tartoméanyaban értel-
mezett f(x, y) folytonos fiiggvény, ha adva van e fiiggvény integraljanak értéke
a K tartomany minden hdrja mentén. Eredményeibdl egyebek kozott kovet-
kezik a kovetkezd

R. Tétel. Ha K az (x,y) sik koridtos farfomdnya és a folytonos f(x,y)
fliggvény integrdlja a K tartomdny minden hiirja mentén eltinik, ugy f(x,y)
azonosan egyenlé nulldval.,

Ezt a tételt azota sok szerzd fliggetlentl tjra felfedezte. gy példaul az
R-tételt H. Steinhaus 1941-ben egy a lwowi egyetem konferencidjan - tartott
eléadasaban’ bebizonyitotta; ebben az idében H. Steinhaus professzornak
nem volt tudomasa J. Radon eredményeirdl; csak nemrég ismerte meg a
szobanforgo értekezést és szives volt figyelmemet arra felhivni. Figyelmemet erre
a problémara Hajos Gyorgy is fethivta mar, aki ugyanezt a problémat S. Tarskr®
egy sejtésével kapcsolatosan vetette fel, mely sejtést idokozben Th. Bang* >
bebizonyitott. Bang tétele a kovetkezoképpen hangzik: ha egy K konvex tarto-
manyt n szdmi, parhuzamos egyenesek altal hata'rolt Si, So, .., Sy osav fed be,
mely savok szélességei oy, ds, ..., d,, ugy > >'d, nagyobb vagy egyenlo ‘mint

Je=1

a K ftartomany d szélessége. Miel6tt ramutatndnk az R-tétel és a Bang-
féle tétel kozotti Osszefiiggésre, tegyiik meg a kovetkezd megjegyzést: ha vala-
mely K tartomanyra nézve létezik olyan nem-negativ, integralhato f(x, y) fligg-
vény, melynek integralja K minden htirja mentén 1-gyel egyenld, ugy Bang
tételének allitdsa konnyen kovetkezik erre a tartomanyra nézve, mivel, ha az
S, 8., .0, S, sdvok lefedik K-t, ugy fennall, hogy

n

~a, —2‘] | yaxay = ] Jrepaxay=a. . )
k-1 ]

Iy fiiggvény azonban Lsak a korre nézve 1smeretes ha K az x*+y—'~—1
egyenlettel biré kor altal hatarolt korlap ugy az :

{ 1
Jx; J’)—m | (2)

fiilggvény rendelkezik a kivant sajatsdgokkal. Ennek bebizonyitdsara szimmetria-
okok alapjan elegendd csupéan oly harokat vizsgalni, amelyek az y tengellyel
: A\
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parhuzamosak; igy pl. az x=-a (ja| <1) hiirra nézve azt kapjuk, hogy
+ Y2, -"1
e Y @3
. 1 —a*—y* o )y
Ez szamitasok nélkiil is bebizonyithato annak a jolismert geometriai ténynek
alapjan, hogy az 1 sugarti gomb barmely szeletének felszine csak a szelet
magassagatol fligg.
Konny( belatni, hogy egy ily fiiggvény csak allando szélességii K tarto-
manyokra nézve létezhetik; ugyanis a koordinatarendszer minden helyzetére
nézve fennall, hogy

- _Uf(x; Vdxdy = J.dy = J.dz, @

azaz a tartomany szélessége az y €s 2 koofdinéta-tengelyek irdnyaban egyenld
az iH f(x, y)dx dy allandoval, amely fiiggetlen a koordinatarendszer megvalasz-

tasatol. Nem tudjuk, vajjon a kortdl kiilonbozd egyéb allandé szélességii
tartomanyokra nézve ily fiiggvény tényleg létezik-e.

Attériink most az R-tételnek Tarski sejtésével valo Osszefiiggésére. Ez
abban all, hogy ha valamilyen K tartomanyra nézve egyaltalaban létezik egy oly
f(x, y) fiiggvény, amely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy integralja K
minden htirja mentén 1-gyel egyenld, ugy azt kérdezhetjiik, vajjon ez a fiigg-
vény egyértelmilen meg van-e hatdrozva, vagy sem. Az R-tétel azt mutatja,
hogy [ha f(x,y) folytonossagat is kikotjiikk] f(x, y) egyértelmiien meg van
hatarozva.* Az R-tételt fiiggetieniil ujra felfedezték és altalanositottdk 1. Szarszki’
¢s T. Wazewski® értekezésiikben, amelyben e tétel igen egyszerii bizonyitisa
taldlhaté meg. Az R-tétel tovabbi altalanositasait taldlhatjuk meg /. Mikusinski
és C. Ryli-Nardzewski a Studia Mathematicaban kozzé teendd értekezésében,
valamint W. Wolibner sajté alatt 1évd értekezésében.** A jelen cikk targya
szintén az, hogy az R-tételnek egy (j bizonyitdsat, valamint egy (az emlitet-
tekt6l kiilonbozd) altaldnositasat adja. '

Ki fogjuk mutatni, hogy az egész probléma lényegében a valosziniiség-
szamitas korébe tartozik és a valosziniiségszamitds analitikus maodszereivel
targyalhato, nevezetesen a karakterisztikus fliggvényekre vonatkozd unicitasi
tétel alkalmazasaval. Ki fogjuk mutatni, hogy az R-tétel H. Cramér és H. Wold"
egy tételének kovetkezménye, amely tétel a kovetkezOképpen fogaimazhaté meg:

CW tétel: Minden sikbeli valdsziniiség-eloszlds egyertelmiien meg van
hatdrozva linedris vetiileteinek Osszessége dltal. Nyilvan ez a tétel — valoszinii-
ség-eloszlasok helyett — tomegeloszlasokra is megfogalmazhato.

* Ha a folytonossagot nem tételezziik fel, ugy f(x, y) modosithato egy tetszoleges
halmazon, melynek kdzos része minden egyes "egyenes vonallal O (linedris) mértékkel bir.
** Az emlitett szerzok személyes koziése szerint.
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Az 1. fejezet tartalmazza az imént emlitett CW tétel bizonyitasat, amely
lényegében azonos H. Cramér és H. Wold bizonyitasaval és amelyet ebben a
dolgozatban csak azért kozliink, hogy az dnmagaban teljes legyen. Az I. fejezet
tovabba tartalmazza a tétel harom-, vagy tdbbdimenzids terekre valo altalano-
sitdsdnak bizonyitasat (CW’ tétel), tovabba tartalmazza annak a tételnek (1. tétel)
bizonyitasat, amely szerint az eloszlasok egy széles osztilydra nézve meg-
szamldlhatdan végtelen sok killonbozé vetiilet ismeretében is mar egyértelmiien
meghatarozhatd az eloszlas. Kovetkezik ebbdl a tételb6l, hogy annak biztosi-
tasara, hogy a K korlatos tartomanyban értelmezett f(x, y) folytonos figgvény
azonosan eltlinjék, elegendd feltenni, hogy annak integralja minden olyan har
mentén eltiinik, amely parhuzamos egy az egyenes vonalak valamely adott
tetszoleges, megszamlalhatoan végtelen rendszeréhez tartozo egyenessel (2. tétel).
A dolgozat nyitva hagyja azt a kérdést, vajjon ez minden eloszlasra igaz-e
vagy sem. :

A II. fejezet bizonyos diszkrét elosziasok, mégpedig — a tomegeloszlas
lalkozik, amelyek véges szamu tomegpontbol dalinak, azaz véges szamu olyan
pontbol, amelyekben pozitiv tomegek vannak koncentrdlva. A szerzd felvetette
azt a sejtést, hogy egy n szami tomegpontbo6l allo eloszlas a sikban egy-
értelmiien meg van-e hatdrozva n-i-1 tetszoleges kiillonbozd vettilete altal.
E tételt (3. tétel) Hajos Gyorgy bizonyitotta be; bizonyitasat szives engedel-
mével a jelen dolgozatban kozlom. Bebizonyitjuk, hogy ugyanez igaz n egyenlé
tomegpontra nézve a térben (4. tétel) és ez az eredmény nem javithato. A
szerzb Oszinte kosztnetét fejezi ki H. Steinhausnak, T. Wazewskinek, M. Fisznek
és Hajos Gyorgynek értékes megjegyzéseikért.

I. FEJEZET

J. Radon emlitett tétele a kovetkezd ekvivalens alakban is megfogal-
mazhato:

R’-tétel : Egy a K konvex tartomdnyban értelmezett f(x,y) folytonos és
nem-negativ fiiggvény egyertelmiien meg van hatdrozva, ha integrdljinak
érteke K minden hirja mentén adva van.

Mutassuk ki, hogy az R’-tétel kovetkezik az R-tételb6l és megforditva.
Ha az f(x, y) nem-negativ és folytonos fiiggvény integraljanak értéke minden
hiir mentén ugyanaz, mint valamely folytonos és nem-negativ g(x, y) fiiggvény
integraljanak értéke, ugy f(x, y)—g(x, y) integralja minden htir mentén elttinik
€s igy az R-tétel értelmében fennall, hogy '

[ 9) = g(x ).
Igy tehat az R’-tétel az R-tételbdl kovetkezik. Masrészt, ha a folytonos f(x, y)
faggvény integrdlja K minden hirja mentén eltiinik, akkor legyen

Jf(x,y) ha flx,3)=0
FED 707 ha fp <o
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és
Lo y) - A ) —F(x, ). ’

Ez esetben fi(x,y) és fi(x,y) folytonosak és nem-negativak €és integraljaik
ugyanazon értékkel birnak K minden hurjara. igy tehat az R'-tételbd! kovet-
kezik, hogy fi(x, y) = fi(x, y) és igy hogy f(x ¥)=0; vagyis az R-tétel kovet-
kezik az f’tételbdl. .

Marmost, ahelyett, hogy feltennénk, hogy f(x, ) mtegral]a minden
egyenes vonal mentén ismeretes, feltehetjiik, hogy a

J(H)= Jlf(x »dxdy (12

integral értéke ismeretes minden H felsnkra ahol HK jeloli a K tartomany
és a H félsik kozos részét. Nevezetesen, ha f(H) minden H félsikra ismeretes,

ugy a - ,
JS)=|] f(x, yydxdy (1.3)

integral értéke ismeretes minden S parhuzamos’egyenesek altal hataroit sdvra
és igy f(x, y) integraljanak értéke minden egyes / hur mentén az

i(l) = lim 3] | |76 yydxdy= | £x, ) ds a4

A0 SZ\I:, ; ‘
hataratmenettel kiszamithatd, ahol S, egy oly parhuzamos egyenesek daltal
hatarolt sav, amelynek kozépvonala [ és szélessége -, ds viszont az ivelemet
jeloli az [ egyenesen. Megforditva, ha -i(/) minden [ harra ismeretes, [(H)

kiszamithatd minden félsikra, minthogy j(H)~ j 1(1 )dx, ahol [, egy oly hiirt

jelol, amely parhuzamos K hatdrvonaléaval és amely az erre a vonalra a koordi-
natarendszer kezdOpontjan at hizott merblegest egy ezen az egyenesen x abszcisz-
szajii pontban metszi. Igy tehat ahelyett, hogy azt tennénk fel, hogy i(/)
minden [ hiirra ismeretes, feltehetjiik, hogy J(H) minden H ftélsikra ismeretes.

Marmost az altalanositas els6 lépése abbdl all, hogy elhagyjuk azt a
korlatozast, mely szerint f(x, y) korlatos tartomanyban van értelmezve és oly
f(x, y) fliggvényeket vizsgalunk, amelyek az egész sikon értelmezve vannak,

W+ WO

de feltessziik, hogy az H f(x,y)dxdy integral véges. Az éltalanossag kor-

latozésa nélkiil fehehet;.uk‘ hogy

+ ot x .
H &, »ydxdy=1. (1.5)
Az altalanosntas masodik lépése abbol &il, hogy elhagyjuk azt a korlatozast,
amely szerint az f(x, y) nem-negativ fiiggvény folytonos legyen és csak azt
tesszitk fel, hogy Lebesgue szerint integralhato. Igy, ugy tekinthetjtik az f(x, y)
fliggvényt, mint valamely sikbeli valosziniiség-eloszlds stirfiségfiiggvényét és
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azt kérdezhetjiik, vajjon ‘e siirliségfiiggvény féisikokra vonatkozd integréljanak
értékei egyértelmlien meghatarozzak-e a siriiségfiiggvényt, vagy ami ugyanaz,
— egyértelmiien meghatarozzak-e¢ a megfeleld

F,y)=.| | @, vydudr (1.6)
eloszlasfilggvényt. Jeloljiink /-lel’ egy a koordinatarendszer kezdGpontjan at
hiizott tetszOleges egyenest és jelvljitk H,-vel azt a félsikot, amelynek hatar-
vonala merdleges [-re és amely az [ egyenest egy oly pontban metszi, melynek
koordinataja /-en p-vel egyenld. Vilagos, hogy

Fi(p)=-J(Hy) - || fx, yydx dy (1.7)
i,

mint p fiiggvénye nem egyéb, mint a sik valamely talalomra valasztott pont-
janak Il-re valo vetiiletének eloszlasfiiggvénye, ha a pont sikbeli eloszlasfiigg-
vényét (1.6) hatarozza meg. A kovetkezOkben az l-en valo linedris eloszldst,
melynek eloszldsfiiggvénye Fi(p) az F(x,y) eloszldsfiiggvénnyel biré sikbeli
eloszlds I-re valo vetiiletének fogfuk nevezni. Az altaldnositds utolsd 1épése
abbol all, hogy olyan eloszidsokat is tekintetbe vesziink, amelyeknek nincs
-stiriségfiiggvényiik és bebizonyitjuk a kovetkezd

CW tételt. Jeidlje F(x,y)valamely tetszoleges sikbeli valosziniliség-eloszlds
eloszldsfiiggvényét és tegyiik fel, hogy ennek az eloszidsnak minden a koor-
dindtarendszer kezddpontjdn dt hizott | egyenesen ismerjiik a vetiiletét, azaz
hogy

Fy@— |f dFxy) (1.8)
dCosSprysingp . .
“ismeretes, mint p fliggvénye, ¢ minden ertékere, (0= ¢ < :1) ahol g jelsli az
l, egyenes és az x tengely dltal bezdrt szoget. Ekkor F(x,y) _egyértelmiien
meg van hatdrozva x és y minden értékére.* :

Amint azt mar a bevezetési®n megjegyeztiik, ez a tétel H. Cramér-toi
és H. Wold-t6l ered. E tétel egyszerii bizonyitasat alabbiakban kozoljiik :

Bizonyitds: A kovetkezOkben M(L)-val fogjuk jeldlni egy & valosziniiségi
valtoz6 varhato értékét, P(A)-val pedig az A esemény bekovetkezésének
val6sziniiségét. '

Jeloljék & és 1, egy az F(x,y) eloszlasfiiggvénnyel biré sikbeli, tala-
lomra valasztott pont koordinatait. Jeloljik (u,»)-vel a (& 1) valtozd pont
karakterisztikus fliggvényét (vagy masszoval az F(x,y) eloszlasfiiggvénnyel

* F(x,y) értékének bizonytalansaga annak diszkontinuitdsi helyein nem lép fel,

mivel feltesszilk (amint ez szokadsos), hogy F(x,y) x valamint y fiiggvényeként balrol
folytonos. -
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bhird valosziniiség-eloszlas karakterisztikus fiiggvényét), azaz legyen
+3 + o

Wi, r) - Moy = | [ eitendF(x, y). (1.9)

A (& n) pont vetillete az [, egyenesen a §cos ¢ -+ sin ¢ =, koordinataval
bir és igy F(p) S, eloszlasfiiggvénye. Ha F (p) ismeretes mint p fiiggvénye,
tgy annak

-

+ o

Po(t)=M(*5g) = | eraF (p). (1. 10)

karakterisztikus fuggvénye szintén ismeretes. De (1.9) és (1. 10) alapjan azt
kapjuk, hogy

Yo (t) = M(e!" cos xusin gy —"yy(f cos ¢, t sin ¢) (1. 11)
¢s igy kovetkezik, hogy u és o minden valos értékére fennall, hogy
Wl )=y tgi(“?; ) - (1.12)

és ilymodon w(u,v) u és ¢ minden vaios értékére ismeretes. Minthogy joi
tudjuk, hogy egy eloszlasfliggvény egyértelmilen meg van hatdrozva annak
karakterisztikus fiiggvénye aital’, a CW tétel teljes mértékben be van bizonyitva.

Ugyanezen mddszer felhasznalasaval a kovetkezd tétel is bebizonyithato :

CW’ tétel: Egy az n-dimenzios térben megadott valosziniiség-eloszldst
egyértelmiten meghatdrozzdk annak az 1,2,...(n—1) dimenzios alterek oly
rendszerére valo vetiiletei, mely alterek egyiittesen befedik az egész teret.

fgy pl. a harom-dimenzios tér egy valOszinliség-eloszlasat egyértelmiien
meghatarozzak annak valamennyi, a koordinatarendszer kezd6pontjan athalado
cgyenesre valo vetiiletei, vagy annak valamely adott egyenesen athalado vala-
mennyi sikra valé vetiiletei, vagy annak egyenesek és sikok oly Osszességére
vald vetiiletei, melyek egylittesen befedik az egész teret.

A CW tétel bizonyitasa egyuttal kritériumot szolgaltat arra nézve is, hogy
vajjon az £ (p) eloszlasfiiggvények valamely rendszere valamely sikbeli
eloszlas vetitleteit alkotja-e. Vilagos, hogy ennek sziikséges és elegend fel-
tétele az, hogy W tgi(V”2~+"2) egy kétvaltozos eloszlas karakterisztikus fligg-
venye legyen, ahol . \

p(t)== | ewdF, (p). (1.13)

Ugyanezzel a modszerrel bizonyithatd be a kovetkezd

1. tétel: Ha a (& 1) pont 1 valdsziniiséggel bennefoglaltatik egy
&4 = R* kirben és meg van adva a (&, 1) pont vetiileteloszldsa a koordi-
ndtarendszer kezddpontjin dimend egyenesek tetszéleges végtelen rendszerére,
azaz, ha a §,=Ecos ¢ -1, sin ¢ valosziniségi vdltozd F,,,F(p) eloszldsfiigg-~
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vénye adva van ¢ veégtelen sok mod st kiilonbozd értékére, ugy a (&, i) pont
eloszldsfiiggvénye egyértelmiien meg van hatdrozva.

Mielétt az 1. tételt bebizonyitanok, megfogalmazzuk tétel alakjaban e
tételnek egy korollariumat, amely az R-tétel egyenes éltaldnositasa.

2. tétel. Legyen f(x,y) egy olyan folytonos fiiggvény, melyre megadhato
olyan R >0, hogy f(x,y)=0, ha x**+y* = R* Ha f(x,y) integrdlja eltinik
minden olyan egyenes mentén, amely pdrhuzamos egy egyenessel, amely a
koordindtarendszer kezddpontjdn dtmend egyenesek valamely tetszdleges végtelen
rendszeréhez tartozik, gy f(x,y)=0*

Az 1. tétel bizonyitdsa. Jeloligk ¢, ¢y, ..., ¢u,... ¢ azon értékeit,
melyekre F,q,(p) ismeretes. Jelolje ¢, a ¢, sorozat egy torlédasi pontjat. (1. 11)
értelmében y(f cos ¢, t sin ¢) ismeretes ¢ minden értékére és minden ¢ = g,-re.
Minthogy (fcos ¢, tsin¢) ¢-nek analitikus fliggvénye ¢ minden rogzitett
értékeére, €s w(tcos ¢, tsin¢) t barmely rogzitett értékére ismeretes a ¢ =¢,,
értékekre, ahol lim @n, = ¢, 1gy tehdt arra kovetkeztethetiink, hogy ¢(Z cos ¢,

tsin¢) t és ¢ minden értékére ismeretes és igy az 1. tétel ugyanolyan mddon
kovetkezik, mint ahogy a CW tételt bizonyitottuk. g:(¢) analitikus volta kovet-
kezik abbol, hogy ¢ minden (komplex) értékére a

____a%t;q)) =it ﬂ (—xsin gy cos g)eitecoserysinddF(x, y)  (1.14)
‘derivalt létezik.

1. FEJEZET

Ebben a fejezetben diszkrét eloszlasokat fogunk vizsgéln'i. Az egyszeriiség
sikon egy n tomegpontbol allo diszkrét tomegeloszlast, azaz egy oly eloszlast,
mely az m; tomegekb6l all, amelyek az (xx,y:) (k=1,2,..., n) pontokban
vannak elhelyezve. Mindenekel6tt be fogjuk bizonyitani a kovetkezd

3. tételt. Egy az (xy, Y1), (X2, ¥2), -+ «» (Xn, Yu) pontokban elhelyezelt, az
my, my, ..., m, tomegekkel biro n kiilinbozo tomegpontbol dllo diszkrét eloszlds

* Az 1. tétel bizonyitdsabo! lathatd, hogy a 2. tétel akkor is igaz, ha ahelyett, hogy.
azt tennénkfel, hogy f(x, y)=0, ha x4 y>= R? csupdn azt tessziik fel, hogy f(x,y)
elegendden kicsiny x2~ 32 nagy értékeire, pl. ha minden 4 > 0-ra

If(x, y) | < e-dVarrs? *>
feltéve, hogy Yx2 + 32 = R(A), ahol R(A) Z-nak valamilyen tetszbleges pozitiv fiiggvénye.
Ez vilagossa valik, ha tekintetbe vessziik, hogy az 1. tétel bizonyitdsaban azt a feltételt,
hogy &2-}- 72 R? 1 valbsziniiséggel teljesiil, csak annak bizonyitisara hasznaljuk fel, hogy
a ¥(pcos g, psin p) karakterisztikus fiiggvény p minden értékére ¢-nek analitikus -fligg~
veénye, ezt pedig mar a (*) feltevés is biztositja.

5 Matematikai és Fizikai Osztalyanak Kozleményei. L. o.
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teljesen meg van hatdrozva, ha ismeretes annak n--1 szdmi, a koordindta-
rendszer kezddpontjdn dtmend tetszdleges kiilonbozd egyenesre valo vetiilete.®

A 3. tételt csak egyenld tomegek esetére bizonyitottam be, mely esetben,
a 3. tétel a 4. tétel specidlis esete €s a nem-egyenld tOmegek esetére az
allitast, mint sejtést, kozoltem Hajos Gyorgygyel, aki azt bebizonyitotta
€s szives volt hozzajarulni, hogy elegans bizonyitasat itt kozoljem.

A 3. tétel bizonyitdsa: n-=—1 esetben a tétel trivialis. Tegyiik fel most,
hogy n = 2. Tekintsiik minden egyes vetiilet két sz€&ls6 pontjat és vizsgaljuk
az e pontokon at huzott vetité egyeneseket (azaz, az arra az egyenesre, amelyre
a vetitést eszkozoljiik, merbleges egyeneseket); a rovidség kedvéért ezeket az
egyeneseket szélsd vetitd egyeneseknek fogjuk nevezni.

Igy tehat, ha a tomegeloszlas n--1 vetiilete ismeretes, legaldbb 2n4- 1
sz81s6 vetitd egyenesiink lesz, mivel legaldbb n vetiiletnek van két kiilonboz6
sz€1s6 pontja €és csupdn egyetlen vetiilet zsugorodhatik esetleg egy pontta, (ha
valamennyi pont egy egyenesen fekszik). Minden szélsé vetitt egyenes legalabh
egy tomegponton édthalad. Minthogy n tomegpontunk van, kell, hogy legyen
legalabb egy olyan tomegpont, amelyen hdrom, vagy ennél tobb szélsd vetitd
egyenes halad keresztiill. Minthogy valamennyi tomegpont minden egyes szélsd
vetitdegyenes dltal meghatarozott két zart félsik egyikében fekszik, latjuk, hogy
ha r=3 széls§ vetitbegyenes halad at a siknak egy P pontjan, ezek az
egyenesek a sikot 2r szogtartoményra osztjik €s kell, hogy valamennyi tomeg-
pont e tartomdnyok egyikének belsejében vagy hatirdn fekiidjék. Ezt a tarto-
manyt két szélsdé vetitbegyenes hatarolja, ennek folytdn valamennyi tobbi
sz81s6 vetitbegyenesnek és igy legalabb egy vetitdegyenesnek nem lehet mas
kozos pontja tdomegpontrendszeriinkkel, mint maga a P pont. De mint-
hogy minden szélsd vetitbegyenes legaldbb egy tomegponton keresztiilhalad,
kovetkezik, hogy P-nek maganak tomegpontnak kell lennie. Igy tehat bebizo-
nyitottuk, hogy van legaldbb egy olyan tomegpont, melyen harom, vagy ennél
tobb vetitbegyenes halad keresztiil és megforditva: a siknak minden oly
pontja, melyen hdrom vagy ennél tobb szélsd vetitGegyenes halad at, tomeg-
pont. Igy tehat, a szélsé vetitbegyenesek vizsgalata utjan legalidbb egy
tomegpontot megtalalhatunk. Minthogy a tobbi n—1 pont vetiiletei n41
egyenesre ismeretesek, (azdltal, hogy elhagyjuk a mdr megtalalt pont vetiiletét),
ujbol alkalmazhatjuk ugyanazt az eljdrast és igy egymdasutin megkereshetjiik
az Osszes tomegpontokat. Ilyenmodon a 3. tétel be van bizonyitva. Vilagos,

* Azon, hogy ismeretes a tomegeloszlds vetiilete egy egyenesen, az értendd, hogy
meg vannak adva az egyenesen azok a pontok, amelyek a tOmegpontrendszer pontjainak
(merdleges) vetiiletei, és meg van adva minden vetiileti pontban, hogy mekkora {émegii
tomegpont — illetve ha tobb pont vetiilete egybeesik, tigy az van megadva, hogy mekkora
dssztomegli tomegponiok — vetiilete.
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hogy a fenti bizonyitds hasznalhat6 modszert szolgaltat arra, hogy egymasutan
megkeressiik valamennyi tomegpontot és meghatarozzuk a megfelel6 tomegeket.

Konnyii belatni, hogy a 3. tétel nem javithaté: n vetiilet nem mindig
hataroz meg egy n pontb6l all6 diszkrét tomegeloszlast. Ugyanis, vizsgaljunk
egy 2n oldala /1 szabdlyos sokszoget és nevezziik azt az n szamu egyenld, -
egyenként egységnyi tomegé, tomegpontbol all6 rendszert, amelynek tomeg-
pontjai a II sokszog minden masodik csticsaban vannak elhelyezve, az A-rend-
szernek és nevezziik azt az n szamu egyenld, egyenként egységnyi tomegii,
tomegpontbol 4116 rendszert, mely tomegpontok a /1 sokszdg azon n csucsédban
vannak elhelyezve, amelyekben az A-rendszerbe tartozd tomegpont nincsen,
B-rendszernek. Konnyti belatni, hogy ha 1,, 5, .. ., [, jelolik a II sokszbg szem-
benfekvd oldalpdrjaira bocsatott merélegeseket, az A-rendszer vetiilete minden
1. egyenesen ugyanaz, mint a B-rendszeré. A fenti bizonyitast elemezve,
konnyii belatni, hogy valamennyi olyan tomegeloszlds, melyet nem hataroz
meg teljesen n vetiilet, 1ényegében ekvivalens az imént emlitett tomegelosz-
lassal és megkaphat6 azaltal, ha a 2n oldali, szabalyos sokszoget egy oly
2n oldala konvex sokszoggel helyettesitjiik, melynek cstcsai ¥ P, Pats
amely a kovetkezd tulajdonsdggal bir: a P;P; és P.P, egyenesek pérhuza-
mosak, feltéve, hogy i+ j=1 (mod 2) és i-}j=k - [ (mod 2n). Vildgos, hogy
valamennyi 2n oldalt sokszogbdl affin transzformdacio utjan kapott sokszog
kielégiti ezt a feltételt: de nemcsak ezek elégitik azt ki, pl. az 1. abrdn fel-
intetett P,P,P;P,P,P; hatszog bir a kivdnt tulajdonsdggal annak ellenére,
hogy nem kaphaté meg affin transzformaci6 dtjan egy szabdlyos hatszogbdl :

%

Ahelyett, hogy valamilyen / egyenesre val6 vetitésrél beszélnénk, beszél-
hetiink az /-re mer6leges iranyb6l valo vetitésr6l, valamilyen rogzitett L
egyenesre. :

Valamely irdnybdl valo vetitést, a projektiv sik valamely a végtelenben
fekvd pontjabdl torténd vetitésnek tekinthetiink. Konnyii belatni, hogy a 3. tétel
bizonyitdsa és ennek folytdn allitdsa is érvényes arra az altaldnosabb esetre
is, amikor végesben iekvd pontokbol L-re valo vetitést is megengediink.

Vizsgéljuk most a harom-dimenzids tér diszkrét tomegpontrendszereinek
vetiileteit. Bebizonyitjuk a kovetkez6
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4. tételt. Vizsgdljunk a térben egy M diszkrét tomegeloszldst, amely n
szdmii egyenlo tomegpontbol dll, amelyek az (xx,yr,zx) (k,=1,2,..., ny
derékszdgil koordindtdkkal bird pontokban vannak elhelyezve. Ha az M tomeg-
eloszlds (ortogondlis) vetiilete n-1 tetszoleges sikra meg van adva, mely
sikok koziil nincsen két olyan, amely egymdssal pdrhuzamos volna, M teljes
meértékben meg van hatdrozva.

Mielott a 4. tételt bizonyitanank, emlitsiik meg, hogy a tétel nem javit-
haté. Ugyanis, ha a tobmegpontok valamely e« sikban, valamely 2n oldald
szabalyos sokszdg minden mdsodik csiicsdaban vannak elhelyezve, és azok a
sikok, amelyekre ezeket a tOmegeket vetitjiikk, valamennyien merdlegesek «-ra,
tigy azt az ellenpéldat nyerjiik, amelyet a 3. tétellel kapcsolatosan mar meg-
vizsgaltunk.

A 4. tétel bzzonyztasa Jeloljék Ay, A,, . . ., Auyr azokat a sikokat, amelyekre
a tomegeloszlast vetitjiik, feltehetjiik, hogy valamennyi A. sik keresztiilhalad
az (x, y, ?) derékszogii koordinatarendszer kezd6pontjan és hogy e sikok nem
haladnak at a z tengelyen, valamint, hogy egyetlen sikpar metszésvonala sem
fekszik az (y,2) sikban. Valasszunk minden egyes A, sikban egy oly (ux,u:}
derékszogii koordinatarendszert, hogy annak kezdSpontja egybeessék az (x, y, 2)
koordinatarendszer kezdOpontjaval és jeloljék «ax, fox, y2r @ 2. =0 egyenes
irdnycosinusait €s «x, $1r, y1x az Uy =0 egyenes irdnycosinusait. Kovetkezik,
hogy (x;,¥;,2;) vetlilete az Ay sikra az (ux, vx) koordinatarendszerben az

Ujr = a1 X;+ Biny; + y112;
Vir= aorX; -+ Box ¥ + 7or 2 \

koordinatakkal bir. llymodon, ha ezek a vetiiletek meg vannak adva, tugy
ismeretesek az

(G=12,...,n; k=1,2,...,n4+1)

W lj— €1k Vjk
. P —Papaix

=¥i1-Az
szamok, ahol

Jo— 71— 2rls
Birteox— Far i

Minthogy viraar—7yexerr €s Bixaar— Boxeerr az Ay sikra hiizott merd-
leges két irdnycosinusa, mely sik nem megy at a z tengelyen, ezek koziil a
masodik O-t6l kiilonb6zd €s minthogy az Ax és Aw (K == k) sikok metszés-
vonala nem fekszik az (y,2) sikban, a 4: hanyados k kiilonbozd értékeire
kiilsnbozd. Igy tehat az y;+4z; (j=1,2,...,n) szamok Osszességiikben
ismeretesek 2-nak n--1 kiilonb6zd értékére. llyen mddon e szdmoknak vala-
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-

mennyi elemi szimmetrikus fiiggvénye, vagyis az
Si(A) = ;1 (yi+22)
Sih)= 2 (yt+22)(y+12)

=i<j<n

Su(2) = ,1:]1 (i +42)

fiiggvények A-nak n-+1 kiilonbozd értékére ismeretesek. Minthogy Si(2),
S:(2),. .., Su(2) A-ban n-nél nem nagyobb foka polinomok, kovetkezik, hogy
ezek a polinomok teljes mértékben meg vannak hatdrozva és ennélfogva
értékeik 1 =1 esetére kiszamithatdk (pl. a Lagrange-féle interpolacios formula
segitségével). Ebbdl megkaphatjuk S, (i), S,(¢), . .., S» ({)értékeit, tehat az y; - iz;
komplex szamok elemi szimmetrikus fiiggvényeinek értékeit. Kovetkezik, hogy
az y;+iz; komplex szdmok meghatdrozhatdk, mint a

' wt—S () w1+ S, () w2 — .o A+ (—1)' S, () =0

egyenlet gyokei és ilymodon az (y;, z;) szdmpdrok megkaphatok. llymédon a
szobanforgd tomegeloszlasnak az Ay, A, ..., Awu sikokra valo vetiileteibdl
kiindulva meghatarozhatjuk ugyanannak a tomegeloszlasnak az (y,z) sikra
val6 vetiileteit. Minthogy az (x, y, 2) koordindtarendszer helyzete tetszoleges,
(csak arra kell iigyelniink, hogy egyetlen A, sik se haladjon ata z-tengelyen

és két ilyen sik metszésvonala ne fekiidjék az (y, 2) sikban) kdvetkezik, hogy

a vizsgalt eloszlas vetiilete minden ilyen sikra megkaphat6. A kivételes sikokon
a vetiiletet hataratmenettel hatarozhatjuk meg; ennek kovetkeztében az eloszlas
vetiiletét minden sikra ismerjiikk és igy az a CW’ tétel értelmében teljesen
meg van hatarozva; ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.
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Alkalmazott Matematikai Intézete.
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