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A matematikai fizika számos problémája tudvalevően nemlineáris algeb-
rai egyenletekre vagy egyenletrendszerekre, nemlineáris differenciál- és integ-
rálegyenletekre, integrodifferenciálegyenletekre stb. vezet. Ezek gyakran mint 
valamilyen Banach-térben értelmezett nemlineáris egyenletek értelmezhetők, igy 
tehát a Banach-terek nemlineáris egyenleteinek megoldása a matematikai fizika 
szempontjából fontos feladat. 

Nemlineáris közönséges egyenletekkel vagy egyenletrendszerekkel és kü-
lönböző speciális nemlineáris függvényegyenletekkel igen sok szerző foglal-
kozott, ezzel szemben az általános Banach-terek nemlineáris egyenleteiről, 
aránylag keveset írtak. Pedig a Banach-terek egyenleteinek vizsgálata rend-
kívül sokféle nemlineáris egyenlet megoldhatóságára ad felvilágosítást, sőt a 
numerikus megoldásra egységes eljárást szolgáltat. Ezzel a kérdéssel újabban 
L. V. Kantorovics és tanítványai foglalkoztak1. Lényegében a Newton-féle ite-
rációs eljárást és annak közönséges egyenletek körében jólismert módosítását 
vitték át a Banach-terekben értelmezett egyenletekre. 

Jelen dolgozat szintén a Banach-terek nemlineáris egyenleteivel foglal-
kozik. Egy ilyen egyenlet egyértelmű megoldhatóságának problémája úgy is 
megfogalmazható, hogy megvizsgálandó valamely Banach-térben értelmezett 
függvény inverz függvényének exisztenciája a tér valamely helyének környe-
zetében. Ezzel kapcsolatban kimutatjuk, hogy ha Fréchet értelemben2 differen-
ciálható függvényről van szó, akkor a valós, differenciálható függvények inverz 
függvényeinek exisztenciájáról szóló közismert tétel majdnem szószerint érvé-
nyes az általános Banach-terekben is. Természetes, hogy ez magában foglalja 
az implicit függvények exisztenciájáról szóló tételt is. 

Rényi Alfréd felhívta figyelmemet arra, hogy a kimondott tétel nem 
egyéb, mint a módosított Newton-féle gyökközelítő eljárás analogonja a Banach 
térben és a tétel ennek konvergenciájára nézve ad elégséges feltételt. Ugyan-
erre vonatkozik >L. V. Kantorovics egyik tétele3, de míg Kantorovics tételének 
kimondásában és a bizonyításában felhasználja a függvény második differen-
ciálhányadosát és feltételezi, hogy az korlátos, addig itt pusztán az első dif-
ferenciálhányados létét és folytonosságát kívánjuk meg. Ezzel a módosított 
Newton-féle eljárás konvergenciájára vonatkozó tétel egyszerűbb alakot nyer. 
Igaz viszont, hogy L. V. Kantorovics erösebb feltevései mellett az eljárás kon-
vergenciája gyorsabb. 
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I. A Banach-térben értelmezett nemlineáris egyenletek megoldhatóságáról 

Bebizonyítjuk a következőket: 

1. t é t e l . Legyen f(x) az X Banach-térben értelmezett nemlineáris ope-
rátor, mely az X teret az Y Banach-térre (vagy annak egy részéré) képezi 
le. Ha 

f(x0) = y0 
és f(x) az x;< helyen Fréchet értelemben differenciálható és differenciálhánya-
dosa az x0 helyen folytonos, továbbá az f'(x0) lineáris operátornak van véges 
nor májú egyértelmű inverze, akkor az 

f ( x ) = У (1) 
egyenletnek van egy és csakis egy megoldása, ha у elég közel van y0-hoz. 

Pontosabban : ha f'(x0) inverzét U,-lal jelöljük és P annak a „gömbnek" 
a sugara, melyre az 

I I W ( x ) - / ' ( * „ ) ] | | = § < 7 (2) 
egyenlőtlenség teljesül*, ahol 0 <q< 1, akkor minden olyan у elemre, melyre az 

\ \ U A y - y » ) \ \ ^ R { \ - q ) (2') 
egyenlőtlenség érvényes, létezik az (1) egyenletnek egy és csakis egy megoldása. 

B i z o n y í t á s . Az általánosság rovása nélkül feltehetjük, hogy x0 = 0 
és y0 = 0. Ellenkező esetben £ = x—x„ és p = y — y „ lineáris szubsztitúcióval 
ez az eset mindig elérhető. 

Definiáljuk az X tér s(x) operátorát a következő módon : 
«(x) = / ( x ) - / ' ( 0 ) x . (3) 

Ez az operátor nyilván differenciálható és differenciálhányadosa 
..'/.Л X'/..\ X'/r\\ 
c W — J V-J—J \yj. 

Miutánjfeltettük, hogy / (x ) differenciálhányadosa a 0 elem helyén folytonos, 
ezért 

||«'(x)||—»-0 ha |[x||—>0. 
Legyen x a szóbanforgó térnek az az eleme, mely az (1) egyenletet kielégíti, 
ekkor a (3) egyenlet így írható 

*(x) = y - f ( 0)x . 
Az / ' ( 0 ) operátorra tett feltevésünket figyelembevéve az 

x = í / „ [ y - « ( x ) ] (4) 
egyenletre jutunk. Ezt megoldjuk a szukcesszív approximáció módszerével : 

x 1 = é / 0 [ y - « ( 0 ) ] = í/0yl 
xt==Uü[y—«(Xj)] 

x„ = Un[y—r(x„ ,)] 
(5) 

* Ez azt jelenti, hogy | | x — x 0 | | <LR minden olyan x elemre, melyre (2) érvényes. 
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Az így nyert xu x2,..Xn,.. • végtelen elemsorozat konvergens és az (1) 
alatti egyenlet x megoldásához konvergál, feltéve, hogy y kielégíti a (2') fel-
tételt. Az (5) alatti egyenletekből ugyanis 

x2—x, = — U0s (x,) = — i/o [s ( x / — ? (0)]. 

Erre az egyenletre alkalmazható a Lagrange-féle középértéktétel Banach tér-
beli analogonja4, ennekfolytán 

x2—x1 = — U0s'(x1)x1, 

ahol x1 = ö1x 1 ( O < 0 ! < 1 ) . Ezért tehát | |x, | | < |[x,|j. De 

így az Xj elem és még inkább az X! elem az P sugarú gömbbe esik. De 
âkkor 

II i/o s'(х/Il = II i/0[/'(XI)—/'(0)]|| ^ q 
és — 

I I X í - X i M í l l X i l l ^ í H í / о У Ц . ' (6) 
Az előbbihez teljesen hasonló módon 

x3—x2 = — Í/0[Í(X2)—?(x,)] = — í/0S'(x2) (x2—X,), 
ahol 

х2 = х1 + в2(х2—Xj) (O<02<1). 

Vegyük figyelembe, hogy (6) alapján 
p 2 | | ^ llx^l + llx,—xJI â IIXiH+^lIXilHíl + 9 ) | | x 1 | | = (l +q)\\U0y\\ ^ 

^ М Ш ^ р <7> 
1—9 -

Ez tehát azt jelenti, hogy x2 is az P sugarú gömbbe esik, vagyis 
\\Ü0g(x2)\\^q. 

Ennekfolytán (6) figyelembevételével 
\\x3— x2|| g q-II u0y\\. 

Ezt az eljárást így folytathatnók és teljes indukcióval ki lehet mutatni, az 

||x„—x„-i||% qn~l\\U*y\\ (8) 
egyenlőtlenség érvényességét minden pozitív egész л-re. Ebből viszont követ-
kezik 

ciZ X\ F XO Y . . . Y XN Y . , . elemsorozat konvergenciája : 

11 Xn+k — X„ j j ll-: К Xn+k — j ] J -j- j j Xn+.ft_i — X,i-jjt-211 -j- • » • |x„+i — X„ j I -" 

Si (q»«-1 + • • • + q«) II U0y\\ = q" || Uoy\\. 
Mivel 0 < q < 1 azért-ennek az egyenlőtlenségnek a jobboldala elegendő nagy 
« mellett tetszőleges kicsiny. Hátra van még meggyőződni arról, hogy a 

lim xB = x 
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elem az (1) egyenletnek valóban a megoldása. Az / (x ) folytonosságából követ-
kezik, hogy a 

lim / ( x „ ) = / ( x ) 
)l-> 00 

elem létezik. De xB definíciója folytán 
/(*«) = y — / ' (0) [x„+i—xn], 

így 
Hm | l / ( x » ) - y | | = , H m ||/'(0)||-||x lf+i—x.,11 | | / ' (0) | | | |U0y\\ lim <?" = 0, 

/г со н ->- go n oo 

tehát 
Hm f(XN) = f(x)=y. 
H —>• CO 

A megoldás unicitása is könnyen igazolható. Tegyük fel ugyanis, hogy a (2) 
tartományban lenne két megoldás : x és £, vagyis 

f(x) = У és M ) = y, 
зкког 

/ M - / G D = / ' ( * ) • ( * - $ = о 
lenne, ahol x is nyilván a (2) tartományba esik*. Figyelembevéve ? definíció-
ját, az előbbi egyenlet a következő alakba írható : 

/ ' ( 0 ) . ( X - £ ) + f ' ( X ) ( * - £ ) = 0. 
Ebből 

x—1= Uüs'(x)ipc—l) 
következik. Mivel x az R sugarú gömbbe esik, azért || ( / < / ( * ) II ^ q, tehát 

Hx—III S i l l*—III . 
ami csak úgy lehet, ha 

x = | . 
Az alkalmazások szempontjából nem érdektelen megemliteni a bebizonyított 
tétel egy másik alakját, mely a közönséges függvények körében az implicit 
függvények exisztenciatételének analogonja. 

l a . t é t e l . Legyen F{x,y) az X és Y Banach-terekben értelmezett két-
változós függvény (melynek értékkészlete is egy Banach-térbe esik), x0 es Уо 
olyan elempár, melyre az 

F(x0,ya) = 0 

egyenlet teljesül. Az F függvény legyen mindkét változójában folytonos és rög-
zített y0 mellett az x0 helyen Fréchet értelemben differenciálható. Erről a diffe-
renciálhányadosról tegyük fel, hogy az (x„, y0) helyen folytonos és véges nor-
mája inverze van. Akkor az 

F(x ,y) = 0 (9) 

egyenletnek egy és csakis egy x megoldása van, ha y elég közel van y0-hoz. 

* Ez a háromszögegyenlőt lenségből közvetlenül következik: x = g-\- 6(x—£) = 

= (1 — 0 ) f + ® x ( O < 0 < l ) , ezért | | x | | á ( l — e)IIJI| + e | | x | | - Ez azt jelenti, hogy | | x | | 

kisebb, mint | | £ | | é s | | x | | súlyozott számtani közepe, tehát kisebb mint m a x ( | | x | | , | | f | | ) -
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Pontosabban: legyen V0 az F'x(x0,ya) lineáris operátor inverze és g annak 
a gömbnek a sugara, melyre rögzített y mellett 

II V0[Fí(x, y)-F'x(x0> y0)]II Ш q < 1, (Ю) 
akkor a 

\\VaF(x0,y)\\^Q(\-q) (10') 

egyenlőtlenséget kielégítő y mellett van (9)-nek egy és csakis egy megoldása. 

Ezt az állításunkat nem bizonyítjuk be, ez szószerint ugyan úgy tör-
ténhetik, mint az 1. tétel bizonyítása. 

Megemlítjük még az 1. tétel és bizonyításának egy másik, az alkalmazások 
szempontjából talán nem érdektelen alakját*. Ez a módosított Newton-féle 
iterációs eljárás Banach-térbeli analogonjára vonatkozik. 

2. t é t e l . Legyen az 
/ ( * ) = = 0 (11) 

Banach-térben értelmezett egyenlet egyik „közelítő" megoldása x0 ismert. Az 
f(x) operátorról ugyanazokat a tulajdonságokat tételezzük fel, melyek az 1. 
tételben szerepeltek az x„ helyre vonatkoztatva. Akkor az 

x„ = x„-j — U,J(xn-\) (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) (12) 

iterációs eljárás konvergens és a (11) egyenlet egyik gyökéhez konvergál, ha 

\\U0f(x0)\\^r(\-q), (13) 

ahol r annak a gömbnek a sugara, melybe tartozó x elemek az 

| | t / 0 [ / ' ( x ) - / ( x „ ) ] | | з ф < 1 (14) 

egyenlőtlenségnek tesznek eleget. Az eljárás az r sugarú gömbbe eső egyetlen 
megoldáshoz konvergál. 

A (11) egyenlet az 

f(x) =f(x0)+f'(x0) • ( x - x u ) + e(x) = 0 (15) 

alakba is írható. Ebből 
x = x0— í/0[/(x0) + f(x)]. 

Mivel 
Ф ) - / ( x ) - / ( x „ ) - / ' ( x „ ) • ( x - x 0 ) , 

azért a (11), ill. (15) alatti egyenlet a következő egyenlettel ekvivalens: 
X = X— Uaf(x). 

Szemmel láthatóan ez viszont a (4) alatti egyenlettel azonos. Ha tehát ezt 
megoldjuk a szukcesszív approximáció módszerével, akkor a (12) alatti egyen-
letrendszerre jutunk. Miután pedig a szóbanforgó egyenletre nézve az 1. tétel 
kikötései teljesülnek, állításunk igazolást nyert. 

* A tétel ezen alakjára Rényi Alfréd hivta fel f igyelmemet. 
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II. Néhány alkalmazás 

1. Az 1. és la. tételek az implicit és az inverz függvény exisztenciájá-
ról szóló közismert klasszikus tételeket szolgáltatják, ha a tételekben szereplő 
Banach-terek a valós vagy komplex számok terét jelentik. A 2. tétel pedig a 
valós egyenletekre vonatkozólag a módosított Newton-féle gyökközelítő eljá-
rásra nézve ad újnak látszó konvergenciakritériumot. 

2. Tekintsük az 
yi=fi(xux2,...,x,) ( / = 1 , 2 , . . . , / ? ) (16) 

nemlineáris transzformációt. Az f függvények változóiban folytonos első par-
ciális differenciálhányadosokkal biró függvények. На X és Y tér gyanánt a 
szám я-esek terét értjük, melyben a normát így definiáljuk 

||x|| = max |xí| 

és tekintetbevesszük, hogy az y = F(x) operátor differenciálhányadosa a (16) 
alatti egyenletrendszer Jacobi-féle determinánsa5, akkor az la. tétel alkalma-
zásával a következő, ugyancsak klasszikus tételt nyerjük : 

Ha az XQ = (X?, X | , . . . , x°) és y0 = (yj1, yl,..., y°) értékrendszerek kielé-
gítik a (16) alatti egyenletrendszert és a 

dfi D = 
i, fc=I dXk Jx0 

determináns O-tól különböző, akkor létezik n folytonos és n változós g, függ-
vény, melyre 

Vi =fi[gi (Уг, • • •, У«), .r.,g»(yu..., У»)] (/=1,2,...,/?) 
teljesül, ha az у = (yl}..., y„), elég közel van az y(, = (yï, f f • érték-
rendszerhez. 

На а 2. tételt alkalmazzuk az 
/Дх 1 ( х 2 , . . . , x „ ) = 0 (/ = 1, 2 , . . . , / ? ) 

egyenletrendszerre, akkor ennek numerikus megoldására nyerünk konkrét eljá-
rást. Az általános eset ismertetése helyett egy Osztrovszkijtól származó példát 
mutatunk be°, melyet Kantorovics is idéz saját tételének illusztrálására7. A 
szóbanforgó egyenletrendszer 

f(x,y) = 2x'—f—\=0 
f2(x,y)=xf—y—4 = 0. 

Kezdőelemként válasszuk az 
X o = l , 2 ; y „ = l , 7 

értékrendszert. Az előbbiek alapján a második közelítést úgy kapjuk, ha meg-
oldjuk a következő lineáris egyenletrendszert : 

8,64 Ах,— 3,4 Ayо = —/Дхо, у„) = 0,434 
4,913 Ах0 + 9,404 Ау, = - Д ( х 0 , у, ) = - 0 , 1 9 5 6 . 
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F ' (Ö) -F ' (Ö„) = 

Ebből x1 = x0 + Ax0 ,y1 = у0-\-Луо- A következő közelítést az előbbihez hasonló 
8,64 z/x, - 3,4 Jyt = —fi (xl, yx) 
4,913 áXl + 9,404 áyx = - / 2 ( x a , yj) 

egyenletrendszer segélyével határozzuk meg. Ennek megoldása után a har-
madik közelítés: x2 = XX + JXX,y2 — У\ + DY\ stb. 

Hátra van ennek az eljárásnak a konvergenciáját megvizsgálni. Ehhez 
alkalmazni fogjuk a 2. tételt. Könnyebb érthetőség kedvéért jelöljük a szó-
banforgó operátort F-el, a tekintetbevett tér elemeit a,b,... stb.-vel. Ekkor 
mint láttuk 

ídf df \ 
dX Oy 
on ou 

\дх ду J 

és | |F '(ű) | | egyik felső korlátja az F'(o)-t meghatározó matrix elemeinek ab-
szolút értékben legnagyobbika. Az operátor differenciálhányadosa az a0 = (x0ty„) 
helyen az előbbi egyenletrendszer determinánsa, melynek számértéke D = 97,95. 

6x2—8,64 — 2 y + 3,4 
. / — 4 , 9 1 3 З х / — 1 0 , 4 0 4 , 

Mivel a másodrendű determináns aldeterminánsai maguk a determináns ele-
mei, azért F'(ű0) 1 olyan mátrix, melynek elemei (előjeltől eltekintve) az F'(ű0) 
elemei osztva ezen mátrix determinánsával. Ennek normája így becsülhető 
tehát meg: 

| | í/0 | | = | | F ' ( ö „ ) 1 | | ^ | ^ = 0,096. 

Ha <7 = 0,9, akkor 

| | í /o [F ' (ű) -F ' (űo) ] | | ^ II i/O II \\F'(a) — F'(a0)ii =0 ,096] |F ' (û )—F' (ű 0 ) | | Sí 0,9.. 

Annak a „gömbnek" a sugara, melyre az 

| | F ' ( * ) - F ' ( a 0 ) | | ^ 

egyenlőtlenség érvényes: r = 0,725. De akkor valóban 
II U0F(a0)Il SÍ II í/0II ||F(FL0)|| SÍ 0,096-0,434 0,0417 < 0,725-0,1 = 0 , 0 7 2 5 . 

Ebből az következik, hogy az előbbi iterációs eljárás konvergens és az egyen-
letrendszer egyik megoldását szolgáltatja. 

• 

3. Tekintsük a következő nemlineáris Volterra-típusú integrálegyenletet: 
X 

cp(x) + j ' к ( х , y, 9(y)) dy = / ( x ) . (0 s i x s i a) (17) 
0 

'Tegyük fel, hogy K(x, y, 0) = 0 és ^ a ry-ben folytonos. X és Y 
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tér gyanánt válasszuk а С teret és figyelembevéve azt a közismert tényt, hogy 
a másodfajú inhomogén Volterra-típusú lineáris integrálegyenletnek mindig van 
egy és csakis egy megoldása а С térben, az 1. tétel alapján kimondhatjuk, hogy 
elegendő kicsiny max | /(x) | mellett a (17) egyenletnek egy és csakis egy meg-

Ogiá« 
oldása van. 

Csupán azt tegyük most fel, hogy д a ^"ben folytonos. Old-

juk meg a szóbanforgó egyenletet a következő iterációs eljárással : induljunk 
ki egy alkalmas <p0(x) függvényből és ezzel képezzük az 

X 

fo(x) = <fu(x) + I I<(x, y, Cf>0(y)) dy—f(x) 
0 

függvényt. Legyen 
X 

<pi = 9o(x)—fo(x) + I ou(x, y)fo(y) dy, 
0 

ahol p„(x, y) jelenti a K(x,y, cp0(y)) kétváltozós mag rezolvensét. Ha 
x 

fi(x) = ( f j x ) + j K(x, y, <f ,(}>)) dy—J(x), 
0 

akkor 
X 

<рг(х) = cpi(x)— fi(x) + J 0,3(x, y)My) dy 
0 

stb. Tegyük fel, hogy a O ^ x ^ ű ; 0 ^ y Ш а tartományban |p0(x, y)| g о, to-
vábbá legyen 0 < q < 1 tetszőleges szám. Ha 

дК(х,у,(р) д K{x, у, <ри) 
dq> dfp 

q(\—ç) 0 e xE а 
a O á y E ű 

О ^ |дв| ^ г, 
-akkor az előbbi módon képezett cp0, cpu cp.2t..., <pn,... függvénysorozat kon-
vergens és a (17) egyenlet egyik megoldásához konvergál, ha a kiindulási 
9>o(x) függvény olyan, hogy 

fo(x) y ) f ( y ) dy 7ár(l—q). 
о 

Ehhez teljesen hasonló tétel és eljárás állap.'íható meg a 
i 

</>(х)-Я K(x, y, V(y)) dy = / ( x ) (18) 
о 

alakú inhomogén Fredholm-típusú integrálegyenlet megoldhatóságáról. így pél-
dául az 1. tétel alapján állíthatjuk, hogy ha K(x, y, 0) = 0 és Я a 

i д K(x, y, rp) ! magnak nem sajátértéke, akkor elegendő kicsiny max | / (x) | 
дер 0 

esetén a (18) egyenletnek egy és csakis egy megoldása van. 
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4. P. Lévy8 rámutatott a következő alakú integrálegyenletek fontossá-
gára : 

1 
V ( x ) - [F(x,y;<p(y);L)dy = 0. (19) 

о 
Az adott F függvényről tegyük fel, hogy x és y-ban folytonos, cp és L sze-
rint parciálisan differenciálható és a parciális differenciálhányadosok folyto-
nosak, továbbá, hogy F(x,y;cp; 0) = 0. Az X tér legyen a komplex számok 
tere, V pedig а С tér. A (19) egyenlet (9) alatti egyenlet-típusba tartozik, és 
rá alkalmazható az la. tétel állítása. Ennek alapján érvényes a következő : 

На а ff)' Új kétváltozós magnak 1 nem sajátértéke, akkor 

elegendő kicsiny |A| mellett a (19) egyenletnek egy és csakis egy folytonos 
megoldása van. 

P. Lévy hasonló tételének bizonyításánál F analitikus voltát is meg-
követelte. 

5. A. Liapunov, E. Schmidt, L. Lichtenstein' rámutattak a következőkben 
tárgyalt nemlineáris integrálegyenletek nagy szerepére úgy a tiszta, mint az 
alkalmazott matematika szempontjából. 

Legyenek 
Kmnjit; U,U,...,tQ) (0 s i / =i 1 ; 0 s i U s i 1) 

valós vagy komplex értékű többváltozós függvények fn, n,j, о nemnegatív 
egész számok, р ш 1, m + n = p), melyek legfeljebb annyira nem folytonosak, 
hogy reájuk a klasszikus Fredholm-féle elmélet alkalmazható legyen. Egysze-
rűség kedvéért használjuk a következő jelöléseket 

Umn(x,y) = 
x 1 

= tu ..., Q y f T y f T - . . y ( t 0 p x ( t f x ( L f . ..x(tepdtu..dte, 
3 о 0 

ahol a, ax, ...,ae; ß, ßx,..., ßQ nemnegatív egészszámok és 

« + «! + . . . + « e = m; Á + A + . + & = (20) 

к jelenti a (20) alatti diofantikus egyenletek megoldásainak számát. Mármost 
fűzzük ki az 

00 

U(X, y) = 2 2 U>n n (X, y) = 
m+n — 1 

~ -f 

1 1 * 

= 2 2 Ê f - f Ku nj(t; tu..., Q y{t)ay{Lf... y(tAx(tf x ( f t . . . 
ni-t-n == 1 j— 1 J J /01 4 

0 0 
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nemlineáris integrálegyenlet megoldását, ahol a baloldal ú. n. reguláris integ-
rálhatványsor10. y(t) ismert, x(t) pedig az ismeretlen függvény. 

Nyilván U(0,0) = 0. A Fréchet-féle differenciálhányados definíciója 
alapján 

1 1 
U'r{0,0)-Jx = f-• • I Kn0(t; U,...,t9)dtx...dta-Jx(t) + 

о 0 
1 I 

+ Щ j . . . и... t.) Jx(tj) du... dt9= 
0 

1 
A (0 v/jc(/) + f B(t; t ) JX(T) dr, 

3 
о 0 

ahol 
I 1 
f •. • )' Km{t, U... tQ) dt,... dt9 = A (/) ; 

0 о 
1 1 1 1 

J . . . I Kon (t;T,t2,..., Q dt2...dt0 + ) • • • I K(m(t; U,r,t3,..., te) d f d t 3 . . . dtQ+ 
0 0 0 0 

1 1 
+ ... . + j- • -j Koie(t; U,.--,tQi,r)dU... dt9., = B(t, T). 

Az la. tételt a szóbanforgó iníegrálegyenleíre alkalmazva azt kapjuk, hogy/irr 
A(t) =j=0(0 ^ i Ш 1) és B(t,T)/A(t) kétváltozós magnak —1 nem sajátértéke, 
akkor minden y(t) függvény mellett, melyre max }'(0 elegendő kicsiny a (21) 

OStsl 
alatti egyenlet x(t)-re egyértelműen megoldható. ,Ez E. Schmidt híres tétele. 
Ennek L. Lichtenstein által adott általánosításai is közvetlenül nyerhetők az 
la. tételből11. 

6. A bebizonyított tételek nemlineáris integrálegyenletrendszerek meg-
oldhatóságának feltételeit és megoldási módszereit is szolgáltatják. Vegyünk 
például egy, az alkalmazások szempontjából is fontos esetet12. Legyen 

í 1 

Lti\p(x; y,v) = Z J • • • j K$npj(t; U, U,..., tQ) x(t)a x(U)a\ .. x(t,p X 
— о 0 

Xy(tf y(Uf... у ( ф r f t f rfUjX .. df dU... dt9 ( i = l , 2) 
« + «! + . .. + aQ = m; ß+ßi +.. .-\-ßQ = n ; у + ух +.. . + уд = p; 

ç = m + n+p. 

A probléma: adott x(t) függvény mellett keresendő az y ( f ) , t](t) függvénypár, 
mely eleget tesz a 

2 Ê 2 tâU*; у, п ) = ö , Z Ê 2 u ( X { x - y , , , ) = о (22> 
m+n+p 1 m +n+p ̂  1 
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integrálegyenletrendszemek. Ezekben az egyenletekben szereplő integrálhatvány-
sorok az E. Schmidt által adott definíció szerint regulárisok. Legyen az X tér а С 
tér, az Y tér pedig a folytonos függvénypároknak a tere. Ebben a térben a 
norma definíciója : 

\\[y i i u max [ max jy(/) | . max j^ ( f ) | ] . 
ll<tSl 11:5 I - I 

P j = 0, akkor és csak akkor, ha y - 0 és > / = 0 . A tér linearitásához szük-

séges műveletek definíciója : 

lí);г ( Д) ' IУ+(У • У t £ 

F i x , j 

A (22) egyenletrendszer egyik megoldása: x = 0 ; y = 0. Az 

operátor változó szerint képezett Fréchet-féle differenciálhányadosa a 

|o, helyen és ezt alkalmazva a j ^ J elemre, nyilván a következő: 

1 I • 
Aw(t)Jy(t) + t,)Jy(t1)dt, + B0}(t)J,i(t) + I K&Ut, U)á-ri(U)dU. 

0 
1 

Aa\t) á y ( f ) + I X0%(t, t,) dy(E) dU + B"\t) J n ( f ) + I A ( t , t,) Jjjit,) dU 
0 li 

ahol 
1 1 

A('\f) = j/d,%(t, t,) dt, ; B(n(t) j'/riVu (t, tT) dU 

A(I,(t) = J KÜi (t, t,) dt, ; B'2) (t) - I KÁfu (t, /,) dt,. 
W fi 

Tegyük fel, hogy 

4 = 0 , - ( O s i f s s i ) 

akkor az 
1 

AwJy + B(nJti - Jz—jxtiUt, U)Jy{U) d^ — jx&Ut, /,) drt{U)dt, 
f> ó 

1 1 
+ ß® án = JÇ- /,) áy(U)dtx — j Ä ß , dt, 

ti •) 

6 Matematikai és Fizikai Osztályának Közleményei. Hl. t>. 
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egyenletrendszerből 

1 
áy + 

•| t,) A i t , /,), 1 ! t\) A { t , и) 

Dj\Bm(t) B?\t) 
X 

, Jz ál 
X^niuydu D o ( 1 ) e ( , ) ] 

Z > J L o ) ( 0 Л ( 2 ) ( 0 ! dU — 

X z j 

A(a)A(1> I 

A i t , и) A i t . ő) 
л ( , )(0 л(2)(0 

X 

következik. Ez J y és J / , - ra nézve lineáris integrálegyenletrendszer, melynek 
a közismert Fredholm-féle elmélet alapján bármilyen ázit),át,(t) függvény-
pár mellett van megoldása, lia a következő módon definiált magnak — 1 nem 
sajátértéke : 

1 
Dit) 

1 

m 

\tf2)it) A i t , u)~&x\t)Ait, м ] 

ha О V 

[л(->(0 Alit, ö)—A°\t)Ait, л>] 

ha О 

t • 1 ; 0 *:£ 1 

(23) =§ 1 ; 1 < tx s i 2 

öwL i ) 1 ) I X , ) - /í(1)(f-1 ) Ait-1,/,)] 

ha 1 < t m 2 ; 0 â Ô ^ 1 

- щ Ь г п И ^ ^ - О А ^ - Ь , / , -1 ) ] 
ha l < f s 2 ; K / , - S 2 

Az la. tétel alapján kimondhatjuk tehát, hogy a (22) ti/atf; nemlineáris integ-
rálegyenletrendszernek egy és csakis egy y it), i,(t) megoldása van, ha D{t) 0 
és a (23) alatt definiált *(/, tj) magnak — 1 nem sajátértéke, feltéve, hogy az 
adott xit) függvény abszolút értékének maximuma elegendő kicsiny. 

Az eddigi példákhoz hasonlóan vizsgálhatók meg azok az integródiffe-
renciálegyenletek is, melyekben az ismeretlen függvény és annak differenciál-
hányadosai integrálhatványsorban szerepelnek. 

7. A bebizonyított tételek differenciálegyenletekre és differenciálegyenlet-
rendszerekre is alkalmazhatók. Ennek illusztrálására tekintsük a következő 
nemlineáris közönséges differenciálegyenletrendszert : 

dxi. 
dt ipu it; x,,..., x„) - у f t ) , ik = 1, 2 , . . . , n) (24) 

a határfeltételek legyenek a következő homogén lineáris feltételek : 
Ф,. [x, ( 0 ) , . . . , X, (0) ; * ( ! ) , . . . , x „ ( l ) ] = 0 ik — 1 , 2 , . . , л) (25) 
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ahol Ф, változóiban homogén lineáris függvény. Az X tér legyen a (25) határ-
feltételeknek elegettevő, differenciálható függvényekből álló függvény /i-esek 
tere. Egyszerűség kedvéért tegyük fel például, hogy 

щЦ, 0 , 0 , . . . , 0 ) = 0. (A: = 1, 2 , . . . , n) 
На 

akkor az 

/(*)' = j — M * . • • • 'x '») j 

operátor Fréchet-féle differenciálhányadosa az x = 0 helyen és alkalmazva a 
Jx elemre igen könnyű számítások alapján 

1 n 

Jx, - 21 м о JMO- ( / = i , 2 , . . . , / о 
" T IR-A 

A lineáris differenciálegyenletek elméletéből közismert, hogy ez az operátor 
egyértelműen megfordítható, ezért tehát kimondhatjuk az 1. tétel alapján, hogy 
a (24) alatti differenciálegyenletrendszernek a (25) homogén lineáris határfel-
tételek mellett mindig van egy és csakis egy megoldása, feltéve, hogy 

max max |x,(/)| 
ISIS. 0 I "S 1 

elegendő kicsiny. 
Magyar Tudományos Akadémia 
Alkalmazott Matematikai Intézete. 
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