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AY

A matematikai fizika szamos problémaja tudvalevden nemlinedris algeb-
rai egyenletekre vagy egyenletrendszerekre, nemlineéris differencidl- és integ-
ralegyenletekre, integrodifferencidlegyenletekre stb. vezet. Ezek gyakran mint
valamilyen Banach-térben értelmezett nemlinedris egyenletek értelmezhetok, igy
tehat a Banach-terek nemlinearis egyenleteinek megolddsa a matematikai fizika
szempontjabd! fontos feladat.

Nemlinearis kozonséges egyenletekkel vagy egyenletrendszerekkel és kii-
Ionbozé specidlis nemlinedris fiiggvényegyenletekkel igen sok szerz6 foglal-
kozott, ezzel szemben az Aaltalanos Banach-terek nemlinearis egyenleteir6l
aranylag keveset irtak. Pedig a Banach-terek egyenleteinek vizsgalata rend-
kiviil sokféle nemlinearis egyenlet megoldhatosagara ad felvilagositast, sot a
numerikus megoldasra egységes eljarast szolgaltat. Ezzel a kérdéssel tijabban
L. V. Kantorovics és tanitvanyai foglalkoztak'. Lényegében a Newton-féle ite-
raciés eljarast és annak kozonséges egyenletek korében jolismert modositasat
vitték 4t a Banach-terekben értelmezett egyenletekre.

Jelen dolgozat szintén a ‘Banach-terek nemlinearis egyenleteivel foglal-
kozik. Egy ilyen egyenlet egyértelmii megoldhatésaganak problémdja ugy is
megfogalmazhatd, hogy megvizsgiland6é valamely Banach-térben értelmezett
fiiggvény inverz fliiggvényének exisztencidja a tér valamely helyének kornye-
zetében. Ezzel kapcsolatban kimutatjuk, hogy ha Fréchet értelemben® differen-
cidlhato fiiggvényrdl van szo, akkor a valos, differencialhato fiiggvények inverz
nyes az dltalanos Banach-terekben is. Természetes, hogy ez magaban foglalja
az implicit fiiggvények exisztencidjarol szolo tételt is.

Rényi Alfréd felhivta figyelmemet arra, hogy a kimondott tétel nem
egyéb, mint a médositott Newton-féle gyokkozelitd eljaras analogonja a Banach
térben és a tétel ennek Igonvergenciéijéra nézve ad elégséges feltételt. Ugyan-
erre vonatkozik «L. V. Kantorovics egyik tétele’, de mig Kanforovics tételének
kimondasdban és a bizonyitisaban felhasznalja a fiiggvény masodik differen-
cidlhanyadosat és feltételezi, hogy az korlatos, addig itt pusztin az els6 dif-
ferencidlhanyados 1étét és folytonossagat kivanjuk meg. Ezzel a moédositott
Newton-féle eljards konvergencidjara vonatkozo tétel egyszeriibb alakot nyer.
lgaz viszont, hogy L. V. Kuantorovics erGsebb feltevései mellett az eljaras kon-
vergencidja gyorsabb.
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I. A Banach-térben értelmezett nemlinedris egyenletek megoldhatésdgdrol
Bebizonyitjuk a kovetkezoket :

1. tétel. Legyen f(x) az X Banach-térben értelmezett nemlinedris ope-
rdtor, mely az X fteret az Y Banach- terte (vagy annak egy részére) képezi

le. Ha

f (x0)=y0
és f(x) az x, helyen Fréchet értelemben differencidlhato és differencidlhdnya-
dosa az x, helyen folyfonos, tovdbbd az f'(x,) linedris opelatornak van véges
normdju egyértelmi inverze, akkor az

fx)=y )
egyenletnek van egy és csakis egy megolddsa, ha y elég kozel van y,-hoz.

Pontosabban : ha f'(x,) inverzét Uy-lal jeloljitk és R annak a ,gémbnek*

a sugara, melyre az

Il () —F ()l = ¢ (2
egyenlotlenség fteljesiil*, ahol 0 < q < 1, akkor minden olyan y elemre, melyre az
[Us(y—y0)l| = R(1—q) (2)

egyenlotlenség érvényes, létezik az (1) egyenletnek egy és csakis egy megolddsa.
Bizonyitéds. Az éltalanossadg rovdsa nélkiil feltehetjiik, hogy x,=0
és y,=0. Ellenkez) esetben §=x—2x, és n=y—}y, linedris szubsztitucidval
ez az eset mindig elérhetd.
Definidljuk az X tér ¢(x) operatorat a kovetkez6 mddon :
¢(x) = f(x)—f O)x. ©)
Ez az operator nyilvan differencialhato és differencialhdnyadosa

) — 5~ O
Miutan’ feltettiik, hogy f(x) differencidlhdnyadosa a O elem helyén folytonos,

ezért ,
[£(x)]|—=0 ha |[x|[—0.

Legyen x a szObanforgo térnek az az eleme, mely az (1) egyenletet kielégiti,
ekkor a (3) egyenlet igy irhatd

#(x)=y—f(0)x.
Az f'(0) operatorra tett feltevésiinket figyelembevéve az

x = Up[y—e(x)] ' )
~ egyenletre jutunk. Ezt megoldjuk a szukcessziv approximacié modszerével:

= U[y—2(0)] = Uy

X, =Up[y—e(x)]
............ . (5)
= Ul—s(s )] |

* Ez azt jelenti, hogy ||x— x;|| = R minden olyan x elemre, melyre (2) érvényes.
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Az igy nyert Xxi,X,, ..., X, ... végtelen elemsorozat konvergens és az (1)
alatti egyenlet x megoldasdhoz konvergal, feltéve, hogy y kielégiti a (27) fel-
tételt. Az (5) alatti egyenletekbdl ugyanis

X,— X, = — Upe(x,)) = — Up[e(x,))—£(0)].
Erre az egyenletre alkalmazhaté a Lagrange-féle kozépértéktétel Banach tér-
beli analogonja*, ennekfolytan

Xo— X = — Uy¢' (%1)-x,,

ahol X,=60,x, (0<6,<1). Ezért tehdt | x,|| <|/x]|. De

Il =l < 1220 < o,
igy az-x;, elem és még inkdbb az %, elem az R sugart gombbe esik. De
akkor
, | Ve G| = | Ul f () —F' Q)| = ¢
€s -

=l = ¢lxll = qll Usyll- (6)
Az eldbbihez teljesen hasonlé médon )
X5— Xy = — Us[e (%) — & (x1)] =— Uo¥ (%) (Xa—x),

Xo=2x,+ 0, (x,—x,) - 0<6,<1).

Vegyiik figyelembe, hogy (6) alapjan
Il = xll 4+ x—x = |k +qllxl =0+ |x|=0 -+ Uyl =
_luwll _ p ©
1—
q
Ez tehéat azt jelenti, hogy X, is az R sugarti gombbe esik, vagyis
U =4
Ennekfolytan (6) figyelembevételével
[[xXs—Xa|| = | U |-

ahol

Ezt az eljarast igy folytathatndk és teljes indukcioval ki lehet mutatni, az

[0 — a1 || = g | Uy || ®
egyenlbtlenség érvényességét minden pozitiv egész n-re. Ebb6! viszont kovet-
kezik az x;, x,, ..., X., ... elemsorozat konvergencidja:

”xn-{rk_xn“ é l|x'rl¥k—xll+k 1|l+||x”+k‘1——x"+k 0”+ +Hxn+l"—an é
-9 1_ |
= (qn+l. 1 L HaLa S +(]") H onH - q" H on“

Mivel 0< g <1 azért-ennek az egyenlStlenségnek a ]obboldala elegendd nagy
n mellett tetszbleges kicsiny. Hatra van még meggy6z6dni arrdl, hogy a

lim x,=x

n—> %



74 FENYOG ISTVAN

elem az (1) egyenletnek valdban a megolddsa. Az f(x) folytonossagabol kovet-
kezik, hogy a '
lim () =/(x)

elem létezik. De x, definicidja folytan

f(x") - y_f’ (O) [xn+1_‘xn];
y
lim (|fCa)— i =lm [IF O - [xus—2u]| =

tehat

i

[ p—

lim f(x,) = f(x) =y-

A megoldas unicitasa is konnyen igazolhatd. Tegyiik fel ugyanis, hogy a (2)
tartomanyban lenne két megoldas: x és &, vagyis

f)=y & fE =1
fO—fE)=F(X) (x—§ =0

lenne, ahol X is nyilvan a (2) tartomanyba esik*. Figyelembevéve ¢ definicio-
jat, az elobbi egyenlet a kovetkez6 alakba irhat6:

FO)-(x—8+¢(x) (x—5H=0.
x—E— Uyt (%) (x—8) |
kovetkezik. Mivel X az R sugarti gombbe esik, azért || U,¢'(X)| = ¢, tehét
Hx—&ll = qllx—&,

akkor .

Ebbél

ami csak ugy lehet, ha

x=2E& ‘ -
Az alkalmazdsok szempontjabdl nem érdektelen megemliteni a bebizonyitott
tétel egy masik alakjat, mely a kozonséges fiiggvények korében az ‘implicit
fiiggvények exisztenciatételének analogonja.

la. tétel. Legyen F(x,y) az X és Y Banach-terekben értelmezett két-
vdltozos fiiggvény (melynek értékkészlete is egy Banach-térbe esik), x, s ¥,
olyan elempdr, melyre az
F(xy, y)==0

egyenlet teljesiil. Az F fiiggvény legyen mindkét vdltozdjdban folytonos és rog-
zitett y, melleft az x, helyen Fréchet értelemben differencidlhato. Errdl a diffe-
rencidlhdnyadosrdl tegyiik fel, hogy az (x,, y,) helyen folytonos és véges nor-
mdju inverze van. Akkor az :
F(x,)=0 b

egyenletnek egy és csakis egy x megolddsa van, ha y elég kizel van y,-hoz.
* Ez a haromszogegyenldtlenségbdl kozvetleniil kovetkezik: x=£+ 6(x— 5=

=(1—6)&Ox (0<0< 1), ezért |[x| << (1—0)||&||+0]|x||. Ez azt jelenti, hogy =}
kisebb, mint ||§]} és ||x|| stlyozott szamtani kozepe, tehdt kisebb mint max (||x|}, [| £{])-
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Pontosabban : legyen V, az Fi(x,,y.) linedris operdfor inverze és o annak
a gombnek a sugara, melyre rogzitett y melleft

HVo[F;(x, J’)—Fa/c(xoy yo)]” =g< 1, (10)'

[VoF (%o, D)l = 0(1—9) 10y
egyenldtlenséget kielégitc y mellett van (9)-nek egy és csakis egy megolddsa.

akkor a

Ezt az allitdsunkat nem bizonyitjuk be, ez szdszerint ugyan tgy tor--
ténhetik, mint az 1. tétel bizonyitasa.

Megemlitjiik még az 1. tétel és bizonyitidsdnak egy masik, az alkalmazasok
szempontjabol taldn nem érdektelen alakjat*. Ez a modositott Newton-féle
iteracids eljaras Banach-térbeli analogonjara vonatkozik.

2. tétel. Legyen az
f(x)=0 (11)
Banach-térben értelmezett egyenlet egyik ,kozelité“ megolddsa x, ismert. Az
f(x) operdtorrél ugyanazokat a tulajdonsdgokat téfelezziik fel, melyek az 1.
tételben szerepeltek az x, helyre vonatkoztatva. Akkor az

Xp=Xp-1— U f(xn-1)) (n=12,3,...) (12)
iterdcids eljdrds konvergens és a (11) egyenlet egyik gyokéhez konvergdl, ha
|Ufe) | = r(1—g), - (13)

ahol r annak a gémbnek a sugara, melybe tarfozo x elemek az
[ ULf )= ()l =g <1 (14)

egyenldtlenségnek tesznek eleget. Az eljdrds az r sugari gombbe esd egyetlen
megolddshoz konvergdl.

A (11) egyenlet az
FG) = F(xo)+ [ (x0) - (x—x) + £(x) =0 (15)
alakba is irhaté. Ebbo6l
x=x—U, [f(xo) + S(X)]-
&(x) = () —f (xo) — 1" (Xo) - (x—Xo),
azért a (11), ill. (15) alatti egyenlet a kovetkezd egyenlettel ekvivalens:
x = x— U,f(x).

Szemmel lathatéan ez viszont a (4) alatti egyenlettel azonos. Ha tehat ezt
megoldjuk a szukcessziv approximacié modszerével, akkor a (12) alatti egyen--
letrendszerre jutunk. Miutdan pedig a szébanforg6 egyenletre nézve az 1. tétel
kikotései teljesiilnek, allitdsunk igazolast nyert.

Mivel

* A tétel ezen alakjara Rényi Alfréd hivta fel figyelmemet.
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Il. Néhdny alkalmazds

1. Az 1. és la. tételek az implicit és az inverz fiiggvény exisztencidja-
rol szolé kozismert klasszikus tételeket szolgéltatjak, ha a tételekben szerepld
Banach-terek a valos vagy komplex szamok terét jelentik. A 2. tétel pedig a
valds egyenletekre vonatkozolag a modositott Newton-féle gyokkozelitd elja-
rasra nézve ad djnak latszd konvergenciakritériumot.

2. Tekintsiik az

Yi=fi(x, Xy, .. %) (i=1,2,...,n) (16)
nemlinearis transzformaciot. Az f; fiiggvények valtozdiban folytonos els6 par-
cidlis differencidlhdnyadosokkal bir6 fiiggvények. Ha X és ¥ tér gyanant a
szam n-esek terét értjiik, melyben a normét igy definialjuk

[lx]= max |x]

#és tekintetbevessziik, hogy az y — F(x) operétor differencialhdnyadosa a (16)
alatti egyenletrendszer Jacobi-féle determindnsa®, akkor az 1a. tétel alkalma-
zdsaval a kovetkezd, ugyancsak klasszikus tételt nyerjiik :

Ha az xo=(x, %3, ..., X)) €s yo==(, ), ..., ") értékrendszerek kielé-
gitik a (16) alatti egyenletrendszert és a

().

determindns 0-10] kiilonbdzd, akkor létezik n folytonos és n vdltozds g; fiigg-
vény, melyre

n

D:

i, k=1

Vi :fi[gl(yl’ [RRE yn)’ . -""g"(yl’ (KRS y")] (l: L2..., II)
teljesiil, ha az y= (31, ..., yn), €lég kozel van az y,= (33,35, ...,).) érték-
rendszerhez. .o

Ha a 2. tételt alkalmazzuk az 4
filx, X, 000, %) =0 (i=12...,n)

egyenletrendszerre, akkor ennek numerikus megoldasdra nyeriink konkrét elja-
rast. Az éltalanos eset ismertetése helyett egy Oszfrovszkijtol szarmazo példat
mutatunk be®, melyet Kantorovics is idéz sajat tételének illusztrdlasara’. A
szobanforgd egyenletrendszer

fi(xy)=2x—y'—1=0

L% y)=xy—y—4=0.
Kezd6elemként valasszuk az

Xo=1,2; y=1,1
értékrendszert. Az eldbbiek alapjan a maésodik kozelitést ugy kapjuk, ha meg-
-oldjuk a kovetkezd linedris egyenletrendszert:

8,64 4x,— 3,4 4y, = —f(xy, o) = 0,434
4,913 dx,-+ 9,404 4y, = — fo(x,, ¥o) = —0,1956.
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Ebbdl x, = x,-+ dx,, )1 = Yo+ 4Y,. A kOvetkez6 kozelitést az el6bbihez hasonl6-

8,64 4x,— 3,4 Ay, — —f,(x1, 1))
4,913 Ax, 9,404 4y, = —fy(x1, ¥1)

egyenletrendszer segélyével hatarozzuk meg. Ennek megolddsa utin a har-
madik kozelités: x,=x;+ 4x;, y. =y -+ 4y, stb.

Hatra van ennek az eljardsnak a konvergenciajat megvizsgalni. Ehhez
alkalmazni fogjuk a 2. tételt. Konnyebb érthetéség kedvéért jeloljik a szd--
banforgd operatort F-el, a tekintetbevett tér elemeit a,b,... stb.-vel. Ekkor
mint lattuk

0/ 4

ax ay

0/ 0 -
ax dy

és ||F'(a)]] egyik fels6 korlatja az F’(a)-t meghatdrozé matrix elemeinek ab-
szoliit értékben legnagyobbika. Az operétor differencidlhdnyadosa az a,= (xo, ¥,)
helyen az el6bbi egyenletrendszer determinansa, melynek szdmértéke D = 97,95..

, , 6x*—8,64 —2y+34
_ F(")—F("°)=(y3—4,913 3xy2—10,404)'
Mivel a mdésodrendii determindns aldetermindnsai maguk a determinans ele-
mei, azért F’(a))”" olyan matrix, melynek elemei (el6jelté] eltekintve) az F’(a,)
elemei osztva ezen matrix determindnsaval. Ennek normdja igy becsiilhets-
tehat meg:

F'(a)=

9,404

9795 0,096.

Ul =IF"(a)™" || =
Ha ¢=10,9, akkor
[ G[F (@) — F(@)] | = | Vo]l | F"(a)— F" () || = 0,096 | F' (@) — F"(a) || = 0,9..
Annak a ,gombnek“ a sugara, melyre az
’ ’ O’g
”F (a)—F (aO)H §0,096
egyenlétlenség érvényes: r=20,725. De akkor valdban
| UsF(an)|| = || Uol| || F(ao) || = 0,096.0,434 = 0,0417 < 0,725.0,1 = 0,0725.
Ebbél az kovetkezik, hogy az elObbi iteracids eljaras konvergens és az egyen--
letrendszer egyik megoldasat szolgaltatja.

3. Tekintsiik a kovetkezd nemlinedris Volterra-tipusti integralegyenletet.

s+ [Ky g0 dy=f. ©O=x=a)  (7)

aK(x,y, )

Tegyiik fel, hogy K(x,y,0)=0 és 75

a ¢-ben folytonos. X és Y
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tér gyanant valasszuk a C teret és figyelembevéve azt a kozismert tényt, hogy
- a masodfajii inhomogén Volterra-tipusu linedris integralegyenletnek mindig van
egy és csakis egy megoldasa a C térben, az 1. tétel alapjan kimondhatjuk, hogy
elegendd kicsiny Illa)i lf(x)| mellett a (17) egyenletnek egy és csakis egy meg-

wolddsa van.

aK(x,y, ¢)
a

Csupan azt tegyuk most fel, hogy a ¢-ben folytonos. Old-

juk meg a szobanforgd egyenletet a kovetkezd iterdcids eljarassal : induljunk
ki egy alkalmas ¢,(x) fliggvénybdl és ezzel képezziik az '

)=o)+ f K(x, ) 93) dy—F(%)
fliggvényt. Legyen
. o= () —F(X) + J oo(x, 1) 7,

-ahol go(x, y) jelenti a K(x,y, ¢,(y)) kétvéltozos mag rezolvensét. Ha

F)=u(x) + IK(x ¥, () dy—F(),
akkor

2(X) = 91 (X)— £ () + OI 0%, V)i () dy

stb. Tegyiik fel, hogy a 0 = x = a; 0 = y = a tartomanyban |g,(x, )| = o, to-
vabba legyen 0< ¢ < 1 tetszbleges szam. Ha

’ 0K(x,3,9) 0K(xy,9)| _q(l—¢) O=x=a
e 0.9 = a O=y=a
O=lgl=r,
-akkor az el6bbi mdédon képezett ¢,, @1, @, ..., ¢, ... fliggvénysorozat kon-

vergens és a (17) egyenlet egyik megolddsdhoz konvergal, ha a kiindulasi
4,(x) fliggvény olyan, hogy

Frx)— Ofeo(x, NhHG) dy| = r(1—g).

Ehhez teljesen hasonld tétel és eljards allapithaté meg a

q)(x)—;.di‘z((x, 7, 90)) dy = F() , (18)

alaki inhomogén Fredholm-tipustt integrélegyenlet megoldhatésagarol. Igy pél-
daul az 1. tétel alapjan allithatjuk, hogy ha K(x,»,0)=0 és 4 a

(L(;c,y,_cp) magnak nem sajdtértéke, akkor elegendd ktcszny max l f(x)|
esetén a (18) egyenletnek egy és csakis egy megolddsa van.
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4. P. Lévy® ramutatott a kovetkezd alaki integralegyenletek fontossa-

gara:
1

9 ()= [FC 35 90); 5 dy =0 (19)
Az adott F fiiggvényrol tegyiik fel, hogy x és y-ban folytonos, ¢ €s 4 sze-
rint parcidlisan differencidlhatd és a parcialis differencidlhdnyadosok folyto-
nosak, tovabba, hogy F(x,y;;0)=0. Az X tér legyen a komplex szdmok
tere, Y pedig a C tér. A (19) egyenlet (9) alatti egyenlet-tipusba tartozik, és
ra alkalmazhatd az 1la. tétel allitdsa. Ennek alapjin érvényes a kovetkezd:

a9

&

Ha a (M) kétvdltozés magnak 1 nem sajdtértéke, akkor
=0 s

elegendd kicsiny |A| mellett a (19) egyenletnek egy és csakis egy folyfonos
~

P. Lévy hasonlo tételének bizonyitdsanal F analitikus voltat is meg-
kovetelte.

5. A. Liapunov, E. Schmidt, L. Lichtensfein® rAmutattak a kovetkezékben
targyalt nemlinedris integralegyenletek nagy szerepére gy a tiszta, mint az
alkalmazott matematika szempontjabol.

Legyenek

Kunj(ti ti by, ooy 1) O=t=10=4t=1)
valos vagy komplex értékii tobbvaltozds fiiggvények .m, n,j, ¢ nemnegativ
egész szamok, ¢ = 1, m+ n =), melyek legfeljebb annyira nem folytonosak,
hogy redjuk a klasszikus Fredholm-féle elmélet alkalmazhato legyen. Egysze-
riiség kedvéért hasznaljuk a kovetkez6 jeloléseket

(Jmn(x, y) =

= ZL:J . .ij wi(ts ty ooy fo) y(t)“y(,l)m. . y(fg)“gx(t)ﬁx(fl)ﬁl- . x(z‘g)ﬁﬁ’dtl. ..dt,,

=
0 0

ahol a, @, ...,¢0; 8 6, ..., 8 nemnegativ egészszaimok és
etat...Fep=m; f+8+...4+8,=n. (20)

k jelenti a (20) alatti diofantikus egyenletek megoldasainak szamat. Marmost
tiizziik ki az

Ux,y) =2 2 Unu(x,y) =
min=1
T « z

— Z‘m f. . .men]([; f1, ey tg) y(t)“y(tl)al. . y(tg)“"X(t)B x(tl)-sl. -

mtnz=1 j=1
0

(21)
cx(t)edt,. .. .dt,=0
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nemlinedris integralegyenlet megoldasat, ahol a baloldal 4..n. reguldris integ-
ralhatvanysor®®. y(f) ismert, x(t) pedig az ismeretlen fiiggvény.

Nyilvdn U(0,0)=0. A Fréchet-féle differencidlhdnyados definiciéja
alapjan

1 1
Us(0,0)-dx = || Kowo(t; b, ..., te) dty ... dto-dx(t) +
o 0

1 1
9ﬂ
+2{J‘...leoj(t; tl' . .t{,)dx(tj)dtl...di ==
j= . -
0 0

1
— A 4x(O)+ | B(t; 1) 4x(z) d,

ahol
1 1 .
[ Koolt, 1. .ty ... dty=— A(D);
1o v 1o
J---Ik’on(t;r,tg,...,tg)a’z‘g...dz‘g—{—J---'Kglg(t;tl,'r,tg,...,t(,)dtldt3...dto‘—|—
0 6 b ’

11

oo Joo [ Koot by ooy tyr, ©) dy. .ty = B(E, ).
4] 0

Az la. tételt a szObanforgé integréalegyenletre -alkalmazva azt kapjuk, hogy ha

A{)=F0(0=t=1) és B(t, 1)/A(t) kétvdltozds magnak —1 nem sajdtértéke,

akkor minden y(t) fiiggvény mellett, melyre max |y(f)| elegendd kicsiny a (21)
0=i=1

alatti egyenlet x(t)-re egyértelmiien megoldhato. \Ez E. Schmidt hires tétele.

Ennek L. Lichtenstein altal adott altalanositasai is kozvetleniil nyerheték az
la. tételboI™.

6. A bebizonyitott tételek nemlinedris integrdlegyenletrendszerek meg-
oldhatésaganak feltételeit és megoldasi modszereit is szolgdltatjidk. Vegylink
példaul egy, az alkalmazésok szempontjabdl is fontos esetet?. Legyen

Uv(nnp(x ¥, 1) == ZJ [K””‘zv(t by by oy B) X)X (0)™ X (f)"0 X

Xyt yt)". .. y(te)‘g@ n(@Y n(ty". . .q(tyedt dt,...dt,  (i=1,2)
atat...Fag=m; f+B+...+B=n; v+t ...FYe=0;
_ o=m-+n+p.
A probléma: adott x(f) fiiggvény mellett keresendd az y(f), 5(f) fiiggvénypér,
mely eleget tesz a

ZZZ mnp(x ¥, 1)=0, ZZ Z U'(;np(x ¥, n)=0 (22)

mintp=1 mntp 21
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integralegyenletrendszernek. Ezekben az egyenletekben szerepld integrathatvany-
sorok az E. Schmidt altal adott definicié szerint regularisok. Legyen az X téra C
tér, az Y tér pedig a folytonos fiiggvényparoknak a tere. Ebben a térben a
norma definicidja :

[i (J;) {i - max [ﬂ{gg ,iy(i)i, . ggl »)(fy)t].»

(i)———O, akkor és csak akkor, ha y=0 és ,==0. A tér linearitasahoz sziik-
[ . .
séges miiveletek definicioja:

¥) 'Zy‘) }J »|. (ymty-)
4;'2.) YL (.m %(na)“ bt
A (22) -egyenletrendszer egyik megoldasa: x=0,; y=0; 5,=0. Az

2 2 Uy

F x7 Al Al Al
. | WU N Y Y UR, gy, )

operdtor (i ) valtozo szerint képezett Fréchet-féle differencidlhinyadosa a
A

(O, g) helyen és ezt alkalmazva a (;ﬁ; ) elemre, nyilvdn a kovetkezd:

AD) () -+ _j omx(it)Jy(i])dt,TB“)(t)Jz,(i) | m,,(t ti)jq(t,)dt,

1 ’

A“"’(t)._f/y(f)ju_I'Kéfgg(f, ) dy(t) dt, -+ BE(t) 10(t) -+ | K&a(t, 1) A3(t) di,

]

ahol
1

AP — | K j R, z‘)df,,Bm(z‘)——— }K‘,u(t, t) dt,

A (1) — ; ;(g;.,,(f tydt; B2 (f) = } K$h(t, t) dt,.
Tegytik fel, hogy

61) )
by —i4,O B (1)1 .

A(‘)(t) B(“)(t) +0, - O=t= 1)
akkor az

1 -

AD 4y BV 4y = dz—fkom(t tl)Jy(f,)dtl— ' Ko (t, 1) dn(t) dt,

AP Ay 4B iy = 45— j’ Ea(t, 1) Ay () dt,— .)' K@a(t, b) An(t) dt,

6 Matematikai és Fizikai Osztdlydmak Kozleményei. M. o,




82 FENYO ISTYAN

egyenletrendszerbol

o 'Kmm(t 1) Kha(t, 1) iKa‘J.’g(t t) Kiie(t, 1) |
dy -+ Ay(t) dt,-
yer Dn‘ B B |dytt) dt- "D, ] B BY® | X
1 | 4z 48 I
4 'l(tl) dtl == D ! B(I)B( J)||
1 KRR, B) K (t, 1) | Kila(t, t)) Koola (¢, 1) |
4y — 5 l ) @ (Ay(t) dt— ‘ 0 ® ‘
DG AY A¥e) A%t A®@
[ 148 dz|

X dq(t)dz‘,——ﬁ A® 40
kovetkezik. Ez .fy és y-ra nézve linedris integralegyenletrendszer, melynek
a kozismert Fredholm-féle elmélet alapjan barmilyen Az(#), 45(f) fiiggvény-
par mellett van ‘megoldasa, ha a kovetkez6 moddon definialt magnak ——1 nem
sajatértéke :

BA(t) K (t, t)— BO() Kt )
“ ha0=t=10<(=1
D(I‘) (A9 (t) Ko, £)— A1) Kbt 1)]
2, 1) =~ haid=s=tr=slh <=2
( )[B‘”(t 1) Ke(t—1, 1) — BO(t—1) K& (1—1,1,)]
ha 1 <t=2;0=4=1
— 50—‘; ] )[A("’)(t—l WK (t—1, t,—1)—AVE—=1) K (t—1, t,—1)]
ha I<f=2;1-1t, =2
Az la. tétel alapjan kimondhatjuk tehat, hogy a (22) alatti nemlinedris integ-
rdlegyenlefrendszernek egy és csakis egy. y(t), 1, (f) megolddsa van, ha D(f) , O
és a (23) alatt definidlt =(t,t,) magnak —1 nem sajdtérteke, feltéve, hogy az
adott x(f) fiiggvény abszolut értékének maximuma elegendd kicsiny.
Az eddigi példdkhoz hasonléan vizsgalhatok meg azok az integrodiffe-

rencidlegyenletek is, melyekben az ismeretlen fliggvény és annak differencial-
hanyadosai integralhatvdnysorban szerepelnek.

7. A bebizonyitott tételek differencidlegyenletckre és differencidlegyenlet-
rendszerekre is alkalmazhatok. Ennek illusztralasara tekintsitk a kovetkezd
nemlinedris kozonséges differencialegyenletrendszert :

b

(23)

X
f(_[J;/.__ gt X, o, X)) = (), (k=1,2,...,n) (24)

a hatarfeltételek legyenek a kovetkezd homogeén linedris feltételek :
D x,0), ..., x1(0); x,(1),..., % (1)]=0 k-:1,2,...,n) (25)
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ahol @, vditozdiban homogén linearis fiiggvény. Az X tér legyen a (25) hatar-.
feltételeknek elegettevd, differencidlhato fiiggvényekbdi allo fiiggvény n-esek
tere. Egyszeriiség kedvéért tegyiik fel példaul, hogy

w.¢ 0,0,...,0=0. k=1,2,...,nm)
Ha

”-z wﬂ-‘(t)'

akkor az.

Vdx, '
f =) —gutt, %, - 0|

operator Fréchet-féle differencidlhanyadosa az x=0 helyen és alkalmazva a
-1x elemre igen konnyili szdmitdsok alapjan

5; a4 — Dwa® It (=1,2,...,n)
Fe=-1

A linearis differencialegyenletek elméletéb6l kozismert, hogy ez az operator
egyértelmiien megfordithato, ezért tehat kimondhatjuk az 1. tétel alapjan, hogy
a (24) alatti differencidlegyenletrendszernek a (25) homogeén linedris hatdrfel-

tételek mellett mindig van egy és csakis egy megolddsa, feltéve, hogy
max max |x;(t)|
1:2in OZE=1

elegendd kicsiny.
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