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Bolyai Jdnos felfedezésének hatasat a geometria fejlddésére a kovetkezd
szempontokbol kivanom targyalni: )

Els0sz0r is azokat a vizsgalatokat ismertetjiik, amelyek mddszerileg Bolyai
Jdnos szintetikus targyalasat kovetik. E vizsgdlatok eredménye a geometria
modern axiomatikus megalapozdsdhoz vezet. Mdasodszor vazoljuk azokat a
vizsgalatokat, amelyek mds szempontbol vezettek Bolyai Jdnos eredményeihez.
Ezekbdl a szempontokbol kiindulva azonban mar Bolyai Jdnos felfedezésénél
lényegesen altaldnosabb geometridkhoz jutottak. Az G szempontok koziil az
egyik a Cayley—Klein-féle projektiv felfogdson 4t a geometridk csoportelmé-
leti megalapozasdhoz, mig a mdsik szempont Riemann hires habiliticids el6-
adasabol indul ki és végeredményben kiilonbsz6 geometriai diszciplinak diffe-
rencidlgeometriai megalapozasdhoz vezet. Ismeretes, hogy a nem-euklideszi
geometria eldhirnokei G. Saccheri (1667—11733), H. Lambert (1728—17177),
A. M. Legendre (1752—1833) vizsgalatai Euklidesznek szintetikus-axiomatikus
modszerét kovetik. E vizsgalatok azonban csak a parhuzamossigi axioma
koriil mozogtak, és céljuk annak kimutatasa volt, hogy ez az euklideszi axioma
a tobbi axiomabol kovetkezik. Bolyai és Lobacsevszkij mar céltudatosan az
euklideszi axiomdval ellenkezd, nem-euklideszi hiperbolikus parhuzamossagi
axiomabdl indultak ki és olyan rendszert igyekeztek kiépiteni, amely egy, az
euklideszi geometridval egyenlden lehetséges geometridt ad. E célbdl, mint
tudjuk, féleg fontos planimetriai, sztereometriai, trigonometriai és analitikus
geometriai tételeket vezettek le. Nagymértékben tisztazatlan marad azonban
az euklideszi geometria felépitésében szerepld tobbi posztulatum és definicio.
Ismeretes, hogy Euklidesznél tobb olyan definicid szerepel, amely nem tartalmaz
matematikai allitdst. Azt a kovetelményt sem sikeriilt azonban szigortian
keresztiilvinni, hogy a definiciok és axiomdk felsoroldsa utdn minden tovabbi
tétel ezekbOl logikus tton levezethetd legyen. Az itt felmeriild hézagoknak
legfobb oka az volt, hogy egy sereg, a szemiéletb6l atvett definialatlan fogalom
csuszott be. Fejlett geometriai axiématika nélkiil még Bolyai és Lobacsevkif
sem tudtdk a mai kovetelményeket kielégité modon bizonyitani azt, hogy az
euklideszi parhuzamossagi axiéma nem kovetkezménye .a tobbi axiémanak.
Bolyai és Lobacsevszkij abban lattak ennek bizonyitasat, hogy az abszoliit
trigonometria ellentmondasmentes. De egy trigonometriarendszer még nem
teljes geometriai rendszer, hanem ennek csak egy része. Bolyai maga ezzel



152 VARGA OTTO

az érveléssel nem elégedett meg, mert joval az Appendix megijelenése utin
ebben az irdnyban még vizsgalatokat folytatott, amint ezt Stdckel® kideritette.

Euklidesz targyaldsanak kritikai vizsgalata a geometriai alapjainak axi6-
matikus megalapozdsahoz vezetett. E vizsgéalatok csak a mult szdzad végén és
e szazad elején nyertek bizonyos értelemben befejezést. Az euklideszi és nem-
euklideszi geometridnak a mai kovetelményeknek legjobban megfeleld axid-
matikus megalapozasat D. Hilbert® adta. Hilbert az euklideszi térgeometria
megalapozdsandl a pontot, az egyenest és a sikot definidlatlan alapelemekként
tekinti. Ezek kozott relaciokat ir eld. A relaciok leirasdhoz az ,illeszkedni,
", Osszetartozni“, ,kozott“, ,egybeviagosag, ,folytonossig“ kifejezéseket hasz-
nalja. E relaciok a geometridnak az axiomait képezik. Hilbertnél az euklideszi
geometria axiématikdja Ot csoportra tagozodik. Ezekbdl az els6 és méasodik
csoport helyzetgeometriai jellegfi, t. i. az els6 csoport az alapelemek illeszke-
désére vonatkozik, mig a mdésodik csoport pontoknak az egyenesen valé
elrendezésérol, valamint a siknak egy egyenessel torténd két részre osztdsarol
sz6l. A harmadik csoport a tér mozgédsit az egybevagosagi axiomékkal irja
le. Negyedik helyen kovetkezik az euklideszi parhuzamossagi axiéma, mig az
otodik csoport a folytonossadg két axiomajabdl all. Hilbernél a folytonosségi
axiomak az archimedeszi és egy 0. n. teljességi axiomabol tevédnek ossze.
E targykorre vonatkoz6 legtobb mas targyalasndl a teljességi axioma helyett
a Cantor-féle axidoma szerepel. A Hilbert-féle axiéma ettdl alapvetben eltér,
mert lényegében azt fejezi ki, hogy az adott rendszer mas elemekkel nem
bovithetd ki 1gy, hogy az elsé hdrom axiémacsoport érvényben maradjon.
Az egyes axiOmacsoportokra vonatkozolag megjegyezzitk, hogy az els6 két
helyzetgeometriai csoportot eldszor M. Pasch?® vezette be és targyalta teljes
szigorusdggal. A harmadik axidmacsoportnal két allaspont lehetséges: az egyik
az, hogy a mozgdast definidlatlan alapfogalomként vezetjiik be és megfeléld
axiomakkal a tobbi alapfogalmakkal vonatkozdsba hozzuk. A mdsik az, hogy
ezt a fogalmat a kongruencia fogalmaval helyettesitjiik. Hilbert ebbdl az utdbbi
allaspontbdl indult ki. Az els6 szempontra, amely az euklideszi és nem-
euklideszi geometria megalapozasan tul, mas geometriai rendszerek jellemzé-
sére is alkalmas, kés6bb még visszatérek. Hilbert kimutatta, hogy axioma-
- rendszere eleget tesz azoknak a kovetelményeknek, amelyeket egy szigordan
felépitett axidmarendszertdl meg kell kovetelni. T. i. hogy az axiémarendszer
ellentmondasmentes, az egyes axiémacsoportok egymastol fiiggetlenek €s az
axiomarendszer teljes legyen. Az ellentmondasmentességet igy bizonyitja, hogy a
geometriai rendszert aritmetizdlja. Az igy nyert aritmetikai modell nem egyéb,
mint a kozonséges Descartes-féle analitikus geometria. fgy az axiémarendszer
ellentmondasmentes, amennyiben az aritmetika is az. Az egyes csoportok fiig-
getlenségének bizonyitdsara szintén megfeleld aritmetikai modellekbdl indul
ki. Itt elsbsorban a parhuzamossagi axioma fiiggetlenségét kell emliteni, mert
ez jelenti a nem-euklideszi geometria létezését. Hilbert miivében a Klein-t6l*
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-szdrmaz6 modellt targyalja. E célbdl az el6bb emlitett Descartes-féle analitikus
geometridban egy gobmbot kell tekinteni, és a szerkesztendd geometrianak
pontjai a gomb belsejében fekvd pontok. Egyeneseken és sikokon a kozon-
séges egyeneseknek és sikoknak a gomb belsejébe es6 részét értjiik. E pon-
tokra, egyenesekre és sikokra az illeszkedési €s rendezési axiomakat agy értel-
mezhetjitk, mint a teljes Descartes-féle analitikus geometridban. Az egybe-
vagosagi axiomak azzal teljesithetOk, hogy olyan transzformaciokat tekintiink,
amelyeknél a gomb onmagaba és egyenesek egyenesekbe mennek at. Szaka-
szok, szogek és haromszogek akkor egybevdgdak, ha ezeknél a kollineacidknal
egymasba mennek at. A szakaszok ilyen egybevagosdga mellett az archi-
medeszi posztuldtum is konnyen bevezethetd. Végiil a Cantor-féle folytonossagi
axiéma, — mivel csupan rendezési axiomakon alapul — feltételeink alapjan
tehat teljesiil. Ezzel olyan modellt nyeriink, amelyben az Osszes felsorolt
axioma teljesiil, a parhuzamossagi axidma kivételével. Utobbi nyilvanvaléan
nem igaz. llyen mddon egytittal a nem-euklideszi geometria lehetdsége is ki
van mutatva. Kiilongsen figyelemreméitdak a folytonossagi axiomakra vonat-
koz6 Hilbert-féle vizsgalatok. Az erre vonatkozd eredmények egyik alapvet6
kovetkezménye az, hogy a projektiv geometria folytonossdgi axiémak nélkiil
nem alapozhato meg. Hogy a folytonossagi axiomak koziil a teljességi, vagy
ha ugy tetszik a Cantor-féle axiéma, a tobbi axiomatol fiiggetlen, csupan a
Descartes-féle analitikus geometridban pontok és egyenesek koordinatainak
azokat a szamokat kell venniink, amelyeket a raciondlis szdmtestb6l kiindulva,
a pozitiv elemekre nézve kvadratikus lezardssal nyeriink. De az archimedeszi
axioma is fiiggetlen a tobbi axiomatol. Ehhez Hilbert egy nem-archimedeszi
szamtestet szerkesztett a kovetkez6 modon. A f hatarozatlant a racionalis miive-

leteknek és az |J1-+o?| miiveletnek vetette ald, ahol o bdrmilyen mar e
miiveletek alapjan nyert fiiggvényt jelent. A testmiiveletek a formalis szamolasi
miiveletek alkalmazdsaval értelmezhetdk. A rendezést a kovetkez6képpen alla-
pitja meg: Ha a és b a testnek két eleme, akkor a > b, amennyiben a—b
elegendd nagy f-re pozitiv értékii. A testnek az 1 és f eleme mar nem tesz eleget
az archimedeszi axiomanak. Ha e nem-archimedeszi szadmtestbdl kiindulva az
analitikus geometriat felépitjiikk, akkor az elsdé négy axiémacsoport teljesiil, a
folytonosségi- axidmacsoport azonban nem. Hilbert folytonossdgi axiéma-
csoporttal kapcsolatos vizsgalatainak még egy masik vonatkozasban is nagy jelen-
t6sége van. Ez arra az el0bbi megjegyzésiinkre vonatkozik, melyet a projektiv
geometria megalapozasarol tettiink. E vizsgalatnak Iényege a Pappus-féle, vagy
masnéven specidlis Pascal-féle tétel szerepe a geometria megalapozasaban.
Megszerkesztett egy nem-kommutativ szdmrendszert, amelyet a Desargues-féle
tétellel valo kapcsolata miatt Desargues-féle szamrendszernek nevezett. E szam-
rendszer azonkiviil, hogy nem-kommutativ, nem folytonos, mert ugyancsak
Hilbert mutatta ki, hogy egy archimedeszileg elrendezett szdmrendszer sziik-
ségképpen kommutativ. Ezzel a szamrendszerrel szerkesztett analitikus geo-

11 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei. III. o.
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metridban érvényes az els6 két helyzetgeometriai jellegli axidmacsoport, vala-
mint a parhuzamossdgi axioma. Ervényes tovabba a Desargues-féle harom-
szogtétel. E tétel alapjan egy szakaszkalkulus vezethet6 be és ez olyan szam-
rendszert eredményez, amely a kiindulé nem-kommutativ szdmrendszerrel
izomorf. A Desargues-féle tételen alapuld szakaszkalkulusban azonban a szorzds
akkor és csak akkor kommutativ, ha a Pappus-tétel érvényes. Az el6bb
emlitett izomorfizmus miatt kovetkezik tehat, hogy egy geometridban csupan
helyzetgeometriai axidmdkra — a parhuzamossagi axiomat is ideszamitva —
folytonossagi feltételek nélkiil a Pappus-tétel nem érvényes. Ez az eredmény
a projektiv geometridra alkalmazva azt jelenti, hogy ez csupan helyzetgeo-
metriai axiomakkal nem alapozhatdé meg.

A nem-archimedeszi geometridval kapcsolatosan ra kell mutatni M. Dehn®-
nek azon vizsgdlataira, amelyek a parhuzamossagi és folytonossdgi axio-
mékra vonatkoznak. Kimutatta, hogy van olyan nem-archimedeszi geometria,
amelyben az euklideszi geometria Osszes tételei €rvényesek, de egy ponton at
egy egyeneshez végtelen sok pdrhuzamos létezik. Azt is kimutatta, hogy a
hiperbolikus geometria parhuzamossagi axiémaja sem {eljesiil.

Végiil Hilbert® a kétdimenzios Bolyai—Lobacsevszkij geometrianak olyan
megalapozdsat adta, amelyben csak az els6 harom sikra vonatkozd axi6ima-
csoport, valamint a hiperbolikus parhuzamossagi axioma szerepel.

Ratériink most a nem-euklideszi geometridnak a projektiv geometrian at
torténd megalapozasara. Mar el6bb emlitettitk a parhuzamossdgi axiéma fiig-
getlensége bizonyitdsaul szolgdldo Klein-féle modellt. Hilbert targyalasaban
ezt a modellt a mér teljesen kiépitett euklideszi geometridba vezette be.
A modell ilyen bevezetése alkalmas volt a parhuzamossagi axioma fiigget-
lenségének bizonyitasara, viszont nem ad modot a nem-euklideszi geometrianak
az euklideszi geometriatol fiiggetlen felépitésére. Felix Klein nem az euklideszi,
hanem a projektiv geometridn at vezeti be e modelit és ilyen formaban a
Bolyai—Lobacsevszkij geometrianak lényegesen ij megalapozasat adja. F. Klein
megalapozasaban két szempontbol indul ki. Az els6 a Cayley-féle” projektiv
metrikanak fogalma, a masodik a projektiv geometridnak metrikus fogalmaktol
mentes felépitése. Ismeretes, hogy a Cayley-féle projektiv metrikdhoz ugy
jutunk, hogy a projektiv térben egy masodrendii, . n. abszolut alakzatot tiin-
tetiink ki. Ha megadunk két A és B pontot, akkor ezek 6sszek6td egyene-
sének az abszolit alakzattal két P és Q metszéspontja lesz. Hasonldéan hiz-
hatunk az ab szog sikjéban a szdg csiicspontjabol az abszolut alakzathoz p és ¢
érintbket. A tér azon kollinedcidinal, amelyeknél az abszolut alakzat invarians,
az (ABPQ) ¢s (abpq) kettbsviszonyok olyan invaridnsok, amelyek csupan
a pontpartdl, illetve az egyenes partol fiiggnek. Ha a kettGsviszony fiiggvényei
koziil azokat keressiik ki, amelyek a tdvolsagtol kivant additiv tulajdonsaggal
rendelkeznek, ezeket egy konstans tényez6tdl eltekintve a kettsviszony loga-
i

5 t vessziik, mert

ritmusa hatdrozza meg. A szdgnél e konstans értékeként
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ilyen formdban a teljes szogre a 2st értéket kapjuk. F. Klein* innen a
kovetkezd uton az euklideszi, a Bolyai—Lobacsevszkij-féle és egy masik, . n.
elliptikus nem-euklideszi geometridhoz jutott. Eibsz6r is a projektiv geomet-
rianak az euklideszi geometriatol fiiggetlen axidmatikus megalapozésat vazolta.
E tekintetben mar v. Staudt® csupan helyzetgeometriai axiomak alapjan a
projektiv geometridt messzemen&en kifejlesztette. A Staudf-nal hidnyzé foly-
tonossagi feltételek Klein®, J. Liiroth, H. G. Zeuten ¢s Darboux™ vizsgila-
taiban zarultak le véglegesen. Klein még egy madsik alapvetd szempontot is
vazol, t. i. a projektiv geometridnak olyan axidmdkkal vald jellemzését, ame-
lyek csak egy korlatos térrészre vonatkoznak. Klein e vézlatos vizsgalatait
-azonban csak M. Pasch® oldotta meg kielégitéen. Az axioméakban alapele-
mekként a ponton kiviil nem az egyenes és a sik, hanem csak a szakasz és
a sikrész szerepelnek és ilyen értelemben az axidmak csak egy korlatos tér-
részre vonatkoznak. A sugarsorok, illetve sugdrnyaldbok kozéppontjaival a tér
idedlis pontokkal bovitheté ki. Ha most a Hilbertnél szerepld els6é, masodik
¢s otodik axiomacsoportot a megfeleld Pasch-féle axidmakkal helyettesitjiik és
ezekhez a megfelel6 egybevagdsdgi axiémakat hozzdcsatoljuk, akkor az a
kollineacios csoport, amelynél két egybevago alakzat egymasba megy &t, azzal
van jellemezve, hogy egy bizonyos polarrendszerrel felcserélhets. E polar-
rendszer koincidencia feliilete éppen Cayley-nek abszolt alakzatihoz vezet.
Ezen abszolit alakzatra harom tipust nyeriink.

Az els6 eset az, amikor az abszolut alakzat elliptikus feliilet. Pontokat,
egyeneseket és sikokat a Klein modellnél mar el6bb emlitett modon a feliilet
belsejére kell korlatozni. Szakaszok tavolsagdndl a Cayley-féle képletben a &
konstanst val6snak kell valasztani. A szogmetrikdnal e konstans l? Ez a
geometria azonos a Bolyai—Lobacsevszkij geometridval. Egy egyeneshez egy
erre nem illeszkedd pontbol a két parhuzamost ugy kapjuk, ha e pontot az
egyenesnek az abszolat alakzattal valo két metszéspontjaval Osszekotjiik.

A masodik esetben az abszolut alakzat teljesen képzetes. Ennek a geo-
metridnak szintere az egész projektiv tér. Ebben azonban egy sikban fekvo
egyenesparnak mindig van metszéspontja. E geometridban tehat parhuzamosak
egyaltalin nem léteznek. Ez az 1. n. elliptikus nem-euklideszi geometria. Ha
a Hilbert-féle rendszerben a parhuzamossagi axiomatdl eltekintiink, tehat az a. n.
abszolut geometridt vizsgaljuk, akkor bizonyithatd, hogy egy nem az egye-
nesen fekv® ponton at az egyeneshez legaldbb egy parhuzamos létezik. Az
abszolut geometria tehat csak az euklideszi és a Bolyai—Lobacsevszkij geo-
metridban folytathat6. A latszélagos ellentmondds, amelyet az elliptikus geo-
metria jelent, rogton megsziinik, ha tekintetbe vessziik, hogy az elliptikus sik
‘egyenesei zart vonalak, mint a projektiv sikéi, de az abszolit geometria
Hilbert-féle axiomarendszere ezt a lehetdséget éppen kizarja. A Pasch-féle
helyzetgeometriai axiomak éppen azért, mert korlatos térrészre vonatkoznak,

1t*
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az egyenesnek nyilt vagy zart voltara nem jelentenek feltételt, s igy alapul
szolgdlhatnak mind a két fajta geometria megalapozasahoz. A Cayley-féle tavol-
sag képletben a konstanst tiszta képzetesnek kell valasztanunk, mig a szogképlet-

ben a konstans valtozatlanul %

A harmadik esetben az abszolit aiakzat egy teljesen képzetes masod-
rendii gorbévé fajul el. A tér pontjaibol, sikjaibol és egyeneseibdl az abszolut

alakzat sikjahoz tartozo pontokat ki kell zarni. E térben minden egyeneshez
egy ra nem illeszked6 ponton keresztiil pontosan egy parhuzamos létezik,
mivel az egyenes az alakzat sikjat éppen egy pontban metszi. E pontnak az
adott ponttal valé 0sszekdtd egyenese a szObanforgd parhuzamost adja. A
térnek mozgdasai azok a kollineaciok, amelyeknél az abszolit alakzat és vele

egyiitt az abszolut alakzatnak sikja invaridns marad. Ez a geometria az u. n.

ekviform, vagy parabolikus geometria. A sz6gmetrika megfeleléen értelmezhetd,

a Cayley-féle képlettel, mint a Bolyai—Lobacsevszkij és az elliptikus geomet-

ridban. A szogképletnek ezt a projektiv formajat ebben az esetben mér E. Lagu-
erre" is ismerte. ' ’

A parabolikus geometridbol kiindulva az euklideszi geometridt a kovet-
kez6 két feltétellel jellemezhetjiikk. 1. Két kozos ponttal rendelkezd szakasz
egybevagd, ha egy olyan parallelogramma szomszédos oldalait alkotjak, amelyek
atléi egymasra merblegesek. — 2. Két parhuzamos szakasz egybevago, ha egy
parallelogramma szembenfekv® oldalait képezik. 1. és 2. alapjdn megéllapit-
haté két tetszolegesen fekv® szakasz egybevagdsaga. A Cayley—Klein-féle
projektiv felfogdsban tehat a két nem-euklideszi geometria és az euklideszi
geometria a projektiv geometridnak aldrendelhetd s igy e felfogdssal mar
taljutottunk Bolyai koncepcidjan.

Tovabbmenve latni fogjuk, hogy e projektiv felfogasbol a geometridnak
ugyancsak Kleintdl szarmaz6 csoportelméleti megalapozdsa kovetkezik. El6bb
azonban még néhany megijegyzést kell fiizniink az elmondottakhoz.

A Klein-féle felfogasban maganak a projektiv geometridnak megalapo-
zdsa lényeges szerepet jatszik. E diszciplindnak axiomatikus megalapozdséndl

a tobbi axiéma koziil kiilonosen a folytonossagi axiomak ugranak ki. Mig

t.i. a helyzetgeometriai axiémak részben szemléletes tényeket fejeznek ki,
vagy olyan tételekbdl allanak, amelyeket akkor is vizsgélat targyava kellene
tenni, ha nem axidomatikar6l lenne szo, — gondoljunk pl. a projektiv sik
axiomatikus felépitésénél szereplé Desargues-féle haromszogtételre — addig a
folytonossagi axidmak mesterkéltek €és csupan azt a célt szolgaljak, hogy a
projektiv geometridt a szokott analitikus modellel el6éllithassuk. A modern
fejlodés a kovetkezd iranyban haladt: Csupan illeszkedési axioméak segitsé-
gével, ha pedig a sikra szoritkozunk, a Desargues-tétel axiomaként torténd
hozzacsatolasaval egy pontszdmitds vezethetd be, amely el6szor valamilyen
egyenesnek pontjaira vonatkozik, és ott egy testet indukal. Mivel ilyen modon
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a kiilonbozd egyenesekhez hozzarendelhet6 testek izomorfok, ezért a projektiv
geometridhoz egy test rendelheté hozzd. Kimutathato, hogy a projektiv geo-
metria teste tetszdlegesen valaszthatd. Ennek alapjan a kovetkezd testaxidma
vezethetd be:

A projektiv. geometridnak teste tetszbleges test.

E testaxidma még nem szabdlyozza a geometria folytonossagat; ezt ugy
érjiik el, hogyha a kovetkezd folytonossdgi axiomdt vezetjiik be:

A projektiv geometriai testnek elemei egy topolégikus teret kepezzenek
amely osszefiiggd és lokdlisan bikompakt.

Mar el6bb emlitettiik, hogy a test bevezetése valamilyen egyenesb6l
indul ki s igy a folytonossdgi axioma, mely e testre vonatkozdlag feltételt
jelent, lényegében csak az egyenes folytonossaganak fogalmat fejezi ki topo-
légikusan. Ha feltételezziik, hogy a test kommutativ, vagy ami ugyanaz, hogy
a Desargues-féle axidma helyett a Pappus-tételt valasztjuk axiomaként, akkor
a folytonossagi axioma alapjan L. S. Pontrjagin™ tétele kovetkezik:

* A projektiv geometria teste vagy a valos, vagy a komplex szamok teste.

A szovjet geometriai iskoldnak ezzel az eredményével a projektiv' geo-
metria kielégitdé megalapozast nyert.

A Cayley—Klein-féle projektiv felfogashoz csatlakozik a geometridnak

két altalanositdsa, amelyek Minkowskitol™ és Hilberttdl"* szarmaznak. A Min-

kowski-féle geometridhoz szintén egy abszolut alakzat kitiintetésével jutunk.
Vonatkoztassuk az affin-teret egy x* (i==1, ..., n) Descartes-féle koordinata-
rendszerre. E térben tekintsiink a koordinatarendszer kezddpontjat magéban-
foglald konvex testet. E test hatdrfeliilete képezze az abszolit alakzatot. Ha a
tér tetszbleges x‘ pontjat a koordinatarendszer 6 kezdOpontjaval 0Osszekotjiik,
¢s meghatdrozzuk az igy nyert sugdrnak a feliilettel alkotott & metszészpont-
jat, akkor az 0, x* és & pontok osztéviszonyanak abszolit értéke konvex testiink
F(x) tavolsagfiiggvényét adja. Az abszolut alakzat feliiletét akkor az F(x)==1
egyenlet hatirozza meg. A tavolsagfiiggvény a kovetkez6

1. ' F(x) >0, ha xi==0
2. Fux)=upF(x), ha >0
3. F(x+y) = Fx)+F(y)

centroaffinitidsokkal szemben invaridns tulajdonsagokkal jellemezhetb. Min-
kowski két x',y° pont d tavolsdgat a d(x,y) = F(y—x) relacioval értelmezi.
A tavolsagfiiggvény 1.—3. tulajdonsagai alapjan kovetkezik, hogy az igy beve-
zetett tavolsag e fogalmaktol kivant 1. d(x,y) >0, ha x4y és 2. d(x, y) -+
+d(y, 2) = d(x, z) sajatsdgokkal rendelkezik. Minkowski e geometridt szam-
elméleti célokra vezette be és a most felsorolt tulajdonsdgokat Golab™ és
Hirlen™ mutattdk ki. Ezekbdl a tulajdonsdgokbol mér kévetkezik, hogy ebben
a geometridban az egyenesek a legrovidebb vonalak. Ez azonban még a
kovetkez6 moddon is bizonyithatd: Egy differencidlhatd x‘=x/(f) gorbének
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tl
ivére a tavolsag definicidjabol kovetkezik az s=— J F(x)dt paraméterinvarians
'(I
kifejezés. Ehhez az integralhoz tartozé varidcios problémanak extremalisai
azonban az affin térnek kozonséges egyenesei. llyen értelemben e geometria
a projektiv geometridval osszeférhetd. Megjegyezziik, hogy a tavolsag csak
transzlaciokkal szemben invaridns s igy ezek képezik a Minkowski-féle geo-
metridnak mozgasait.

Hilbert geometridjahoz a legegyszeriibben tgy jutunk, hogyha az el6z6
problémak megforditasat vetjiik fel, t. i. a projektiv térnek azon Osszes met-
rikus geometridit keressiik, amelyekben az egyenesek a legrévidebb vonalak
s azonkiviil minden egyenes végtelen hosszal rendelkezik. Hilbert e problémat
a kovetkezOképpen oldja meg: Az Osszes ilyen geometridt ugy kapjuk, ha
kitiintetiink egy zart konvex feliiletet és a geometria pontjait a konvex test
belsejére korlatozzuk, tovabba két A, B pont tivolsagat a Cayley—Klein-féle
d—=clog (ABXY) képlettel hatdrozzuk meg, ahol X, YV ismét az A, B pontokat
Osszekotd egyenesnek a konvex feliilettel alkotott metszéspontjai. E tdvolsag-
fogalom ismét teljesiti a téle kovetelt és elébb 1. és 2.-vel jelzett tulajdon-
sagokat, amelyekbdl kovetkezik, hogy az.egyenesek a legrovidebb vonalak.
Hilbert bizonyitdsa a haromszogegyenlStlenségre vonatkozoan a kovetkezon
alapul: ha az A és B pontokat rogzitve hagyjuk, és a konvex testet ugy
mddositjuk, hogy az AB egyenesen az X  koOzelebb essék A-hoz, mint X,
tovabba az Y’ kozelebb essék B-hez, mint ¥, akkor az uj abszolut alakzatra

vonatkozolag a rogzitett AB pontparnak d tavolsiga nagyobb a d tdvolsagnal.
Tekintsiink most egy olyan sikot, amelyben az A, B pontok, valamint egy C
pont fekszenek. Az AC és BC oldalak metszik a sik konvex gorbéjét az U, V,
illetvea Z, T pontokban. Az U, Z és a T, V pontok 0sszekotd egyenesei egy
W metszéspontot hatiroznak meg. Az ABC sik pontjaban az eredeti konvex .
gorbe helyett az UTW haromszoget tekintjiik 4j konvex gorbének. Az AB-
egyenes a hdromszoget két X', Y’ pontban metszi, amelyeknek helyzete AB-re
vonatkozdlag olyan, ahogyan azt el6bb emiitetiiik. Az A 8C haromszog oldalainak

tavolsagara most mar konnyen levezethet az AB—AC+ CB relacié, amelyben

AB a pontok tavolsaga az U TV haromszogre vonatkozéan, mig AC és CB az
eredeti gorbére vonatkoztatott tavolsdg. Az elébbi megjegyzésbdl kovetkezik
a haromszogegyenlétlenség. |

Miként az ekviform geometridt és ennek alapjan az euklideszi geometriat
egy sikban elfajulé mésodrendii gorbe hatiarozza meg, hasonléképpen ebben
az esetben is a Minkowski geometria ugy 4ll eld, ha a konvex feliilet egy
sikban fekvd konvex gorbévé fajul el.

Most ratérek a geometridnak csoportelméleti megalapozdsdra. Az axio-
matikara vonatkozo megjegyzéseimben mar ramutattam arra, hogy az egybe- .
vagdsagi axidomak helyett alapfogalomként kozvetleniil a mozgast is bevezet-
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hetnénk. Az elébb emlitett Klein-féle felfogdsban az euklideszi és nem-
euklideszi geometriabol ez a szempont vildgosan kidomborodik. Ugyanis a
geometridkat 1gy is lehetne jellemezni, hogy a projektiv tér kollinedcios
csoportjanak azokat az alcsoportjait tekintjiik, amelyeknél a harom emlitett
abszolut alakzat invaridns marad. A metrikus alapfogalmak most mar e
csoportoknak invaridnsaiként adodnak és ezzel ezek a geometridk egyértel-
milen meg vannak hatdfozva. F. KleinV az u. n. Erlangeni Programmban
a csoportelmélet és a geometria koOzotti Osszefiiggést vildgosan kifejtette.
Az O felfogasa szerint valamilyen geometriat a legaltalanosabban ugy jel-
lemezhetiink, ha valamilyen sokasdgbol indulunk ki és egy azon értelmezett
transzformécids csoportot tekintiink. A geometria akkor e csoport inva-
ridns elmélete. Lényeges az, hogy F. Klein ennek az elvnek fontos kovetkez-
ményeire mutatott rd, amelyek lehet6vé teszik bizonyos geometridk ekvivalen-
cidgjanak kimutatisat. E kovetkezményeket Klein atviteli elvnek (Ubertragungs-
prinzip) nevezte. Ennek lényege két észrevételbdl adodik.

Az adott A sokasagot leképezhetjitk egy A’ sokasdgra. A-val egyiitt az
adott B transzformacios csoport atmegy egy vele hasonld B’ csoportba. A két
csoport izomorfizmusa miatt ezeknek invaridnselmélete azonos s igy a ket
geometria is ekvivalens. Ennek az elsé szempontnak illusztrdlasara F. Klein-
nak egy példajat emlitjitk. Projicidljunk egy masodrendii feliiletet sztereogra-
fikusan egy sikra. A feliiletponton dtmegy két alkotd, amely a sikot két pontban
metszi. A siknak azok a projektiv transzformacidi, amelyek e két pontot valto-
zatlanul hagyjak, megadjdk a masodrendii feliiletnek azokat az énmagara valo
projektiv leképezéseit, amelyek a projekcids centrumot valtozatlanul hagyjak.
Ha a feliilet ellipszoid, akkor a siknak most emlitett két pontja egy képzetes
pontpéar és ebbdl kovetkezik, hogy a siknak az elébb értelmezett csoportja
éppen az elemi geometridt adja. E geometria tehat ekvivalens egy masodrendii
feliilet ama projektiv geometridjaval, amelynek egy fixpontja van.

A masodik észrevétel a kovetkez6: Az A sokasidg pontjaibdl egy M
alakzatot ragadhatunk ki, pl. a projektiv térben egy egyenest. Ez az alakzat

figgjon N szamnu paramétertdl. Az M alakzatot akkor egy N dimenzidju A’
sokasag pontjaként foghatjuk fel. Az alakzatra haté B csoport most az A’
sokasagnak transzformacios csoportja lesz s az igy keletkezett geometria az M
alakzatnak A’-beli geometridjaval ekvivalens. E masodik észrevétel megvila-
gitdsara megemlitjiik, hogy Klein miként targyalta a haromméretii projektiv ter
egyeneseinek geometridjat. A tér egyeneseit hat vonalkoordinatival jellemez-
hetjiik, amelyek egy kvadratikus reldcidnak tesznek eleget. E hat koordinatat
egy hatdimenzios projektiv tér pontjaiként foghatjuk fel, amelyek éppen azon
a masodrendil hiperfeliileten fekiisznek, amelyet a kvadratikus relacio jellemez.
Igy a hdromméretii tér egyeneseinek geometridja ekvivalens a hatméretii pro-
jektiv tér ama geometridjaval, amelynek abszolut alakzata az emlitett masod-
rendii hiperfeliilet.
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Az atviteli elvnek fontos kovetkezményei voltak a korok és gombok geo-
metridjara. Kimutathato, hogy a Mobiusz-féle korgeometria ekvivalens a harom-
dimenzios ponttérnek azzal a metrikus geometridjaval, amelynek abszolut alak-
zata a gombfeliilet. A Laguerre-féle korgeomeiria viszont ekvivalens a harom-
dimenzios projektiv térnek azzal a geometridjavai, amelynek az abszolat alak-
zata a végtelen tavoli sikban fekv6 ellipszis. A Lie-féle korgeometria egy
négydimenzids projektiv tér metrikus geometridjavad ekvivalens. Az abszolit
alakzat nem elfajuld és szignatirdja 1-gyel egyenld.

A Klein-féle csoportelméleti felfogds az euklideszi és nem-euklideszi
geometridk megalapozasahoz mar feltételezi a projektiv geometria teljes meg-
alapozasat. Azokat a vizsgélatokat, hogy e geometridk az alapulvett sokasagnak
egy topologikus jellemzése utdn csupdn csoportelméleti eszkozokkel megala-
pozhatdk-e, H. Helmholtz™ kutatdsai inditottdk meg. S. Lie™ e vizsgalatokat
az altala megalapitott csoportelmélettel osszefiiggésbe hozta és a Helmholtz
altal még nem hatdrozottan korvonalazott fogalmakat szabatosan fejezte ki s
igy az el6bb emlitett kérdést teljesen meg tudta oldani. E vizsgalatokban
szerepld transzformdcios csoportok differencidlhatok s ezek a vizsgalatok osz-
szefiiggésben vannak Riemannnak a geometridk differencidlgeometriai eszko-
z0kkel torténd megalapozdsaval. Mi tehat a Helmholtz—Lie-féle kutatidsokat
csak az emlitett Riemann-féle vizsgalatok targyaldsa utdn részletezziik.

A problémanak differencidlhatosagi feltételekté! mentes megoldasat
D. Hilbert® adta meg. Hilbert vizsgalatait csupan a sikgeometridra vonatko-
z0lag végezte. A sikot topologikusan ugy értelmezi, hogy az leképezhett az
aritmetikai sik pontjaira. Mozgéasokon a siknak olyan énmagara vald kélcsonos
és egyértelmii leképezését érti, amelyeknél egy Jordan-gorbe irdnyitdsa valto-
zatlanul marad. Valamilyen mozgashoz tartozé transzformdacidhoz létezzék az
inverze is. Azt a mozgdst, amelynél egy M pont rogzitve marad, M pont
koriili forgasnak nevezi. E definiciok utan a koévetkezd harom axiémat vezeti be.

. Két mozgas egymdsutani elvégzése ismét mozgas.

Ezzel azonos:

I. A mozgédsok csoportot alkotnak. .

Il. Ha A és M a sik két kiilonbozé pontja, akkor az A pont egy M
koriili forgasnél végtelen sok pontba megy at.

Hilbert az ilyen forgéassal nyert ponthalmazt valddi kornek nevezi, mert
dolgozataban kimutatja, hogy a valodi kor az aritmetikai siknak egy korével
homeomorf. Ennek alapjan a Il. axioma a kovetkezd, vele azonos formaban
fejezhetd ki:

II. Minden valdédi kor végtelen sok pontbol all.

Ill. Ha egy olyan mozgas Iétezik, amely valamilyen A, B, C pontharmast
egy A’, B', C’ ponthdrmas tetszbleges szomszédsidgaba visz at, akkor Iétezik
olyan mozgds, amely az A, B, C ponthdrmast az A’, B’, C’ ponthdrmasba viszi at.
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E harom axioma alapjan Hilbert kimutatta, hogy a szobanforgd geo-
metria az euklideszi, vagy a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria. Mar meg-~
jegyeztiikk, hogy Hilbert a valodi kor és az aritmetikai kor homeomorfizmusat
mutatta ki, ami lényegében abban &ll, hogy egy M pont koriili forgasi csoport
és a kozonséges ecuklideszi forgdsi csoportok izomorfok. A valédi egyenes
bevezetése a kovetkezd |épésekkel torténik: Nevezziik az AB pontpart sza-
kasznak, akkor két szakasz egybevago, ha egy mozgdssal egymasba vihetdk
at. Egy M pont koriili forgast félforgadsnak neveziink, hogyha az kétszer egy-
masutdn végezve az azonos mozgashoz vezet. Ha most mar A, B, C harom
olyan pont, hogy A a B koriili félforgassal C-be megy at és ugyanakkor a
C az A-ba megy at, akkor B az AC szakasz felezOpontja. Ha az A és B
pontokbdl kiindulva a felezésnek ezt a folyamatat korlatlanul folytatjuk és a
keletkezd ponthalmaznak sfiriisodési helyeit is hozzacsatoljuk, akkor az A és
B pontokat 6sszekotd valddi egyeneshez jutunk. Az AB pontokat dsszekotd
valodi egyenes félforgdsokkal és tovabbi felezésekkel teljes valodi egyenessé
bévithetd ki. Hilbert kimutatja, hogy a valddi egyenest két pontja egyértelmiien
meghatérozza. Kimutatja tovabb4, hogy a pontra és valodi egyenesre vonatkozo
sikbeli illeszkedési, rendezési axiomak igazak. Ha még haromszogeket is tekin-
tiink, akkor a kongruencia axiémak is érvényesek. Mivel a sik topolégikusan
volt értelmezve, ezért a folytonossagi axiomak is teljesiilnek. Ami az egyenesek
kolcsonos helyzetét illeti, ezekre vonatkozolag vagy az euklideszi, vagy a Bolyai—
Lobacsevszkij posztulatum lehetséges. Ezzel ki van mutatva, hogy az adott axiéma-
rendszerrel az euklideszi vagy a Bolyai—Lobacsevszkij geometria jellemezhetd.

A most elmondottakban a geometria projektiv és csoportelméleti szem-
pontbdl torténé megalapozdsanak néhdny fontosnak latsz6 mozzanatat ismer-
tettiik, amelyekb6l egyrészt az lathat6, hogy a Bolyai—Lobacsevszkij-féle
geometria mas szempontbol hogyan foghato fel, masrészt kitlinik, hogy ezen
az alapon hogyan lehet ujabb geometriai rendszerekhez eljutni.

A geometriai kutatdsoknak egy harmadik 4j irdnyzatat B. Riemann hires
habilitaciés eladasa: ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen“* jelenti. Ez a tereknek differencidlgeometriai jellemzése.

Klein Erlangeni Programmijdnak targyaldsanal mar sz6 volt arrdl, hogy
a geometriai tér bizonyos N-méretii sokasdg, amelyen egy transzformacios
csoport van értelmezve. Nem emeltiik ki ezzel kapcsolatban még azt, hogy a
sokasag fogalma szabatos értelmezést kivan. Ennek sziikségességét eldszor
Riemann latta, aki az emlitett eldaddsdban, amely az Erlangeni Programmot
18 évvel eldzte meg, az els6 1épéseket tette meg a sokasag fogalmdnak értel-
mezéséhez. Egy rekurrens eljdrassal jut el arra, hogy az n-méretii térnek egy
pontja rendezett szam n-esekkel jellemezhetd, tehat a sokasdg az aritmetikai tér
bizonyos tartomanyanak homeomorf képe. Megjegyezziik, hogy a dimenzionak
a Riemann-féle értelmezéséhez analog értelmezését H. Poincaré® adta. A
Riemann &ltal értelmezett geometria két fogalmon alapul.
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1. Az n-méretii sokasagon, amelyben a pontnak nevezett elem egy ren-
dezett x* (i=1,...,n) szam n-es.

2. A mérés fogalman, amely szerint megkivanjuk, hogy egy pont kor-
nyezetében a mérést Pythagoras tétele hatarozza meg.

A masodik kovetelmény részletesebben annyit jelent, hogy az ivelem
négyzete a dx’ koordinatadifferencidlokban egy oly pozitiv definit kvadratikus.
forma, amelynek egyiitthatoi a pontkoordinatak fliggvényei. Riemann az ivelembot
kiindulva egy olyan kifejezést vezetett be, amely a feliiletelemnek fiiggvénye.
E fliggvényt a tér gorbiileti mértékének nevezi. Ha a feliiletelemet a Pliicker-
féle (4x)* koordinatdk hatdrozzak meg, akkor e gorbiileti mérték olyan
hanyados, amelynek mind a szamlaléja, mind a nevezdje a (4x)* koordina-
takban kvadratikus forma. A nevezében 4ll6 forma a feliiletelem négyzetének
a mértéke. A szamlaldban szerepldé kvadratikus formulat ugy kapja, hogy az
ivelem négyzetének eldallitdsiban a masodrendii tagokon kivil negyedrendii-
eket is tekintetbe vesz. Riemann megallapitja, hogy a térben egy alakzat
szabadon mozgathatd legyen, és e mozgasnal az alakzat mérési viszonyai ne
valtozzanak, annak sziikséges és elegendd feltétele az, hogy a gorbiileti mérték
allando legyen. Amennyiben ez az alland6 negativ, vagy pozitiv, éppen a
Bolyai—Lobacsevszkij, illetve az elliptikus nem-euklideszi geometriat kapjuk.
Ha az alland6 zér6, akkor a tér az euklideszi térrel azonos.

Riemann mésodik hipotézisét, mely szerint a tér lokdlisan euklideszi, a
kovetkezOképpen indokolja meg:

Eldszor feltételezi, hogy az n-méretii térben minden vonal minden vonallal
mérhet6. Ha tehat egy gorbét mérni akarunk, azt felbonthatjuk mérhetd elemi
részekre. Ha egy ilyen elemirészt az x* és x'~ dx’ pontok hataroznak meg, akkor
ennek a résznek a hosszat a dx’ vonalelemhez tartozé ds ivelemnek nevezi.
A mérték additivitdsa miatt feltételezi, hogy az ivelem a dx'-kben els6foku
homogén fiiggvény, amely nem fiigg a dx’ vonalelem irédnyitasatol. Az
ivelemnek tovabbi meghatdrozasahoz Riemann nem-szomszédos pontok tavol-
sagat is felhasznalja. Ha .}i egy rogzitett pont és x' egy valtozo, de 'Zfi'tél

allando tavolsagu pont, akkor e pontok tdvolsdgat az F(x, x) fiiggvény hata-
0
rozza meg. E fiiggvény az x* pont kornyezetében minden x’-re novekszik,
0
tehat x'-ben minimuma van. Feltételezi, hogy e fiiggvény legalabb kétszer
0

folytonosan differencidlhaté. A minimum feltétel miatt a fiiggvény differen-
cialjaban a linedris tagok eltiinnek és a dF a
02 F(x, x)
dF = Zh ax—(,)x," dx dx*
alakot veszi fel. De az ﬁc‘ pontbdl kiinduld dx’ vonalemhez tartoz6 ivelem
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négyzete e kifejezést6l csak egy, az x‘ ponttol fiiggd allandoban kiilonboz-

hetik. Az ivelem négyzete tehat tenyleg a differencidloknak egy kvadratikus
forméaja. Riemannnak ez a megindokoldsa azonban hézagos, mert hallgatélag
fel kell tételeznie, hogy két nem-szomszédos pontnak is van tavolsidga, ami
az altalanos Riemann-terekben altaldban nem teljesiil. Amikor az altalanos
Riemann-terek kozott az euklideszi és a két nem—euk_lide%zi geometriat azzal
jellemzi, hogy az idomok torzitds nélkiil, szabadon mozgathatok, implicite
olyan folytonos és tranzitiv transzformdacids csoport 1étezését feltételezi, amelynel
az ivelemet jellemz6 kvadratikus differencidlforma invarians.

Riemann masodik hipotézisének megindokoldsa és az euklideszi és a
nem-euklideszi geometridk megalapozasa teljesen kielégitd modon a mar emlitett
Helmholtz™® és Lie-féle™ vizsgalatoknak koszonhetd. E vizsgalatokban mérésrol
nincsen szoO, hanem csak arrdl, hogy az n-méretii térben, — amely Riemann
els6 hipotézise szerint az aritmetikai térnek homeomorf képe — a szabad
mozgathat6sagot egy G folytonos transzforméci6s csoporttal értelmezik a kovet-
kezé modon:

Ha P a térnek egy tetszbleges pontja és M,, ..., M, ..., M,-1 e ponton
atmend feliiletelemek az els6 dimenziotdl az n—1 dimenzidig, akkor rogzitett
P mellett a G-nek transzformacioi az M,-et egy tetszéleges Mi-be az M;-en
atmend Myt az Mi-be egy M,-t, amely az el6z6 M,, M,, ..., M;_, elemeken
megy at egy tetszlleges M, ..., Mi_;-en atmend M;-be viszi at. Amennyiben
k=n—1,az egymasra illeszked6 M, ..., M,., feliiletelemek rendszere csak
az azonos transzformacional marad valtozatlanul.

llyen feltételek mellett Lie bizonyitotta be szigortian, hogy a tér csupéan
az euklideszi, vagy a két nem-euklideszi térrel lesz azonos. Ilyen térben
azonban az ivelem négyzetét kvadratikus differencidlforma hatdrozza meg, és
ehhez az ivelemhez tartozé gorbiileti mérték allando.

Tekintstink most el attdl, hogy a térnek szabad mozgathatdsiaga egy G
tranzitiv csoporttal van biztositva és tételezziik fel a kovetkezdket. Az a vektor-
tér, amely egy pontbdl kiinduld dx¢ vonalelemekbél all, barmilyen P pontban
a kovetkezd értelemben rendelkezzék szabad mozgathatdsaggal:

A dxi-kre hasson egy P, projektiv csoport, amely a P-bdl kiinduld
M, ..., M. feliiletelemeket az elobb emlitett mddon transzformalja, neveze-
tesen az azonos transzformdcié az egyetlen, amely egy egymadsra illeszkedd
M, ..., M, elemrendszert valtozatlanul hagy.

llyen feltétel mellett létezik a dxi-kben a P, csoporttal szemben invaridns
kvadratikus forma. Ha két vonalelemet akkor tekintiink egybevagonak, ameny-
nyiben van a P,-nek olyan transzformdcidja, amely a két vonalelemet egy-
masba viszi dt és ha az egybevdgd vonalelemek hosszat egyenl@knek tekintjiik,
akkor az ivelem négyzete éppen Riemann masodik hipotézisét elégiti ki. Ezzel
a szintén S. Liet6] szdrmazé megallapitassal Riemann masodik hipotézisének
mély értelme feltarul.
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Ha a térnek a szabad mozgathatésagaban kifejezésre jutott homogenitasat
mint fétulajdonsagot tekintjiikk, akkor gy latszik, hogy Riemann munkaja
hidbavalé volt, mert végiil is csak az euklideszi és nem-euklideszi térnek van
jelentdsége. Riemann azonban masképpen gondolkozott err6l. Azt mondja,
hogy a térnek a metrikajat olyan belsé okok determindljdk, amelyek kiilo-
nosen a fizika segitségével magyardzhaték meg. H. Weyl® Riemann e gondo-
latait gy interpretalja: ,Allitja, hogy a tér egy formatlan haromméretii sokasag
€s csak a teret kitolt6 matéria formdlja ezt és hatirqzza meg a metrikdjate.
Einstein relativitds elmélete ezt az allitdst fényesen igazolta.

Mostanaig a Riemann geometridt egy bizonyos koordindtarendszerben
tekintettiik. Riemann mésodik hipotézisének Lie—Helmholtz-féle elemzése fiig-
getlen a koordindtarendszert6l. A kvadratikus formanak tehdt koordinata-
invariansnak kell lennie. Nyilvdnvalé azonban, hogy a Riemann geometridban
barmilyen geometriai tényt kifejez6 relaciénak fiiggetlennek kell lennie a koor-
dinatarendszertdl. Egy ilyen koordinatainvarians kalkutust G. C. Ricci® vezetett
be. A kalkulus algebrai alapjat a tenzoralgebra képezi. A tenzort Iényegében
bizonyos rendszamu feliiletelemek hatdrozzdk meg és ezeknek rendszama meg-
hatarozza a tenzor rendszamat is. Az analitikus része pedig szintén koordinata-
invaridns differencidloperatorok bevezetésébol all. Ilyen modon a kdzonséges
és parcidlis derivacio helyébe egy invarians, illetve kovaridns derivacio lép.
Az els6é a mennyiségek tenzoridlis jellegét nem véltoztatja meg, mig a masodik
a tenzorok rendszamat egy egységgel noveli. Egy Descartes-féle koordinata-
rendszerre vonatkoztatott euklideszi térben e derivaciok a kozonséges deri-
valasi milveletekre redukalédnak. E fogalmak Iényegesen attekinthetdbbé valtak,
amikor Levi—Civita® a Riemann-térben vektoroknak egy gérbe mentén vald
parhuzamos eltolasat értelmezte. E parhuzamos eltolds a vektorok hosszat és
a vektorok altal bezart szoget véltozatlanul hagyja. A parhuzamos eltolas
segitségével az invaridns differencidlt 1ényegében ugy értelmezhetjiik, mint a
kozonséges derivaciét. Amennyiben valamilyen vektort onmagaval parhuzamosan
egy masodrendii feltiletelemen fekv6 infinitezimalis zart gorbén vezetiink koriil,
a kezd6- és véghelyzet kiilsnbségvektora éppen azt a negyedrendii tenzort adja,
amely a Riemann-féle gorbiileti mértéket hatdrozza meg. Ez az 0. n. Riemann—
Christoffel-féle gorbiileti tenzor. Innen adddik a gorbiileti mérték koordinata-
invarians jellege. Ide kapcsolédik a Riemann geometridnak a kovetkezd alapvetd
problémaja. Meghatdrozando a differencidlinvaridansoknak olyan rendszere, amely
sziikséges és elegendd a tér jellemzésére. llyen rendszer megaddsa utdn tehat
eldonthet6, hogy két Riemann-tér ekvivalens-e, azaz hogy ivelemiik koordinata-
transzformacioval egymdsba atviheté-e. Ezt az alapvetd problémat E. B. Christof-
fel® oldotta meg. Eredménye modern terminoldgiaval kifejezve a kovetkezo:

A differencidlinvaridnsoknak rendszere az ivelemet meghatarozo6 kvadratikus
differencialforman kiviil azokbol a formakbol all, amelyeknek egyiitthatdi a
gorbiileti tenzor, illetve a tenzorbdl kovarians derivaciéval nyerhetd tenzorok.
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Ebbdl az kovetkezik, hogy a gorbiileti tenzor és a kovarians derivacid
mitvelete elegendd a tér koordinatainvarians jellemzéséhez.

Megallapithatd, hogy a differencidlgeometria segitségével megalapozhaté
terek, a mi targyaldsunkban tehat az altaldnos Riemann-terek, nem tartoznak
azok kozé a geometridk koz¢, amelyek a Klein-féle csoportelméleti szempont
alapjan értelmezhet6k. Mert ha ez igy volna, akkor ez a tér szabad mozgat-
hatésagat vonna maga utdn és az az el6z0 megallapitisok szerint nem az
altalanos Riemann-terekre, hanem csupan az euklideszi és a két nem-eukli-
deszi geometridra vezetne. J. A. Schoutent6l®, majd E. Cartant6l® olyan
vizsgdlatok indultak ki, amelyeknek célja a Klein-féle csoportelméleti felfo-
gasnak olyan kibdvitése, amelybe az tijonnan felfedezett geometridk is besorol-
hatok. E célbol Schouten a kovetkezdképpen jart el:

J. A. Schouten eljardsa a kovetkez6: Tekintstink a tér valamely pont-
jaban értelmezett vektor n-€lt, és egy tetszdleges, a P pontba visszatérd
gorbét. Ha az n-€élt parhuzamosan eltoljuk e gorbe mentén, amig ismét P-be
visszatér, akkor a parhuzamos eltolds tulajdonsagaib6l kovetkezik, hogy ezt
az n-€lt az eredeti n-élbe a forgascsoportnak egy transzformdcidjaval atvihetjiik.
Ha most a P ponton athaladd osszes zdrt gorbét tekintjiik, akkor kimutathato,
hogy a hozzatartozé forgasok a forgasi csoportnak egy G alcsoportjat képezik.
E" G csoport izomorfizmusoktol eltekintve fiiggetlen a valasztott n-é1t6l. Kimu-
tathaté tovabba, hogy ezzel az eljardssal a tér minden pontjdhoz hozzarendel-
hetd Osszes csoport egymdassal izomorf, tehat ugyanazt az absztrakt csoportot
jelenti.

A térnek valamely pontjaban értelmezett vektor n-élt a tér lokalis eukli-
deszi volta miatt mindig lokdlis euklideszinek tekinthetjiik. E. Cartan az el6bb
emlitett zart gorbét a pontjaiban értelmezett lokalis euklideszi terekkel egyiitt
izometrikusan képezi le az n-méretli euklideszi térre. E leképezésnél a zart
gorbébdl nyilt gorbét kapunk, és P-nek mint kezdd- és végpontnak két kép-
pontja lesz. A P pontban nyert két n-él képei egy transzldciéval és egy for-
géssal fedésbe hozhatdk. Ha ezt az eljardst a P-hez tartoz6 Osszes zart gor-
békre elvégezziik, akkor a most emlitett transzformaciok a mozgasi csoportnak
olyan M alcsoportjat hatarozzak meg, amely fiiggetlen a P ponttol, és homogén
része azonos a (G csoporttal. Ez az M csoport a Riemann-féle tér . n. holo-
némia-csoportja. Egyes szerz6k mar a G csoportot is igy nevezik.

E csoport még a kovetkezd alapvetd tulajdonsdggal is rendelkezik.
Tekintsiink két P és (@ pontot, és az ezekhez tartozd lokdlisan euklideszi
tereket, és e két pontot 0sszekotd valamilyen gorbét. Ha & egy vektor P-ben,
akkor ezt a P-nek lokalis terében pontként foghatjuk fel. Hogyha a Q-hoz
tartozo lokalis térben ehhez a ponthoz azt a pontot rendeljiik hozz4, amely a
& vektornak Q-ba vald parhuzamos eltoldasaval all el6, akkor e két lokalis
tér kozott egy kongruens leképezést nyeriink, Az Osszes barmilyen lokalis
terek kozott el6allo kongruens leképezések éppen az M csoportot hatdrozzak meg.
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Az M holondmia-csoport a Riemann-teret a koOvetkez6 értelemben hata-
rozza meg:

Ha az euklideszi térnek egy M alcsoportjabol indulunk ki, akkor kimu-
tathato, hogy az mindig egy Riemann-térnek holonomia-csoportjaként tekint-
hetd és a Riemann-teret ez jellemzi is. Az erre vonatkozd vizsgalatokat,
amelyek egyuttal a Riemann-tér megszerkesztésére vezetnek, G. Laptyev®
kielégitt modon fejezte be. Laptyev adott Lie-féle csoportbol kiindulva a
Riemann-térnél altalanosabb tipusu tereket is szerkesztett. E terek szerkeszté-
sénél lényeges szempont a csoportnak a Lie-féle operatorok segitségével tor-
ténd eldallitdsa. Ezeknek linearis kombinacidval a csoportnak barmilyen infi-
nitezimalis transzformdcidja meghatarozhaté. A Riemann-féle tér esetén a
szerkesztésnél egy n-méretli sokasagbol indulunk ki és ennek elemeit lokalis
euklideszi tereknek tekintjiik. Két tetszéleges szomszédos lokdlis térnek kon-
gruens leképezését az adott csoport infinitezimalis transzformacitja hatarozza
meg. Ez azonban a pdrhuzamos eltolast is meghatdrozza. A metrikanak,
amely a lokdlis terek euklideszi volta miatt amigy is lokalisan euklideszi,
olyannak kell lennie, hogy e metrikabol levezethetd parhuzamos eltolds az
elobb nyert parhuzamos eltolassal megegyezzék. E 1épéseknek tényleges kivi-
tele csupan parcidlis differencidlegyenletek megoldasat kivanja.

A Riemann-geometridnak két foproblémajat vizsgdltuk meg. Az ekviva-
lencia-problémat, valamint a geometria aldrendelését csoportelméleti szem-
pontoknak a holondmia-csoport segitségével. A térnek kizadrdlagos alapeleme
a pont volt. A Riemann-geometridban azonban az egyeneseknek is van kozvetlen
analogonja, t.i. a metrika altal meghatarozott geodetikus vonalak. E vonalak
fontos szerepét még a Riemann-geometria most vazolt kifejlesztése el6it
Beltrami vette észre. Beltrami ezeknek a vonalaknak segitségével a két nem-
euklideszi geometridnak és az alland6 gorbiiletii tereknek azonossagat mutatta
ki. Beltrami® olyan Riemann-terek egymadsra valo leképezését tanulmanyozta,
amelyeknél geodetikus vonalak geodetikus vonalakba mennek at. Nevezetesen
azt az esetet vizsgalta meg, amikor az adott tér olyan térre -képezhetd le,
amelynek geodetikus vonalai linedris egyenletekkel allithatok el6. Ez azt jelenti,
hogy az adott tér leképezheté az euklideszi térre. Belframi arra az eredményre
jutott, hogy ilyen leképezés akkor é€s csak akkor lehetséges, ha az adott tér
allandé gorbiiletii. A nem-euklideszi geometriaval valé osszefiiggést két dol-
gozatban targyalta; az egyik a kétdimenzids esetre vonatkozik®, — a masik
tetszéleges dimenziéra®. E dolgozatokban kimutatja, hogy amennyiben a
gorbiilet egy negativ allando, akkor a fentemlitett leképezésnél a térnek pontjai
egy hipergomb belsejébe esnek. A geodetikus vonalak tehat a hipergdmb
hurjai lesznek. A kép kiilonboz6 dimenzidju sikjainak az eredeti térben total-
geodetikus sokasagok felelnek meg. Ha most a hipergdmbdt abszoldt alak-
zatnak tekintjiik, akkor az ennek segitségével képezett Cayley-féle metrikdban
az ivelem pontosan megegyezik az eredeti tér ivelemével. Ebbol kovetkezik,
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hogy e tér geometridja a Bolyai—Lobacsevszkij-geometridval azonos. Pozitiv
gorbiilet esetén a tér az egész euklideszi térre képezhet6 le. Ha abszolit
alakzatnak egy nem-elfajuld teljesen képzetes masodrendii feliiletet vesziink,
akkor a hozzatartoz6 Caylgy-féle metrikdnak iveleme megegyezik az eredeti
tér ivelemével. A geometria tehat az elliptikus geometridval azonos.

Az el6z6kbdl kovetkezik, hogy az allandd gorbiiletii terekben total-
geodetikus feliiletek a masodik dimenziotol egészen az (n— 1)-edik dimenzidig
léteznek és ezeknek képei az euklideszi képtérben megfeleld dimenzidju
kozonséges sikok. Alland6 gorbiiletii terekben tehat minden pontban, minden
iranyban léteznek totalgeodetikus sokasagok. F. Schur® kimutatta, hogy ha a
Riemann-tér két pontjdn at barmilyen irdnyban fektethet6k totilgeodetikus
feliiletek, akkor ez a tér barmilyen pontjira nézve is lehetséges és a tér
allandé gorbiiletii. Beltrami gondolatdra visszatérve ki kell emelniink, hogy
O lényegében csak a geodetikus vonalakat és ezeknek leképezéseit hasznalta
fel. Ez a gondolat olyan geometridknak a kialakuldsdhoz vezetett, amelyeknek
elemei a ponton kivill masodrendii differencidlegyenletekkel meghatarozott
palyagorbék. E palyagdrbe-geometridnak alapjait H. Weyl*, L. P. Eisenhart®,
O. Veblen® és T.Y. Thomas® fektették le. Ahogy a Riemann-geometria az
euklideszi geometridnak altalanositasaként tekinthetd, gy a palyagorbék geo-
metridja a projektiv geometridnak altalanositasa. Ez ugyanis egy tiszta helyzet-
geometria, amelynek tdrgya olyan tulajdonsagok kivizsgéldsa, amelyek a palya-
tartdo leképezéseknél valtozatlanok maradnak. Ebben az Osszefiiggésben B.
Kagannak ® szubprojektiv terekre vonatkozé vizsgalatait kell emliteniink. Kagan
olyan palyageometriat vizsgalt meg, amelyben a palyagérbe egy megfeleld
koordinatarendszerben egy kozonséges kétdimenzios sikban fekszik. Feltételezi
tovabbd, hogy az Osszes pdlyagorbéhez tartozd ilyen sik a tér egy rogzitett
pontjan megy at. Azok a koordindtarendszerek, amelyekben ez a tulajdonsag
valtozatlan marad, éppen a szubprojektiv térnek csoportjat alkotjak.

A nem-metrikus palyageometria és a Riemann-geometria koz¢ még olyan
geometria sorolhaté be, amely a Riemann-geometridnak H. Weyl-t61® szar-
mazo affin altalanositisa. Ezt a geometriat az jeliemzi, hogy az n-méretii tér
lokdlis vektorterei kozott egy, a lokdlis tereket ©Osszekdtd gorbéktél is fliggd
affin leképezés van értelmezve. Az affinosszefiiggést bizonyos I'. paraméterek
_hatdrozzdk meg. Ezeket az tiinteti ki, hogy koordindtatranszformaciokkal
szemben bizonyos transzformdacios torvénynek tesznek eleget.

Amennyiben egy n-méretli sokasdg valamilyen pontjdhoz tartozo vektor-
tértdl nem koveteljik a szabad mozgathatosdgot, ‘akkor az ivelem négyzetét
mar nem a koordinatadifferencidlokban kvadratikus forma hatdrozza meg.
Erre az esetre mar Riemann is ramutatott habilitacios el6addsaban, de az igy
keletkezd metrikus geometriat csak P. Finsler*® épitette ki disszertacidjaban.
A ds ivelemet most egy F(x,dx) fiiggvény adja meg, amely a dx-kben
els6foki pozitiv homogén. E geometria egyeneseit most az | F(x, X) df variacios
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problémahoz tartozé extremadlisok képezik, ezek tehat a térnek pélyagorbéi.
A tér most csupan egy rogzitett irany kornyezetében mozgathato szabadon.
Ez annyit jelent, hogy most nem egy ponthoz, hanem egy vonalelemhez tar-
tozik egy lokalis euklideszi tér. Célszerii tehat a teret nem pont-, hanem
vonalelemsokasagként felfogni.

E geometridnak koordinatainvaridns kalkulusadt L. Berwald* dolgozta ki
el6szor. Berwald azonban még nem tekintette a teret vonalelemsokasagként s
igy az altala bevezetett invaridns derivaciohoz tartozé parhuzamos eltoldsnal
a vektorok hossza nem marad valtozatlanul. Pedig e tulajdonsdg a Riemann-
térben a Levi—Civita-féle parhuzamos eltolasnak éppen egyik fétulajdonsaga.

E. Cartan* a sokasagot mar vonalelemsokasagként tekinti s igy sikeriiit
neki 1934-ben a megfelelé invaridnskalkulust bevezetnie. Ha most nem zart
gorbét, hanem egy vonalelemsokasdgot tekintiink, amelynél a kezdd és végsé
vonalelem megegyezik, akkor a vektorok parhuzamos koriilvezetésével harom
gorbiileti tenzorhoz jutunk. Ezek koziil az egyik specidlisan a Riemann-
geometria esetével a Riemann—Christoffel-féle gorbiileti tenzorra redukalodik,
mig a mdsik két tenzor eltlinik. E tenzor segitségével Berwald* a Riemann-
féle gorbiileti mértéket a Finsler-térre dltaldnositotta. E tenzor egyébként egy
egyszeriibb tenzorral, az 1.n. fOgorbiileti tenzorral helyettesithetd, amelyet
Varga Ofto*® vezetett be. lsmeretes, logy a Riemann-tér esetében valamilyen
feliiletelemhez tartozé gorbiileti mérték megegyezik annak a feliiletnek Gauss-
féle gorbiiletével, amelyet azok a geodetikus vonalak hatidroznak meg, amelyek
a feliiletelem kezdOpontjan mennek &t és ezt érintik. llyen feliiletet a feliilet-
elem kezddpontjdban geodetikusnak neveziink. Varga Off6* kimutatta, hogy
a Finsler-féle tér egy feliileteleméhez és annak egy bizonyos irdnydhoz tartozé
Berwald-féle gorbiilet megegyezik az ugyancsak a feliiletelem kezd6pontjaban
meghatarozhat6 geodetikus feliiletnek az adott irdnyhoz tartozo, Finslert6] szarmazo
belsé gorbiiletével. E Finsler-féle bels§ gorbiilet olyan feliileteknél, amelyeknek
metrikdjat egy kvadratikus forma hatarozza meg, a Gauss-féle gbrbiiletre
redukalodik. A Finsler-geometridnak differencidlinvaridnsok egy rendszerével
torténd jellemzését, — ami ismét a tér ekvivalenciaprobléméjaval azonos —,
Varga Oité* oldotta meg. Arra az eredményre jutott, hogy a metrikdt meg-
hatarozo6 F(x,dx) fiiggvényhez tartozé alaptenzor a fogorbiiletii tenzor, vala-
mint két mds, a Riemann-tértdl valo eltérést jellemzd tenzor é€s ezeknek
kovaridns derivacioi egy teljes invaridns rendszert adnak.

Ebben az esetben is a Belframi vizsgalatoknak megfelel6en felvethetjiik
azt a kérdést, milyen Finsler-terek képezhet6k le egymadsra gy, hogy palya-
gorbéik egymasba menjenek at. E leképezéseket L. Berwald* tanulmanyozta
eloszor. Szempontunkbol itt is az az eset érdekes, amikor az adott tér olyan
térre képezhetd le, amelynek palyagorbéi linedris egyenletekkel hatdrozhatok
meg. Az ilyen tereket roviden sikprojektivnak nevezziik. Ebben az esetben
azonban nem kovetkezik, hogy a térnek sBerwald-féle gorbiileti mértéke
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allando. Amennyiben még azt is megkoveteljitk, hogy a tér gorbiilete egy negativ
allandé legyen, és egy goOrbének a hossza‘fijggetlen legyen az irdnyitasatodl,
azaz F(x, x)==F(x,—X) akkor az igy nyert terek pontosan megegyeznek — az
elbadasom elején emlitett — Hilbert terekkel, amelyeknek abszolit alakzata
egy konvex feliilet. Amennyiben az allandé zérd, a Minkowszki-geometriat
kapjuk. Mig azonban a Finsler-terek kozott a Hilbert-terek az elébb emlitett
harom tulajdonsaggal jellemezhet6k: t.i. 1. a tér sikprojektiv, 2. dlland6 gor-
biiletii, 3. teljesiil az F(x, x) = F(x,—x) reldcid, addig a Minkowszki-geomet-
ridra ez nem érvényes, ugyanis léteznek olyan Minkowszki-geometridk ame-
lyekre az F(x, X) = F(x,—X) nem teljesiil. A Hilbert- és Minkowszki-féle
tereknek, mint specidlis Finsler-tereknek e jellemzése P. Funktol*® és L.
Berwaldtél ¥ szarmazik. E. Cartan*® és Varga Ott6* kimutattik, hogy a
Minkowszki-féle geometria mint specidlis Finsler geometria, az utobbi két
tenzordnak eltlinésével jellemezheto.

Végigtekintettiink a geometria, s kiilonosképpen a differencidlgeometria
tijabbkori hatalmas fejlédésén. Hangstlyoznunk kell, hogy e hatalmas fej-
16dést Bolyai és Lobacsevszkij zsenidlis alkotdsa inditotta el.
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