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El6adta az iinnepi iilésszak 1952 december 15-én tartott iilésén

A nem-euklideszi geometria megalkotdsanak egyik alapvetd kovetkezménye
annak a ténynek a felismerése volt, hogy az euklideszi geometria rendszere
"nem az egyetlen elgondolhatdo geometriai rendszer. llymodon felmeriilt a
geometriai idomok kiilonb6z0, ezeket vagy amazokat az axiomakat kielégito,
rendszerei tanulmanyozdsanak problémdja. A geometriai idomok kiilonb6zd
ilyen rendszerei (,sokasadgok“* vagy ,absztrakt terek) alkotjdk a kiilonféle
geometriai ismeretdgak (a kiilonféle ,geometridk®) tanulmanyainak targyat.

Benniinket a jelen referitumban azok az axiomatikusan bevezetett
geometriai relaciok érdekelnek, amelyeket topologiaiaknak neveznek és ame-
lyek tanulmédnyozdsaval a topologia foglalkozik.

A hatarérték és a folytonossag alapvetd topoldgiai fogalmai axiématikus
tanulmanyozasanak utjira elsékként Maurice Fréchet, francia matematikus es
Riesz Frigyes, a kivalé magyar matematikus Iéptek, kb. ugyanabban az id6ben,
1906 koriil. Fréchet értekezésében olyan, manapsag a matematikaban mar biztos
helyet elfoglalo fogalmakat vezetett be, mint amilyenek a metrikus tér, a kompakt-
sag és a teljesség fogalmai; ezenkiviil Fréchet értekezése szamos Kisérletet
tartalmaz arra nézve, hogy eljussunk a topologiai tér fogalmahoz, azaz, hogy
axiomatikus ttat talaljunk az alapvetd topologiai reldciokhoz (a halmaz hatar-
pontja, a leképezés folytonosséga) kizvetlen uton, elkeriilve a tavolsag fogal-
mat. Azonban ebben a tekintetben Fréchet nem aratott sikert: a topologiai
tér fogalma szdmos, altala javaslatba hozott véltozata koziil egyik sem tekint-
hett sikeriiltnek. Masrészt kb. ugyanebben az id6ben Riesz F. megformuldzza
a topologiai tér axiomait, kozvetleniil axiématizalva a hatarpont fogalmat és
ilymodon eljut a topolégiai terek azon osztilyahoz, amely a 7-ferek osztilya
elnevezés alatt a mai topologidban teljesen végleges helyet foglalt el.

Igy tehat a topoldgiai tér fogalma elsé sikeres bevezetéséérta tudomany
Riesz F.-nek tartozik halaval. Emellett igen nevezetes dolog, hogy Riesz F.
ugyanekkor a topologiai tér direkt axiomatikajat is javaslatba hozta, azaz egy
oly axiomatikat, amely kozvetleniil €érinti a topoldgiailag invarians relaciokat
(az adott esetben a halmaz és a halmaz hatarpontjai halmaza kozotti rela-
ciokat) és amely nem hasznal fel semilyen segédapparatust (mint amilyen pl.
a kornyezetek rendszerének fogalma). Erre az utdbbi fogalomra epitette fel
a topologiai terek axiomatikajat 1914-ben Hausdorff az 6 hires, a halmaz-

* Qroszul: Muoroo6pasus, németiil : Manningfaltigkeiten. (Lektor megjegyzése.)
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elméletrdl sz6l6 konyvében. Hausdorff axiomatikdja definidlja a Hausdorff-
féle vagy T,-terek elnevezése alatt ismert tereket. Ez az osztdly sziikebb, mint
a Riesz éltal bevezetett T,-terek osztilya és kozottiik megkiilonboztetést tehe-
tiink az er6sebb, 4. n. Hausdorff-féle szeparacidés axiéma segitségével.

Jelenleg a topologiai tereknek a szepardciés axiomdk szerinti osztilyo-
zdsa mar teljesen meg van hatidrozva és alakja a kovetkez: a szo széles
értelmében vett topoldgiai tér fogalma nem tételez fel semilyen - szepardcios
axiomat : topologiai tér alatt a tetszbleges természetii (a tér pontjainak neve-
zett) oly elemek halmazat értjiik, melyben bizonyos, az illetd tér nyilt halma-
zainak nevezett részhalmazok ki vannak emelve; emellett teljesiilinek tételez-
zitkk fel a topologiai tér kovetkezd axiomait:

A nyilt halmazok bdrmely szdmdnak Osszege és véges szdmu nyitt hal-
maz metszete, nyilt halmaz; az egész tér és az iires halmaz nyiltak.

A zéart halmazokat ugy hatdrozzuk meg, mint a nyilt halmazok kiegé-
szitéseit. Nyilvanvald, hogy a zart halmazok kielégitik a kovetkezd feltétele-
ket: a zdrt halmazok barmely szdmanak metszete és véges szamu zart halmaz
Osszege, zartak; az egész tér és az iires halmaz, zart halmazok. Ebbdl folyik, hogy
az R tér valamennyi, az M halmazt tartalmazo, zart halmazdnak metszete [M], a
legkisebb zart halmaz, amely az M halmazt magédban feoglalja; az [M] halmazt
az M halmaz zdrt burkdnak nevezziik, annak pontjait pedig érinfési ponfoknak.

A lezdras miivelete, amely kolcsonos megfeleldségbe hozza minden M
halmazzal. az M zéart burkat, kielégiti a kovetkezo feltételeket:

1. [M,u M} =[M,]u[M]

2. MS[M]

3. [[M]] = [M]

4. Az iires halmaz zirt burka iires: [A] = A.

Lehetséges volna a topologiai teret tgy definidlni, hogy azt koveteljiik, hogy
valamely adott R halmaz minden M részhalmaza részére meg legyen hatirozva
egy [M] zart burok olyképpen, hogy emellett teljesiilnek az 1—4-feltételek;
ezutdn a zdrt halmazok dgy volnanak meghatarozva, mint oly halmazok, ame-
lyek sajat zart burkukkal egybeesnek, a nyilt halmazok pedig mint olyan
halmazok, amelyek a zart halmazokat kiegészitik. Az ilyen modon definialt
topoldgiai terek pontosan ugyanazok, mint amelyeket kezdetben a nyilt hal-
mazok utjan definidltunk. A topoldgiai tér fogalma bevezetésének ez a modja
Kuratowskytol ered (1922), aki ilymodon a topolégikus tér mai legszélesebb
fogalméanak szerzoje. :

A topoldgiai terek osztilyanak fokozatos csokkentését a szeparabilitas.
folytonosan er6sodd axidmdinak bevezetése titjan valositjuk meg. Nevezziik
valamely adott halmaz (valamely adott pont) kornyezetének az oly tetszbleges
nyilt halmazt, amely ezt a halmazt (ezt a pontot) magaban foglalja. A szepa-
rabilitds egymasutan kovetkezd axidmdi a kovetkez6 modon formulazhatok meg:
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T, axioma (Kolmogorov). A térnek barmely két kiilonbozé pontja koziil
legalabb az egyiknek van egy oly kornyezete, amely a masik pontot nem
foglalja magéban.

T, axioma (Riesz). A tér barmely tetszbleges két kiilonboz6 pontja koziil
miﬁdegyiknek van egy oly kornyezete, amely nem foglalja magaban a masik
pontot.

T, axioma (Hausdorff). A tér barmely két kiitonb6z6 pontjanak vannak
egymast nem metszd kornyezetei.

T, axioma. Barmilyen legyen is az x pont és az e pontot nem tartalmazo
@ zart halmaz, az x pontnak és a @ halmaznak vannak egymdst nem metsz6
kornyezetei.

T, axioma. Barmely két egymast nem metszé6 zart halmaznak vannak
egymast nem metsz6 kornyezetei.

Riesz T, axiomdja ekvivalens azzal a koveteléssel, hogy barmely egy
pontbdl all6 halmaz zart legyen. Ennek folytan a zart halmazok (kornyezetek
tjan torténd) szeparabilitisibol nem kovetkezik a pontok szeparabilitasa.
Hogy az egész rendszert ne tegyitk tilsigosan bonyolultta, T:-tereknek, vagy
Riesz-féle tereknek azokat a topologiai tereket fogjuk nevezni, amelyek a T;
axiomat kielégitik, mig azokat a T7i-tereket, amelyek a T, ill. 7, axiomakat
elégitik ki, Ty, ill. T,-tereknek fogjuk nevezni.

A Ti-tereket, masszoval reguldris, a T,tereket pedig normdlis tereknek
nevezik.

A kornyezetek utjan vald szeparabilitis mellett, amely a topoldgiai terek
imént elvégzett osztdlyozdsanak alapjaul szolgalt, van még egy masik a sze-
parabilitashoz vezetd at is, nevezetesen az 1. n. funkciondlis szeparabilifds.
Azt fogjuk mondani, hogy valamely adott R Ti-térnek két @, és @, zart hal-
maza funkciondlisan szeparalhat6, ha létezik egy oly, az egész R térben értel-
mezett és abban folytonos f* valds fiiggvény, amely a @, halmaz valamennyi
pontjdban a O értéket, a @, halmaz valamennyi pontjdban az 1 értéket veszi
fel és valamennyi x€ R pontban kielégiti az 0 = f(x) = 1 egyenldtlenséget.

P. Sz. Urysohn bebizonyitotta azt, az Urysohn-féle lemma néven isme-
retes, nevezetes tételt, mely abbdl all, hogy normalis térben barmely két egy-
mast nem metszd zart halmaz funkciondlisan szeparalhat6. Minthogy masrészt
nyilvanvald, hogy barmely két funkciondlisan szeparalhaté halmaz kornyeze-
tek utjan is szeparalhatd, ennélfogva Urysohn lemmaéja értelmében a funkciona-
lis szepardcié kovetelése a szobanforgd tér valamennyi egymdast nem metszd
zart halmazpérjara alkalmazva, ekvivalens a kornyezetek utjan valo szokasos
szeparacid kovetelésével. Azonban ha csak azt koveteljiik, hogy a 7,-tér min-

* Az X topologiai tér f leképezését az Y topoldgiai térre folytonosnak nevezziik, ha
minden az Y-ban nyilt halmaz teljes inverz képe az X-ben nyilt halmaz; az X-térben
értelmezett valos folytonos fiiggvény e térnek folytonos leképezése a szamegyenesre.
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den pontja, minden ezt a pontot nem tartalmazé zart halmaztél legyen funk-
cionalisan szeparalhatd, ugy a terek 1j, rendkiviil fontos osztalyat kapjuk,
amely sziikebb, mint a reguldris terek osztalya €s szeélesebb mint a normalis
terek osztalya. A tereknek ezt az osztilyat A. N. Tyihonov vezette be 1925-
ben, a teljesen reguldris terek osztidlya elnevezés alatt. Ezeket a tercket
T,-tereknek, vagy Tyihonov-féle tereknek is nevezik. A Tyihonov-féle terek
jelent6sége kiilonosen a bikompakt terek elméletével kapcsolatosan valik vila-
gossa, amelyre még ratériink; ez a jelent6ség azzal kapcsolatos, hogy a tér
teljes regularitdsanak sajatsaga (eltéréen a normalitds sajatsagatol), ugy szol-
van Orokolheto sajatsadg, azaz, ha valamely tér ezzel a sajatsaggal bir, ugy
minden az illetdé térben fekvé halmaz is bir ezzel a sajatsaggal.*

A topoldgikus tér fogalmanak egy tovabbi specializalasa két egymastol
teljesen kiilonboz6 iranyban megy végbe: ezek koziil az elsé abbol a kove-
telésbol all, hogy a térben megszamlalhato bazis alljon fenn.™*

Ez a kovetelés P. Sz. Urysohn alapvetd tétele értelmében kifejezi azt a
feltételt, amely sziikséges és elegendé ahhoz, hogy a normdlis tér a Hilbert-
féle térben fekvé valamely halmazzal homeomorf legyen.

Ha ehhez a koveteléshez hozzatesszitk még a véges dimenzido kovetelé-
sét,™* gy megkapjuk azt a feltételt, amely sziikséges és elegendé ahhoz,
hogy a tér egy ilyen vagy olyan dimenziészdmu euklideszi térben fekvd hal-
mazzal homeomorf legyen.

llyen moédon megkapjuk a topologikus terek dltaldnos elmélete elott
allo els6 alapvetd feladat megoldasdt, — nevezetesen a legaltalanosabb ido-
mok : a szo0 legszélesebb értelmében vett topologikus terek ,logikai leenge-
dését“ a Hilbert vagy euklideszi tér ponthalmazaihoz: a normalitds (s6t mar
a regularitas is***¥*) a megszdmidihato bdzis fenndlldsdval egyiitt teljesen karak-
terizalja topoldgiai szempontbdl a Hilbert-féle térben fekvé halmazokat, a

* Minden az R topoldgiai térben fekvdO M halmaz topologiai tér: M-ben nyiltaknak
tekintjiik az oly halmazokat, amelyek az M halmaznak az R tér nyilt halmazaival valé
metszetei.

** A topologikus tér bazisanak e tér nyilt halmazai barmely oly rendszerét nevez-
ziik, amely azzal a sajatsaggal rendelkezik, hogy a térnek bdrmely nyilt halmfaza bizonyos
a rendszer elemeit alkotd halmazok Osszege.

*** A dimenziéelmélet nem tartozik bele a jelen referatum targykorébe, ennélfogva
arra szoritkozom, hogy csak induktiv modon emlitem meg a dimenzié definiciéjat. Ures
halmaznak a —1 dimenziét tulajdonitjuk; feltételezziik, hogy mar definidlva vannak az
n—1 dimenzidju terek. Azt mondjuk, hogy az R topoldégikus térnek n dimenzioja van, ha
a térnek van olyan bazisa, mely bazis elemeinek hatdrai oly dimenzidval birnak, amely
= n—1 és ha ugyanakkor a szobanforgo térben nincsenek olyan bazisok, melyek elemei-
nek hatarai az n—2 dimenzidval birnanak. Valamilyen az R topoldégikus térben fekvd I
nyilt halmaz hatara alatt a I" halmaz azon érintési pontjainak halmazat értjiik, melyek nem
tartoznak bele ebbe a halmazba, tehat a [I']— I halmazt.

*##x Amint azt A. N. Tyihonov kimutatta, minden megszamlalhaté bazisi regularis tér
normalis.
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regularitds, a megszdmldlhato bdzis fenndlldsa és a véges dimenzié kovetel-
ménye egyiift, a maguk Osszességében, szolgdltatjdk az euklideszi terekben
fekvd halmazokat. ‘

Az ,elementaris® ponthalmazok (azaz a Hilbert-féle és euklideszi terek-
ben fekv6 halmazok) topoldgiai jellemzésének problémajaval szorosan Ossze
van kotve a topoldgikus terek masodik nagy problémdja, a metrizdcio problé-
mdja, azaz a sziikséges és elegendd feltételek megkeresése ahhoz, hogy a
topologikus tér homeomorf legyen egy metrikus térrel. Minthogy minden
metrikus tér normdlis és a Hilbert-féle tér is metrikus, ennélfogva az imént
kozolt Urysohn-féle tétel, amely arrdl szdl, hogy minden megszamialhatd
bézissal bird normadlis tér homeomorf valamilyen a Hilbert-féle térben fekvo
halmazzal, a kovetkez6 médon formuldzhatd meg: Ahhoz, hogy a megszdm-
ldlhato bdzissal biro tér metrizdlhato legyen (azaz egy metrikus térrel homeomorf
legyen) sziikséges és elegendd, hogy a nevezett tér normdlis legyen.

A metrizicio altalanos problémdja — megszamlalhaté bazis térben valod
létezésének a feltételezése nélkill — harom évtizeden at nem volt megoldhato,
annak ellenére, hogy kiilonboz6 szerzOk erre szamos kisérletet tettek. Igaz
ugyan, formalisan adddtak bizonyos megoldasai ennek a problémanak, nem
is egyszer, de e megoldasok egyike sem (az els6t koziiliik P. Sz. Alekszandrov
és P. Sz. Urysohn 1923-ban adtik meg) volt sikeresnek és véglegesnek tekint-
het6, tekintettel a kikotott feltételek nehézkes voltara. Végiil egy minden
tekintetben kimerit6 megoldast adott meg 1950-ben Ju. Szmirnov, fiatal szov-
jet tudos. Nevezziik valamely adott topologikus térben fekvé halmazok bar-
mely rendszerét lokdlisan végesnek, ha a tér barmely pontjanak van oly kor-
nyezete, amely a szdbanforgd rendszernek csupdn végesszamii elemeit metszi.
Szmirnov tétele a kovetkez6 modon formuldzhato meg: ahhoz, hogy valami-
lyen topologikus tér metrizdlhato legyen, sziikséges és elegendd, hogy ez a tér
reguldris legyen és legyen olyan bdzisa, amely elddllithaté mint legfeljebb
megszdmldlhatéan végtelen sok, nyilt halmazok lokdlisan véges rendszerének
Osszege. Ez a nevezetes eredmény specialis esetként magaban foglalja Urysofin
metrizacios tételét: minthogy béarmely tér megszdmlalhaté Dbazisa természete-
sen eldallithato mint megszamlalhatoan végtelen sok olyan rendszer Osszege,
melyek mindegyike csak egy elembdl &ll, ennélfogva valaﬁely megszamlal-
haté bazisu tér metrizélhatosdgahoz sziikséges és elegenddé annak regularis
volta.

Ju. Szmirnov metrizacios feltételének sztikségessége kozvetleniil kovet-
kezik minden metrikus tér Stone &ltal mar kordbban bebizonyitott para-
kompaktsdga sajatsdgdbol — abbol a tulajdonsagbol, mely abbél &ll, hogy a

metrikus tér minden fedésébe* beirhatd egy lokalisan véges fedés. A feltétel.

* Fedés alatt itt és a tovabbiakban nyilt halmazok oly rendszerét értjiik, melyek
Osszege az egész adott tér. Azt mondjuk, hogy a g fedés be van irva az « fedésbe, ha a
g fedés minden eleme, az « fedésnek legaldbb egy elemében benne foglaitatik.
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elégséges voltat egy oly modszer utjan bizonyithatjuk be, amely bizonyos:
mértékig magaban véve is érdekes. Nevezetesen Ju. Szmirnov kimutatja, hogy
minden az 0 feltételeit kielégitd adott ¢ sulya* R topologikus tér homeomorf
valamely oly halmazzal, amely a = sulya H® altaldnositott Hilbert-féle térben
fekszik.** _

Az Rtérnek a H'-ba vald keresett topologikus leképezését a kovetkezd
modon szerkesztjiik meg. Mindenekeldtt Ju. Szmirnov metrizicids feltételébo!
levezethetjiitk, hogy az R tér nem csak regularis, hanem normaélis is és hogy
abban bdrmely zart halmaz nyilt halmazok megszdmlalhaté szdmdnak met-
szete és kovetkezésképpen bdrmely zart halmaz valamely folytonos fiiggvény
nullhelyeinek halmaza.

Most vegyiik az R tér y bazisat, amely a nyilt /.. halmazok lokalisan
véges v, = {[».} rendszerei megszamlalhaté szdmdnak Osszege. (-val jelvl-
jiik valamennyi 6= (ne«) par halmazat, amelyek a y bazis I',. elemeinek
jelolésére szolgalnak. Minthogy R normadlis és minden R-ben zart halmaz,
valamely az ‘R-ben folytonos fiiggvény nullhelyeinek halmaza, - ennélfogva
minden /I',.-ra megszerkeszthetjilk a p,. folytonos fiiggvényt, amely minden
Xx€R-re nézve kielégiti a 0 =p,.(x) =1 egyenlbtlenséget és az R— I, hal-
maz valamennyi pontjdban és csak ezekben a pontokban nullava valik. Mint-
hogy a 7. rendszer lokalisan véges, ennélfogva minden adott n mellett x€ R
pontban csak véges szamu p.. fiiggvény kiilonbozik nullatél. Ennélfogva az

1 4 > P o(x) Osszegnek barmely x€R pontra értelme van és ez az Osszeg
az egész R térben folytonos pozitiv fiiggvény. Ennek folytdn pedig a

. Pua(x)
Qe (X) Vm

fiiggvények is az egész R térben meghatarozottak és folytonosak, és e mellett

D@0 <1, 2@l —gua (M) < 2.

22 a

* Valamely topologikus tér silyanak a legkisebb olyan z kardinalis szamot nevez-
ziik, hogy a térben z szamossagu bazis legyen. llymdédon a megszamlalhaté bazissal bird
terek N, sulyd terek.

# A 7 silyt H® altalanositott Hilbert-féle tér a kovetkezd modon épiil fel. Ennek
a térnek pontjai £(6) fiiggvények, amelyek valamilyen ¢ szdmossagu tetszleges @ halma-
zon vannak definidlva, és kielégitik a, kovetkezd feltételeket :

a) a £(0) fiiggvény értékei valos szdmok, amelyek legfeljebb megszamlalhatéan vég-
telen sok 6 argumentum értékére kiilonbdzhetnek nullatol.

b) A Z"(§(0))2 sor konvergens. Ugyanigy mint a kozonséges Hilbert-féle térben a

6e®
& és 5 pontokra a 2(5(9)_’7(9))2 sor konvergens és a V.Z:(g({i)—n(e))2 nem nega--
0e®
tiv szamot a & és % pontok kozotti tavolsagnak nevezziik. Konnyii meggy6z6dni arrdl, hogy
ez a definici6 a metrikus tér valamennyi tavolsig-axiomajat kielégiti.
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Ha most azt vessziik fel, hogy §n,,(x)=%q,m(x), ugy azt latjuk, hogy a

£.«(x) rendszer, ahol x az R tér tetszOleges pontja, 6 =(n«) pedig befutja
az egész. @ halmazt, a H® tér pontja, amelyet egyuttal f(x)-szel jeldliink. Az
R térnek a H'-ba valdé ilymédon meghatarozott f leképezése topologikus, ami
altal teljessé is valik Ju. Szmirnov tételének bizonyitdsa. Megjegyezziik, hogy
konnyii megszerkeszteni egy Hausdorff-féle nem reguldris tér példajat, mely-
nek oly bazisa van, amely el6allithaté mint megszamlalhatoan végtelen sok
lokdlisan véges rendszer Osszege.

Ama szamos munka koziil, amelyeket az utdbbi években az absztrakt

topologia (amint néha nevezik a topologikus terek elméletének) kérdéseirdl
irtak, azok tobbsége egy vagy mas modon Osszefiigg a bikompakt tér fogal-
maval. Mint ismeretes bikompaktnak az oly topologikus teret nevezziik,
amelyben teljesiil az 1. n. Borel—Lebesgue-féle tétel, azaz amelyben a nyilt
halmazok minden rendszere, amelyek osszege az egész tér, véges alrendszert
tartalmaz, amely ugyancsak befedi az egész teret (,minden fedés magdban
foglal egy véges fedést). A bikompakt topologikus terek ugy is definidlha-
tok, mint olyan topoldgikus terek, amelyekben a nem iires zart halmazok
minden (nem csak megszamldlhatd) teljesen rendezett cstkkent rendszerének
nem iires metszete van, valamint gy is, mint olyan terek, amelyekben min-
den végtelen halmaznak legalabb egy teljes felhalmozodasi pontja van. Emellett
az M végtelen halmaz teljes felhalmozddasi pontjan oly pontot értiink, melynek
minden kornyezete az M halmazt oly részhalmazadban metszi, amelynek ugyanaz
a szamossaga van, mint az egész M halmaznak.

A bikompakt topologikus terek kozott a legérdekesebbek és a legfonto-
sabbak a bikompakt Hausdorff-féle terek, amelyeket egyszeriien bikompaktum-
oknak neveznek. ' ‘

Valamennyi bikompaktum normalis tér is ugy jellemezhets, mint oly
normdlis tér, amely minden 6t tartalmazo normalis térben zart; mi tobb, ezek
minden Oket tartalmazé Hausdorff-féle térben zartak és az a reguldris tér,
amely minden 6t tartalmazé Hausdorff-féle térben (vagy esetleg csak minden
6t tartalmazd regularis térben) zart, bikompaktum.

Az a Hausdorff-féle tér, amely minden 6t tartalmazé Hausdorff-féle tér-
ben zart, lehet nem bikompakt is. Azonban ha ezt a minden Hausdorff-féle:

térben valé zartsig sajatsagat nem csak magatél az adott Hausdorff-féle R

tértd]l koveteljiik, hanem annak minden zart részhalmazatdl is, ugy R ismét
bikompaktum lesz.*

A bikompakt terek elméletének alapjait P. Sz. Alekszandrov és P. Sz.
Urysohn raktak le ,A kompakt topolégikus terekrdl“ c. emlékiratukban, mar

* Ezt a nehéz tételt hipotézis alakjaban P. Sz. Alekszandrov és P. Sz Urysohn
mondottak ki és az elsé izben M. Stone bizonyitotta be; egyszerii, de tovabbra is igen
nehéz bizonyitast késébb Sz. V. Fomin adott.
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30 évvel ezelbtt. Ennek az elméletnek kifejlesztése mindenekel6tt A. N. Tyiho-
nov munkdiban taldlhat6, aki levezette az 6 hires meghatdrozdsat, barmely
szami topoldgikus térnek topologikus szorzatarol és bebizonyitotta azt a fon-
tos tételt, amely szerint tetszéleges szamt bikompaktum szorzata bikompaktum.

Tyihonov specidlisan vizsgalat ala vonta az 6 ,kockait“, azaz az olyan bikom-
paktumokat, amelyek tetszOleges adott kardindlis szdmu szakasz topologikus
szorzatai. Tyihonov bebizonyitotta, hogy ezek a kockak az univerzalitas kovet-
kezd sajatsagdval rendelkeznek: barmely, adott tetszéleges = sulyd teljesen
regularis tér homeomorf valamilyen oly halmazzal, amely ugyanolyan sulyt
Tyihonov-féle kockdban, azaz a [0;1] szakasz « példanydnak topoldgikus
szorzatdban fekszik.

Visszaemlékezve arra, hogy valamennyi bikompaktum normalis tér és hogy
a teljes regularitds sajatsdga atorokolhet6, az imént megformulazott a ,be-
agyazasrol sz616“ Tyihonov-féle tételbdl a kovetkezd tovabbi fontos eredményt
vezetjiik le: minden teljesen reguldris tér és csak a fteljesen reguldris tér
homeomorf, egy bikompaktumban fekvé halmazzal.

Tyihonovnak a bedgyazdsrol szold tétele Urysohn arrol szolo tételének
altalanositisa, mely szerint lehetséges barmely (teljesen) regularis teret, mely-
nek megszamlalhaté bazisa van, a Hilbert-féle alapparalielepipedonba topold-
gikusan bedgyazni, minthogy a Hilbert-féle alapparallelepipedon §, stlyt
Tyihonov-féle kocka. Urysohn tétele, annak Tyihonov dltal adott dltfaldnosi-
tdsa és Szmirnov metrizdcids tétele azt mutatjik, hogy milyen kényszerit erd-
vel tornek be a végtelen dimenzids koordindtaterek és ezekkel egyiitt — a valds
szdm — az abszirakt topolégia oly teriiletére, mely a valds szdmoktol teljesen
fiiggetlennek lditszik. Ennek altalanos alapja abban az Urysohntol ered0 neve-
zetes tételben rejlik, amelyet fentebb Urysohn lemmajénak neveztiink.

A Tyihonov értelemben vett topologikus szorzas fogalma mds nevezetes
topoldgikus szorzatok gyanant definialhaté terek vizsgalatira vezetett. Ezek
kozott ramutatunk a D° térre — a 7 sulyt diszkontinuumra —, amely a két
izolalt pontbol allé tér, (egyszerii pontkettés) v példanyanak szorzata, és az
F' térre, amely az Osszefiiggd pontkettosnek nevezett tér = példdnydnak szor-
zata. Osszefiiggd pontkettéson az egyetlen osszefiiggd T,-teret értjiik. Ez két
pontbdl all: e térbe a két pont egyike az egyetlen valoédi nyilt részhaimaz
(a masik pont kovetkezésképpen az egyetlen valodi zart részhalmaz). A D°
és F' terek a kovetkezd univerzalitdsi sajatsdgokkal rendelkeznek: barmely =
stulyt T,-tér homeomorf az F* tér valamilyen részhalmazaval és kovetkezés-
képpen* kolcsonosen egyértelmii és folytonos képe valamilyen a D° térben
fekvd halmaznak: minden = sdlya bikompaktum valamilyen a D" térben fekvd
zart halmaznak folytonos képe.

Amint tudjuk minden kompaktum, azaz megszamlalhatoé stilya bikompaktum,

a D™ Cantor-féle diszkontinuum folytonos képe; ha = > N, ligy nem minden

* Nyilvanvaloan minden F7 tér a D*térnek kolcsondsen egyértelmi és folytonos képe.
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T stlyt bikompaktum az egész D® tér folytonos képe; azokat a bikompak-
tumokat, amelyek a D" diszkontinuumok folytonos képei, diadikusoknak nevez-
ziik, ezek nyilvanvaléan a terek oly legkisebb osztalyat alkotjak, amely tartal-
mazza az izolalt pontpart, és amely osztdly zart a folytonos leképezés és a
topolégikus szorzas operacidival szemben. Ez az osztily kiilonleges tanulma-
nyozast érdemel : a diadikus bikompaktumok sok nevezetes sajatsaggal birnak,
melyek koziil néhanyat N. A. Sanin allapitott meg. Igy pl. minden folytonosan
rendezett halmaz, amely a maga természetes topoldgikus rendjében diadikus
bikompaktumot alkot, hasonlé a szamegyenes valamely szakaszihoz; a diadikus
bikompaktum nem allithat6 el6 teljesen rendezett (barmilyen hatvdnyt) rendszer
osszege alakjaban, mely rendszer novekvd, sehol sem siirli részhalmazokbol
all -stb.

Az osszefiiggd pontkettds fentemlitett példdja azt mutatja, hogy ha a
topologikus tér fogalmat elegend6 &italdnossidggal fogjuk fel (nevezetesen
ha a T-tereket vizsgdljuk), Gigy véges halmaznak is lehet nem trividlis topo-
logidja. A véges T,-terek és altalaban az oly T,-terek, amelyekben (barmely
véges vagy végtelen szamban vett) nyilt halmazoknak nem csak az Osszege,
hanem a metszete is nyilt, diszkrét ferek néven ismeretesek. A diszkrét terek
specialis esetét alkotjdk a szimplicialis komplexusok.

*
* *

A bikompaktumok arr6l nevezetesek, hogy azok valamennyien és csak azok
kaphatok meg egy sajatsdgos hatdrdtmenet utjdn, a véges diszkrét terekbdl,
sOt a véges szimplicidlis komplexusokbol kiindulva. Ez a koriilmény nagy
elvi jelent0séggel bir, minthogy éppen ez volt az alapja annak, hogy a kom-
binatérikus topologia komplexusainak alapvetd fogalmait és modszereit atvit-
ték bikompaktumokra, és mindenek el6tt kompaktumokra.

Azt a hatdratmenetet, amelyre itt gondolunk, €én szerkesztettem meg az
1925—29 években, kezdetben a kompaktumokra. A hataratmenetet azutan A. G.
Kuros a tetszOleges bikompaktumok esetére &ltalanositotta. Az 4. n. ,projekcios
spektrum®, amely ennek a kozelitd eljdrdsnak lényegét alkotja, tovabbi fej-
16dést nyert Freudenthal, Sztinrod, éech, Lefsetz és sok mas kutatd munkdi-
ban és ebben a kiszélesitett alakjaban hatékony eszkozévé valt allandoan
nemcsak a topologidnak, hanem a topologikus csoportok elméletének és az
utébbi alkalmazasainak is.

Képzeljiik el az X. topologikus terek egy olyan . n. iranyitott* halma-
zat, melynél ha ezen halmazban X; kovetkezik X, utdn (amit egyszerlien a
kovetkezoképpen irunk le: 8> ), akkor adott egyuttal az X; tér egy &b
folytonos leképezése a X, térbe, melyet projekcionak neveziink és amely a

tranzitivitas feltételeit kielégiti: ha y >p > e, gy o%= o} &}.

* Iranyitott halmaznak neveziink egy részben rendezett halmazt, ha barmely két
elemhez tartozik egy oly harmadik elem, mely mindkét elem utidn kovetkezik.
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Projekcios spektrumnak nevezziik az X, fterek zranyztott halmazdt, az
ezen tereket Gsszekité &% projekcickkal egyiitt és {X., o%)-vel jeloljiik.

Nevezziik a spektrum szdldnak az x,€X. pontok minden halmazat,
melyben minden X,-bol egy-egy elem van* amelyek kielégitik a kbvetkezd
feltételt: @ >« esetében mindenkor fennall, hogy cbf,xﬁ:x.x. A szdlak topo-
logikus teret alkotnak: barmely X,-ban vegyiink egy tetszéleges I'. nyilt
halmazt és jeloljiikk Or,-val valamennyi szal halmazat, ,amely keresztiil halad
I'-n“, azaz ama &= {x,} szdlak halmazit, melyekre nézve x,€7%.

Az Or, halmazok és azok valamennyi lehetséges Osszege alkotjdk az
adott spektrum osszes szalaibol allé térnek a nyilt halmazait. Ez a szalak
tere, amit az adott projekcios spektrum limesének is neveznek és lim {X,, cD‘Z}
vel jelolnek.

E fogalomnak kiilonbozd specidlis esete €s valtozata létezik. A legfon-
tosabb specialis esetek koziil egyeseket megkapunk, ha feltételezziik, hogy
valamennyi X, bikompaktum. Ekkor, mint ahogy azt nem nehéz belatni, az
X =1lim {X,, &%) limesztér zart halmaz valamennyi X, tér topologikus szor-
zatdban és kovetkezésképpen bikompaktum.

Kiilondsen fontos eset az, amikor valamennyi X, bikompakt topologikus
csoport, az &% projekciok pedig folytonos homomorfizmusok. Ekkor a
limesztér is csoport a kovetkezd koordindtankénti szorzéssal: ha $={x.},
7 =={ya} két szdl, ugy &n=={x.y.}. Ezt a modszert arra, hogy adott X,
csoportokbol kiindulva 1ij csoportokat szerkessziink, széles korben alkalmaz-
zdk, specialisan a Betty-féle csoportok kiilonbdzé analdgidinak meghataro-
zasanal. A modszert mas célokra is alkalmazzdk. Fussa be pl. « az 0Osszes
a=1,2,3,... természetes szadmértékeket és legyen minden X, oly tér, amely
2" izoldlt pontbél all. A pontok mindegyike valamilyen

@Gy .. 0n)
kombinacié, melyben valamennyi i; O-val vagy 1-gyel egyenlé. A projekcio-
kat a kovetkezOképpen definidljuk:

Oy i) =, - - - in).
A limesztér a teljes Cantor-féle halmaz.
A masodik példaban vegyiik fel ujbdl, hogy e=1,2,3,... Az X, tér
a |z|==1 kor a komplex valtozé sikjan. RoOgzitettnek tekmtve az me=2

egész szamok
my,My,...Me, ...

sorozatat, definidljuk minden e-ra a projekciét mint Xo,,, leképezését X,-ra,
amelyet a '

Zo— Zats
formula szolgaltat.

* Az altalanossig korlatozasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy az X. tereknek nincse-
nek paronként kozos pontjaik.
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A limesztér a legéltalanosabb szolenoid — egydimenzios kontinuum a
haromdimenzios térben, amely a sorban egymdsba skatulydzott C, gyfiriialaku
testek (ezek homeomorfak egy kozonséges torusz belsejének zart burkaval)
metszete, melyek koziil Coy1 C. belsejében taldlhaté és benne m,-szor csa-
varodik koriil.

A projekcios spektrumok madsik hataresetét megkapjuk, ha feltételezziik,
hogy valamennyi X, véges diszkrét T-tér. Ekkor az X ==1lim {X,, &} limesz-
tér, melyet ebben az esetben a spektrum feljes limeszének fogunk nevezni,
— szintén T,-tér. Azonban itt emellett a teljes limesz mellett érdekes meg-
vizsgalni még més hataralakzatokat is, nevezetesen az u. n. alsé és felsd
hatdrokat. Szoritkozzunk ezek koziil az els6bnek a definicidjara. Azt fogjuk
mondani, hogy a {= {x.} szal magaban foglalja a {'=={x;} szalat, ha min-
den «-ra nézve fennall,* hogy x;€[x,]. A szilat minimalisnak nevezziik, ha
az semilyen téle kiilonbdzo szalat nem foglal magéba. A szobanforgd spektrum
teljes limeszének részhalmazat, mely valamennyi minimdlis szalbdl &ll, a’
spektrum alsé hatdranak nevezziik. A projekcids spektrum alsd hatira szintén
bikompakt tér. Ez a bikompakt tér Hausdorff-féle tér, ha a spektrum kielé-
giti a kovetkezd szeparabilitasi feltételt:

(H). Bdrmilyen legyen is a két & = {x.} és L["=={xy} minimdlis szdl,
taldlhatunk egy olyan e-t, hogy az X.-ban ne létezzék semmi olyan x. pont,
amelynek zdrt burka tarfalmazza mind az x, mind az x; ponfokat.**

Igy tehat a spektrumnak a (H) feltételt kielégitd als6 hatdra egy bi-
kompaktum.

Bebizonyithaté a megforditott 4llitds is, nevezetesen, hogy minden bi-
kompaktum valamilyen oly spektrumnak als6 hatdra, mely spektrum kielégiti az
imént megfogalmazott (H) szeparabilitasi feltételt.

Ez a spektrum a kovetkez6 modon épiil fel. Vizsgaljuk az R tér egy-
mast paronként nem metsz6 I3, ...,[; nyilt halmazainak barmilyen véges
rendszerét, mely halmazoknak osszege, az R-ben mindeniitt siirii. Az X, diszkrét
tér pontjait alkotja a definicié értelmében valamennyi (e;i,..., i) alaki
lehetséges kifejezés, ahol [Is:]N...[le:;]==4 (mint mindenkor 4 az iires
halmaz). Azon cétbdl, hogy X.-ban topoldgiat vezessiink be (vagy ami ugyanaz,
hogy az X. halmazt részben rendezetié tegyiik), vegyiik fel, hogy

. (a;j(),-“)jq)é(a;io:"'?{.I’)’

ha i, ..., i, néhany index a j,...,J;-k koziil.

* A véges diszkrét terek vizsgalata pontosan ekvivalens a véges részben rendezett
halmazok vizsgélatdval: vegyiik fel, hogy x/ < x,, ha az adott X, diszkrét tér x/ pontja
beletartozik az ugyanezen « tér x, pontjabél 4ll6 halmaz zart burkaba.

** Azaz nem létezik olyan x,, melyre nézve egyidejileg fenndllana, hogy x, = x;
és x,=x; (ha X, -at agy tekintjiik, mint részben rendezett halmazt).
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Tegyiik fel, tovdabba, hogy ¢ >e«, ha a 8= {[%, ..., [} rendszer az
@¢=1{l, ..., I's) rendszernek finomitdsa (tovabbosztasa), azaz, ha minden
I's; bennefoglaltatik valamelyik (és ekkor nyilvanvaléan egyetlen)* I, -ben.

A projekciokat a kovetkezOkképen értelmezziik: minden Ig;-nek egy
egyetlen azt magaban foglalé I, felel meg. Ez a kovetkezd definiciét szol-
galtatja :

(8, /) = (e, i).
Ezek utdn vegyiik fel, hogy

BeB; Jos - - - Ju) = (e, BB, o), - -, (B, J))-
(A kifejezés egybees6 elemeit csak egyszer vessziik szadmitdsba.)

Ez a definici6 teljessé teszi az {X,, @5} spektrum felépitését; ezt a
spektrumot az adott R tér spektrumdnak nevezziik; e spektrum definicidjanal
az R tér bikompakt voltadt nem hasznaltuk fel; ha R bikompaktum, gy spektru-
manak van egy als6 hatdra, amely homeomorf az R térrel.

A bikompakt terek elméletének kiilonboz6 kérdései koziil a legutdbbi
10—15 év alatt a legnagyobb fejlddésen azok a kérdések mentek at, amelyek
a bikompakt topolégikus bovitésekre, nevezetesen, a teljesen regularis terek
ilyen bovitésére vonatkoznak. '

Tyihonov ama alapvetd eredményébdl, mely szerint lehetséges minden
teljesen reguldris R teret beagyazni egy bikompaktumba, tudniillik az ugyan-
olyan sulyu Tyihonov-féle kockdba, mint amilyen sulyt az adott R tér, kovet-
kezik, hogy minden teljesen reguldris R térnek van bikompakt DR bdvitése,
vagyis oly bikompaktum, amelynek az adott tér mindeniitt siiri részhalmaza:
ahhoz, hogy megkapjuk a bR bikompakt bdvitést, melynek ugyanaz a = stlya
van, mint maganak R-nek, elegendd R-t bedgyazni a = silyu Tyihonov-féle
kockéba és ott a zart burkot venni.

Ezzel kapcsolatosan felmeriilt valamely adott teljesen regularis R tér
valamennyi bikompakt bovitése tanulmdnyozédsidnak kérdése altalaban és ez a
kérdés egy nagy érdekes elmélet targydul szolgdlt. Mindenekel6tt valamely
adott teljesen reguldris R tér bikompakt bdvitései természetes modon részben
rendezett halmazt alkotnak: a b,R bévités a b, R bb6vités utan kovetkezik, ha
létezik a b,R térnek b, R-re val6 olyan folytonos leképezése, amely mozdu-
latlanul hagyja R valamennyi pontjat. Megallapithat6, hogy az R tér vala-
mennyi bikompakt bovitéseinek ilyen modon részben rendezett halmazéban
van egy legnagyobb elem — azon «R bikompakt bovités, amely azzal a
sajatsdggal rendelkezik, hogy az R pontjainak fixen tartisa mellett folytono-
san leképezhet6 az R tér barmilyen bikompakt bovitésére. Ez az «R maxi-
malis (vagy Cech-féle) bikompakt bévités egyértelmiien meg van hatirozva
maximalitdsi sajdtsdgai altal. Ez a bovités a kovetkezd modon szerkeszthetd

* Ekkor, amint azt konnyii belatni, valamennyi adott [«,-ben bennefoglaltatott I'gy
Osszege, oly halmaz, amely ebben a Izi-ben mindeniitt siirti.
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meg. Az R tér nyilt halmazai y rendszerét szabélyosnak nevezziik, ha e rend-
szer minden I" eleméhez a ¢ rendszerben talalhatunk egy oly I elemet,
amely a [" elemnek ald van rendelve, azaz, amely teljesen reguldrisan van
belefoglalva a [™-ba (abban az értelemben, hogy I” és R—I" R-ben funkcio-
nalisan szeparalhatok). Az R tér nyilt halmazai centrédlt* és szabalyos rendszerét,
amelyet nem fartalmaz semilyen téle kiilonboz6 centrdlt szabalyos rendszer,
az R tér végének nevezziik. '

Konnyii belatni, hogy az R tér tetszéleges x pontja valamennyi kornye-
zetének rendszere egy vég. Azonositva a tér minden pontjat azon véggel, amely
a pont kornyezeteibdl all, az R teret tgy tekinthetjiik, mint a tér valamennyi
vége halmazanak részhalmazat. Ebbe a halmazba topologiat a kovetkezdé modon
vezetiink be: legyen I” valamilyen tetszéleges nyilt halmaz az R-ben; jeloljiik
Or-val valamennyi oly vég halmazat, melyeknek egyik eleme a /" halmaz.
Az Op halmaz és az ilyen halmazok valamennyi lehetséges Osszegei definicio
értelmében nyilt halmazok az R tér valamennyi vége «R terében. Mar lattuk,
hogy magat az R teret tekinthetjiik ugy, mint az «R térben fekvé halmazt. Az
R térnek ez a belefoglaldsa az «R-be, topologikus belefoglalds és emellett R
mindeniitt siirii halmaza az «R térnek. llymédon «R az R tér bikompakt
bovitése és ugyanez az «R bbvités egyuttal maximalis is.**

Ha az alarendelés fogalmat szigoritjuk, azaz nem valamennyi /™-ba regu-
larisan belefoglalt nyilt I” halmazt tekintjiik /-hoz aldrendelt halmaznak,
hanem csak egyeseket ezek koziil, gy hogy emellett betartassanak bizonyos
természetes kovetelések, ugy — minden alkalommal megfelel6 aldrendelési
szabdlyt valasztva — megkaphatjuk az R térnek nem csak maximalis, hanem
barmely elére megadott bikompakt bovitését.

Megjegyezziik végiil, hogy barmilyen normdlis R tér spektruméanak also
hatara az R térnek maximalis bikompakt « R bovitése.

Jelenleg valamely adott teljesen reguldris tér bikompakt bovitései egé-
szen 1j szempontbdl vonjidk magukra a figyelmet. Nevezetesen az 1. n. egyen-
letes topologia szempontjabdl. Ismeretes az egyenletes terek (,Egyenletes
struktarak“) A. Weil éltal javaslatba hozott definicidja. Ezt a definiciot nem
tartom kimeritének és teljesen kielégitonek, mar azért sem, mert az valami
olyan specidlis konstrukcion alapul, amely a topologikus tér kornyezetei rend-
szerével (bazisaval) analog. Ett6l a hidnytdl mentes a V. A. Jefremovics éltal
javaslatba hozott szomszédsagi tér fogalma, mely a két halmaz kozotti szom-
szédsag fogalman alapul (teljesen ugyanugy mint ahogy a kozdnséges topo-
logia alapjat valamely pontnak a halmazhoz vald szomszédsdga alkotja:
svalamely pont szomszédos egy halmazzal, ha beletartozik annak zéart bur-

* Halmazok valamilyen rendszerét akkor nevezziik centrdltnak, ha barmely véges
alrendszerének nem iires a metszete,

** Az aR tér elsb felépitését E. Cech adta meg 1937-ben, az itt kozolt felépités
E. Cechétdl teljesen kiilonbozik és ezt 1939-ben én hoztam javaslatba.

13 Matematikai ¢s Fizikai Osztaly Kozleményei. HI. o.
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kaba®). Igy tehdt bdrmily pontoknak nevezett elemek P halmaza definico értel-
mében szomszédsdgi tér, ha részhalmazai kézott be van vezetve egy szomszéd-
sdgi reldcid, azaz, ha bdrmely két AS P, B< P mennyiségre nézve meg van
dllapitva, vajjon azok egymdssal szomszédosak-e vagy sem. (Ha két halmaz
nem szomszédos, agy azokat egymastol tavolesbknek nevezziik.) Emellett fel-
tételezziik, hogy teljesitve vannak a kovetkezd feltételek: ,a szomszédsagi tér
axiomai“ (ezeket V. A. Jefremovics hozta javaslatba):

1. Ha az A halmaz a B halmazzal szomszédos, tigy a B halmaz is szom-
szédos az A halmazzal ;

2. Két A, és A, halmaz 0Osszege akkor és csak akkor szomszédos a B
halmazzal. ha az A, és A, halmazok kiziil legaldbb az egyik szomszédos a
B halmazzal ; ,

3. Két a és b pont akkor és csak akkor szomszédosak, ha azok egybe-
esnek ;

4. Minden P halmaz tdvolesik az iires halmaztol ;

5. Bdrmely két tdvoleso A és B halmaz belefoglalhaté két egymdst nem
metszd U és V halmazba, amelyek olyanok, hogy A tdvolesik P— U-tol és B
tdvolesik P—V-tol. Megjegyzés: az U= A halmazt, amely kielégiti azt a fel-
tételt, hogy az A a P— U-tdl tavolesik, az A halmaz ,szomszédsagi kornye-
zetének“ nevezziik.

Maga az elmélet megalapitéja, V. A. Jefremovics kimutatta, hogy minden
szomszédsagi térbe természetszerlien belevihetd topologia (az A halmazhoz
szomszédos p pontot az A halmaz érintési pontjanak nevezziik), és hogy
ebben a topologidban minden szomszédsagi tér teljesen reguldris topoldgikus
tér. Megforditva minden teljesen reguldris térbe bevezethetd és pedig altala-
ban véve kiilonb0z6 mddokon, a halmazok kozotti szomszédsag* tgy, hogy
teljesiilnek az 1—5 feltételek. llymdédon a természetes Ut a szomszédsagi
terekhez a kovetkez8kbol all: adott a teljesen regularis R tér; megkeresen-
d6k az ,altala generdlt szomszédsagi terek; (azaz mindazok a P szomszéd-
sagi terek, amelyek az R tér pontjaibol éllnak, és amelyekben a természetes
topologia éppen az R teret adja meg nekiink).

Természetesen az X szomszédsagi tér Y szomszédsagi térre vald egyen-
letesen folytonos leképezésének neveziink minden olyan leképezést, mely mel-
lett két az X-ben szomszédos halmaz atmegy az Y-ban szomszédos két hal-
mazba. Viladgos, hogy az ilyen leképezések az X és Y szomszédsdgi terek
természetes topologiaja értelmében is folytonosak lesznek. A szomszédsagi
terek specidlis esetét alkotjdk a metrikus terek (amelyekben szomszédosak az
oly halmazok, amelyek egymastol nulla tavolsigban fekszenek) és a topold-

* A szomszédsag teljesen regularis R térbe valé bevezetésének egyik médja abbél
all, hogy két halmazt tdvolesdknek nyilvanitunk, ha azok R-ben funkcionalisan szeparalhatok.
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gikus csoportok. Emellett, mint ahogy azt V. A. Jefremovics megjegyezte, a
metrikus terek leképezéseinek szokdsos egyenletes folytonossiga egybeesik a
szomszédsag értelmeében vett egyenletes folytonossaggal.

Minden A. Weil értelemben vett egyenletes struktura szintén egyértel-
miien hatirozza meg a szomszédsagot, de egy ¢s ugyanazon szomszédsagi
tér altalaban sok egyenletes teret generdl. llymédon a fogalmak kolcsonos
kapcsolata : teljesen reguldris tér, szomszédsagi tér, egyenletes tér, ha igy fejez-
hetjiilk ki magunkat, az elsé fogalomnak a masodikra és a masodiknak a har-
madikra valo fokozatos széthasadasabol all. .

Igen érdekesnek, és messzire el6térbe hozottnak latszik a topologiai
(teljesen reguldris) terek és a szomszédsagi terek kozotti kolcsonos viszony-
latok kérdése. Itt-a dolgok allasa teljesen vildgos, hdla Jfu. Szmirnov kovet-
kez6 tételének: a valamely adott teljesen reguldris R tér dltal generdlt szom-
szédsdgi terek kolcsondsen egyértelmiien megfelelnek az R tér bikompakt bivi-
téseinek: az R tér minden bR bikompakt bovitésének megfelel egy teljesen
meghatdrozott P, szomszédsdgi tér, amelyet R generdl, nevezefesen, két hal-
mazt Py-ben szomszédosnak tekintiink, ha azok zdrt burkai bR-ben metszik
egymdst; emellett ilyen iiton megkaphatjuk valamennyi R dltal generdlt szom-
szédsdgi teret, mindegyiket csak egyszer. Természetes gondolat, hogy a P~
szomszédsagi tér a Py szomszédsagi tér utdn kovetkezik (mind a két tér egy
és ugyanazon topoldgikus teret generdlja), ha a P, térnek a Py-re vald
azonos leképezése egyenletesen folytonos. Ez a sorrend pontosan megfelel a
bikompakt bovitések sorrendjének: a P,- szomszédsagi tér akkor és csak
akkor kovetkezik a P, utdn, ha a Py--t generald b”R bikompakt bovités (a
mar korabban megallapitott értelemben) a P, 4ltal generdlt &R bikompakt
bovités utdn kovetkezik.

Egyben Ju. Szmirnov a kovetkezd kérdésre is valaszol: mikor van az
adott teljesen reguldris R térnek csak egyetlen bikompakt bovitése, vagy (ami
a mondottak értelmében ugyanaz) csak egyetlen szomszédsagi definicidja.
Kideriil, hogy R bikompaktsaganak feltétele, amely trividlis modon elegendd,*
egyaltalan nem sziikséges. Viszont a sziikséges és elegendd feltétel arra, hogy
az adott R térnek egyedlen bikompakt bovitése legyen, abbdl all, hogy R-ben
ne létezzék semilyen funkciondlisan szeparalhaté nem-bikompakt zart halmaz-
par: pl. valamennyi w,-nél kisebb rendszdm tere (melyben természetes rend-
szam topologia all fenn) nem bikompakt, ennek ellenére egyetlen bikompakt
bovitéssel bir és kovetkezésképpen a szomszédsdg egyetlen meghatirozasat
engedi csak meg.

A valamely adott teljesen reguldris R tér bikompakt bdovitései és az R
altal generalt szomszédsagi terek kozotti Jfu. Szmirnov altal megallapitott kol-
csOnosen egyértelmii vonatkozas nagy elvi jelent6sége abbol all, hogy ilyen

* A szomszédsagnak a bikompaktumon valé meghatarozasa egyetlen voltat vizsgalatai-
nak legelején megallapitotta V. A. Jefremovics.

13*
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modon a szomszédsagi tér fogalmanak teljes redukcidjat valdsitjuk meg, a
bikompakt b&vités régebbi fogalmara. Ez a redukcid természetesen nem aka-
dalyozza a szomszédsagi terekkel kapcsolatos specidlis problematika létezését
(megjegyezziik pl., hogy amint azt V. A. Jefremovics kimutatta, az euklideszi
és a hiperbolikus sik két kiilonbozd szomszédsagi teret alkot amelyeket egy
és ugyanazon ,topologiai sik“ general).

Szmirnov alapvetd tételéb6l az is kijon, hogy minden 6t magéaban fog-
lalo szomszédsagi térben zart szomszédsagi tér sziikségszeriien bikompakt.
Ez azt mutatja, hogy a teljes terek szomszédsagi definicidira vonatkozd kér-
dés nem donthetd el a metrikus terekkel valo analdgia alapjan és kiilon
megkozelitést igényel. A teljes metrikus terek osztdlyozasdnak feladatat
Szmirnov szintén megoldotta, de itt nem mehetiink bele most ennek a kér-
désnek targyaldsaba. Csak a kovetkez0 érdekes eredményt emlitjiik meg,
amely a sz6 szokdsos értelmében teljes, mefrikus terekre vonatkozik: ahhoz,
hogy valamilyen R metrikus tér teljes legyen, sziikséges és elegendd, hogy a
bikompakt bévitésben, amely a szdbanforgo metrikus teret mint szomszédsagi
teret generalja, csak maganak az R-nek pontjai elégitsék ki a megszamlal-
hatosag elsd axiomajat.

Itt nincs most idém arra, hogy érintsem a Szmirnov altal bebizonyitott
tételeket a szomszédsagi terek és az A. Weil értelmében vett egyenletes terek
kozotti kolcsonds vonatkozasokra nézve, €s csak az eredeti publikiciokra
utalhatom azokat, akiket ez a kérdés érdekel.

Befejezve ezt a sziikségszeriien rovid attekintést, azt remélem, hogy ez
mindazonaltal képet fog adni, jelenleg a topoldgikus terek elméletében fenn-
allo érdekes kutatasi irdnyokrol, és tgy tlinik nekem, hogy ezek kozott azok
a kutatisok, amelyek a szomszédsagi terekkel kapcsolatosak, leginkdbb meg-
érdemlik tovabbfejlesztésiiket.
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