ELMELETI FIZIKAI KUTATASOKBAN ALKALMAZOTT
MATEMATIKAI MODSZEREK KULONOS TEKINTETTEL
A KVANTUMMECHANIKAI KOZELITO MODSZEREKRE

GOMBAS PAL r. tag
Eldadia az 1953 mdjus 28-dn tartoft nyilvdanos osztdlyiilésen

Az elméleti fizikai kutatdsokban alkalmazott matematikai modszerek igen
sokoldaltiak, mindezek ismertetése egy el6addsban nem volna lehetséges.
Ezért az elméleti fizikanak csak egy teriiletére, a-kvantummechanikara kivanok
szoritkozni. A kvantupnmechanikdnak centréalis problémai a sajatértékproblémak,
amelyek a fizika mas teriiletén mar régen, a kvantummechanika el6tt is fel-
meriiltek €és amelyek a matematikaban régota ismertek.

Eppen ugy, ahogy a klasszikus mechanikiban egy rendszer jovendd
allapotait a mozgasegyenletek irjdk le, a hulliammechanikdban egy rendszer
torténésérél egy differencidlegyenlet, az 1. n. Schrodinger egyenlet ad fel-
vildgositast, mely a kovetkezd
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ahol & a hullamfiiggvény, # a Planck-féle allando, i az imaginarius egység,
t az id6, H a Hamilton operator. H egy részecske esetében a kovetkezd alaki
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.ahol 4 a Laplace operator, m a részecske tomege és U/ a részecske poten-
cialis energiaja.
Ha @<t a kovetkez6 alakban tételezziik fel
’ . 21
P—pe h . 3y
ahol a vy egy csak a helyto! filggd fiiggvény, £ pedig az energiaparaméter,
akkor e kifejezést behelyettesitve a fenti differencidlegyenletbe, a kovetkezo
sajatértékproblémahoz jutunk
- Hy — Evy, 4)

amely az idotol fiiggetlen, a fenti (1) egyenlet pedig az ido6tot fliggdé Schro-
dinger egyenlet. ’

A probléma abban ail, hogy a (4) egyenletbdl w-t, mint a hely egy-
¢rtékil és szingularitisoktol mentes fiiggvényét hatarozzuk meg, mely kielégiti
a kovetkezd mellékfeltételt
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ahol az integracio az egész térre terjesztendd ki. Ebbol a mellékfeltételbor
kovetkezik, hogy w-nek a végtelenben el kell tiinnie. Mint ismeretes, ennek a
problémédnak csak bizonyos E paraméterértékek

EUE;:,...,E,,,... (6&):

mellett van megoldasa. Ezek az E-paraméter értékek az egyenlet sajatertékei,.
az ezekhez tartozd fliggvények

Wiy Yoy ooy Wy o (6b)
pedig az egyenlet sajatfiiggvényei. Megemlitem, hogy az E; paraméterek
betolthetnek egy tartomanyt folytonosan is, de mi az aldbbiakban az egy-
szerliség kedvéért csak a diszkrét sajatértékek esetére fogunk szoritkozni.
Roviden utalok arra, hogy a kiilonbozd sajatértékekhez tartozd sajatfiiggvények
egymasra ortogondlisak, vagyis eleget tesznek a kovetkez Osszefliggésnek

‘lpf Yy dv = 0. . ' Ty

Ez a hulldimmechanikai energia-sajatértékprobiéma egy részecske esetében.
Tobb részecske esetében a rendszer Hamilton-operatora komplikaltabb, alta-
laban az egyes részecskék Hamilton-operatorainak 6sszegeébol és a részecskék
kolcsonhatasat reprezentalé tagokbol tevodik ossze. A kovetkezOkben ezzel
az energia sajatértékproblémaval kivanunk foglalkozni, mely a hullam-
mechanikanak egyik centralis problémdja, bar tudatidban vagyunk annak, hogy
ezzel tavolrél sem meritettiik ki a hullimmechanika o©sszes sajatértékproblé-
mait, de ez a koriilhatarolds egyrészt az anyag bOségére, masrészt az energia--
sajatértékprobléma fontossagara vald tekintettel, mindenképpen célszeriinek
mutatkozik. .

Ez az energia-sajatértékprobléma exakte sajnos csak néhany igen egy-
szeri esetben oldhaté meg, ezek a szabad tomegpont esete, a hidrogénatom
esete, ahol egyetlen egy elektron mozog a mag Coulomb-terében, a sikbeli, ill.
a térbeli rotator esete, a harmonikus oszcillator esete és még néhany idealizalt
eset, melyek a természetben mindig csak bizonyos mértékben vannak meg-
valésitva. Aniint latjuk, az atomok koziil a sajatértékprobléma exakt megoldast
csak a hidrogén atom, tehat csak a legegyszeriibb atom esetében nyert. Az
Osszes tobbi atomra, tehdt mar a hélium atomra is, mely a hidrogén utan
kovetkezd legegyszeriibb atom, a Schrodinger egyenlet exakte zart alakban
nem oldhatdo meg. A megolddast itt kozelito eljarasokkal, mégpedig a legtobb
esetben igen jol atgondolf és igen sok intuiciot koveteld eljardsokkal kellett
elddllitani. A kozelitd eljarasok fontossagat mutatja pl. az-a tény, hogy ezek
nélkiil az atomokra vonatkozoan csak a legegyszeriibb atom, a hidrogén atom
esetében ismernénk a megoldast, tehdt egyaltalin nem lehetnénk biztosak
afel6l, hogy a hullimmechanika a t6bbi atom, pl. a hélium atom esetében
vajjon a helyes energia-sajatértékeket szolgaltatja-e. E problémakor ugyan
nem sorolhatd be a hullimmechanikdnak ugynevezett elvi jelentdségili problé-
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makorébe, de ¢ problémakér megoldasa nélkil a hullammechanika csonka
maradna. :

Olyan esetekben, amidon a probléma azoktdl a problémaktdl, melyeknél
a megoldast exakte ismerjiik, csak Kkissé kiillonbozik, a megoldast a
perturbacid elmélet segitségével tudjuk el6allitani. Ebben az esetben a
Hamilton-operator a kovetkezd alaku ’

H - Hy+u,

ahol u a Hyhoz, a nem perturbalt probléma Hamilton-operatordhoz képest
egy kis perturbald tag. Ebben az esetben a sajatfiiggvényeket és sajatértékeket
a nem perturbalt probléma ismert sajatfiiggvényeivel és sajatértékeivel tudjuk
clddllitani egy sorfejtés segitségével. Ez az eljaras elégge kozismert mddszer,
melyet éppen ezért itt részletesen nem akarok ismertetni és csak az ered-
ményeket irom fel, melyek szerint a k-ik allapotban az elsérendii és masod-
rendi perturbicidos energia &, ill. 1 és a sajatfiiggvény elsérendil pertur-
bacidja y. a nem degeneralt esetben a kovetkezo kifejezésekkel allithato eld

\ : s ‘ Wi dr, _\:’-MDTLIU__MIE({—”'— R )
| Nl e de | (10)

A = TTE—E

ahol a X jelek mellett a vesszd azt jelenti, hogy a szummazas i -- k-ra nem
terjesztendd ki. Amint lathatd, az els6rendli perturbaciés energia egyszeriien
szamithato ki, de a masodrendii perturbacios ‘energia és a sajatfiiggvény elso-
rendii perturbacidja eléggé komplikalt alaki, és a praxisban csak ritkan talal
alkalmazasra. Egyrészt ugyanis ennek az eljarasnak a konvergencidja nem
kielégit6, masrészt pedig a formuldk alkalmazdsahoz sziikséges, hogy a nem
perturbalt probléma sajatfiiggvényei és sajatértékei ismertek legyenek, ami csak a
fentebb emlitett kevésszama esetben Aall fenn, mialtal a perturbacidszamitas
alkalmazdsa igen szilik teriiletre korlatozodik.

A kovetkezOkben a kozelité modszerekkel kivanok foglalkozni. Hogy
ezek lényegét lassuk, szitkséges néhany szot szolnunk a hullaimmechanikai
tobbtestproblémarol altalaban. Abban az esetben, ha a rendszer részecskéit
egymastol fiiggetlennek lehet tekinteni, vagyis ha a részecskék: kozott kol-
. csonhatdas nem all fenn, akkor konnyen ki lehet mutatni, hogy az Osszetett
rendszer sajatfiiggvénye az egyes részecskék sajatfiiggvényének a szorzata, az
Osszetett rendszer energiasajatértéke pedig az egyes részecskék sajatértékeinek
osszege. Ha az osszetett rendszer egyenld részecskékbol all, akkor a probléma
dltalaban degeneralt, ami azt jelenti, hogy egy bizonyos sajatértékhez altalaban
tobb, egymastol kiilonboz6 sajatfiiggvény tartozik, melyeket jelen esetben gy
kapunk, hogy az egymdssal egyenld részecskéket egymadssal felcseréljik,
vagyis a kiilénboz6 sajatfiiggvények argumentumdban a részecske-koordinatékat
ill. a spin-koordinatakat felcseréljiik. Az igy nyert 1j sajatfiiggvények mind
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ugyanazon energiasajatértékhez tartoznak. Ezen sajatfiiggvényekbdl elGéllitott
linedrkombindcidk tehat djra sajatfiiggvények. A tapasztalat azt mutatja, hogy
feles spinii részecskékbol, tehat pl. elektronokbol &ll6 rendszerek csak olyan
allapotokban létezhetnek, amelyek sajatfiiggvényei két részecske helykoordinatai
ill. spinjei felcserélésével szemben antiszimmetrikusak. Egy ilyen sajatfiiggvényt
a kovetkez$ alakban lehet elBallitani

@) i@ (g
1//2 () w(q) - (g A') 3 (1)

Y=

L2 CARCZ COREN (q\)
ahol 4y, ,,..., ¢y az egyes részecskék sajatfliggvényei, a ¢, q., ..., qn
argumentumok pedig a részecskék helykoordinatait és spinkoordinatait rep-
rezentaljak. A sajatfiiggvénynek ez az alakja megfelel a Pauli-elvnek és abban
az esetben, ha a részecskék kozotti kolcsonhatdstol eltekintiink, exakte érvé-
nyes. Kozelitésképpen haszndlhatunk a sajatfiiggvény szamara egy egyszerii
szorzatalakot is, amely a fenti szimmetriatulajdonsagokkal nem rendelkezik,
de ebben az esetben gondoskodnunk kel arrdl, hogy az egyes kvantum-
allapotokat csak egy részecskével toltsiikk be és azonkiviil, hogy a kiildnbozd
allapotoknak megfelel6 sajatfiiggvények egymdsra ortogonalisak legyenek.
Ezek utan ratérhetiink a sajatértékproblémak megoldésara szolgalo kozelitd
modszerekre. Egy igen hatasos kozelité modszer a fentebbi sajatértékprobléma
megoldasara az ugynevezett varidciés modszer. Ehhez a kovetkezOképpen
juthatunk el. A fenti id6tol fiiggetlen Schrodinger egyenlet levezethetd a
kovetkezd varidcios problémdbol. Meghatirozand6 az a & hulldmfiiggvény,
amely a kovetkezd integrdlt minimumma teszi '

J=|Lac (12)

ahol L egy N részecskébdl allo rendszer esetében, melynek potenc1alls ener-
gidja U, a kovetkez6

&k .
\ h“’ oYt gy oyt oy (’)'l;l* g
L = D . SR S Sy BN ST 13
(ox, ax uy; ay; L dz 0z o (13)

m; az i-ik részecske tomege.
Itt figyelembe kell venni azt, hogy a v hullamfuggvenynek teljesitenie
kell a kovetkezd mellékfeltételt

_‘ wyde 1 (14)

A variacios elv tehat egy E Lagrange-féle multiplikator bevezetésével a
kovetkezoképpen alakul

\

0 '.(L——E W) de = (15)

Ha v szerint varidlunk, akkor ebbdl a variacios elvbol kovetkezik a Schro-
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dinger egyenlet
- - Hyp = E. ' (16)
, A variacios problémanak a kovetkezd alakot is adhatjuk. Meghatarozando
az a  fiiggvény, amely az energiaintegralt
E=.\_.__1{/'H1/ldr_ .
Vot de

(17

minimumma teszi.

A Schrodinger egyenlet megolddsahoz tehat oly modon is eljuthatunk,
hogy a varidciés problémat direkte oldjuk meg, pl. a Ritz-féle mddszerrel.
Ez a modszer abban all*, hogy a w fliggvényt sorbafejtjitk a 4, w.. ..., ¥s, ...
fliggvények teljes rendszerében, amely fiiggvényekrdl csak azt tessziik fel, hogy
kielégitik a hatarfeltételeket. A v fliggvényt tehat a kovetkez6 sorral allitjuk elo

p=2ei, (18)

ahol a ¢; koefficienseket a minimum-elvb6l hatarozzuk meg. A modszer
konvergenciajara. nézve dontd befolyassal bir, hogy hogyan valaszthatjuk meg
a Wy, Py, ..., P,,. .. fliggvényrendszert. A hullimmechanikdban ezt a modszert
ugy alkalmazzuk, hogy egy gyakran nem teljes fiiggvényrendszerb6l indulunk
ki, amelyrdl fizikai okokndl fogva elére tudjuk, hogy a beldle alkotott lineér-
kombinacié a sajatfiiggvény szdmara egy jo kozelitést jelenthet és egy ilyen
tiiggvényekbol alkotott linedrkombinacio segitségével végezzik el a szamitast.
Hogy igy jarunk el, vagyis, hogy a Ritz-féle modszert nem alkalmazzuk az
eredeti szigori formdjaban, az egy a fizikai problémak bonyolultsaga kovet-
keztében el6allo sziikségesség. Ha mi a Ritz mddszer eredeti formajaval, egy
hataratmenettel tényleg eldé akarnok allitani a valodi megoldast, akkor ez
komplikalt fizikai problémaknal végelathatatlan szamitasokhoz vezetne. A lénye-
ges a fizikus szamara foképpen az, hogy a ¢, ,, ..., 4., ... fliggvényeket
hogyan vélasztja meg és éppen ez az a pont, amelyre nézve altaldnos irany-
vonalakat ugyan lehet leszdgezni, de egészen preciz valaszt nem lehet adni.
Ez az a pont, ahol a fizikus intuicidjara és ratermettségére van sziikség, hogy
a problémat megoldja, ellenkezd esetben ugyanis a rossz konvergencia €s
-ennek kovetkezményeképpen fellép6 bonyodalmak miatt a szamitdsok praktice
keresztiilvihetetienek. .

A variacioszamitasnak egyik legszebb példaja a hélium-atom. A problé-
maval tobben foglalkoztak a variacidszamitas alapjan, anélkiil azonban, hogy
telijesen kielégitd eredményekre jutottak volna, mig Hylleraas megmutatta,
hogy a probléma igen egyszerii és spektroszképiai pontossagil, tehat hat
jegynyi pontossdgi megoldasahoz hogyan lehet eljutni a variacioszamitas

* A modszer részletesebb és precizebb megfogalmazasa megtalalhato pl. P. Gombas
Theorie und Losungsmethoden des Mehrteilchenproblems der Wellenmechanik, Birkhiduser
Basel, 1950.
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segitségével. E végbol az volt sziikséges, hogy a kiinduld fiiggvényrendszert
az elobbi értelemben alkalmas modon vegye fel, masrészt pedig a probléma
természetének megfelel6 koordindtakat valasszon, melyek a kovetkezok
S ndn te n—rnousory, (19)
ahol r, és r, a két elektronnak a magtol valo tavolsaga, r,, pedig a két
elektronnak egymastdl valé tavolsaga. A sajatfiiggvényt Hylleraas a kovetkezd
alakban vette fel ‘
W= e % F(ks, kt, ku), (20)

ahol F(s,t,u) az s, t,u kooqdinétéknak egy polinomja. Hylleraas ezt a kilen-
cedik kozelitésben a kovetkezd alakban vette fel

F(s,t, u) =1 cu-+ct'+c,;8 -+, 8+ + e, su +‘~ G Fu - coll, (21)
ahol a ¢;-k és k variacios paraméterek, melyeket az energia minimum-elvébol kell
meghatarozni. Hylleraasnak ezzel a modszerrel a He alaptermjét spektroszkopiai
pontossaggal sikeriilt meghatdroznia €s ezzel megmutatta, hogy a hullam-
mechanika kételektronprobléma esetében is a tapasztalattal egyezd eredményre
vezet. Ez a Hylleraas-féle modszer ma mar klasszikusnak nevezheté. A mod-
szer természetesen mas atomokra is alkalmazhato. Igy pl. Fock és Petrashen
a Na atomot targyaltdk a variacios modszer alapjan. Mindezekben az esetekben
az energiaértékek a mért energiaértékekkel igen jO egyezést mutattak, de nem
érték el a Hylleraas-féle hélium-atom-szamitds pontossigat, ami érthetd is,
mert pl. egy 10 elektron-probléma esetében az elektronok kolcsonhatasanak
oly pontossaggal valo figyelembevétele mint Hylleraas esetében egészen ‘lénye-
gesen bonyolultabb, mint a két elektront tartalmazé hélium esetében. A variacio-
szamitast sajnos e formdjaban 10-nél lényegesen tobb elektront tartalmazo
atomokra alkalmazni nem lehetett, mégpedig azért, mert ezekben az esetekben
rendkiviil nagy bonyodalmat jelentett az a koriilmény, hogy a kiilonbozd
elektronallapotokhoz tartozo sajatfliggvényeknek, amint azt mar emlitettem,
egymdsra ortogondlisaknak kell lennidk. Ezt a nehézséget at lehetett hidalni,
mégpedig oly mddon, hogy az atom statisztikus elméletének tovabbfejlesztésével
lehetségessé valt ezeknek az ortogonalitdsi feltételeknek a kikiiszobolése. lly .
moédon lehetéség kindlkozott a varidcioszamitasnak magas rendszdmu atomokra
valé alkalmazédsara is.

A variaciés mddszer nem csak atomokra nyert alkalmazast, hanem
molekulakra is. igy pl. a legegyszeriibb molekula a H, molekula esetében az
az alaptermet spektroszkopiai pontossaggal hatarozta meg James és Coolidge.
A molekuldk esetében, minthogy a probléma itt nem egy egycentrum, hanenr
két- vagy tobbcentrum probléma, a szamitasok keresztiilvitele természetszeriien
egészen lényegesen bonyolultabb, tigyhogy a komplikaltabb molekuldk esetében
a pontossag egészen lényegesen kisebb, mint azt az atomokndl lattuk.

A variacioszamitas keretében véleményem szerint igen lényeges pertur-

bacids eljarast dolgozott ki Hellmann. Mddszerének lényege abban &ll, hogy
]
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a perturbait sajatfiiggvényt a kovetkezd alakban veszi fel

. W=y (1 4 Au), ' (22)
ahol y, a nem perturbalt sajatfiiggvény, u a perturbaciés potencial, a 4 pedig
egy varidcids paraméter, melyet az energia minimum-elvébdl hatirozott meg.
Ennek a moddszernek hatrdnya, hogy bonyodalmak meriilnek fel akkor, ha u
szingularitisokkal rendelkezik. Ebben az esetben ugyanis a perturbalt sajat-
filggvény szingularissa valik. Sajnos, ilyen szinguldris perturbacios potencialok
az atomfizikdban gyakran fellépnek. Pl. mindannyiszor, amid6n a perturbaciot
cgy ion Coulomb-szerii potencidlja idézi el, amely Coulomb-szerii. potencial
a centrum helyén szingularis. Hogy ezekben az esetekben hogyan lehet ezt az
cljarast alkalmazni, arra vonatkozoan utalok Hellmann konyvére*

A kovetkezokben ra szeretnék térni a Hartree €és a Hartree-Fock
modszerre. E két mddszer a ,self-consistent field“ modszer elnevezés alatt is
ismeretes. Ez a modszer a variacios és a statisztikus moédszer mellett a
hullammechanikanak egyik leghatdsosabb modszere. A moddszert Hartree dol-
gozta ki atomok esetére €s kés6bb Fock lényegesen tovabbfejlesztette. A mod-
szer tobb elektronnal biré atomok energia-sajatértékeinek és sajatfiiggvényeinek
meghatdrozdsara szolgal. Hartree a kovetkezOképpen jart el. A tobb elektront
tartalmazo atom egyes elektronjait, bizonyos ,, Y, . .., ¥y sajatfiiggvényekkel
irt le és durva kozelités gyanant feltételezte, hogy az atom egyes sajatfiigg-
vényei eczen egy-elekiron-sajatfiiggvényeknek egyszerii szorzata, és ennck
megfeleloen mindegyik elektrondllapotot csak a Pauli-elv altal megengedett
szamii elektronnal toltotte be és gondoskodott arrél, hogy a sajatfiiggvények
egymasra ortogonalisak legyenek. Mindegyik elektron a mag potencialterében
és az Osszes tobbi elektron potencialterében mozog. A p-,d-, f-,... elektronok
esetében a sajatfiiggvénynek vannak iranytol fiiggd részei, minek kdvetkez-
ményeképpen ezen elektronok potencidlja szintén mutat iranytdl valo fiiggést.
Hartree ugy jart el, hogy az ilyen irdnytol fliggd potencidlok helyett egy
gombszimmetrikus atlagértéket vett, amit megfelel6 kozépértékképzéssel allitott
el6. Mindegyik elektronra ily modon egy gombszimmetrikus potericidl hai és
a feladat az elektronok sajatfiiggvényeinek és sajatértékeinek meghatarozasa ezen
gombszimmetrikus potencidltérben. A probléma megoldasat az ugynevezett
Hartree egyenletek megoldasa révén nyerhetjiik, amelyek nem masok, mint az
egyes elektronok Schridinger egyenletei, vagyis a kovetkezdk

Ay
Hyi—\E; +e 2" Vi|w - 0,

k
e ze
8:°m r
(i~ 1,2,...,N),

H .

’

* H. Hellmann, Einfithrung in die Quantenchemie, Vlg. Deuticke, lLeipzig und Wien...
1937, :
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ahol E; az energiaparaméter, e a pozitiv elemi toltés, r a magtol valo tavolsag
és a V. potencidlok a kovetkezd kifejezésekkel allithatok eld

Vo e | O,
I ir'_r’i
(k--1,2,...,N).

A potencidlok tehat az integranduszban még tartalmazzak a keresett sajat-
fliggvényeket. '

A feladat ezen differencialegyenletrendszernek a megoldasa. Ezt Hartree a
kovetkezdképpen végezte el. Az egyes elektronok sajatfiiggvényeit v, ,, .. ., py-et
egy bizonyos kozelitd alakban vette fel, pl. ugy, hogy ezeket hidrogén-sajat-
fiiggvényekkel approximalta, megfelelden redukalt magtoltéssel. Ezen kezdeti
sajatfliggvényekbdl meg tudta hatarozni pl. a k-ik elektronra haté potencidlt.
E kozelité potencidlt behelyettesitve a k-ik elektron Schrodinger egyenletébe,
azt megoldotta v,-ra €s igy a k-ik elektronra egy Uj sajatfiiggvényhez jutott.
Ezt mindegyik elektron esetében véghezvitte, midltal a gajatfiiggvényeknek egy
uj rendszerét kapta. Ezek a sajatfiiggvények altaldban nem egyeztek a kiindulo
sajatfiiggvényekkel. Ezen eredménysajatfiiggvényeket kiindulé sajatfiiggvé-
nyeknek tekintve, az egész eljardst meg lehetett ismételni, mnidltal Gjabb ered-
ménysajatfiiggveényeket lehetett el6allitani, ezek 4ltalaban mar jobban egyeztek
a masodik 1épés kiinduld sajatfiiggvényeivel, mint az el6zd Iépés esetében.
Az eljarast mindaddig kell folytatni, amig az eredménysajatfiiggvények az illetd
Iépés kiindul6 sajatfiiggvényeivel nem egyeznek meg, vagyis mig a sajatfiigg-
vények nem reprodukaljik onmagukat. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy
.az elektronok elektromos tere onmagédt tartja fenn, az elektroneloszlds a
potenicidlbol kovetkezik és viszont, tehat nincs a megolddsban ellentmondas,
idegen széval a tér self-consistent field. Ez a reprodukcié a&ltalaban 6—7,
vagy ennél tobb 1épés utdn kovetkezik be. Igy pl. higany ésetében a Hartree
egyenletrendszert alkotd egyenleteknek szama 14 és a sajatfiiggvények 9
lépésben reprodukélodtak elegendd pontossiggal. Ez tehat azt jelenti, hogy
kilencszer kell megoldani egy 14 differencidlegyenletbdl allé differencial-
egyenletrendszert. A szdmitasokat belathaté idon beliil csak gépek segitsegével

lehetett lebonyolitani, ugy, hogy sajnos, ez a mddszer gépi berendezésekhez
van kotve.

Ki lehet mutatni, hogy a Hartree egyenleteket le lehet vezetni egy
variacios elvbol, mely a kovetkezé alaku
OFE - 0
g \wHwyar
l 1/1'1// dv

ahol H, az 0sszes elektronokra vonatkozo Hamilton-operator. Ez a Hamilton-
operator a kovetkez6képpen allithato eld
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>“H 41 e
J: k er
ahol H; az egyes elektronokra vonatkozo és fentebb méar emlitett Hamilton-
operator,
h* zZe

~gwm AT

a masodik tag pedig az elektronok kolcsonhatdsat jelenti, lévén r;: a j-ik és
k-ik elektronok egymastol valo tavolsdga. Ha a hullamfiiggvényt v-t az egyes
elektronallapotok hullamfiiggvényeinek egyszerii szorzata gyanant allitjuk el6,
vagyis -t a kovetkezd alakban tételezziik fel

WP =y Wy,
aho! fennallnak a kovetkez6 mellékfeltételek -~

‘ 1,”_7 lpl.' == ()j *

és ezen mellékfeltételek figyelembevételével a -k szerint varidlunk, akkor
ezen varidcios elvbdl, amint azt Fock megmutatta, kovetkeznek a Hartree
egyenletek. Ennek alapjan Focknak sikeriilt a Hartree modszert tovabbfejlesz-
tenie. Ha a » sajatfiiggvény szdmdra nem tételeziink fel egy egyszerii szor-
zatot, hanem pontosabban a sajatfiiggvényt a v, ¢, . . ., Yy sajatfiiggvényekbdl,
a fentebb emlitett antiszimmetrikus determinans [(11) kifejezés] alakban allitjuk
el6, akkor az eljards nyilvan konzekvensebb és pontosabb lesz. Fock kimutatta,
hogy ily médon egy tjabb egyenletrendszerhez, az ugynevezett Fock vagy
Hartree-Fock-féle egyenletrendszerhez jut el az ember, mely a Hartree-énal
lényegesen komplikéltabb és a kovetkezé alakn

(Hﬂzf‘ W’(x)l‘ av )"""(") ( ‘ o ‘M;(L) drf 4 En | (@) = 0,

H;-—

T—
(i :1,2,...,p)
A\' ty; 4 . * " P . "

(H“:’eﬁz l_ﬁg’i}_)i dv ) l/JL(X)— L (8" ‘ wl(lv )‘/JL’(L ) dv -+ E,:/,)’l/h(l‘) == (),
. k=1 |1 I=p+1 ! r—° ' J

(I:p+'1)p—i—2:' . .,N),
ahol vy, ., ..., w, azon allapotok sajétfijggvc'ényei, melyek spinje egyiranyt
€s Yy, YW, ..,y azon allapotok sajatfiiggvényei, melyek spinje a ¥,
¥, . . ., 1, allapotok spinjével ellentétes iranyt, E;; az energiaparaméter. Ezen

egyenletek megolddsa természetszeriien még lényegesen komplikdltabb mint a
Hartree egyenleteké ‘és éppen ezért a megoldast aranylag kevés szamii esetben
Vvitték véghez és e kevés szamu esetbdl csak kozép-nehéz atomokig, mégpedig
Cu-ig léteznek Hartree-Fock-féle megoldasok. A Hartree-Fock-féle energia-
paraméterek és sajatfiiggvények a tapasztalattal jobban egyeznek mint a
Hartree félék. A modszernek Fock altal valo tovabbfejlesztése az elektron-
siirliség szempontjabdl, kiilonosen az atom kiils6 részeinél fontos, tehat az.
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atomnak oly tulajdonsagait befolyasolja, melyeknél az clektronsiiriiség az atom
kiils6 részeiben mérvado.

Az atom potencialeloszlasat «és elektronsiiriiségét igen jo kozelitésben
lehetett meghatarozni az Ggynevezett statisztikus modszerrel, amelynél a
magot koriilvevd elektronokat egy elektrongdz gyanant kezeljiik. Itt a poten-
cidl-, ill. siiriségeloszlas egyetlen -differencidlegyenlet megoldasabdl adodik.
Mivel ennek a megoldasa teljesen kielégitdé pontossaggal rendelkezésre Aall,
a probléma matematikai szempontbdl megoldottnak tekinthet6. Ezért itt a
statisztikus moddszerrel részletesebben foglalkozni nem- kivanok és csak a tel-
jesség kedvéért emlitettem meg.

A statisztikus moddszer felhasznalasaval Gdspdr Rezsé a self-consistent
field modszerében egy fontos eredményt ért el. A statisztikus modszerbol
ugyanis kovetkezik az, hogy az atom 0sszes effektiv magtoltése osztva Z-vel,
roviden a redukalt effektiv magtoltés, minden atom esetében ugyanigy fiigg az

x=ru, u=04685.10"cm Z'"

valtozotol, vagyis a redukalt effektiv magtoltés x-nek univerzdlis fiiggvénye.
Ennek alapjin Gdspdr megvizsgélta, hogy vajjon az atomoknak self-consistent
field potencialjai esetében nem adhato-e meg egy hasonlo univerzalis fiiggvény.
Végigvizsgalva a kiilonbdzd atomok self-consistent field potencialjait a 4-es
rendszamu  Be-t0l. a 80-as rendszamu Hg-ig, arra a meglepd eredményre
jutott, hogy a redukalt effektiv magtoités a self-consistent field modszerben x-nek
tényleg univerzalis fiiggvénye, amely a kovetkezé atakn

Z, e

AR T
ahol 4 és A x-t0l fiiggetlen univerzalis allandok. Ezen fiiggvénytol valo elté-
rések Be-tol egészen Hg-ig igen kicsinyek. Gdspdrnak ez a felismerése egy
lényeges egyszeriisitést jelent a self-consistent field modszernek alkalmazasa
terén, mert ezek utdn bdrmely atomra ezen Gdspdr altal talalt univerzalis
fliggvény segitségével rogton megadhaté az atom i)sszf)otencié]ja, mely mar
csaknem self-consistent teret létesit és igy a tovabbi szamitasokat nagy mér-
tekben leroviditi. Az univerzdlis potencidl az atom belsejében annyira jo! irja
le a tényleges potencialt, hogy a bel6le szamitott 1s-, 2p-, 3d- Rontgen-
termek a tapasztalattal szinte teljesen megegyeznek. .

Sajatértékproblémak megoldasara még egy modszert, a Wentzel-Kra-
mers-Brillouin m6dszert kell megemliteniink, mely egy atomhoz kotott elektron
esetében a kovetkezOképpen alakul. A sajatfiiggvény radialis részének Schri-
dinger egyenlete a kovetkezé alakban irhatd

P&y oK),
satm @t |ET Y gm0
ahol m a részecske tomege, ! pedig a meliékkvantumszam, mely O-tot kezdve
vehet fel egészszamu értékeket, f a sajatfiiggvény radidlis részének r-szerese,
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E pedig az energiaparaméter. U a részecske potencialis energiaja. Ha a huilam-
mechanika és a klasszikus elmélet kozti kompromisszumnak megfelelGen

A1+ 1)-et (_l —!—-;]—-el helyettesitjiik és a kdvetkezd jelolést vezetjitk be

i 2]

p—l2m(E U)y—

ahol p az elektron radialis |mpulzusanak felel meg, akkor.a fenti egyenlet
a kovetkez6 alakban is irhato

Tételezziik fel a sajatfuggvényt a kovetkezé alakban
) 2n} e
fer I,
ahol A egy normaldsi tényez6. Ekkor y szdmdra a kovetkezd Riccati-féle
differencidlegyenletet nyerijiik
' h dy
2ei dr — P .
melyet Wentzel, Kramers €s Brillouin a kovetkezd sorfejtéssel oldanak meg

2

U .
}’"’y() 2 }l-f 271 _f ’

ami azzal az elbnnyel jar, hogy a sor altaldban egyrészt gyorsan konvergal,
masrészt pedig az y., y1, ¥y, .. fliggvények szdmdra egyszeriien kezeélheto
rekurzios formuldkat lehet levezetni, melyek segitségével ezek a fliggvények
egyszeriten allithatok eld. A megoldasandl bizonyos foki komplikaciokat
-okoz az, hogy a megoldast azon tartomdnyokban, melyekben p redlis, mas-
kép kell eldallitani, mint azon tartomanyban, ahol p imaginér. Az el6zd
tartomany a - kvantumpdlyanak ugynevezett klasszikus része, az utobbi a
klasszikusan nem értelmezhetd palyatartomany, mert ott az impulzus imaginér.
A két palyatartomany hatdrain a sajatfiiggvényeknek és derivaltjaiknak foly-
tonosan kell atmenniok. Ki lehet mutatni azt, amire én itt részletesebben nem
kivanok ratérni, hogy a sajatértékeket ennél a- modszernél a Bohr-Sommerfeld
féle kvantumfeltételeknek megfelel6 kovetkez6 Osszefiiggéssel lehet meghatarozni

Cbp dr == ( n.-- L ’/I,

ahol n, a radialis kvantumszam. Az integracidt az elektronnak a klasszikus
palyan valo teljes koriilfutasara kell kiterjeszteni. A Bohr-Sommerfeld-féle
kvantumfeltételekkel ellentétben ennek az osszefiiggésnek jobb oldalan n,

helyett /z,<+r;) all, ami sajatos modon mindannyiszor eléall, ha hullam-
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mechanikai ¢és klasszikus elképzeléseket probdlunk egy moddszerbe ossze~
olvasztani.

Ezzel az energiasajatértékek meghatarozasara szolgaldo modszereket alap-
vondsaikban letargyaltuk. Természetszeriien egyes specidlis esetekben még
nagyon sok a problémak természetéhez szabott varidns nyerhet alkalmazast,
ezek szdma igen nagy. ’

Amint ebbdl az attekintésbol lathatd, jollehet még kiilon nem emeltiik
ki, e mddszereknél, eltekintve egyes specialis esetektél, mint pl. a hélium
atom esetétol, nem tudjuk megbecsiilni matematikailag azt a hibat, amelyet a
kozelités felhasznalasanal elkovetiink. Elsé pillanatra gy tlinhetne, hogy e
modszerek alkalmazhatosagat kizarolag az donti el, hogy e mddszerekkel
szamitott fizikai adatok, fizikai allandék a tapasztalattal milyen mértékben
egyeznek. Ez persze valojaban nincs igy. Ezen eljardsokat elsGsorban nem
az indokolja, hogy a tapasztalattal egyezd eredményekre vezetnek, hanem
indokolja elsésorban a fizikai tartalom és ennek alapjdn az a koriilmény,
~hogy — bar a hibat matematikailag exakte nem is tudjuk megbecsiilni — a
fizikai alapokbdl kiindulva, a hiba nagysagrendjét illetben semmi kétségiink
nincs. Természetszeriien. rendkiviil fontos volna, hogy ezen feliil rendel-
kezésiinkre alljanak exakt matematikai hibabecslések, de a problémak bonyo-
lultsaga miatt nem valoszinii, hogy ezeket beldthatd idén belill meg lehet
adni. Mindenesetre nagyon oriilnénk, ha ebben a hazai matematikusok szi-
vesek volndnak segitségiinkre lenni és ha ezen a téren termékeny kooperaci¢
alakulna ki.

Budapesti Miiszaki Egyetem
Fizikai Intézefe.
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HOZZASZOLASOK

GASPAR REZSO:

A kvantummechanikai kozelitd modszerekkel kapcsolatos nehézségek két
csoportba sorolhatok. Az egyik csoportban emlitsiik meg azokat a nehézsé-
geket, melyek az egyelektron Schr odmfrer-egyenlet megoldasaval kapcsolatosak és
amelyek a kolcsonhatast képviseld potencialfiiggvény — altalanossagban véve —
bonyolult alakjara vezethetdk vissza. llyen természetii problémaékkal kiilonosen
akkor talaljuk szembe magunkat, amikor mdir az atomfizikai tobbtest problé-.
mat egyelektron problémara sikeriilt redukalni. Ezek a nehézségek azok tulaj-
donképpen, amelyek megakadalyozzak azt, hogy analitikus eljarasokat dolgoz-
zunk ki a problémak megoldasara, de ha faradtsdgot nem kiméliink, az ilyen
természetli problémak legnagyobb része numerikus Gton megoldhats. A
kvantummechanikai kozelité modszerekkel kapcsolatos masodik legfobb nehéz-
ség akkor 1ép fel, amikor tobbelektronos rendszereket akarunk targyalni és
amikor a tobbelektronos rendszerek targyalasdban nem ohajtunk azokkal az
egyszeriisitd feltevésekkel élni, amelyek végeredményben az el6z6 pontban
emlitett egyelektron Schlodmger egyenletre vezetnek, tehat pl. tobb elektron
mozgasanak vizsgalatdnal nem akarjuk az egyes elektronok mozgasat a tobbi
elektron atlagterében vizsgalni, hanem az atlagtér helyett a konkrét valosagos
térnek jobb kozelitésével akarjuk a probléma vizsgalatat elvégezni. Ez utobbi
természetli vizsgalatok elvégzésére kiilondsen mod nyilik a varigcios modszer
alkalmazasaval kapcsolatban, amikor a teljes energia minimizdldsa segitségé-
vel hatdrozzuk meg a részelektronok sajatfiiggvényeit meghatarozo paraméte-
reket és ezzel kapcsolatban a teljes atom sajatfiiggvényét is. Lényeges segit-
séget jelent tehat, ha a fenti nehézségeket alkalmas kozelitd 1épések beveze-
tése segitségével csokkenteni lehet.

A fent két csoportba felsorolt problémakat most szeretnénk részletesen
megbeszéIni s ramutatni arra, hogy melyek azok a lehetdségek, melyeknek
segitségével a hulldmmechanikai kozelit6 modszerekkel kapcsolatos nehézsé-
geket csokkenteni lehet. Legyen a hullimmechanikai probiéma egyrészecske
Schrodinger-egyenlete

JRUER ST Vig- 0 (1)

ahol ¢ a részecske sajatfiiggvénye, V az az atlag potencidlis energia, mely-
nek terében a részecske mozog és E az energiaparaméter, ,/\ pedig a Laplace-
operator. Az (1) Schrodinger-egyenletnek legyenek a megoldasai ., ¥,, s, .. .
és a sajatértékei E,, E,, E;,... Mint az kozismert, kiilonboz6 energidju alla-
potokat jellemzd sajat fiiggvények egymésra ortogondlisak s az azonos
energiaju allapotokhoz tartozo sajatfiiggvényeket is hulliammechanikai kozelitt
szamitasok elvégzése céljabol ugy szokads felvenni, hogy azok egymasra
ortogondlisak legyenek. A sajatfliggvények alakja az ortogonalitas kovet-
kezményeképpen, minél nagyobb energidjii allapotokra tériink at, annal bonyo-
lultabb lesz. Tekintve, hogy az egyes részecskék, ha ezek a Pauli-elvet
kovetik, az egyes éllapotokat csak véges szamban toltik be, tobb részecskével
rendelkez6 komplexumoknal — atomok, molekuldk, stb. — feltétleniil sor
keriil a magasabb energidju allapotok betoltésére is, tehat ezeknek a megha-
tarozasara is szitkség van. Gombds mutatott rd elosz6r', hogy eld lehet alli-
tani egy olyan potencialteret, amely potencidltér ugyan elektronrol elektronra

23 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei. III. o. . .,
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valtozik, de amely potencialtérnek a felallitdsa nem kovetel feltétlenil ,self
consistent-field* szamitdsokat egyrészt, masrészt ebben a potemiélterhen a
magasabb energiaju 4llapotok sajatfiiggvényei ugyanazzal az egyszerli alakkai
irhatok le, mint amely alak a klasszikus potencidltérben mozgd elektronnal
csupan a legkisebb energidji elektron esetében lép fel. Ez a potenualtel

o). V.__.*“(() 1— 0;%), - (2)

ahol a masodik tag a nem kiasszikus -potencialteret képviseli, melyben ¢ a
vizsgalt elektronndl kisebb energidju teljesen betoltott allapotokban Iévo elek-
tronok tetjes siiriisége, o; pedig azon elektronok siiriisége, melyek a vizsgalat
ald vett elektrontipushoz tartozo legkisebb energiajii allapotnal is kisebb ener-
giaju allapotokban vannak. Gombds statisztikus elméleti megfontolasokhol
kiindulva _vezette le ezt a kiegészitd potencidlt és ezekben természetesen a
statisztikusan megfogalmazott Pauli-elv is jelentds szerepet jatszik. Az utdbbi
idében* a fenti potencidltol egy iényegesen eltérd alaki potencidlt adott meg
rfea, 3 1 1 .
@I Iy O 4 O (3)
ahol D, a vizsgalat ala vett elektronnal azonos [/ mellékkvantumszama, de nala-
nal kisebb energidji elektronoknak a radidlis siiriiségét jelenti és amely alak
nem tartalmazza az el6z6 potencidtban eléfordulo tortkitevOket és éppen ezért
alkalmazasi lehetdsége is sokkal tdgabb és egyszeriibb, ezzel szemben viszont
lényegesen mélyebb bepillantdst enged fizikai szempontbdl is. Meglepd tény
az, hogy a kétfajta potencialtér, dacara annak, hogy teljesen kiilonbozd alakuak,
lényegében véve, ahol eredményeik osszehasonlithatok, mindentitt azonos ered-
ményt produkalnak. Ez természetes is azonban, hiszen ezek tulajdonképpen
mind ugyanannak. a fizikai ténynek a megfogalmazasai, t.1i. azt a tényt fejezik
ki, hogy ha egy részecskét (elektront) olyan térrészben akarunk elhelyezni,
amelyben mar mas részecskék jelen vannak, akkor ezen részecskék elhelye-
zéséhez a Pauli-elv kovetkezményeképpen energia sziikséges (részecskék csak
egy magasabb energidji allapotba kertilhetnek) és ezek a statisztikus alapon
megfogalmazott potencidlok éppen ezen energiafelvételrdl gondoskodnak. Igen
érdekes matematikai probléma volna kideriteni, hogy mi a matematikai oka
ennek az egyezésnek, és szorosan véve milyen matematikai feltételek esetén
allhat fenn jo megegyezés!

Ki szeretném emelni a kovetkezokben ezen statisztikus kiegészitd poten-
cidlok egy fontos sajatossagat. Atomokban az egyelektron kozelitésben ugy
szokas eljarni, hogy a magnak és a tobbi elektronoknak az atlagterét vessziik
kiinduidsi pontul s ezt a teret még a szogek szerint is atlagoljuk. A szogek
szerinti atlagolds eredményeképpen igy egy gombszimmetrikus potencialteret
kapunk, melyben az elektron sajatfiiggvényei két kvantumszam, a mellék és a
magneses kvantumszam szerint konnyen csoportosithaték annak megfelelden,
hogy a sajatfiiggvény szogtol fiiggh részei az ezen kvantumszdmoktol fiiggd
gombfeliileti figgvények lesznek.

Amiddn egy magasabb energidju elektron kiegészitd potencialjat meg
akarjuk hatarozni, természetesen legcélszeriibben gy jarhatunk el, hogy ezen
kvantumszamok szerinti csoportositast mar eleve tekintetbe vessziik, hiszen a
Pauli-elvnek azon része, mely szerint a kiilonbozd mellék, illetbleg magneses
kvantumszamu allapotok egymasra ortogondlisak és ennek kovetkezménye-
képpen az elektronok egy mevhatarozott mellék és magneses kvantumszam

[V—
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.szerint az  Osszes tobbi mas mellék, illetdleg magneses kvantumszammal
rendelkezd allapotba mar eleve nem keriilhetnek, igy figyelembe vettiik. Igy
tehdt a kiegészitd potencidlnak csupan arrol kell gondoskodnia, hogy az azonos
mellékkvantumszama alacsonyabb allapotokba ne juthasson a kivalasztott
elektron. Hogy a valosdgban a kiegészitd potencialok tényleg ezt a funkciot
toltik be, az a (3) potencidlnal jut a legvilagosabban kifejezésre, amennyiben
itt csak az azonos mellékkvantumszamau, kisebb energiajii allapotok sajatfiigg-
vényei, ill. siirfiségeloszlasai szerepelnek a potencialban, a (2) potencidlban
ez kevésbbé lathato és csupan bizonyos kozelitésben is igaz.

Egy igen érdekes probléma akkor vetddik fel, amiddn a kiegészitd
potencidlt olyan elektron szadmara akarjuk megfogalmazni, amely elektron-
hoz meghatarozott mellékkvantumszam nem rendelhetd, tehat nem gomb-
szimmetrikus  potencialtérben mozog. llyen probléma gyakran eldfordul
az Osszefliggd anyag szerkezetével kapcsolatos problémaknal, mint ami-
lyenek pl. a szilard testek, a molekuldk, stb. liyen esetben az elektronok
két csoportba oszthatok: az elektronoknak az egyik csoportja, mint kizismert,
a megfelelé komplexumban, tehat molekuldban, vagy, szilard testben az atom-
hoz képest teljesen vdltozatlan siiriiségeloszlassal keriil be, ezek az u. n. torzs-
elektronok, amelyeknek tehat a valdsziniiségi siiriiségei az atommagnak aranylag
kis kornyezetére vannak lokalizalva. Az elektronoknak egy masik csoportja, mint
pl. a fémelektronok, vagy a molekuldban a valenciaelektronok, ellenben a
molekuldkban, illetéleg fémben teljesen egyes atomokhoz nem lokalizalhato
stirliségeloszlassal rendelkeznek, ennek megfelelden ezen elektronok szamara
mellékkvantumszam sem definidlhato, {a kdzismert hozzarendelési elvek alapjan
az egyes molekulapalyakon mozgo elektronok szamara megadott mellékkvan-
tumszamok csupan szélsé hataresetekben birnak fizikai jelentéssel (tehat a
siirfiségeloszlassal kapcsolatos érteleminel); a kozbeesd esetekben, melyek
tavol allanak széls® hataresetek atomi allapotaitdl a valenciaelektronok elosz-
lasa a mellékkvantumszam segitségével, semmiképpen sem jellemezhetd] mig
a torzselektronok esetében a mellékkvantumszamok megtartjak érvényességiiket.
Arra valo tekintettel, hogy ezek a torzselektronok a kiegészitd potencidlban
jelentds szerepet jatszanak, nyilvanvalo, hogy a valenciaelektronokra hato
kiegészitdé potencidl megfogalmazasanal ugy kell eljarnunk, hogy a most defi-
nidlando kiegészitd potencidl az atomi hatdresetben a (2), illetéleg (3) poten-
cidlokba menjen &t, mig a molekula, szilard test stb. esetben konnyen alkal-
mazhatd célszerii altalanositdsa legyen ennek. Az ehhez vezet6 legcélszeriibb
utat ugy talalhatjuk meg, hogy definidlunk egy hermitikus operatort -,
amely operdtornak sajatfiiggvényei a gombfeliileti fliggvények, sajatértékei pedig
a (2), illetoleg (3) potencidlok masodik tagjai, melyek az r véltozét paramé-
terenként meég tartalmazzadk. Ennek az operatornak az alkalmazasa tetszés-
szerinti fliggvényre most mdr célszerfien ugy torténhet meg, hogy a fliggvényt
gombfeliileti fiiggvények szerint sorba fejtjiik és a sorfejtés egyes tagjaira mar
konnyen alkalmazhatjuk a @ operatort.”

A (2) és (3) potencidlokban szereplo kiegészitd potencialok néhany alkal-
mazasara szeretnék ramutatni még. Optikai termek meghatarozasara kalonosen
nehezebb atomok esetén a direkt hulldmmechanikai kozelitdé modszerek nem
alkalmasak (a ,self consistent field“ modszer mar alapfeltevései miatt sem, a
variacios modszer pedig matematikai nehézségek miatt). A Gombds altal beve-
zetett kiegészitd potencidllal rovid ido alatt ardnylag igen jo (1—3",) pontos-
saggal hatdrozhatok meg ezek a termek.' lon kristalyok és fémek elméletében
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is .igen nagy fontossagra tett szert a kiegészitd potencidl két alakja." Az alkali
és foldalkali fémek kotésének tisztidzdsa utdn a tobb valencids fémek kotésé-
nek vizsgalata és szerkezetének tisztizdsa van soron. Ebben az irdnyban a
barati népi demokratikus Csehszlovakidban egy egész kutaté garda dolgozik
Z. Mdtyds iranyitasa mellett (E. Anfoncik, L. Valenta, M. Trlifaj). lgen
jelent6s alkalmazdsa volt ezeknek a kiegészitd potencidloknak egy nagyobb
rendszamu elemekre is alkalmazhaté varidciés modszer kidolgozasanal, vala-
mint egy, az atomokra vonatkozd Hartree-féle ,self consistent field“ modszer-
bol kiindulé analitikus kozelitd modszer felépitésénél is®. Tovabbi alkalma-
zasi lehetbségek egész sokasdga all fenn és remélhetbleg keriil kidolgozdsra
a kozel jovoben.

Altalaban a statisztikus atomfizika egy viszonylagos lezartsag elérése utan
az utobbi fél évtizedben 1] fejlédésnek indult és mint a tiszta hulldimmecha-
nikai modszerek kiegészitbje és segitd tarsa tor ujabb sikerek felé. /. C. Slater
a Hartree—Fock-egyenleteket egyszeriisiti egy a statisztikus atomfizikdban
mar jol ismert kicserélodési potenciallal. S. R. de Groot és C. A. Ten Seldam
az Osszenyomott argon atom bels6é kinetikus energidjat és polarizdlhatosagat
szamitjdk a Gombas-féle statisztikus modell alapjdan. A Szovjetuniéban D.
vanenko ¢és Sz. Larin, V. M. Klecskovszkij és még masok - alkalmazzadk a
statisztikus elméletet atomfizikai probléméak megoldasdra® Uj Iépéseket tettek
a tobbatomos molekuldk statisztikus elmélete felé is. Altaldban mind tobben
jonnek ra arra a kozismert, de sohasem eléggé figyelembe vett mondds igaz-
sagara, hogy egy fizikai probléma megoldasanal egy fizikailag j6l megalapozott
gondolat sokszor tébbet ér a legmodernebb szdmolOberendezésnél is, s ilyen
gondolatok felkeltésére a statisztikus modszer igen alkalmas.

IRODALOM

1 [rodalomra vontkozoan lasd pl. P. Gombds: Die Statistische Theorie des Atoms.
und ihre Anwendungen, Springer Vlag, Wien, 1949.

2 P. Gombads, Acta Phys. Hung. 1. 285, 1952,

3 Részletesebben lasd R. Gdspdr, Acta Phys. Hung. II., 31, 1952.

4 Lasd pl. E. Antoncik, Cs. Cas. Fys., 2, 49, 1952. )

5 P. Gombds és R. Gdspdr, Acta Ighys. Hung. I. 317, 1952; R. Gdspdr, Acta Phys.
Hung. II. 151, 1952; R. Gdspdr és P. Gombds, Acta Phys. Hung. Ii. 335, 1953.

6 J. C. Slafter, Phys. Rev. 81, 385, 1951 ; A. Ten Seldam és S. R. de Groot, Physica,.
18, 910, 1952; D. Ivanenko és Sz. Larin, Dokladi, Akad. Nauk SSSR. Tom. 88, 6, 45,.
(1953); V. M. Klecskovszkij, Dokladi, Akad. Nauk SSSR. Tom. 86, 4, 691 (1952).

RENYI ALFRED lev. tag :

Tisztelt 1II. Osztaly! A IIl. Osztadly nagygylilési programmjanak egyik
legfobb célkitiizése, hogy elosegitse a fizikusok és matematikusok szorosabb
egyiittmiikodését. Ebbol a szempontbol 6rommel tidvozlom Gombds akadémikus
mai el6adadsat, amely komoly lépést jelent ebbe az irdnyba. Nemcsak azért,
mert szamos olyan konkrét problémat vetett fel, amelyekkel kapcsolathan az
egyiittmiikodés kialakulhat, hanem azért is, mert az elvi szempontokat helye-
sen vilagitotta meg. Az eredményes egyiittmiikodésnek ugyanis vannak bizo-
nyos elvi elofeltételei is. A matematikusok részérdl az egyiittmiikodés el6fel-
tétele, hogy meg legyen benniitk a készség és szandék, hogy igyekezzenek a
fizikusok problémaival megismerkedni és azokban elmélyedni. E készség
egyre tobb hazai matematikusban van meg és egyre er6sodik. Van egy elo-
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feltétel a fizikusok részérdl is, mégpedig, hogy azt az dllaspontot képviseljék,
amelyet Gombds akadémikus kifejtett, hogy nincs egy kiilon — alacsonyabb —
matematikai precizitdsi szinvonal a fizikusok részére. Ezt ilyen hatarozott
formaban kifejezve vezetd fizikus részér6l nalunk eddig nem hallottam és
ezért igen nagy orémmel iidvozlom ezt az allasfoglalast Gombds -akadémikus
részérdl. Tapasztalatom szerint a matematikusok és fizikusok egyiittmiikodésé-
nek egyik akadalya, hogy egyes fizikusok a matematikai szabatossag kovetel-
ményét lebecsiilik és hajlanak a matematika formalis alkalmazdsdra. Teljesen
egyetértek azzal a megdllapitdssal, hogy az, hogy egy modszer bizonyos sziik
hatarok kozott egyezik a tapasztalattal, onmagaban még keveset mond. Itt
meriil fel az extrapolacié problémaja, amelyre Fogarasi akadémikus el6adasa-

* hoz valé hozzészolasomban is utaltam. Ha egy képlet bizonyos hatérok kozott
-egyezik a tapasztalatokkal, de elméletileg nincs megalapozva, akkor az extra-
polacio nem indokolt.

Mint mondottam, egy matematikai képlet fizikai alkalmazasanai is tigyelni
kell arra, hogy abbol, hogy az bizonyos hatiarok kozott jol egyezik a tapasz-
talatokkal, ne vonjunk le elhamarkodott kovetkeztetéseket. Még fokozottabban
vonatkozik ez egy tisztdn matematikai kérdésre, példaul egy kozelitd képletre.
Annak illusztralasara, hogy mennyire Ovatosnak kell lenni, egy példat szeret-
nék felhozni, éppen Gombds akadémikus egy munkajabol.

8 il Gombds akadémikus ,Die statistische Theorie des Atomkerns“ c. igen
-érdekes dolgozatiban (Acta Physica, I. 329—390.) foglalkozik

| Fx)g(xdx

-dlaka integralok kiszamitdsaval, ahol g(x)- In(1 +¢g’e**) és f(x): - x"e 4*;
sziiksége van ennek az integralnak az értékére az r-=2,1=0,2,4 ertekekre
tovdbba g-nak tobb 1 és 12 kozé esd értékére. Az mtegral kiszamitasara
vonatkozolag a kovetkezOket mondja (id. munka 386—387. o0.):

»~Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann man im Integral

.“f(x)g(x)dx die eine Funktion, z. B. die . flach verlaufende Funktion g(x)

durch einen entsprechend gewdhiten konstanten Wert ersetzen. Wegen des
schon beschriebenen Verlaufes von f(x) erhdlt man fiir das Integral einen
guten Niherungswert, wenn man fiir den konstanten Wert von g(x) denje-
nigen Wert von g(x) wahlt, den g(x) an der Stelle x, des steilen Maximums
von f(x) annimmt. Es ergibt sich so

(216) | f)g@dx g0 | fdx- g [
mit |
@17 o =

n:

Die Genauigkeit dieser Naherung reicht fiir unsere Zwecke noch nicht
-aus. Man gelangt jedoch sofort zu einer Naherungsformel mit ausreichender

]

+ «QGenauigkeit, wenn man in der Formel (216) g(x,) durch - [g(x,)4—g(x I
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ersetzt, wo x; und Xx, diejenigen Abszissenwerte sind, bei denen f(x) den
. 1 .
halben Wert des Maximums, d. h. den Wert 2-f(x,,,) annimmt.“

. Gombds akadémikus felkérésére az Alkalmazott Matematikai Intézet fog-
lalkozott a szobanforgd integral kiszamitasaval és a kovetkezd eredményre
jutottunk. Ha g értéke kicsiny, ugy az integral értéke sorbafejtéssel igen nagy
pontossaggal meghatdrozhaté. Ugyanis

. PP . 2 'n‘ ( 2 | 1___28”.’.'::-’ n
In(1-i-g%e **) = lnl 1+ tlz} ___:_l '2’—,'14"4:1' ) ( . ) (1)
és igy
[xe #in (1t gre 29dx - In[14% | [xe sedx—
i . " )
. »'.14 - _q-i ,}“ ) » »~7,;r:-‘ D p-Zait\n
—_n ‘ 2 d’ xe (1—2e )y dx

és a (2) jobboldalan szereplé integralok mind zart alakban kiszamithaték. Ez

az eljaras azonban csak akkor célravezetd, ha 2‘1 i kicsiny, tehat pl. hag = 2.
- (Vegyiik figyelembe, hogy —1=1—2e**=-1 miatt a jobboldalon allo
integralok maguk is kicsinyek.) Ugyanis a sor ugyan ¢ minden értékére kon-
vergal, de nagy ¢ értékekre tulsigosan lassan konvergal ahhoz, hogy gyakor-
latilag jol felhaszndlhat legyen. Ez esetben numerikus integralasi modszer-
hez kell folyamodni (pl. a- Simpson-szabaly alkalmazdsdhoz). Megvizsgaltuk a_
Gombas akadémikus dolgozatdban emlitett két kozelités pontossagat is, még-
pedig olymddon, hogy az

| xre #%1n (1 -+ g%e 27)dx @

1}

integralban r értékét r - 2-t6l elindulva valtoztattuk. Az eredményt az alabbi
1. dbra mutatja, amelybdl kitinik, hogy mig r kozel van 2-hoz, addig a
Gombds-féle 2. kozelités, vagyis

| g (dx = EEITEED rgy,

igen jo kozelitést ad, azonban r novelésével a kozelités pontossaga dllandéan
romlik: r =8 f6lott mar tobbszdz szdzalék az eltérés, és ott mar ez a koze-
lités sokkal rosszabb, mint a trividlis 1. kdzelités

[ f0g0dx = g(x) | Fxax.

Tal messze vezetne, ha belemennénk annak megvizsgalasaba, hogy min-
mulik az, hogy a 2. kozelités bizonyos esetekben j6, mas esetekben nem,
csak annyit emlitek meg, hogy itt szerepet jatszik az a koriilmény, hogy a
£(x) fuggvény inflexios pontja, vagyis a



ELMELETI FIZIKAI KUTATASOKBAN ALKALMAZOTT MATEMATIRATI MODSZERER 347

egymashoz képest

S
| 22
hogyan helyezkednek el. Az f(x) fiiggvény menetét az r==2, r=—6 és r=9
esetekben, és g(x) menetét ¢ - 9-re a 2. 4bra mutatja; lalhatjuk err6l az
abraro\, hogy g(x) meglehetdésen meredeken esik le és f(x) maximuma nem
tiulsdgosan éles.

egyenlet pozitiv gyoke és f(x) maximumhelye (x,,L
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1. abra 2. abra

. A kérdést itt azért emlitettem meg, mert igen jol mutatja, hogy egy
kozelitd eljarast pontos hibabecslés nélkiil nem tandacsos alkalmazni és hogy
az, hogy egy eljaras bizonyos specidlis esetekben jo kozelitést szolgéltat, még
nem bizonyitja az eljaras helyességét. Természetesen még fokozottabban vonat-
kozik ez olyan esetekre, amikor a fizikdban empirikus Osszefiiggéseket igye-
keznek képlettel leirni. Remélem, hogy az elvi kérdések tisztazasa hozza fog
jarulni a fizikusok és matematikusok egyiittmiikodéséhez ; felszolaldisommal is
ezt a célt kivantam szolgalni.

KALMAR LASZLO lev. tag:

Engedjék meg, hogy egy matematikai logikus is hozzaszoljon Gombds
akadémikus el6addsahoz. Mindenekel6tt a megkozelités kérdésével foglalkozom.
Nagyon helyesen hangstilyozta Gombds akadémikus, hogy a kvantummecha-
nika hasznalhatésaga jelentés mértékben csokkenne, ha mindig exakt meg-
oldasokra torekednénk, ill. ha csak ilyenekre szoritkoznank és a, kozelitt
modszereket kizarnok a kvantummechanikdbol. A kozelitd mddszerek a mate-
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matikaban mar régen polgarjogot kaptak. A ,polgarjog* kifejezés annyiban is
talalo, hogy a kozelit6 modszerek kiterjedt hasznalata a poigari forradalom, a
. haladoé kapitalizmus koraban indult meg az iparosodéssal kapcsolatban felvetodd
matematikai problémak megoldisdra. Ma mar a matematikai analizisben egy
1épést sem tehetiink kozelitd modszerek hasznalata nélkiil; de még a matematika
régebbi agai szdmara is nélkiilozhetetlenek az ilyen modszerek ; gondoljunk
példaul magasabbfokit egyenletek megoldasara, vagy adott szog harom egyenld
részre osztasara.

Ha még mindig nem ment at a koztudatba, hogy a matematika is
l1épten-nyomon kozelité modszereket haszndl, akkor ez a matematikusok hibaja.
Ugy latszik sikeriilt a kozelit6 modszereket olyan matematikai szakkifejezések
mogé bujtatnunk, amelyek megakaddlyozzék azt, hogy a mas tudoményok szak-
emberei is rdjuk ismerjenek. Ehhez hozzdjarul még az is, hogy a matematikus
kissé mas modon banik a megkozelités fogalmaval, mint a matematika alkal-
mazoéja. Ez a koriilmény a matematika sajatos jellegébdl folyik. Gondoljunk
példaul arra az esetre, amikor egy atomnak kell meghatdrozni az alapenergia
allapotat. A fizikus szamdra ilyenkor egy dolog kivanatos, és sziikséges is,
t.i., hogy az objektiv valosigban meglévd energiaérték helyett olyan kozelito-
értéket talaljon, amely mondjuk csak az Otodik tizedesben tér el tdle. Altala-
ban, ha valamely E értéket keresiink a gyakorlati életben, akkor mindig meg
van adva az is, hogy milyen pontossagti megkozelitd értékkel elégediink meg
helyette, mas szoval adva van egy & hibahatar és megelégsziink E helyett olyan
E’ kozelité értékkel, amelyre 'E—FE’| ="« teljesiil. A matematikus e helyett
az E,, E,,... kozelitéértékek olyan végtelen sorozatat keresi, hogy minden
(pozitiv) & hibahatarhoz legyen olyan »r ,kiiszobszam*, hogy mihelyt n>w»,
teljesiiljon az |[E—E,|=¢ egyenldtlenség. A matematikus ilyenkor azt mondja,
hogy a kozelit6értékek E, sorozata a megkozelitendd E szamhoz konvergal.
Magdaban véve az, hogy a matematikus az éppen adott « hibahatar helyett
tetszbleges pozitiv «-nal dolgozik, nem volna baj; olyanféle absztrakcio ez,
mint amikor egy feladatot a konkrét adatok helyett tetszOleges értékekre oldunk
meg. lly médon elére dolgozik a matematikus a fizikusnak, hogy a jovo
szdzadban, amikor majd a mérbeszkozok a maindl tokéletesebbek lesznek és
ezzel egyiitt n6 a fizikus pontossagi igénye is, ne kelljen el6lrél kezdenie
mindent. A kérdés csak az, vajjon a matematikus a gyakorlat! alkalmazdsok
szempontjabol helyesen absztrahdit-e, amikor a megkozelités fogalmabol a
konvergencia fogalmat megalkotta. Az a koriilmény, hogy a fizikus sokszor
nem torédik az &ltala alkalmazott matematikai eljaras konvergencidjaval, annak
a jele, hogy az absztrakcio nem minden szempontbol szerencsésen tortént.
A fizikusnak ez az eljardsa teljesen érthetd, hiszen mit sem ért el azzal, hogy
minden &hoz van olyan v, hogy n>r esetén |E—E,|=¢ ha az 0 konkrét
_problémajaban szereplé « esetében ez a »r mondjuk 1000000-nak adddik,
hiszen akkor n még nagyobb és a szobanforgé eljaras rendszerint olyan, hogy
minél nagyobb az n, annal tobb szdmitast kell végezni az E, kozelitOérték
meghatarozasara. A bokkené tehdt az omindzus ,van olyan“-ban van, amely
megengedi, hogy » akarmilyen nagy legyen, s6t még azt is, hogy meg se
lehessen hatarozni, hanem esetleg csak onnét tudjuk, hogy van, mert az a
feltevés, hogy nincs, ellentmondasra vezetett.

Azt a véleményemet, hogy az analizis logikailag szabatos felépitése
alkalmabol elsikkadt a gyakorlat szempontja, amikor a matematikus megelé-
gedett a konvergencia definiciéjaban evvel a ,van olyan“-nal, az 1951 decem-
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beri nagygytilésen fartott eldadasomban fejtettem ki. Akkor ez nagy vitdt ered-
ményezett, amely még az 1952-es nagygyiilésen is folytatddott. A vitdban
felvetett ellenérvek koziil teljesen jogos volt az, hogy nem mondtam meg,
milyen mds lehetdségei volnanak a megkozelités fogalma absztrakcidjanak a
konvergencia fogalma helyett. Erre a kérdésre valdban adds vagyok a vélasz-
szal. Mindenekel6tt megjegyzem, hogy nem a konvergencia fogalmanak
sintuicionista“ élesitésére gondolok, amely abban ‘4ll, hogy a ,van olyan“
helyett azt kivanja, hogy legyen olyan véges algoritmus, -amellyel, mihelyt
‘meg van adva az &, ki lehet szdmitani a »-t. Hiszen ez nem zarja ki, hogy
‘az alkalmazédsban adott #-hoz olyan » ftartozzék, amely csillagdszati szam.
Ugyanilyen okbol nem segit a ,rekurziv konvergencia“ fogalma sem, amely
azt kivanja, hogy pl. #=-10"* esetén a » kiiszobszdm rekurziv fiiggvénye
legyen k-nak. Hiszen példaul (...((k")!))!...)!, ahol a !-ek szama £k, szintén
rekurziv fiiggvénye k-nak, mar pedig ennek értéke még a nagyon mérsékelt
k=3, tehdt #= -0,001 pontossagi kovetelmény esetén is 720!, anii mar min-
den csillagaszati, s6t atomfizikai szdmnal is nagyobb. Hanem példaul a kovet-
kez6 fogalomra gondolok, amely véleményem szerint a gyakorlat szempontja-
bol is hasznalhatd absztrakcioja a megkozelités fogalmanak : az E(¢) fiiggvény
Lkozelitd fiiggvénye“ E-nek, ha minden pozitiv era E—E(¢)|=¢ Ha egy
ilyen kozelitd fiiggvénye adva van valamely keresett £ mennyiségnek, akkor
csak a gyakorlati problémédban éppen-adott hibahatart kell ¢ helyébe helyet-
tesiteni, hogy megkapjuk belble E kielégitd kozelitbértékeét.

Természetesen nem gondolok arra, hogy a kozelitd fiiggvény fogalma,
vagy valamely méas hasonlo fogalom, kiszoritsa a konvergencia fogalmat az
analizisbdl, amely emlitett fogyatékossdga mellett is nagy szolgalatokat tett az
analizisben és alkalmazdsaiban. Csak arra gondolok, hogy — azon Kiviil,
hogy a matematikus minden egyes konkrét esetben legyen segitségére a
tizikusnak a hibabecslés elvégzésében, hogy a fizikus ne legyen kénytelen
matematikai ratermettségét is -igénybe venni, — fésiiljiikk at az analizis tételeit
-a hatarérték elméletétdl elkezdve egészen mondjuk a varidcioszamitds direkt
modszereiig, vagy a Hilbert-tér linedris operatorainak sajatérték-problémajaig
€5 minden egyes esetben probaljunk taldlni a fenti értelemben vett kozelitd
fiiggvényt. Ezzel olyan rendszeres munkat végeznénk, amely biztosan nagyon
sok termékeny és egy-egy konkrét gyakorlati problémdban felhasznalhato
eredményt adna. -

Néhany apr6 megjegyzésem van még. Egyetértek Gombds akadémikus
azon megallapitasaval, hogy egy modszer jogossdgat a tapasztalattal vald
megegyezés még nem bizonyitja. Szeretnék erre még mas szempontbdl is
ravildgitani. Az elmélet feladata mindig a tapaszfalat altalanositisa. Ha a
matematikai modszer nem ad tobbet, mint a kisérletek és mérések, akkor
mire val6? A matematikai modszertdl azt varjuk, hogy annak alapjan el6re
meg tudjuk azt is josolni, hogy mds koriilmények kozott mit tapasztalnank
vagy mit mérnénk; ehhez valoban nem elegend6 az, hogy csak az eddig
tapasztalt esetekben egyezzék a modszer szolgaltatta eredmény a tapasztalattal.

Végiil még azzal kapcsolatban, amit Gombds akadémikus a spin mate-
matikai targyalasarol mondott, a matematikai logikanak egy ujabb alkalmazasi
lehetOségét latom. Ha jol értettem, a fizikusokat esetleg érdekelhetik olyan
fliggvények, amelyek fiiggetlen véltozdi is spin-allapotokon futnak at és érté-
keik is spin-dllapotokat fejeznek ki. Az ilyen fiiggvények lényegében logikai
miiveletek. Ezt azért jegyzem meg, mert alig varom. hogy a matematikai
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logikanak mas alkalmazasa is legyen, mint a szamolégépekre és a jelfogd
relé-rendszerekre valo ismert alkalmazasok.

SZOKEFALVI-NAGY BELA lev. tag:

Gombds akadémikus emlitette, hogy e kozelitdé szamitasok matematikai
szempontbol nem teljesen kielégitdk, mert az eljarasok konvergencidjanak
bizonyitasa és az egyes kozelitések hibdjanak megbecslése hidnyzik. Ez jorészt
valojaban ugy van, de nem teljesen. Igenis vannak mar matematikailag teljes
szigoriisaggal kivizsgalt esetek. Az Akadémia harom évvel ezeldtti nagygyiilé-
sén alkalmam volt beszamolni az utobbi évtizedben a perturbacioszamitas
terén elért eredmények egy egész sorardl, amelyek a perturbdcidszamitasnak
matematikailag exakt megalapozasat és az egyes kozelitések hibainak becslé-
sét is szolgaltatiak. Ami a Rayleigh—Ritz-féle eljarast illeti, ennek konvergen-
cidja szintén be van bizonyitva, és vannak a hibabecslésre vonatkozo ered-
mények is. Utalok itt Courant és Hilbert ismert miive masodik kotetének
utolso fejezetén kivill els6sorban Mihlin-nek kivélo osszefoglalo cikkére, amely
1950-ben az ,Uszpehi matematicseszkih nauk“ folydiratban jelent meg a
kovetkezd6 cimmel: A matematikai fizika feladatainak megoldédsai varidcios
maodszerekkel*.

GOMBAS PAL r. tag:

Vélaszolva Reényi Alfréd lev. tag az integralhoz kapcsolodo niegjegyzé-
sére, azzal teljesen egyetértek. Annyira dvatos voltam, hogy rdadasul nem is
haszndltam ezt a kozelitd formuldt, mindig numerikusan szamoltam. Szdkefalvi-
Nagy Béla lev. tag megijegyzésére valaszolva megjegyzem, hogy ismerem azt
az eloadast és a perturbacios eljarasokat is, de nem hiszem, hogy ezeket a
hibabecslési eljarasokat a fizikusok atkalmazni tudnak. Ugy vélem, hogy itt
nagy komplikaciok allnanak eld. ' :

HOFFMANN TIBOR:

A felvetett problémaknal kialakult, hogy kétféle kozelitést lehetne meg-
kiilonboztetni, ha nem is egészen élesen. Van egy fizikai és egy matematikai
kozelités. Ha eldszor fel tudjuk irni exakful a problémat, meg tudjuk mondani..
hogy milyen fizikai jelentéssel bird tagokat tudunk, mint kicsinyeket elhanya-
golni. Ennek a felirds matematikai alakjaban is nyoma van. Sajnos, nem all
rendelkezésiinkre megfelel6 matematikai modszer az exakt megoldasra, ezért
hanyagoljuk el a fizikai jelenségek egy részét. Ellenben mégis van valamilyen
fizikai tdmpont arra, hogy ha ezt az elhanyagolast tessziik, fizikai indokolasa
van az ‘elhanyagolasnak. Ha az ilyen modon egyszeriisitett problémat sem
tudjuk megoldani, akkor jon a tisztdn matematikai kozelités, melyre fizikai
megokolast nem tudunk adni. Nem a fizikai elhanyagolas, hanem a matema-
tikai ethanyagolds okozta hibanak a megallapitdsa a matematikusok feladata.
Ezzel kapcsolatban felemlitek egy problémat, melynek exakt kidolgozasat még
nem lattam. A degenerdlt perturbdcié szamitdsndl sok esetben az alabb kovet-
kezO példahoz hasonld eset a1l eld. A Heitler—London-féle eljarasban pl. a
H, probléma esetében

. H Hl _';_ U;y
ahol a H teljes exakt Hamilton operdtort két részre bonthatjuk, a H, exakt

/
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megoldassal biro Hamilton operatorra és az annak perturbaciojat képezd U,
részre. Azonban itt a felhbontds még a

H H,-+U,

" alakban is lehetséges, ahol a H,-nek megfelelé probléma ugyancsak exaktul
megoldhato. Degeneralt esetben az volt a helyzet, hogy a H=H,+ U fel-
irasban, ahol H, az exakt meﬂoldassal bir6 rész H,-hoz tébb qa]atfuggveny
tartozott.

A Heitler—London eljarasnal azonban nem az a helyzet, hanem kétféle
felbontds lehetséges. H, ¢s H, is exaktul megoldhaté problémahoz tartozik.
A H, probléma sajatértéke ugyanaz, mint a H, sajatértéke, de maga a diffe-
rencialegyenlet nem ugyanaz. Ennek ellen€re az eljarast ugy tekintik, mint
egyetlen egy problémdnak degenerdlt perturbdcic szdmitdsdt. A valosagban ez
attol Iényegesen kiilonbozik. “A matematikusokra harul a feladat, hogy annak
utana neézzenek, milyen hibat jelent ez a mddszer alkalmazasaban.
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