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MATRIX-FUGGVENYEK KANONIKUS ELOALLITASAROL
ES ANNAK NEHANY ALKALMAZASAROL

EGERVARY JENO r. tag
Eldadta az 1953. janudr 5-én tartott felolvaso iilésen

Ismeretes, hogy a matrix-algebra és analizis mindinkabb jelentds szerepet
nyer linedris problémak: algebrai- és differencidlegyenletrendszerek gyakor-
lati megoldasaban.

Ezzel szemben a matrix-elmélet tan- és kézikonyveinek tilnyomoé tobb-
sége a gyakorlati alkalmazhatosdg szempontjait kevéssé méltatja figyelemre.
Kittinik ez a tény abbdl, hogy a targyalds eldterében mindig maganak az adott
matrixnak kanonikus el6allitasa all és a matrix-fiiggvénynek (mely tudvalevdleg
differencialegyenletek matrix-kalkulussal val6 megolddsdnak a kulcsa) az el6-
allithatosaga csupan mint mellékeredmény szerepel. Tovabba, maganak a
matrixnak a kanonikus el6allitisara adott eljaras is szamitastechnikailag hosz-
szadalmas és folosleges részleteket tartalmaz.

Igy pl. egy n-edrendii valés szimmetrikus A == [a;] = [a;] matrix kano-
nikus eld4llitasa (mechanikai fogalmazasban, normaikoordinatak bevezetése) cél-
jabdl a korszerli kézikonyvek ' a kovetkezd miiveletek elvégzését irjak eld:

1. Meghatirozandok a |A—AE|=det[a;—A0d,;] =0 karakterisztikus
egyenlet 4,, 4,, ..., 4s gyokei. .

2. Meghatarozandé az A— A1, E matrix ¢, rangszama.

3. Meghatarozandé az (A —/7,E)x = 0 homogén, linedris egyenletrend-
szernek n—o;, szamu linedrisan fliggetlen megoldasa.

4. Az igy nyert megoldasok rendszere ortogonalizdland6 és normirozandd.

A jelen dolgozatban'diagonal-alakra hozhaté matrixfiiggvények kanonikus
el6dllitasara egy olyan direkt eljdrast fogunk ismertetni, mely lényegileg a
kovetkez6 két 1épésbol all:

I. Matrix hatvanysordnak minimdlis fokszdmu polinomra valo redukaldsa
a karakterisztikus (minimdl) egyenlet felhaszndlasaval. Ennél a redukcional a
matrixfiiggvény automatikusan Lagrange f. matrix-polinomok 6sszegére redu-
kalodik.?

II. A Lagrange f. matrix-polinomok felbontidsa a sajatvektorok diadikus
szorzatainak Osszegére. Ez a felbontds — a Lagrange f. matrix-polinomoknak,
mint projektoroknak eddig észre nem vett tulajdonsaga folytin — a diddokban

1 L. pl. T. E. Lunos, Beepenne B Teopuio AMHEeRHBIX npocrpaHcTs. ;Moszkva, 1952.
pp. 238—239. H. Jung, Matricen und Determinanten, Leipzig, 1951. pp. 92—99.

2 A Lagrange f. interpolaciés polinomokat a matrixelméletben eldszor alkalmazta
J. J. Sylvester, Philos. Mag. 1883. pp. 267—269.
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szerepl6 sajatvektorokat automatikusan ortogonalizait és normalt alakban szol-
galtatja. o ' ‘
A vazolt eljards masodik Iépése tehat a fentebb 2. 3. és 4-gyel jelolt
mitveletsorozatokat egyesiti és kivitelezéséhez csupan mdsodrendii determi-
nansok szukcessziv szdmitdsa sziikséges.

* * *

A dolgozat els6 része a matrix-aritmetika fontosabb tételeit foglalja 6ssze.
Ennek a fejezetnek a beiktatisat azért véltiik sziikségesnek, mert egyrészt .a
matrix-elmélet a |magyarnyelvii tan- és kézikonyvekben alig van képviselve,
masrészt a matrix-elmélethen donto szerepe van egy konzekvens szimbolikanak,
melyet legcélszeriibben egy elOzetes Osszefoglalas kapcsan lehet megismertetni.

Az els6 fejezet természetesen nem tart igényt teljességre. Benne elso-
sorban a matrix (és determinans-) elméletnek azokat az alaptételeit ismer-
tettiik, melyek a késObbi fejezetekben alkalmazasra keriilnek.

A masodik fejezet a matrix rangjat evidencidba helyez6 diadikus felbon-
tassal foglalkozik. Ebben a fejezetben mutatkozik el6szor a biortogonalis did-
dokra valo felbontas jelentdsége a matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak
a meghatarozdasa szempontjabdl. A masodik fejezetben bizonyitjuk tovabba,
hogy ha egy projektor-matrix diddok Osszegére van bontva, akkor a felbon-
tasban szerepld diddok automatikusan biortogonalizdlva vannak.

A harmadik fejezet a matrix karakterisztikus és minimél-egyenletével
foglalkozik. A hermitikus matrixoknak tobbszords sajatérték mellett bekovet-
kezd rangszamcsokkenését egy egyszerii algebrai identitas segélyével vezetjiik le.

A negyedik fejezet élén matrix-fiiggvénynek hatvanysorral valé defini-
cioja all. Innen (diagondl-alakra hozhaté matrix esetén) az el6z6 fejezetekben
levezetett tételek alkalmazdsa kozvetleniil a Lagrange f. matrix-polinomokkal,
majd a biortogonalis diddokkal valé kanonikus eidéllitidsra vezet. Ugyanezen
fejezetben roviden érintjiik az altalanos (diagondl-alakra nem hozhatd) mat-
rixok fiiggvényeinek Hermite f. matrix-polinomokkal val6 elballitasat.

Az utolsd, otodik fejezet a matrix-fiiggvényeknek linearis differencial-
egyenletrendszerek megolddsdra valé alkalmazdsat mutatja be. Az elsérendii
rendszerek megoldasat ciklikus egyiitthato-matrix esetén, egy valésziniiség-
szamitasi probléma targyaldsaval kapcsolatban ismertetjiik. Masodrendit rend-
szerekhez vezetnek tudvalevbleg a végesszdmu szabadsagi fokkal biré kon-
zervativ mechanikai rendszerek kis rezgései. Ilyen tipusti példaképpen a kor-
puszkularis hirmodell sajatrezgéseinek meghatarozasat mutatjuk be a matrix-
kalkulus felhasznalasaval.
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1. Fejezet

A matrix-aritmetika alaptételeinek dttekintése

1. §. Az alabbiakban fellépd matrixok elemei altalaban tetszoleges kom-
plex szamok.

Egyetlen oszlopbol 4ll0 matrix neve: oszlop-vektor. Jele és részletes
kiirdsa:

a ai
a, az;
a=| . vagy a;==|.. |. N
[;n - "Imf B
Egyetlen sorbol all6 matrix neve: sorvektor. Jele és részletes kiirdsa:
b* = [bl, bg, ey bm] vagy bi= [bjl, bjg, ey bjm]. (2)

n sorbdl és m oszlopbdl &lld6 matrix jele altalaban A; ha a sorok és
oszlopok szamat feltiintetni kivanjuk, akkor A,. Valamely matrix kifejezhetd
oszlop-, ill. sorvektoraival ®, valamint skalar-elemeivel :

‘a ay Ay ... Ay
.
a’ A1 Ao ... oy
n
Av=la,a, .. a)=-f | | = [a;}. 3
a” - Ani1 Ayo <« o Ay

A minor-matrixait a kovetkez6képpen jeloljiik :

) a"l Uy a"’l Ho o v a“’h“r
Ay, Qg o o - ay, 7.

A= MAE N C))

(11;‘ uy ai'“ Ho s oo a,,g u, .

(Ha valamely matrix tipusanak A, jelolése félreértést okozhat, akkor az
A jelolés alkalmazando.) '

Két matrix definici6 szerint akkor és csak akkor egyenlé egymassal, ha
azok ugyanannyi sort és oszlopot tartaimaznak, tovabba a megfelelé helyeken
allo elemeik egyenlok. Egy A =B, tipusu egyenlet tehat n-m skalar egyen-
lettel, valamint n, illetve m vektor-egyenlettel ekvivalens.

Valamely A matrix konjugaltja: A az a matrix, melynek elemei A meg-
feleld elemeinek konjugaitjai.

Valamely A matrix transzponltja: A* az a matrix, mely A-bdl a sorok
és oszlopok felcserélésével keletkezik. Ennek megfeleléen a sorvektor b* jele
arra utal, hogy az a b oszlopvektor transzponaltja.

3 Valamely matrixnak oszlop- v. sorvektoraival vald kifejezése nem egyéb, mint annak
specidlis médon val6 particionalasa. L. pl. A. C. Aitken, Determinants and Matrices. Edin-
burgh, 1948. pp. 24—25.
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Az A, tipusu matrixot quadratikusnak nevezziik, n a matrix rendszama.
Diagonal-matrix az olyan quadratikus matrix, melynek a fédiagonélison
kiviili elemei mind O-sal egyenldk. Rovidebb jelolésére a

4,0 ...0"

0a,...0

e e =<, 9y ..., 0, (5)
00...a,

—

irasmod alkalmazhato.
Egység-matrix az olyan diagondlmatrix, melynek mindegyik fédiagonalis.
eleme 1-gyel egyenld. Jele: E =—[d;].
Ha A minden eleme O, akkor azt O-matrixnak nevezziik, és O-val jeldljiik.
Ha A = A", azaz a;;=aq;;, akkor A szimmetrikus.
Ha A=A, azaz a;==a;;,, akkor A hermitikus.

2. §. Az 0sszeadas és kivonds csupan ugyanannyi sort és oszlopot tar-
talmaz6 matrixokra van definidlva. Ha A, —={[a;] és B, =[b;], akkor A, -+
+ B, =[a; + b;j]. Az igy értelmezett dsszeadds asszociativ és kommutativ.

Matrixnak skalarral valé szorzési szabalya (bizonyos folytonossagi kéve-
telmények mellett) a matrix-0sszeadas definicidéjdnak kovetkezménye: Ha
A =/a;), akkor c-A = A-c=[c-a;].

A skalérral valo szorzds kommutativ és disztributiv.

A matrix-aritmetika legjellegzetesebb mitvelete a matrixok szorzdsa. Ezzel
kapcsolatban indokoltnak latszik két koriilményt kiemelve elGrebocsatani :

- Két matrixnak adott sorrendben vett szorzata csak akkor van értelmezve,
ha a tényezék ,konformabilisak®, azaz ha az els6 (baloldali) tényez6nek ugyan-
annyi oszlopa van, mint ahany sora van a masodik (jobboldali) tényezdnek.
An-B; tehat csak akkor van értelmezve, ha m—=s.

A matrixok szorzasa 4ltaldban nem kommutativ.

A konformabilis Aj = [a;] és B =[by] matrixok szorzata definici6
szerint a kovetkezd C, tipust matrix:

% G2
Cr :[cijlzl%aivbyj] (j’i:],Z;--')r)‘ (6)

A matrixok szorzasanak legegyszeriibb esete az A.Bi ill. a™-b tipusi
szorzat képzése (két vektor skalaris szorzata):

b,
b2 n
a'tb=b*a —[a;,a,...,q, — D'a,b,.t (7)
. y=1
b .

4 Uniter metrikaju térben két komplex vektor skalar szorzata az a*b kifejezéssel van
ertelmezve. ‘
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Az a*b szorzatnak a fenti képlettel megadott képzési modjit az {a; ... a,)
b,

sor €s az oszlop komponaldsanak nevezziik.

b‘n

Eszerint altalanos (konformabilis) matrixok szorzdsanal a szorzat i-dik
soraban és j-dik oszlopiban all6 elemet ugy nyerjiik, hogy a baloldali tényez6
i-dik sorat a jobboldali tényezd j-dik oszlopaval komponaljuk.

A mondottakbdl nyilvanvald, hogy az A és B matrixok csak akkor
szorozhatok gy az AB, mint a BA sorrendben, ha A és B tipustak. A
szorzatok C,, ill. Dj, tipust quadratikus matrixok. Ennek a megkiilonbozte-
tésnek figyelemremélto példajat mutatjak egy A, — a® sorvektornak és egy
B} == b oszlopvektornak kiilonb6zé sorrendben vett szorzatai. ,

Mig ugyanis az A,B{=a"b szorzat a A,B7- -Ci dsszefiiggésnek meg-
feleloen a fentebb ismertetett > a,.b, skalarral egyenld, addig az ellenkezd sor-

oz

rendben vett szorzas a’®

b, “bay bay...bay |

b y s ) .
BiAl=ba - | |[aa...q)- |28 20| _oo (g

bn b.La, b’,,az...b,.a,,

n-edrendii quadratikus matrixot eredményezi. A ba®-tipusi matrixot az iro-
dalomban kialakult szokasnak megfeleléen két vektortényezd diadikus szorza-
tanak, vagy roviden didd-nak fogjuk nevezni.

3. § Két ugyanolyan rendii quadratikus matrix szorzata mindkét sor-
rendben értelmezve van, azonban az igy nyert szorzat-matrixok 4&ltalaban
killonboz6k. Ha AB=BA, akkor az A és B matrixokat kommutabiliseknek
vagy felcserélhetbknek nevezziik.

Az egységmatrix és a O-matrix barmely vele egyezé rendii matrix-szal
feicserélhetd és '

AE—EA-—A; A-0—0-A—0.

Miutan <¢,¢,...,c>A=cEA —=cA, azért az n-edrendii matrixok arit-
metikdjaban szorzds szempontjabdl a {c,¢,...,c)> matrix és a c¢ skalar ekvi-
valensek. ‘ .

Két diagondlis matrix mindig felcserélhetd, mert nyilvan
‘: aas... 4, >< b]bg «es bn> :<a1b1, azbg, ceey a,,bn >.
Valamely A;B; tipust matrix-szorzat két kiilonboz6 alakban allithat6 eld

aszerint, hogy a tényezbket oszlop- v. sorvektoraikbol felépitettnek tekintjtik.

5 A ba* szorzat nyilvan kiilonbozd dimenzidjir vektor-tényezOk esetén is értelmezheto.
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Az Ar=[a"|,B:=[bb,...b,]
/az

an
~ alakban irt tényezok esetén
A.B. = [a'|[b,b,...b,)==[a'b, a'b,...a'b.],
2 2 2 2
: bbb ©
a* a"bh, a"b,...a"h,
tehat a szorzat egyetlen n-edrendii matrix, melynek elemei skalar szorzatok.
Az Al =[a,a,...a.), B, = [b'] alakban irt tényezdkbdl kiindulva
b2
b
AffB.,—[a,a,...an] b |=ab'-}-a,b’>}...-+}a, b,
ol (10)
l-)’)l
ekkor tehat a szorzat a tényezok kozos rendszamaval megegyezd szamu diad
Osszegeként van eloallitva.

Az alabbiakban tobbszor fogjuk alkalmazni egy matrix-szorzat valamely
minormatrixdnak a kovetkez6 eldéllitasat:

Ha A=A}; C=C, és ABC = D}, akkor

Vi V.-V vy vy 12...1 (Sén)

Dul,lL _A19 h BCF’J"‘I Mo (rém)' (11)

Ez az azonossag a szorzat definicidjanak kozvetlen kovetkezménye és arra
redukél(’)dik az r=1,s=1, k=1, B=E esetben.

4. §. A skalaris szorzasnak tovabbi két alaptorvénye: az asszociativitds
és a disztributivitds érvényes matrixok szorzasanal is. A szorzat definicidjanak
kozvetlen kovetkezménye, hogy

(As, B“‘)C ~ An(B!'C))~— D,

,

M : A ") al .

ugyanis mindkét szorzat—matnx altalanos eleme: d;=— Z > Qinbyurcy;, tehat
pn=1p=1

tobbtényezés matrix-szorzat (a sorrend megtartasa mellett) a zarojellel kijeloit
csoportositds modjatol fiiggetlen. Eszerint a zardjelezés folosleges és tetszo-
leges szamu (szomszédos paronként konformabilis) matrix szorzata az elsd
(szélsébal) tényezOvel egyezd szamu sort, és az utolsd (szélsdjobb) tényezdvel
egyezd szamu oszlopot tartalmaz :

ASBACY-- ML =-N;.
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A tényezdk kozt természetesen sor- és oszlopvektordk is eléfordulhatnak.

Ennek legismertebb pelda]a az Z > a;x;y; bilinearis alaknak

i=1 [_J

ay cAim W
)
XAy =[xX%... %] -
7 FYE P ym,

matrix-szorzat alakban valo el6allitasa.
A matrix-szorzas disztributivitasat a

AB+C)—AB1+AC
relacio fejezi ki, mely az osszeg és szorzat definicidjanak kozvetlen kovetkez-

ménye. Alkalmazasanadl mindig figyelembe kell lenni a tényez6k sorrendjére.
PL

7

AB+C)D - (AB+AC)D - ABD--ACD.

Tobbtényezds matrix-szorzat specidlis esete valamely quadratikus matrix '

természetes egész kitevojii hatvanya:
A"=AA A

. T N
A szorzas asszociativitdsa folytan A" és A™ (az A" —=E egyenlettel értelmezett
0-dik hatvanyt is beleértve) kommutabilisek. Innen kovetkezik, hogy egy- és
ugyanazon A matrixb6l skaldr egyiitthatokkal szerkesztett ¢, E -+, A+ -+ ¢ A
alaku matrix-polinomok kézti raciondlis egész miiveletek ugyanazon szabalyok
szerint végezhetOk, mint skaldr-polinomok esetén, tovabba, hogy egy valtozot
tartalmazo raciondlis egész skalar identitasok érvényesek maradnak akkor, ha
benniik a valtozo6t tetszbleges quadratikus matnx szal, az egyseget pedig E-
vel helyettesitjiik.

5. §. Noha az n-edrendii matrixok Osszesége gyiiriit alkot, azaz olyan
mennyiségrendszert, melyben a fentiek szerint az sszeadas, kivonas és szorzds
definidlva vannak, (oly modon, hogy az dsszeadds kommutativ és asszociativ,
a szorzds asszociativ és mindkét oldalrol disztributiv) ennek dacdra az egyes
matrixokhoz eddig semilyen szamérték nem lett hozzarendelve. A végbdl, hogy
a skalar-aritmetika egyes tételei a matrix-aritmetikiba atvihetok legyenek,
kivanatos minden quadratikus A matrixhoz egy olyan, {A|-val jelolendd szam-
értéket hozzarendelni, mely — a skaldr |ab|—|a||b| azonossag mintajira —
barmely két matrix esetén eleget tesz az |AB|=|A| |B| azonossagnak.

llyen hozzarendelés lehetségét és egyértelmiiségét biztositja a kovetkezo ®

I. Tétel: Ha |A| olyan minimdlis foku raciondlis egész fiiggvénye az
A matrix (fiiggetlen vdlfozéknak tekintendc) a; elemeinek, mely a

(12)

6 Az 1. Tétel bizonyitasat illetoleg 1. pl. C. C. Mac Duffee, The Theory of Matrices.
Berlin, 1933. pp. 6—17.
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azonossdgot kielégiti, akkor |A| az A matrix determindnsdval egyenlé. (Ennek
megfelelden sziikség esetén |A| helyett a det(A) jelet is fogjuk hasznalni.)

Késoébbi alkalmazasokra vald tekintettel idézziik a determindnselmélet
alabbi tételeit.”

1. Ha az
‘ 12 a-la+l,...n
(“" 1)a+ﬂIAl2...§-l, ;Il, 1'1! == Aa[i
jelolést az a.s elem komplementer minora szamara bevezetjiik, akkor a deter-

mindnsnak sor vagy oszlop szerinti kifejtésére vonatkozé identitisok a kovet-
kez6 alakban irhatdk:

Za Zaw Avi— 05lA| = 0] A"]. | (13)

2. Cauchy—Binet tétele: Ha A= A}, B =- B}, akkor
[(AB) e == | AT ™ B | '%?lA;’:;z...y,'leiL b (14)
ahol % az 1,2,..., k szdmok Osszes r-edosztalya yi, 7», ... 7, kombinacidira

kiterjed6 Osszegezést jelent. (Ennek specidlis.esete k ==m=n = r esetben (12)
és r=1 esetben (7).)

3. A |AE,—A}| determindns a 4 skalar valtozonak n-edfoku .polinomja,
melynek explicit kifejtése :

RE—A|=2'—2"" > RS ’ZZIA:; —---E[Al (15)

dl.' . N
a7 PE—Al= 2 |GE— A0 (16)

al - .. 13 ”’
ahol \;« az 1,2,3...n szamok osszes n-—k-ad osztalyu @, Uy ... @, . KOm-
@

binacidira vonatkoz6 Osszegezést jelent.

6. §. A determindns fogalmanak a matrix-elmélet szempontjabol valo
jelentbsége eloszor az osztds miiveletének bevezetésénél mutatkozik. A skalar
aritmetikiban az e szammal valo osztas ekvivalens a reciprok értékével valod
szorzassal. Az a szam reciprokat pedig az ax—=xa-=1 egyenlet definialja,
melybdl nyilvanval6, hogy csupan O-t6l kiilonb6z6 a szamnak van reciprokja-

Ennek alapjan kozelfekv6, hogy a matrixok osztdsdnak éltaldnos targya-
lasa elbtt azt a kérdést vizsgaljuk, van-e adott A matrixnak reciprokja, azaz
van-e olyan X matrix, mely az

AX=E, il. XA- E - (17)
egyenletek valamelyikét kielégiti. Ezen egyenletek megoldhatésagéara azonnal

7 L. pl. A. C. Aitken, Detereminants and Matrices. Edinburgh, 1948,
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nyeriink egy sziikséges feltételt, ha a bal- és jobboldali matrixok determinansaira
tériink at és a (12) alaptulajdonsagot felhasznaljuk. Ekkor az |AX|=|E| és
|IXA|==:|E| egyenletek mindegyikébol kovetkezik

JALX|=|X[-|A[=1.

Tehat a (17) egyenletek barmelyikének csak akkor lehet megoldasa, ha .
az A matrix determinansa O-t0l kiilonb6zd.

Ki fogjuk mutatni, hogy a reciprok-matrix létezéseéhez ez a feltétel ele-
gendo, a feltétel teljesiilése esetén a (17) egyenleteknek egyetlen kozds meg-
oldasuk van, tehat jobb- és baloldali. reciprok-matrixok megkiilonboztetése
folosleges, és az A ' reciprok-matrix raciondlis miiveletekkel megszerkeszthetd
A elemeibdl.

7.8. A reciprok-matrix megszerkesztése céljabol el6szor az adjungait-
matrix fogalmat vezetjiik be. Jeldljiikk most is az A ==[a;] quadratikus matrix
determinansat |A|-val és az a; elemhez tartozé eldjeles aldeterminanst (az
a; elem komplementer minorat) A;-vel. Ekkor az [A;] matrixot A —[a;]
adjungaltjanak nevezziik és adj. A-val jeloljiik. Eszerint:

i Agp ---Ayy Ay Ay - Ay

; . An Q- a2 Az A -+ Ans
adj. A=adj. |7 E T | = TR (18)

Ap1 Ay --Quy AlnA:Zn"‘Ann

Kiilén kiemeljiik, hogy A adjungaltja az | A| minoraibdl alkotott matrixnak
a transzpondltia.
A determindns fentebb idézett (13) tulajdonsaga alapjan

3

ZaévAjv:ZariAari =0, ha l:i:] (]9,)
gr=.1 r=1
D A= 2 anAn=|Al (192)
[RS! =1
ennek kovetkeztében
A0 . -0

A-adj. A - adj. A-A 9 ]{‘"_'_’_(_J =|A|-E. (20)
0 0 ---|A]
Ebb6l az azonossagbol kiolvashaté a kovetkezd alapvetd

. Tétel: Egy matrix a sajit adjungdltjdaval mindig kommutdlhato
és szorzatuk az egység-matrixtol csupdn az |A| skaldr szorzoban kiilonbozik.
A (20) identitas kozvetleniil mutatja, hogy a (17) egyenletek mindegyike

ugyanazon X matrix-szal kielégithetd, ha csak |A|==0, Ekkor ugyanis az
X 'Al"adj. A matrix mind a két egyenletet kielégiti, tehdt a bal- és jobb-
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oldali reciprok matrixok megegyeznek és kozos értékiik A™'-nel jelolhetd :
-1 ad] A
A7 Al ‘(21)

Valamint az a-x=1 egyenletnek nincs megoldasa a - 0 esetén, épp agy
az AX=E és XA=E egyenleteknek sincs megoldasuk |A|=0 esetén.
Ennek megfeleléen a O determinanssal bir6 matrixokat szingularisoknak (vagy
nem-invertalhatéknak) fogjuk nevezni.

Nyilvin |A|==0 esetén a fentick alapjan A-nak tetszbleges negativ
egészkitevsjli hatvdnyai is értelmezve vannak és azok gy egymadskozt, mint
A természetes kitevdijii hatvanyaival felcserélhetok.

Ezekutdn tetszéleges matrixok osztdsat (nem-szingularis oszté mellett)
az AX—=DB egyenletnél X=—A'B-vel, az XA -—B egyenletnél pedig
X =BA -nel értelmezziik. Az osztias eredménye tehat fiigg az osztando és
0szt6 sorrendjétol.

Matrix-szorzat reciprokjanak a képzése a

(AB)'—B'A" ' (22)
azonossag szerint torténik, melynek helyességét a
(B'AH(AB)=B'(A'A)B =B 'B-=E
egyenl6ségek igazoljak. _

Ha az a és b skalarok kielégitik az a=F0,ab-=0 relciokat, akkor
ezekbdl természetesen b-—0 kovetkezik. Matrixok esetén A ==0, AB - -0-bol
altalaban nem kovetkezik B—0. Ha azonban |A|-}-0, akkor A létezik és
AB =0-b6l A '-nel valé szorzdssal B =0 kovetkezik.

Ha az a,b és ¢ skalarok kielégitik az ac =bc=cb==0 relaciokat,
akkor ezekbol nyilvdan a=b kovetkezik. Viszont az elébbivel analég meggon-
dolas azt mutatja, hogy AC-=BC=-0-bdl csak akkor kovetkezik A =18, ha
|Cl==0.

Az AC=CB-==0 relaciokbol pedig [C|==0 esetén sem kovetkezik
altalaban A = B. Mindamellett |C|==0 esetén a

AC=CB, ill. A-=CBC™ (23)
egyenletekkel Osszekapcsolt A és B matrixok kdzt szoros kapcsolat all fenn.
Elészor is (23)-bol kovetkezik

|A|=|C||B||C|'=|B|.
Tovabba, ha A,==CB,C" és A,=CRB,C"', akkor

A+A,=C(B,+B))C';AA,—CB,C 'CB,C'=CB,B,C"".
Ha tehat a A=—CBC' kapcsolatban all0 matrixokat hasonloknak
nevezzilk és a vonatkozdst A ~ B-vel jeloljiik, akkor A, ~ B,, A,~ B,-b0l
A-+A,~B,-+}B,, A/A,~ B,B, kovetkezik. Minthogy tovabba valamely A

.
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matrixnak barmely skalar egyiitthatos f(A)z‘%:c,,A" polinomja A-bol ossze---
adasokkal és szorzasokkal épiil fel, tehat az el6bbiek alapjan érvényes a
. Tétel: Ha A~B és f(x) tetszoleges skaldr polinom, akkor
J(A)~f(B) és |f(A)|=|f(B)|.
Pl. f(x)=4—x esetén A ~ B-bol kovetkezik
IE—A~IE—B é [AE—A|—=|IE—B|.

11. Fejezet

Matrix rangja és diadikus felbontdsa. Vektorok linedris fiiggése.
Projektor-matrix felbontdsa biorfogondlis diddok dsszegére

1. § A matrix elmélet egyik legfontosabb fogalomalkotisa a matrix
rangja. Valamely A matrix rangja: ¢(A) szamara két definiciét adunk, melyek
egymassal ekvivalenseknek fognak bizonyulni. )

1. Definicié. A rangja: o(A) egyenld az

7‘111 R almr L2373 [7/'751) Uk2y » « oy vkm] v;
»
: N | e : W
A=]|. =>1" =[m...w]| - [=2wvt (D)
. k=1 .
a1 Aum Wy . - V:

alaku elddllitdshoz sziikséges diddok minimdlis szdmdval. Rovidség kedvéért
a tovabbiakban minden olyan (1) alaku el6allitist, mely ennek a minimum-
kovetelménynek eleget tesz, az A matrix egy minimalis diadikus eléallitisanak
fogunk nevezni. '

Célszerii mar e helyen bevezetni a vektorok linedris fiiggetlenségének
a fogalmat.

Az w, w,,...u, vektorokat akkor nevezziik linedrisan filiggetleneknek,
ha az

xwm+Xu+...+x0=0 (2)
egyenlet fenndlldsdbol x,=—=x,=—...=x,=0 kovetkezik. Ha viszont az
u,, u,, ... u, vektorok kozt fenndll olyan (2) alakii egyenlet, melyben nem
mindegyik x;=0, akkor azt mondjuk, hogy a vektorok kozt linedris Ossze-
fliggés van.

Ebbél a definiciobol rogton kovetkezik, hogy A bdrmely minimdlis
diadikus elddllitdsdban gy a baloldali w,, w,, ... u, tényezok, valamint a jobb-
oldali v;,v;, ..., vy tényezdk linedrisan fiiggetlenek. Ha ugyanis pl. a baloldali
tényezOk kozt fennallna egy (2) alakii egyenlet, melyben egyik skalar egyiitt-
hat6, pl. x,.==0, akkor abbdl w, kifejezhetd volna
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alakban és ennek folytan létezne egy

x
A=uvi+.. .—|—u,,.1v:_1—(x—1 o, +...+
.

X1
X,

*
“HJ vie

x ( X, Xrt o
= (vf——-—?’v:)—{—uz(v*———x—zvt)—l—...—l—u,-_l(vﬁ_l— ; V:J

T 7

alaku elballitas, tehat Zukv}: nem lenne minimalis, feltevésiinkkel ellentét-
k=1

ben. (Késébb, a 4. §.-ban ki fogjuk mutatni, hogy ha w,, u,, ..., u,, valamint
vy, V4, ..., v, linedrisan fiiggetlenek, akkor a Zukv;’? eloallitas minimalis.)
k=1

I1. Definicio. A rangja: o(A} egyenld a beldle kivdlaszthaté maximdlis
rendii nem-szinguldris minormatrixok rendszdmdval.

2. §. o(A) megallapitdsdra eldszor egy olyan mddszert ismertetiink,
mely az L) definicion alapszik és egyszersmind szamitastechnikailag is alkal-
mas eljarast ad a rang meghatarozdsara. Utolag verifikdlni fogjuk, hogy az
igy meghatarozott rang a II.) definicié kovetelményeit is kielégiti.

A =0 esetén nyilvan ¢(A)==0.

Ha A 40, akkor van legalabb egy O-t6l kiilonbdz6 eleme: ag,,, tehat
képezhetd a

A . a%’?l

—A—u,v' = A’ = [d}] (31)

(419,981 = .5, 5 0)

matrix, melynek y,-dik oszlopa és g-dik sora csupa O elemet tartalmaz. Ha

A’==0, akkor van legaldbb egy O-t6l kiilonbdz6 a,,, eleme, tehat képezhetd a
aiy; [a,fzglaé;g e (1;;._,,,,]

1 a‘?ye

ag,y,

1
gy | -

ay, | [agaap,2- . . gm)
a”)’l,

> A’__

—A'—u,v=A"=|a}] (32)

Ay, (429,082 = Qfny, == 0)

matrix, melynek y, és y,-dik oszlopai, valamint 8, és pA-dik sorai csupa O
elemet tartalmaznak. (3-1) és (3-2) szerint

' A—u,vi—u,v;=—A".
Nyilvanvald, hogy a redukcids eljarast folytatva, eljutunk egy olyan r =n, m
értékhez, melyre A® =0 és ezzel eldallitottuk az adott matrixot a

A=uv,+uwv'+...4uv; 4)

alakban (a diadok elstt allo asy, stb. skalartényezéket tetszoleges aranyban
oszthatjuk szét az w,, v* stb. vektortényez6k kozt).

Az 1. definicid szerint A rangja nem valtozik, ha a sorok, ill. oszlopok
sorrendjét felcseréljiik, mert a sorok, ill. oszlopok cseréje a baloldali, ill.
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jobboldali vektortényezok koordindtdinak felcserélésével ekvivalens. Ennek
alapjan — a konnyebb attekintés kedvéért — vigyiik at a @, %, ..., 8-dik
sort, tigyszintén a y,, 7s, ..., y»-dik oszlopot az els6, masodik, ... r-dik helyre;
a tobbi sor és oszlop elrendezése tetszOleges. Ekkor a felcseréléssel nyert
A matrix a kovetkez6 alakii :®

O [O...O Ukk-..vkm]
0

Yy r X
. 0
k

A e ﬁk;: o e
=1 k=1 uk, k
Uk, &
L Unk  _| (5)
_ullo .. O 7 utsy - . - Ulm.
Uy Uyy...0 O 1. v Vom
— l-lr] l.lrﬁ S flrr 00 Upr « « « Urm v th)

_uﬂlung- . U»,,,-_‘
melyb6l nyilvanvalo, hogy

+ I Aﬂlﬂz-“ﬁ,.

V2V2--+%,

== K}Z:I =h’;1[ Uiz v == 0. (6)

Ezzel kimutattuk, hogy az (5) el6dllitdis minimdlis, mert r-nél kevesebb
diad osszegének minden r-edrendii minormatrixa szinguldris, (6)-tal ellen-
tétben.

(5)-b6l nyilvanvalé tovabbd, hogy A-nak minden r--1-edrendii minor-
matrixa szinguldris és ezzel (6) figyelembe vétele mellett az is verifikdlva
van, hogy az (1) elballitaissal meghatarozott rangszam a klasszikus II.) defi-
nici6 kovetelményeit is kielégiti.

A fenti redukciés eljaras effektiv kivitele csupan madsodrendii determi-
nansok szukcessziv szamitdsat teszi sziikségessé, miként azt az alabbi pél-

dakbol lathato.

26 —18 —27 —91[3 2 /] o] —9 1 [3 2 13/4]

21,016 0 ATl PA o =1 "h =10 %,
40

12 8 13 4

.

1
L
0

87A 8 és y; indexek alkalmas vélasztasaval elézetes sor- és -oszlopcsere nélkiil is.
elérhetd, hogy az (5)-ben szerepld tényezdk egyike trapéz- ill. haromszog-matrix legyen.
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3 3 6 5 5] [ 17([12345] (213 10
7 4 7T 2 0 0 747 20
A=|_1 _2_-3-—-4—5 +looo oof™
—1 —3 —8 —9 —10 2 112—10
111 2 3 4 5] 11[21310 (00000
0 2 32100
=1 +1 0 +looooo0]_
—2 —1 32100
111 2 3 4 5] 1[21310] 01[32 100
0 2 1
=1 —1 + 0 +0 =
—2 —1 1
1 10)1§12345
0 21fl21310
=|—1 00]|{32100}f
—2 —11
megfeleld atrendezéssel
—100((54123
~ 110{l01213
A= 21{l00321
—211 ,

3. § A fenti redukcios eljards a diddok wy, vi tényezbit rekurziv mo-
don szolgéltatia. Egy kozismert determindnstétel® felhasznalasaval azonban
(31),(32), ... alapjan a diadikus el6dllitds a kovetkezd explicit alakban is
felirhato : '

aglyl aﬂn)’z o aﬂl?k 01317’1 aﬁx?'z v aﬂl)’k—l aﬂ‘
aﬂz?’x apﬂz M aﬂa)’l.- aﬁz)’t aﬂz?’z e aﬁz?’k—l aﬁ
7
51 . . .
A
=iDraDy . . . ’
gy a9, Agyys - -+ Ay
8,
Ay, ay, e a?k aﬂk?'l aﬁk?:z e aﬂk 7'1.*-1a' L
ahol
aﬂﬂ’laﬁlh st aﬁl?’h Qi
aﬂz?’x aﬁ:ﬁ’z M aﬁz)’l: ax -
DOZI, D= . . . y @=] - , a-'=[q,|,aj2,...aj,l].
aﬂk?l aﬂk'Yz aﬂk Yk Ui

Adott matrixnak minimdlis szamu diad Osszegeként valo eldallitdsa nyil-
van nem egyértelmii. Kimutathatd azonban, hogy ha egy A =UV* minimdlis

9 L. pl. E. Pascal, Repertorium der hoheren Mathematik, I. Erste Hilfte. Leipzig,
1910. pp. 120—121.
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elbailitas ismert, akkor abbdl az ¢sszes minimalis eldallitisok
A=UM)M'V)
alakban adddnak, ahol M tetszbleges r-edrendii nem-szingularis matrix.

* A definicidk kozvetlen kovetkezménye, hogy egy matrix rangja nem lehet
nagyobb, mint a sorok, ill. az oszlopok szama. Quadratikus matrix rangja
tehat nem nagyobb a rendszamnal és azzal csak akkor egyenl, ha a matrix
nem-szingularis, azaz determinansa 0-t6l kiilonbozé. Ez esetben a matrix (5)
elbdllitasaban triangularis matrix-tényezok szerepelnek.

_ Az alabbi tételek, melyek Osszeg €s szorzat rangjdra vonatkoznak, szin-
tén a definiciok egyszerii kovetkezményei.

IV. Tétel: Osszeg rangja nem nagyobb a tagok rangjainak dsszegenél :
o(A+B)=0(A)+o(B). ' (M

Ha ugyanis ¢(A) =r,0(B) :s, akkor A-+B diadikus -el6allitisahoz
legfeljebb r-}-s diad sziikséges. Tehdt o(A-+B) =r-}-s, q. e. d.

V. Tétel: 1. Malrix rangja szorzds dltal nem novekszik.
o(AB) = 0(A). 8)

r

Legyen ¢(A)=r. Ekkor A - Z u; vy, tehat AB -~ Zuk(vZB), kovet-

kezésképpen AB diadikus eloalhtasahoz legfeljebb r dlad sziikséges, azaz
o(AB)=r. Q. e.d.
Corollarium. Matrix rangja nem-szinguldris matrixszal valo szorzds esetén
nem valtozik. _
Tegyiik fel, hogy M nem szingularis, azaz M ' létezik. Ekkor (8) szerint

o(AM) = 0(A)
€s
o(A) —o{(AM)M '} =o(AM),
vagyis
_ o(AM)-=p(A). g. e. d.
4. §. A matrix rangjat evidencidba helyez6 (1) diadikus el8allitds fel-
hasznélasaval igen egyszeriien targyalhaté a linearis algebranak kovetkezd két
ekvivalens feladata:
I. adott vektorok kozti linedris Osszefiiggések megdllapitdsa,
Il. homogén, linedris egyenletrendszer megolddsa.
Adott ay, a.,...,a, n-dimenzids vektorok kozti linedris oOsszefiiggések
megallapitdsa ugyanis a fentebb adott definicié szerint az xi, x», ..., x, skalar
ismeretleneket tartalmazé

alxl+agng+...—'—amxm=o (2)



432 EGERVARY JENO

egyenlet, vagy részletesen kiirva, a
an X1+apXe~+- -~ X =0
a)1X1+a))X)+ —I—a»,,lx,,, =0 (21)
»

An1 Xy _I'an"x)_l" +anmxm—0

homogén, linearis egyenletrendszer, illetve az ezzel ekvivalens

Qi ... Qi X1
A1l ... Qo || X2 ] —Ax -0 (22)
Ay oo o Aum Xm_

matrix-egyenlet megolddsainak diszkusszidjat teszi sziikségesseé.

Eszerint m szdmu n-dimenziés vektor kozti linearis Osszefiiggések meg-
allapitdsa m ismeretlent tartalmazd és n homogén linedr egyenletbdl &ll6 rend-
szer megoldasaval ekvivalens feladat.

Legyen az A koordinata-matrix (ill. egyiitthato-matrix) rangja: r = m, n,

tovabba tegyiik fel, hogy az egyenletek, valamint az ismeretlenek (5)-nek meg-

felelden at vannak szdmozva és legyen annak minimdlis diadikus el6aliitdsa:
A=uvi+tuwvs+...-F-u.v. Ekkor a megoldandé egyenletrendszerrel ekvi-
valens matrix-egyenlet: :

= (ViX)Fua(vix)+- -+ u(vix) = 0

EbbéSl azonban az ui, u., ..., u. tényezdk linedris fiiggetlensége miatt kovet-
kezik, hogy

vix—- 0, vix -0,...,vix 0. )

Az ily modon keletkez6 és (2)-vel ekvivalens egyenletrendszer azonban

a fokozatos redukcidval nyert vi vektoroknak (5)-bél lathato struktirdjat fig)-/e-

lembe véve a kovetkez$ alaku: .

ruXiFrexst oo FrmXn =0 vu==0

I))X)+ +1v,,.x,,, =0 ”‘TO

l*,,x,+ —{—(,u,,.x,,,-fO vrr:|:0.
Vizsgaljuk eloszor az r==m esetet. Ekkor a (9'1) rendszernek nyilvan
csupan a trividlis megolddsa: x; = xo=...=-x, =0 létezik, tehat érvényes a
V. Tétel: Ha o[a as...a,]= m, azaz a vektorok koordindta-matrixd-
nak (az egyiitthatok matrixanak) rangja egyenlé a vekforok szdmdval, akkor
a vektorok linedrisan fiiggetlenek (csupan a trividlis megoldas létezik).
Vizsgaljuk ezek utdn az r<m esetet. Ekkor a (91) rendszerber
Xril, Xre2, - + -, Xm-Nek tetszoleges értékeket adva, a rendszer az x, Xo,.... X:
ismeretlenekre nézve nyilvan rekurziv modon egyértelmiien megoldhato:
X, =by o1 X1 b, ,.+._)x,.+2+ by X
xl".lzbr—l, r+1xr+l+ +br 1.mXm (9,2)

X3 :bl,r»élxr#l + "}_bl m X«

91)
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Ezek az egyenletek mindenekel6tt a (2'1) homogén linedr egyenletrend-
szer megoldasait, mint egy m—r parametertdl fiiggd sokasagot szolgaitatjak.

Masszdval, az Ax=0 egyenletnek a kovetkez6 m—r linearisan fiig-
getlen vektor tesz eleget:

_bl,r—H N . _bl.r+‘_’7 _blm—
b, r+1 br. r+2 b;*m
X~ = br+1 == 1 y X ° br+2 0 y ey X/ bm = 0
0 1 0
|0 Lo 1
Ha tovabba a paramétereknek rendre az
xr+1=0, ooy X1 :0, X =—1, Xp1 :‘:—’O, .. .,x,,,=0

értékeket adjuk, akkor (2) és (9.2)-bol a
arbu+ ashu+--- -+ abup=a, (k=r+1,r42,...,m)

egyenleteket nyerjitkk, melyek alapjan kimondhato a

VI. Tétel: Ha ola,a,...a,)=r<m, azaz a vektorok koordindta-
matrixdnak rangja : r kisebb, mint a vektorok szdma: m, akkor a vektorok kizf
van r szdmu linedrisan fiiggetlen: a,, a,, .. ., a,, mig a tobbiek : a,,1, a4, ... an
ezeknek homogén linedris fiiggvényeiként kifejezhetdk.

1. Corollarium. Ha a vektorok szima nagyobb a dimenziondl, azaz
m>n és igy sziikségképpen m > r, akkor a vektorok nem lehetnek linearisan

fiiggetlenek.
2. Corollarium. A nost bizonyitott tételekbdl kovetkezik, hogy ha
wg,w,...,u,, valamint vi, ve,...,v, linedrisan fiiggetienek, akkor UV"—

- D w, v rangja r-rel egyenld. Ugyanis egyrészt, miutan UV* r diad osszege,

i
azért o(UV") =r. Masrészt a vektorok linedris fiiggetlensége folytan U, ill.

V* tartalmaz egy nem-szingularis Ui,lf,ﬂ','.'.y,, il. V§& % minor-matrixot.
Eszerint (UV*))%| 40, tehdt o(UV*) - 1, q. e. d.

31
Y

5. §. Skalarok szorzata tudvalevileg csak akkor O, ha legalabb egyik
skalartényezo 0-sal egyenld. Ennek kozvetlen analogonja matrixokra a kovetkezd

VIL. Tétel: Ha A5B;Ch==0, és o(A,) --m, o(C7) —~ p, akkor
By ==0.
Bizonyitds: A tétel premisszaibdl kovetkezik, hogy A, ill. € tartalmaz
egy nem-szinguldris AP am, il €30 y, ~minor-matrixot. Tovadbba
ABC--0-bdl nyilvan kovetkezik: ’

@y. .. e, . ..« 1 2...p
(ABC),%: v = A2 " BC,,5 0 YT 0.

20 Matematikai és Fizikai Osztaly Kfizlemén&ei. HL. o.
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" Ha itt balrél (AT mm) '-nel, ]obbrol (Cy3e.%,) "-nel  szorzunk, adédik

B-=:=0, q. e d.

Matrix-szorzat azonban lehet O anélkiil, hogy a tényez8k barmelyike
O-matrix lenne, csupan a tényez0k rangjainak kell bizonyos korlatozdsnak
eleget tenniok. Erre nézve érvényes a

VII'. Tétel: Két quadratikus matrix szorzata csak akkor lehet O, ha a
tényezok rangjainak dsszege nem nagyobb a koz0s rendszdmndl. (Két skalar
szorzatdra vonatkozé analdg tétel ennek specidlis esete, ha skalart elsorendii
matrixnak, O-tol kiilonboz6 szam rangijat 1-nek, O rangjat O-nak vessziik.)

Bizonyitds: Legyenek A és B n-edrendﬁek g(A) =7r,0(B)=s és

AB=0. A minimdlis diadikus A == Z u; vy, B= Z W2 eloalhtasok alkal-

vi zi viwi...vViw, |zt
[wlwq] == [u;...ur] = ().
vy Z; viwi...viws ||z}

Minthogy az elsé és utols6 tényezdé maximalis rangtiak, azért az elébbi VII.

mazasaval

AB:: [ur...u]

. tétel szerint kell, hogy a kozépsé tényezé O legyen. Eszerint az x; és y; val-

tozokra nézve identikusan

Vixi- - Fvrx,) Wiy - -+ wys) =0.
Ha most feltessziik, hogy r-s>n, akkor a VI. tétel szerint a

ViXi- Ve X =W We s

homogén, linearis egyenletnek van nem-trividlis megolddsa, melyben legalabb
egyik x; -+ 0 é€s egyik y;,==0 (ellenkezd esetben a v; ill. w; vektorok nem
lennének linedrisan fiiggetlenek). Ez a megoldds egy olyan vektort hatiroz
meg, mely nem O és kielégiti a

(lel +..-+ v,.x,v)* (Vlfx +--. +for) =0
egyenletet, ami ellenmondas. Ezzel tételiink be van bizonyitva.

6. §. Gyakran célszerli a fenti elddllitisban szerepld diddok tényezoéit
bizonyos mddon normirozni. llyen esetekben a diadikus el6allitds alakja kbvet—
kezOképpen modosul:

VIII. Té tel: r-edrangii matrix elddllithato, mint r szdmu normirozott
diddnak linedris formdja:

A= iwmvi-+buve+ - -Fiu v, (10)-
ahol ‘a 41,4z, . .., 4 skaldr egyiitthatok a normirozas modjatol fiiggnek.. -

Valamely matrix diddikus elballitdsaval kapcsolatban mar most a matrix-

elmélet egyik alapvetd problémaja a kovetkezd alakban vethetd fel: Létezik-e
adott matrixnak olyan (10) alaka elGallitisa, melynél az w,,a,, ..., w. és
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vi, V3, ..., v, vektorok biortogonalis rendszert alkotnak, melynél tehat teljesiil-
nek a :

ll;v;r:dm (k,IZ' 1,2,...,]‘) (11)
relaciok. ‘

A feltett kérdésre fokozatosan, az elmélet tovabbi kiépitése soran fogunk
végleges valaszt nyerni, azonban mar e helyen megallapithatjuk, hogy a (11)
feltevésnek elegettevd (10) alaku, tehat biortogonalis diddokkal valo eldallitas
létezése esetén milyen jelent0séggel birnak az abban szerepl6 4, skalar-ténye-
z0k €s az wy, vi vektortényezOk.

Az

A :kZ:lkllsz y W vy = O
relaciokbol ugyanis azonnal kovetkezik a _
Auktlkuk és V;A"——AA.LV;: (k=112y' . ')r) (12)
egyenletek fennallisa. E szerint az w,, ill. vi vektorok az A matrixnak jobb-

ill. baloldali sajdtvektorai és a A, skalar a megfeleld sajdtérték. Ezzel a meg-
allapitdssal tehat a kovetkezo tételt nyertiik:

IX. Tétel: Ha egy quadratikus matrix elé van dllitva, mint biortogo-
ndlis diddok linedris formdja, akkor a diddok vektortényezdi a matrixnak jobb-
és baloldali sajdtvektorai, a diddok skaldr egyiitthatoi pedig a matrix sajdt-
értékei.

7.8§. A (10) alaku és a (11) feitételeket kielégitd elballitas lehetOségét
€loszor bizonyos specidlis struktdrajii matrixok, az 1. n. projektor-matrixok
esetében fogjuk megvizsgalni.

Projektor-matrixnak (v. idempotens matrixnak) neveziink mmden olyan
quadratikus P matrixot, mely a

P:=P (13)

egyenletnek eleget tesz. Ezen projektor-matrixokra nézve ki fogjuk mutatni,,

hogy a (10) (11) alakban val6 eldallitis nemcsak lehetséges, hanem egyediili
lehetéség 4, —4, = ... = 4, =1 skalar egyiitthatékkal.

X. Tétel: Ha egy r-edrangu P projektor-matrix elé van dllitva lined-
risan fiiggetlen diddok Osszegeként :

P—2uvi (10,)

alakban, akkor az itt szerepld w, vi vektorok a-projektor-matrixnak jobb- és
baloldali sajdtvektorai, melyek automatikusan biortogonalizdlva vannak, azaz
kielégitik a :

. uﬁvlzdk; . : (11)
reldcickat. '

29*
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Ez a tétel nyilvan azt az allitdst is magaban foglalja, hogy egy r-edrangt
projektor-matrixnak r szamu sajat értéke 1-gyel egyenl6 ™, mert (10,) és (11)-bét
rogton kovetkezik

Pllk:ll]; és V)l:].:'——‘=V;= (k: 1, 2, e I').

A tétel bizonyitdsdnal célszerli a diddikus elballitasnak (5) alakjat fel-
hasznalni. Ekkkor a P>—P =0 egyenlet a kovetkez6 alakban irhato :

[y u, ... 0] vi|[mua, ... 0] [vi]—[wu,... 0] [vi] =0,
v3 2 V5
A v v
azaz
Unlp ... Uir ] ([vi] o w,. .. ] PUVI2 .. Uln

Uarliz .. - lor ) ) v8 —E; j| 72 -V = [viw —du] V=0

* L) . e
Un1lng ..o Uy Vr Vit ¥r2 oo Upn

Az u; és a vi vektorok linearis fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy az Ués V
matrixok r-edranguak, tehat az 5. §. VII. tétel alapjan a fenti harom-tényezés .
szorzat kozéps® matrixtényezdje eltiinik, azaz

[V;: lll—()/d] == 0,
q.e.d.
A most kimutatott tételnek elméleti és gyakorlati jelentéséget ad az a
felismerés, hogy a projektor-matrixot nem is lehet masképpen diddok ossze-
gére bontani, mint gy, hogy a diadok vektor-tényezdi biortogonalisak.
Pl. a 429. oldalon bemutatott felbontasban szerepld

—26 —18 —27
P=| 21 15 21
12 8 13

" matrix projektor, mert kielégiti a P?=P egyenletet. Ennek megfeleléen az
ottani felbontasnal nyert

w=—91|, w,=| 1 |, vi=[3 2 13/4], v3==[1 0 9/4]
15/2' I—B/Z J
4 0
vektorok valdban biortogonalis rendszert alkotnak.
A projektor-matrixok definiciojabol kovetkezik tovabba, hogy annak
minden oszlop- ill. sor-vektora jobb- ill. baloldali sajat-vektor 4=.1 sajat-

érték mellett. Ha ugyanis a projektor oszlopvektorokkal kifejezett alakija:

P == [al as ... an]y

10 A tébbi n—r szamu sajatérték O-val egyenld és ezekhez az E—P diadikus fel-
bontasaban szerepld vektortényezok tartoznak, mint bal- és jobboldali sajatvektorok.
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I akkor P*= P-bdl kovetkezik
P.[a,a;... a)]-=[Pa,, Pa,, ... Pa]="[aa ... al
tehat
. Pa - a. (14.1)
Hasonloképpen bizonyithato _
a. P=al (14. 2)
8.§. A késdbbi alkalmazasokra valo tekintettel foglalkoznunk kell meég
hermitikus projektoroknak hermitikus diadok Gsszegére valo felbontdsaval. Egy
P projektor hermitikus, ha egyidejiileg kielégiti a P — P* és a P*—=P egyen-
leteket. Egy uv* didd pedig hermitikus, ha u=v.

Legyen P = [ay], ahol ay = au, ekkor P‘z:lZakyaw , tehat a f6-

diagonalis elemek osszege P-ben >, au és P-ben 2‘(21 alvavh) Ebbdl a
=1 y=

P — P? relacié folytin a
;ah-k = ey (; al'yaﬂ) %72 ’akrl2

egyenlet adodik, melybol P:kO esetén kovetkezik, hogy az au. fédiagondlis
elemek kozt van legaldbb egy pozitiv. Legyen ez pl. ay,, akkor a

an
L el I [anas ... ai]
my = 7= - y W1 =— T =— 1142 . 1n
V(Iu : V
Ay
jelolésekkel-az u, u} diad hermitikus, tovabba P—w;ul szintén hermitikus
by
projektor, mert uiw; =- ‘((I;”gﬂ =1 és igy a fenti (14) relacidk folytan
1

(P—u1 ﬁ;)z = P"’—Pu1 uT—ul I_ITP—I—lll I_IT u ul = P—lh ﬁ:
E szerint o(P) > 1 esetén az A—mw,u; projektorbdl a fenti eljarassal
egy tovabbi w,u; hermitikus diad valaszthato le. Ha o(P) = r, akkor r szdmu

lépés utdn ilymédon a O projektorhoz jutunk, tehat ~
X1. Tétel: Barmely hermitikus projektor eldallithato
P:ulﬁ:_!_uqﬁ;—*‘ +u1—* (15)

alakban és az itt szerepld vektorok kielégitik az uku,=dk, relaciokat, azaz
uniter-ortogondlis rendszert alkotnak.

Val6s hermitikus, azaz valoés szimmetrikus projektor esetén nyilvan
u; = uy, tehat egy r-edrangu valdés szimmetrikus projektor r szamt ortogo-
nalis, normalt didd Osszegére bonthaté a kovetkezd alakban:

P=uwuw+twu+...4uwu,

w; W = 0y.

ahol
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11l. Fejezet

Karakterisztikus polinom. Minimdl polinom.
Karakterisztikus-matrix rangcsikkenése

1. §. A projektor-matrixok tulajdonsdgainak levezetése (ll.fej. 7. §) kiza~
rolag azon a tényen alapul, hogy barmely P projektor kielégiti a P*—P - O
egyenletet. Kozelfekvd ezekutin a kovetkezd kérdés: Kielégit-e egy tetszo-
leges A matrix valamely ‘

A"+, A" cusAd+cuE -0

alaku algebrai egyenletet? Erre a kérdésre ad valaszt a Hamilton—Cayley-tol
szarmazo

XIL. Tétel: Bdrmely n-edrendii quadratikus A matrix kielégiti a hozzd-
tartozo '

DA = |Ei—A|=2"—D a4+ > >

i

!
a; a;

AP A -0 (1)
a4 a; -+ (H

karakterisztikus egyenletet, azaz D(A)=:0.
A matrix-algebra ezen kozépponti tételének a bizonyitdsa legegyszeriib-
ben arra a tényre alapithato, hogy az EA—A : - 0 matrix-egyenlet a 4 - A

helyettesitéssel trividlis modon kielégithets. Ugyanis [I. Fej. 20] szerint A-ban
identikusan’

(EAi—A)adj.(EA—A)=adj. (EA—A)- (EA—A) > E|EA—A|-=ED().

Ez a 4 skalarra vonatkoz6 azonossag altalaban nem marad érvényben,
ha Z helyébe egy tetszbleges matrixot helyettesitiink, mert az azonossag leve-
zetésében A-nak barmely tényezdvel valo felcserélhetdsége implicite fel volt
tételezve. Azonban EA— A és adj. (K4A—A) felcserélhetdsége kovetkeztében
nyilvan A az adj.(EA—A) -AA" '+ A2 4---4 A, polinom minden
egyes matrix-egyiitthatojaval felcserélhetd, ezért a (2) azonossag a 2 - A
helyettesitésnél érvényben marad és igy adodik

E.D(A)- (EA—A)adj.(EA—A) -0,

tehat K 5=0 kovetkeztében D(A)- -0, q. e. d.

2. §. Miként (1)-bol lathato a |EA—A|— 0O Kkarakterisztikus egyenlet
fokszama megegyezik az A matrix rendszamdval, 4* egyiitthatoja pedig
(.. (16)) az |A| determinans n— k-adrendii féminorainak dsszegével egyenld.

Pl ha a P-:uv"-=[uw] didd tényezdi kielégitik az m*v- vu- -
- Zukvk - -1 relacidt, akkor a hozzatartozd karakterisztikus egyenlet:

]
A—uyv, —Ivy... —U 1,
n
— Uty A—Uyty... —Us¥n AN s amel
{El-PlE 2 272 zom Eln_l“ Zukl'/“zﬂ’—ﬁb i,,—:O'
........... T k=1
—Upty —Upty...h—lyty

(e(P) - 1, kovetkezésképpen P mdsod- és magasabbrendii minorai eltiinnek).
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Tehat a Cayley—Hamilton-tétel szerint P kielégiti a P*—P"'~ 0
egyenletet.

Masrészt konnyen felismerhetd, hogy P projektor, ugyanis a v'u=-1
feltétel figyelembevétele mellett P> — uv*uv' =uv' = P, tehdt P kielégiti a
projektorokat jellemz6 P*—P — O egyenletet, melynek fokszama n > 2 esetén
kisebb, mint a fent levezetett karakterisztikus egyenleté.

Ez a példa mutatja, hogy vannak matrixok, melyek a rendszamuknal
alacsonyabb fokd egyenletet is kielégitenek és ezzel a kovetkezd6 probléma
felvetésére vezet.

Meghatérozand6é adott A matrlxnak a ,minimal-egyenlet“-e (redukalt
karakterisztikus egyenlete), vagyis az a legalacsonyabb foku algebrai egyenlet,
melyet az A matrix kielégit.

A megoldas kiindulé pontja ez esetben is a

(EA—A).adj. (EA—A)=E.D(4) 2)
identitas.

Vizsgaljuk, lehet-e ezen identitids két oldalan all6 matrixokat 4-nak vala-
mely skaldr polinomjaval osztani. Miutdn egy matrixnak skalérral val6 osztasa
ekvivalens a matrix valamennyi elemének az osztdsaval, nyilvanvalo, hogy a
baloldali els6 tényezd: EA—A = [0ud—an] A-nak semilyen (valddi) poli-
nomjaval nem oszthatd, tehat oszthatosag szempontjabdl a baloldalon csupan
az adj. (EA—A) = [Du(2)] tényezd jon tekintetbe. Ezen matrix Dy (1) elemei
A-nak legfeljebb n—1-edfoku polinomjai, melyeknek esetleg van nem-konstans
legnagyobb kozos osztéjuk, jelsljiik ezt #(4)-val. A jobboldalon all6 D(4)
determinans linedris formdja a sajat n—1-edrendii minorainak, vagyis a
Dy (2) elemeknek, tehat nyilvdn oszthaté ezek legnagyobb kozos osztojaval:
#(2)-val. Minthogy tovdbba 6(2) ==0, *tehdt a (2) identitds mindkét oldalat
oszthatjuk 6(4)-val: :

adj.(EA—A) .. D@) __

. (EZ—A) 0] =K o) =

Ha most az igy nyert identitasban a fenti meggondoldsok alapjan 4 helyébe

az A matrixot helyettesitjiik, azt nyerjiik, hogy 4(A) = 0. Kimutathato, hogy

a A4(4) =0 egyenlet, melynek baloldala D(Z)-nak és a Dy (1) minorok leg-

nagyobb kozds osztdjanak hanyadosa, a legalacsonyabb fokii algebrai egyenlet,
melyet az A matrix kielégit."

3. §. A fokszam redukciodja, vagyis D(4) és 4(1) fokszamainak kiilonb-
ségére nézve felsd korlat allapithato meg a kovetkezd modon. Legyen D(2)
primtényezés alakja : ‘

D@A)=(A—2)"(A—4)*...A—4)"; e, ‘- }-- - Fa,=n (1)
Ekkor 6(4), mint D(4) osztbja sziikségképpen a kovetkezd alakkal bir
OA) = (A—LYP(A—A). . .(A—A)%; B < i

11 L. pl. C. C. Mac Duffee 1. c. % pp. 20—21.

EA(4). (3
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Kimutatjuk, hogy @, = «,—1. Ugyanis 6(4), mint a Diz(4) minorok legnagyobb
kozos osztoja, egyszersmind ezen minorok barmely homogén linedr formaja-
nak, igy a D'(A)= Z Dw(2) derivalt polinomnak is osztdja, kovetkezésképpen

a A—4; primtényez6t nem tartalmazhatja «.—1-nél magasabb hatvényon.
Ebbdl a megallapitasbdl eldszor is kovetkezik, hogy 4(4)== D(4), ha a
D(4) = O karakterisztikus polinom csupa egyszeres gyokkel bir.
Tovéabba, tobbszoros gyokok esetén a maximalis fokszamredukcié akkor
all be, ha (konstans faktort6l eltekintve)

O() = A—2)" " (A—2)"" .. (A—2) —(D@), D' (4).
Ebben az esetben

10 = DB i) =11,

tehat a 4(4) = O minimal-egyenlet 'a D(4)-=0 karakterisztikus egyenlet vala-
mennyi gyokét egyszeres multiplicitassal tartalmazza.

Mint latni fogjuk, azok a matrixok, melyeknek minimal-egyenlete csupa
egyszeres gyokkel bir, a matrixoknak egy fontos alosztdlyat alkotjik, mely az
alkalmazdsokban el6fordulé matrixoknak ttlnyomo tobbséget feldleli és ame-
lyeknek az elmélete elemi eszkozokkel felépithetd.

4., §. Ezekutan onként felmeriil a kérdés, vannak-e olyan matrixok,
melyeknek kiilsé struktiurdjabdl (vagyis a 6(4) legnagyobb kozos oszto direkt
kiszamitasa nélkiil) megallapithatd, hogy minimal-egyenletiik .csupa egyszeres
gyokkel bir.

Ki fogjuk mutatni, hogy egy hermitikus (és ennek specialis eseteként
egy valos szimmetrikus) matrix mindig ilyen tulajdonsagu.

A bizonyitashoz néhdny segédtételt bocsatunk eldre.

Valamely hermitikus matrix karakterisztikus egyenletének nincs fiszidn
képzetes gyike.

Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy egy hermitikus, tehdtaz A A* relaciot
kielégitd matrixnal |[Eiu— A|-=0, ahol u 0-t6] kiilonb6zd valos szam. Akkor
fennall a

|Eiu—A||Eix+A| - — E@4A- —|E4AA" - 0
egyenlet, illetve részletesen kiirva, a
Qr...Qu | Q... 4y
0- Mz”—i—ungzzauak: N S
ut e Qun | | @1« . Cun

egyenlet is, ami O-t6l kiilonb6z6 valds u esetén 11y11van ellenmondés. Ezzel
tételiink be van bizonyitva. :
Valamely hermitikus matrix karakterisztikus egyenletének 0Jsszes gyikei

valosak.
|
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Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy az A == A” hermitikus matrix karak-
terisztikus egyenletét kielégiti a 4 — » - ip (v == 0) komplex szim, azaz fennall
a |E(x+iu)—A| =0 egyenlet. Ekkor azonban nyilvin B= A—xE matrix
is hermitikus és erre nézve fennallna az |Ei«—B|=0 egyenlet, ami ellen-
mondasban van az el6bb bizonyitott tétellel, az |[EA—A|-—0 egyenletnek
tehat nincsenek komplex gyokei. Q. e. d.

XL Tétel: Ha A hermitikus, akkor |EA—A|=D(4) dsszes Du(4)
minorai oszthatok (D(4), D’ (4))-val.
Ismeretes, hogy™ .
. Dii(2), Dia(4)
. Dy.(), Du ()
eszerint

= D(4) D (4),
> Z D1 (4) Du(Z) = Z Dy (7)2 Du(2)— D(4) Z Z Du(l)
Azonban .aD;\-k(Z)——-D'(l), ZXDu(A)y=D"(A) és i valos értékei mellett
ki
Du(2) - Di(Z), tehat valds A-ra fennall a kovetkezd identitas :

Az elozbk szerint D(A) — ] [ (A— )™ obsszes O- helye1 valosak, ennél-

fogva a jobboldal és vele egyutt a baloldal is oszthaté a A—4; valds prim-
tényez0 2(w.— 1)-edik hatvanydval. Ez azonban csak tugy lehetséges, hogy a
baloldali négyzetosszeg minden tagja oszthaté (4— Ac)*@D-nel. Minthogy
pedig az oszthatésag k minden értékére fennall, tehat mindegyik Dj.(4) minor

oszthaté / 1 (A—4)'-gyel, azaz (D(R), D’'(1))-val és igy a fentiek figye-

lembevetelevel ki van mutatva, hogy a Dy:(4) minorok legnagyobb kozos
osztoja: 6(2) - (D(A), D'(4))-val. Ervenyes tehat a kovetkezd

XIV. Tétel: Hermitikus (valos szimmetrikus) matrix minimdi-egyenlete
csupa egyszeres, valds gyokkel bir.

12 L. pl. E. Pascal 1. c.® p. 61.
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IV. Fejezet

Matrix analitikus fiiggvénye és annak redukcioja minimdlis fokszdmi
matrix-polinomra. Matrix-fiiggvény kanonikus elddllitdsa
egyszeres gyokokkel biré minimdlegyenlet esetén

1.§. Legyen. f(2)== > c,z” a z skalarvaltozonak kozonséges hatvany-
»=l)

sora. Ha valamely n-edrendii A matrix behelyettesitésénél a
N
Sx(A)= 2 ¢, A"
=0
matrix minden eleme N — o mellett véges limeshez tart, akkor azt tondjuk,
hogy a _

f(A)-- 26 AT ‘ (M
matrix-hatvanysor konvergens €és az A matrixnak f(A) analitikus fiiggvényét
definiélja.

A (1) matrix-hatvanysor konvergencidjara nézve érvényes a

XV. Tétel: Ha az A matrix karakterisztikus gyokei az f(z) == e,z
hatvdnysor konvergencia-kirének belsejébe esnek, akkor a 2, ¢, A" matrix-
hatvdnysor konvergens és a minimdlpolinomnd! alacsonyabb fokszdmii matrix-
polinomra redukdlhato.

Legyen az A matrix minimalpolinomja
1@ =(z—L)"@—2)" - - (z—2); nntrt.. Frn=m=n  (2)

és képezziik az Sy(2) polinomnak a 4(z) osztéra vonatkozo (legfeljebb m—1-ed
fokt) Ry(2) maradékat, melyet a

Sy(2) = 4(2)- Qv (2)4-Rv(2) | &)
azonossag definial. Ebbol -1(A)=0-ra valé tekintettel kovetkezik
Sv(A) = Rx(A). 3.1

Az Ry(2) maradékpolinom-sorozat effektiv kiszamitdsa osztds utjan kivi-
hetetlennek mindsitend6 tigy formdlis, mint még inkdbb numerikus szdmitas
szempontjabol. Eppen ezért — nem csak ¢ helyen, de az egész matrix-redu-
kalasi elmélet szempontjabdl — alapvetd az a felismerés, hogy a Rx(2) osztasi
maradék explicite kifejezhetd a Hermite-f. interpoldcios polinomok segélyével.

(3) szerint ugyanis Sx(z)— Ry (2) oszthato A(2) == I1(z—4)"* -val, ennek
kovetkeztében

Ryv(A) = Sn(Ax), Ry (h)- = Sx(Aa), - . ., RV (A) =S¥ V(&) (k=1,2,...,5).(4)
Minthogy pedig Ry(z) fokszdma legfeliebb m—1 - X y,—1, tehat Ry(2) a
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D). szamut (4) feltétellel egyértelmiien meg van hatdrozva. Bevezetve a'®

" wk=12...,s8

HD W) =0udw p—0,1,...,—1 O
relaciokkal definialt, legfeljebb m—1-ed foku Hermite-f. H.(2) alappolino-
mokat, az Ry(2) osztasi maradéknak kovetkezd eldallitasdhoz jutunk:

 Rw(2)= Z {Sx(4) Hio(2)+ Siv() Hia (2) - ..~ SV (1) Hiyy1 (2)) -
Ebbdl (3,) figyelembe vételével

Sx(A)= 2{SN(/lk)H,0(A)+SN(,1L)HM(A)—|— A-SVE (@) Hi 1 (A)) (6)

Minthogy a jobboldalon all6 matrixok N-t6] fiiggetlenek, az N - co hatar--
atmenet nehézség nélkiil elvégezheto és pedig tekintettel arra, hogy feltevés
szerint A karakterisztikus gyokei: 4,,4,,..., gZ, o id konvergenaakdrenek
belsejébe esnek, \lrim Sx(A) = f(A), Jim S (%) ==f'(A),. .., tehat

f(A) - lim Sy(A)= 2, > U@ HioA) . . A @) Hiya ()} (D)

Ezzel kimutattuk, hogy az eldirt feltételek mellett az f(A) matrix-fiigg-
vény értelmezve van és kifejeztiik azt a Hi.(A) Hermite-f. matrix- polmomok
linedris forma]akent

2. §. Az f(A) matrix-fiiggvény fenti (7) kifejezése lényegesen egyszerii-
sodik és tovabbi redukcidora nytjt lehetdséget akkor, ha a 4(2) miniméalpolinom
csupa egyszeres gyokkel bir, azaz

A(2) == (z—A)(z—4h) ... (z—4) s=n 2. 1)
alaka. Ekkor ugyanis csupan a

Li(2) = O k,z=1,2,...,9) 5. 1)
relaciokkal definialt és a
J(Z)

A () (z—4x)
explicit formuldkkal eldallitott, legfeljebb s—1-ed foku Lagrange-f. alappoli-
nomok alkalmazasa vélik sziikségessé és a (7) el6dllitasnak jelen esetre val6
alkalmazdsaval a kovetkezd eredményre jutunk:

XVI. Tétel: Ha az A matrix minimdlegyenletének valainennyi ., 4,,..., &
gyoke egyszeres, ha tovdbbd az f(2)= > c,2" hatvdnysor konvergenciakire
ezeket a gyikoket a belsejében tartalmazza, akkor az f(A) matrix-fiiggvény
elédllithaté Lagrange-f. matrix-polindmok linedris formdjaként a kiovetkezd

alakban :
F(A)- - fA)Li(A)+FR) Lo (A) . . . 4=fAs) Ls(A). (3)
13 A Hermite f. alappolinomokra nézve 1 pl. Szasz Pal, A differencial és integral-
szamitas elemei. Budapest, 1951, II. kot. 22—29. old.

Ly (Z) = (5. 2)
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3. §. Allapitsuk meg az ebben az eléallitasban szerepld Li(A) matrixok
o(L:) rangszaméat. A Lagrange-polindmok kozt fennalld > Li(z)=1 identi-
tasbol kovetkezik

,.Zl L.(A) - E,
tehat Il. Fejezet IV. Tétel szerint

n=o(E)=0¢ (g Lk(A)) = gl o(Lu(A). ©
Masrészt (5,) szerint
(z— AL (2) = 4" ()1 4(2),
tehat
(A—4E)Li(A)=0.

Ha tovdbba (I. IIl. (1,)) D)= 1[ (A—4)“ akkor D'*'(i)~-0. De
k=1

D'“¥(2) egyenlé |AE—A| n—a,-ad rendii f6minorainak dsszegével, ezek tehat
nem tiinhetnek el mind a 4==4, helyen, vagyis ¢(AxE—A) = n—«;. Innen
Il Fejezet VII. Tétel felhasznalasaval kovetkezik, hogy

OO EPRD YIRIOED (10)

A (9) és (10) egyenldtlenségek azonban csak akkor allhatnak fenn egy-
idejiileg, ha o(L:(A)) = ;. Ezzel kimutattuk, hogy a (8) eléallitdsban szerepld
Li(A) Lagrange-f. matrix-polinom rangja egyenlé a 4; karakterisztikus gyok
multiplicitasaval :

o(Lx(A)) . .

4. §. Az Li(2) Lagrange-f. alappolinomok bizonyos oszthatosagi tulaj-
donsagokkal birnak, melyekb6l az f(A) matrix-fiiggvény tovabbi redukcidja
szempontjabol alapvetd kovetkeztetéseket fogunk levonni.

1. Li(2) (5) szerint eltlinik a 4,.., 41, Ax1...4s helyeken, és 1—L;(2)
eltinik a 4. helyen. Eszerint Li(2) (L:(2)—1) elttinik 4(z) valamennyi O-helyén,
tehat

Li(2) (L (2) —1) = Lr(2)' — Li(2) = 4(2)- Q(2)
alakban irhat6. Innen z== A helyettesitéssel
Li(AyY—Li(A)= 0 (1
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezo
XVII. Tételt: Haaz A matrix karakterisztikus egyenletének kiilonbozo

gyikei: 2,,2,,...,4, akkor az ezeken a helyeken interpoldlo Lagrange-f.
matrix-polinomok mindegyike projektor.
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Fentebb kimutattuk, hogy o(Lx(A))==«x. Ezt figyelembe véve, a (8) tétel
szerint L,(A) felbonthaté . szamu didd osszegére:
LI.(A) == llmv;:rf—llk;’vzz—f'- .. ‘l_ul.‘akvl*:ak- (12)
Minthogy azonban a most bizonyitott tétel szerint Li(A) projektor, azért a
Il. Fejezet X. Tétel értelmében L,(A) barmely (12) alakt felbontdsdban a diadok
automatikusan biortogonalizdlva vannak, azaz
u;:ivkj :dij (l,j: 1, 2, ey a,,-) (12')
Ennek kovetkeztében az wy; ill. vi; tényezok egyszersmind az L,(A) projektor
jobb- ill. baloldali sajat vektorai.
2. (5,)-b6l nyilvanvald, hogy k = /1 esetén Li(2)L.(2) eltiinik 4(z) vala-
mennyi O-helyén, tehat
Li(2)-Li()=4(2)-Q(2)  k=Fh
alakban irhat6. Innen z-— A helyettesitéssel
Li(A)Ln(A) = La(A)L(A) == 0. (13)
Eszerint, ha az ex-ad rendii Lr(A), ill. «.-ad rangi L,(A) matrixok dia-
dikus el6allitasai
L;,(A) = Uit Vzl —I— . .—{—ukuk V;;“k
és (14)
L]L(A) == 11111V;,1+. . .—{—uz,a,.v;,,ah,

Vil Vit
akkor ll.(A)Lh(A) = [um e ukak] g . ][ukl PR ll;,ahg’ - ={),
Vi, |° Vhay,
tehdt a 1I. Fejezet VII. tétel értelmében
. =12,...,a ,
Vi, =0 k:{:h jﬁl 2. ,a,,‘ (14)

Ezzel kimutattuk, hogy barmelyik L.(A) projektornak valamennyi bal
(jobb) oldali sajat vektora ortogondlis az Osszes tobbi Li(A) projektoroknak
valamennyi jobb (bal) oldali sajat vektorara.

5. 8. Az (12)) és (14') relaciok egyidejii figyelembevételébdl kozvetleniil
kovetkezik a .

(XVIID). Matrixfiiggvények kanonikus el6allitdsdanak
alaptetele Ha az A matrix karakterisztikus polinomja: |AE—A - - D(4) -

= I I A—2)", mmzmalpolmomja A() = ] [ (A—4), ha tovdbbd az f(z)-~

'—*4(’,,2’ hatvdnysor konvergenciakére a iq,i,,.. As O-helyeket a belsejében
tartalmazza, akkor a f(A) matrix-fiiggvény a kovetkezo kanonikus alapban
dllithato eld :

1A - SR~ S @i Fwaia) (5
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A(2)

___ ) 4 ‘) Vis k bi ili -
T e—7) és a u, vi; vektorok biortogondlis rendszert alkot

ahol Li(2)=

nak, azaz

kKl=1,2,...5
(15. 1)

u;lVlj::dkldij( i::1,2, o oo O
j=12,...&
, Az w ill. vi; vektoroknak A-nak Ai-hoz tartozo jobb- ill. baloldali
sajdt vektorai. '
Innen az f(z)==z esetben maganak az A matrixnak

A:glk(uklvzl—l—*"+ukakv;ak) (]6)

kanonikus felbgltésa‘ adodik.
Ha A=A, azaz A hermitikus, akkor a minimélpolinomnak csupa egy-
szeres O-helye van, tehat minden hermitikus matrix el6allithat6 a

Azglk(ukli—lzl_!'_"‘Ukakﬁltuk) (17
kanonikus alak_ban.
Ha A=A, és A=A®* azaz A valos, szimmetrikus, akkor kanonikus
-eloallitasa :

A=gzk(uk1u;,+.--+ukakuzak)‘ (18)

Ha ezt az eredményt a X3a;;x;x;—x*Ax quadratikus alakra alkalmaz-
zuk, nyerjiik annak ortogonalis transzformdacioval négyzetdsszegbe atvitt alakjat:

XAx—=x" 2 A(uruiit o i ule)x —
. (19)
= 2 A {(udix)* - (ude, X))

6. §. Ha az adott A matrix rendszama: n hatarozatlan, akkor az L.(A)
Lagrange-f. matrix-polinomok effektiv kiszamitasara gyakran a direkt behelyet-
tesitésnél elonyosebb a kovetkezd eljaras, mely az Li(A) és az adj. (AE—A)
matrixok kozti osszefiiggésen alakul. Ezen osszefiiggés levezetésének kiinduld
pontja a kbvetkezd

Lemma. Ha D(x)= [[(x—4) n-ed foka polinom, melynek nincsenek

k=1 :

tobbszoros O-helyei, akkor érvényes a kovetkezd identitas

,D(+:l;(})_ :;:D'(zk)Lk(x)Lk(y), (20)
ahol ) .
L) = D(x) (5.3)

D’ (&) (x—4) °
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Bizonyitas : —I—)—(j%:‘_—ﬁg& az y valtozénak n—1-ed fokii polinomja,
tehat y szerint a 4, 4,,... 4, helyeken interpolélva

/

r x—Yy 1x—— k
.. D(x) , . .
Ha itt P helyébe annak (5. 3)-bol adddo kifejezését helyettesitjiik, éppen
— Ak
a bizonyitand6 egyenldséget nyerjiik. .

7. §. Legyenek 4,4,...4, az A matrix egyszeres sajatértékei és helyet-
tesitjik az I. 4. §. befejezd6 megjegyzés alapjan a (20) identitdisban x helyébe
a AE matrixot és y helyébe az A matrixot. Ekkor a D(A)=0 ésa (IIL (2))
egyenletek kdvetkeztében

adj. AE—A) = l%D (’K ZD () Li() Li(A).

Ebbol 4 - 4, helyettesitéssel Lk(A) kovetkezo kifejezéséhez jutunk :

Li(A)— adj. (i E—A). (21)

D’(l)

(Ha A karakterisztikus polinémja: D(4) -~-11(iv—&k)“" és minimalpoli-
nomja: A(4)=-1II(A—24), akkor a fentiekhez hasonléan kimutathat6, hogy
Lx(A) és adj.(AE—A) kozt a kovetkezd Osszeftiggés all fenn:

L&) = Gy o (adi- QE— A 1)
8. §. A matrixok kanonikus el6allitisarol szold fenti alaptétel még a
kovetkezOképpen is fogalmazhato:
XIX. Tétel: Minden olyan A matrix, melynek minimdlpolinomja csupa

egyszeres O-hellyel bir, hasonlo a sajdtértékeibol alkotott diagondlis matrixhoz :
A~LAn e hiay . hstooibyayy A= heo= ... bio,=h; k=1,2,...,s
azaz, létezik olyan U matrix, melyre

A Uit diag oot en oo > U7

Bizonyitds : Az egyszeriibb irdsmdd kedvéért je\léljﬁk a fenti sorrendben
vett (multiplicitisuknak megfeleléen ismételt) sajat értéket 4, 4, ..., 4, -nel és
a hozzajuk tartozé jobb- és baloldali biortogonalizalt sajat vektorokat w,... w«,
ill. vi...vy-gal. Ekkor a (16) kanonikus elballitds igy irhat6 :

,0...0 [ v
A= D huvi- [wu,. .. ul O )’ O v (22)
k=1

00 4 || v
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Azonban az U= [u;, u,, ... u,) és V'=[ 7| matrixok az viw; - d
\E
v
biortogonalasi relaciok kovetkeztében egymasnak reciprokjai, azaz V*-—-U Y
tehat (22)-b6l kovetkezik
A=U<4 ... 45U

Hermitikus, A matrix mindig hasonlo egy diagonalis matrixhoz és a (17)
relacio ez esetben a

A=Ul,... DU
alakot olti. Valds, szimmetrikus matrix esetén (18) alapjan hasonlé meggon-
dolassal nyerjiik, hogy

A =U<4 ... 45U

V. Fejezet

Linedris, dllando egyiitthatos differencidlegyenlef-rendszerek megolddsa
a matrix-szdmitds felhaszndldsdval

1. §. Az x=e4 fiiggvény kielégiti az X= Ax differencidlegyenletet és
a t =0 helyen 1 értéket vesz fel. Kovetkezésképpen az
X=Ax
elsérendii homogén differencidlegyenletnek az
x(0)=x,
kezdb6feltételt kielégitd x(f;x,) megoldasat nyilvan a
x(t; x0)=e4'.x, . (1
formula szolgaltatja.

Az x—Ax=e' % (e='.x) azonossagbol pedig kovetkezik, hogy az

x—Ax=g(t)
elsdrendii inhomogén differencialegyenletnek az
x(0)=-0
kezdofeltételt kielégitdt megoldasat ‘a
$ .
x(t) = [eren g(v)de : )
0
formula adja. _
Az x=-cos(JA.t), ill. a x:i%i)— fiiggvények kielégitik a

¥ + Ax = 0 differencialegyenletet, tovabba a #=0 helyen a x(0) =1, x(0; = 0»
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v

" ill. a x(0) =0; x(0)=1 kezdofeltételeket. Kovetkezésképpen az
X+Ax=0
masodrendit homogén differencidlegyenletnek a -
x(0) = x,; x(0)=x,
kezdofeltételeket kielégitd x(¢; x,, X,) megoldasat nyilvan a

sin (VAt) 7

x(t; X0 Xo) - cos (VAt). x,~ i X 3)

formula szolgaltatja.
Direkt szamitdssal verifikdlhaté tovdbba, hogy a

X+Ax - g(t)
masodrend(i inhomogén differencidlegyenletnek az

, x(0) --0; x(0)--0 a
" kezdofeltételeket kielégitd megoldasat az
t
sin JA(t—
()= [ S g0y 0 @

0
formula adja.
(Ha az inhomogén differencidlegyenleteknél mds kezdéfeltételek vannak
eldirva, akkor azokat a homogén differencidlegyenlet megfeleld partikularis
megoldasanak szuperpondldsdval elégitjiik ki.)

2. §. A matrix-szamitdsnak az analdg differencidlegyenletrendszerek
megoldasara valo alkalmazdsa mdrmost lényegileg ugy jellemezhets, hogy a
fentebb idézett egyszerii megoldasi formuldk rendszerekre is érvényesek marad-
nak, ha az azokban szerepld skalarokat megfelely) matrixokkal helyettesitjiik.

Tekintsiik el6szor az X = Ax egyenletnek és ax x(0) = x, kezdeti fel-
tételeknek megfelod ’

X == an X1+ Xe+ - an X x1(0) = X0
Xz == @21 X1+ Az Xz -+ - - + Q2w Xu; X2(0) =X

Xp = QX1+ A2Xat A Xy Xo(0)=2Xy0

homogén differencidlegyenletrendszert és kezddfeltételt. Ezek a

Xy (t ) . X10
’ X (1) X20
x(t): : . y x(‘: -
xn(t) Xn0_|
vektorok és az [a;] == A matrix bevezetésével nyilvan az
x=:Ax; x(0)=x, L) (1)

matrix-egyenletekké foglalhatok Ossze.

30 Matematikai ¢és Fizikai Osztaly Kozleményei. L o.
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Kimutatjuk, hogy az (1) skalar-formulabol a megfelelo helyettesitésekkel
keletkez6 :
- X(f; xp) == eAl-x,
vektor kielégiti a (1,) differencidlegyenletet és az (1.) kezddfeltételt. Az A
matfrixnak itt szerepl6

eA‘:EJ.—At+:2]—!A?t2+---

fliggvénye ugyanis minden A matrixra és minden f-re konvergens hatvany-
sorral van definidlva. A ¢ szerint tagonkénti differencialdssal nyert sor:
d

WeM—A-l—A‘~'t+ AP = AeA,

tehat az eA* matrix kielégiti az (5) differencidlegyenletet (abban az értelemben,
hogy eAt oszlop-vektorai kielégitik az (5) rendszert és annak egy alaprend-
szerét alkotjak). Tovdbba a #==0 helyen eA’ nyilvan az egységmatrixba
megy at.

Innen azonban rogtén kovetkezik, hogy az eA'.x, vektor .mind az (1,)
differencidlegyenletet, mind az (1,) kezdofeltételt kielégiti. eAt.x, ugyanis eA’
oszlop-vektorainak, vagyis partikuldris megoldasoknak homogén linedr kom-
binicidja, tehat maga is megoldas. Tovabba tling (ert.x,) = Ex,=x,, tehat
a kezdofeltétel is ki van elégitve.

Az analég meggondolasokat a fentidézett tobbi egyenlettipusra is elve-

gezve, a kovetkezd eredményekhez jutunk:
Az x= Ax egyenletrendszernek az x(0) — x, kezdofeltételt kielégitd

megoldasa : '
x(t; X,) = eAt. x,. (1)
Az x—Ax = g(t) egyenletrendszernek az x(0) ==0 kezdofeltételt kielé-

gitd megoldasa:
t

x(t)= J e‘“‘“’)g('r) dr. (2)

Az x+Ax=0 egyenletrendszernek az x(O) =X, X(0)=x, ke7do—

feltételeket kielégité megoldasa:
x(f; Xo, i{o).——- cos (A ) x, +%—};—A~tl) Xo

Az X+ Ax=g(t) rendszernek az x(0)=0, x(0)=0 kezdbfeltétele-
ket kielégitd megolddsa:

x(t) = f-s‘—“% () dx. - @)

(3)

1]
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(Az A matrix négyzetgyokeinek itteni szereplése latszélagos, tekintettel
a cos és sin fiiggvények hatvanysorainak paritdsara.)

A gyakorlati alkalmazdsoknal e megoldasi formuldkban szerepld matrix-
fiiggvényeket a IV. (7) alatti redukalt, ill. a IV. (15) alatti kanonikus alakra
hozzuk. Redukci6é utin a (2°) (4’) megoldasi formuldk csupan skalar-fliggvé-
nyek integraljait tartalmazzik.

Ciklikus matrix kanonikus elgdliitdsa és annak alkalmazdsa
egy valdsziniiség-szdmitdsi problémdra

3. §. Egy n-edrendit A= [a;] matrixot akkor neveziink ciklikusnak, ha
annak elemei az indexek kiilonbségének modulo n periodikus fiiggvényei, azaz

Qij=Cj-i; C-p = Cp-k (i,j. k=0,1,2,..., n—])
alaktiak. Ezen definiciobol kovetkezik, hogy egy ciklikus matrix teljesen meg
van hatirozva elsd soranak elemei Altal. Erre vald tekintettel egy ciklikus
matrixot a_kovetkezOképpen fogunk jelolni:

.

Co €1Cyn..Cnol
Cn~] CO Cl vew C71—2
== C(Co, €15 Co5 +++) Cu-1) - (3)

A ciklikus matrixokra jellemzd a kovetkezd tulajdonsag: .

Bérmely n-edrendii C(co, ¢y, . . ., Co-1) ciklikus matrix kifejezhetd, mint az
Q=0C(,1,0,...,0) primitiv ciklikus matrixnak legfeljebb n— 1-edfoka poli-
nomja. Ugyanis nyilvan '

Cc, €1y o vy Ca0)=CE+¢,C(0,1,0,...,0)+---,¢..1C(0,0, ..., 1). (6)
Tovabba Q definiciojabol kovetkezik, hogy '

QO =0C@00,1,0,...,0

Q"'=C(0,0, . . ... 1
Q" =E,
tehat (6)-bol ‘
Clos --r Cu2) =CE+0,Q+ Q%+ 4+ Q™.
Ezzel feladatunk az Q=C(0, 1, 0, ..., 0) primitiv ciklikus matrix poli-
nomjanak kanonikus el6allitisara van visszavezetve. '
Q karakterisztikus polinomja:

2—10...0 "
N 02 —1...0 o n-1 2kai .
—100...4

30%
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E szerint (Q sajatértékei az n-edik egységgyokok, ezek mind kiilonboz6k
és igy D(4) Q-nak egyszersmind minimal polinomja. [V. (8) szerint tehat
Q tetszéleges @(Q) polinomjanak kanonikus elfallitisa a kovetkez6:

. n-1 2kni

P(Q) = ’2:,: 9’(0)k)Lk(d), op=e " :

itt

D(x) x"—1 o
L = B 1
= G oy w1 A ),
tehat

L{Q) = (BB QFatQi 4+t Q'Y
i
vagyis (7) figyelembevételével

Li(Q) :%{C(l,o,...,0)+‘u‘»kC(0, 1,0,...,0)+ -+ ' C(@G,0,..., 1)}

1 - ey V[ Vi ! 1[1 — an
=— C(}, ..., 0y )= — —m2 | [1 w;...ap ). (8)
n ., N\ wkl RS TIS n (.Uk
ot .1 wp!

Li(Q) tehat hermitikus didd és ennek felhasznaldsaval
-
n-1 Wy, _ n . ’ .
P(Q)—=— pr(wk) R T (e § ©)

n-1
Wy

Ha most ¢ az adott ciklikus matrixnak
Cos €1y -y Cam1) == GE+-, Q4461 Q" ' == 9(Q)
alaku eldéllitasaban szereplé polinom, akkor (8)-bol kovetkezik, hogy
Valamely n-edrendii C(c,,c,, ..., cq-1) ciklikus matrix sajdtértékei :

2kni

A‘rk :cO+¢1wk+' . ‘+C11—l w;:—l, Wy == eT, (k e O, 1, seey Il—]). (10)
Sajdtvektorai :

i .
- 1w _l S TP
U == . sy Wy == —— 11(0')" )} 11
I A W[ A a o
i

uniter-ortogendlis rendszert alkotnak. azaz w;w, = 0y,.

Kanonikus elddllitdsa :
n-1

C(Cos Cry - -y Camt) = Zo(co-'rclwk+ Gt ) Wi (12)
FE=
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4. §. Az alabbi alkalmazdsra valo tekintettel foglalkozzunk a kovetkezo.

elsorendil differencidlegyenietrendszerrel :

dx, 5
X et Z C,,J xO+C]x1+. .- +c’,r~1xn -1
dt )
n-1 .
%zcﬁ_yxo" (Zc,)xl_{_...-}-c,,_zxn,x
1

n-1
dxﬂ_l- = C1x0+c;1x2 '+ T (Z CI'J Xn-1- '
dt -

Itt ¢, ¢, ... o1 nem-negativ , szamok, melyek nem mind tlinnek el
A t=0-ra elmrt kezddértékek tetszoleges &), &, ... E.—1 nem-negativ szdmok,

n—1

melyek a > & — 1 normirozast kielégitik.
0

Matrix-formaban

X, —3¢ ¢ ... &g % x,(0) &
d| x Crg —2Cy.-. Cyl2 X, X (0) & S
— . == . ) . 5 . = - ; E,,: 1,
dt| . ‘ T : : : 0
X1 Ci Cy _chy Xn-1_ xn—l(O) gn,—l_
azaz
-1
%= Cx; x(0)=§&; D& 1. (11) (12)
[i]

A C ciklikus matrix sajatértékei (10) szerint

n-1 2kvani n-1

Ay = ch(e ” ——1) = —22c, Si"‘
1 1

(k =0, 1, n—l)

E szerint ahhoz, hogy ZO == 0 kivételével valamennyi sajatérték negativ
valés résszel birjon, elegend6, hogy az alabbi feltételek valamelyike teljesiiljon

n-1

Valamennyi ¢, pozitiv, vagy Z ¢, >0 és n primszam. (Vagy altalano-

n-

3 A=A s (13)

sm

sabban: azon » indexek legnagyobb kozos osztéja, melyekre ¢, >0, relativ

prim n-hez.)
Ekkor a (11) differencidlegyenletnek a (12) kezdeti feltételt kielégitd
megoldasa ’
Lt 1 0o ..o
Ct 1 1 2 oM Ok 14
x(t:8) — i =9l +3e e (9
|1 wi—"’_

Ha az el0bbi feltételek valamelylke teljesiil, akkor N (Z) <0, k== 1 2,. 1,
tovabba (12) szerint [1,1, ... 1] §=1, tehat ‘
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-1 [1,1,...1]§' 1

. 111 ' 1] 1
fimx(tH =71 w| )
1 1

vagyis az x(f;§) vektor f—oo esettn a & kezdeti vektortdl fiiggetlen

[—1— ) 1 y eee —1—] vektorhoz konvergal.
Ln - n n.

5. §. A ciklikus matrixok kanonikus elballitisara vonatkozo fenti ered-
mények érdekes alkalmazdst nyerhetnek a valosziniiségszamitisban, mégpedig
mod n additiv és homogén Markov-folyamatok ergodicitdsanak vizsgalatanal.
Ezek a folyamatok a kovetkezd egyszerii modellel realizalhaték: Egy pont
végezzen ,bolyongas“-t az egységkor keriiletén, lehetséges helyzetei legyenek
egy az egységkorbe irt szabalyos n-szdg A,, A,,... A, cstcspontjai. Tegyiik
fel, hogy a ¢>0 id6pontban a pont az A; csticsban van, és ezen feltétel mel-
lett vizsgaljuk annak a valoszinfiségét, hogy a f--t idopontban (v =0) a
pont az A, csucsban legyen. Tegyiik fel, hogy ez a valdsziniiség nem fiigg
attol, hogy egy tetszoleges ¢, < ¢ id6pontban hol volt a pont (vagyis, hogy
a folyamat Markov-tipusii), tovabba, hogy ez a valdsziniiség nem fiigg -6l
(vagyis, hogy a folyamat id6ben homogén) végiil, hogy ez a valdsziniiség
t-n kiviil csak a k—j kiilonbség mod n vett maradékatol fiigg. (Vagyis, hogy
a folyamat mod n additiv.)

Ezen feltevések mellett a szébanforgd valc')szinuseget jelolhetjiik pi_;(£)-
vel, ahol definicié szerint p,(f)= ps(f), ha r=s (mod n).

A p, (i) fiiggvények értelmezésébdl kovetkezik, hogy

n-1

P = 0@ =0,1,...0—1) & 2ph=1, (15)
tovabba hogy P(f)-vel jelolve a [px;(2)] ciklikus matrixot,
P(t+0)=P()P(7) és P(0)=E (16) (17)

Ha még feltessziik, hogy léteznek a p;.(0) =c, denvaltak ¥ ésa [exj] cik-

likus matrixot C-vel jeldljiik, ugy (16)-bol:
P'()==P(t)-C==C-P(?) (18)
(P’ () 1étezését £ > 0-ra nem kell feltenni, ez kovetkezik P’(0) letezesebﬁl és

(16)-bol.)

A (15) feltevésekbol kovetkezik, hogy ¢, >0, ha v=12,...1—1 és

n-1t

c0=—-2 c,. Eszerint a probléma a fentebb targyalt differencidlegyenletrend-
1

szerre van visszavezetve és igy az el6bb nyert eredményiink értelmében (ha azon
v szamok legnagyobb koz0s oszt6ja, melyekre ¢, > 0, relativ prim n-hez), akkor

14 Elegendd a p.(f) fiiggvények folytonossigat a f==0 helyen feltételezni. L. pl.
J. L. Doob, Stochastic Processes. Wiley, 1953. Chap. VI
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hmp,,(t)— (r=0,1,...n—1). (19)

Tegyuk most fel, hogy a #==0 1ddpontban a pont w; valdsziniiséggel tartoz-

kodott az A; csucsban (Z W= 1), gy annak valdsziniiségét, hogy a £>0
1

idopontban a pont az Ax csicsban legyen, Wi(f)-vel jeldlve

" Wi(t) == é; w;Di-5(t)

és igy (19) szerint

nm Wi(t) == '~ (k=1,2,...n).

Tehdt tetszoleges kezdeti valoszmuseg eloszla’s melleft a pont t —oc-re
hatdrértékben egyforma valosziniiséggel lesz taldlhaté a szabdlyos n-szog bdr-
mely csiicsdban.

Ilyen modon a ciklikus matrix kanonikus el@allitisa segélyével kimu-
tattuk a vizsgalt Markov-folyamat ergodicitasat.*®

Szimmetrikus matrix kanonikus elddllitdsa és annak alkalmazdsu
egy mechanikai problémdra

6. §. Végesszamn szabadsagi fokkal biro, konzervativ mechanikai rend-

szernek stabilis egyensiilyi konfiguracié kis kornyezetében végbemend rezgésel

tudvalevoleg masodrendii linedris allandé egyiitthatés differencidlegyenletrend-
szer altal vannak meghatirozva, melynek megoldaséra a klasszikus mechanika
a valtozok szeparalasanak, mas néven normdl-koordinatik bevezetésének elvét
alkalmazza.

Az aldbbiakban egy egyszerii példan, a korpuszkuldris hur-modell tar-

gyalasa kapcsan meg fogjuk mutatni, hogy a rendszer megoldasat szolgiltato:

trigonometrikus matrix-fiiggvény kanonikus eldallitisa éppen a fenti elveknek
megfeleld megolddsi formara vezet.

Korpuszkularis hiir-modellnek nevezziitk rugalmas, tdémegtelen fonal egyes

pontjaihoz rogzitett tomegpontok rendszerét. Legyen a tOmegpontok szdma
n—1, mindegyikiiknek tomege: m==1, a szomszédosak tavolsaga I=1 és
a fonal rugalmas fesziiltsége: F=1.
Ha a k-dik tomegpontnak az egyensilyi helyzettdl szdmitott transzver-
zdlis elmezduldsa ¢ iddpontban x,(f), akkor — kis kilengések esetén — a
tomegpontok mozgéasat a
X A4 (—Xp-1 - 2X—Xp1) = 0
k-=1,2,...n—1)

1% A matrix-elméletnek fenti alkalmazasara Rényi Alfréd volt szives a figyelmemet
felhivni.

(20)
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differencidlegyenletrendszer és a végpontok rogzitettségét kifejezod
x==0; x, == (21)
keriileti feltétel hatdrozza meg.

A (20) differencidlegyenletek és a (21) keriileti feitételek osszefoglalha-
tok a kontinuans tipusi matrix-szal biro

X1 2 —1... Ol x

a | x -t 2... 0l x .

ar T ; ==0 il x+Ax==0
X1 O 0...—12 X1

vektor-differencidlegyenletté. ,

A tOmegpontoknak a t=0 pillanatban elfoglalt kezd6helyzetei x,4, X, - .- Xu-1,0
komponensekkel bir6 x0 vektorra, kezd0 sebességei az Xy, Xy, . .. Xa-1,0 KOM~
ponensekkel birdé x, vektorra foglalhatok ossze. A kezdeti feltételek tehat:

x(0) = x; x(0)=x,.

(3) szerint a (20) differencidlegyenletnek a kezdeti feltételeket kleleglto
megoldasa

SIH (VV: t) Xo . (3)

7. §. Ahhoz, hogy ebbdl az igen tomor megoldasi formulabol a nor-
;mélkoordinatdkban kifejezett megolddshoz jussunk, az itt szereplé wmatrix-
fliggvényeket kanonikus alakjukra kell hoznunk. IV. (15) szerint

n-1
At o
cos (JAt) = > cos (V- Lu(A); s‘"‘fVX’) 25‘“% D 1A, (22
= k
ahol 4,...4..1 az | A—AE | == 0 karakterisztikus egyenlet gyokei (melyek ez
esetben mind kiilonboz6knek fognak bizonyulni).
Az |[A—ZE| kontinuins O-helyeinek a kiszamitasanal célszerii a’

x(t; Xo, Xo) == COS (VAt)

L=4 sz? relacioval egy 0j # parametert bevezetni. Ezzel a jeloléssel

|2c050 —1...0

—1 2cosh...0 . ien
==smn(i (23)

N T A i
;A.ZEI—IA 4 sin 2El~ e
’ 0 0 ...2c088],.,

Tehat a D,y(2) = | A—AE|= 0 karakterisztikus egyenlet gytkei a 6 parameter

O =k7n értékeinek felelnek meg, azaz

. ., O s
Ay == 4 SIn® == =4 sind /in-' (k=12,...n—1). (23)

4

16 L. PL. E. Pascal, Die Determinanten. Leipzig. 1900. pp. 155—156.
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Miutan a gyokok mind egyszeresek, ezért a (22) eldallitisban szerepld,
Ly(A) matrixok mind elsdrangtiak, vagyis egyetlen diddra redukalodnak.

Az L.(A) matrixok effektiv kiszamitisahoz ezuttal célszeriibb azoknak
az adj. (A—ZE) matrix-szal valé IV. (21) kapcsolatat felhasznalni.

Jeloljiink egy k-adrendit |A—AZE]| tipust kontinudnst D;.(4)-val, tovabba
adj. (A-=AE)-nek az i-edik sorban és j-dik oszlopban all6 elemét Ag;(4)-val.

Ekkor konnyen beldthat, hogy i = j esetén

Aij(A) = (— 1) Di-s(4) Dn-1-5(4). (29

Ebbdl az algebrai komplementum (— 1)"7-nel valé szorzassal adodik, tehat
(23) figyelembevételével -

"sin {6 sin(n—j)6

A =G “sing > M I=J
¢s A—AE szimmetridja folytin
sin (n—10)# sin j6 C
A,:;(l); gin(i) sini) , ha =)
IV. (21) szerint: '
1
L (A)=— 5 (/1 D Gy 240 A—4E)= m[/‘ii()'k)l
(24) alapjan
P sin Ig;;—t sin K=z sin kiz sin kjnﬂ
g 7 = (—1) .
Ay(l) == A ,J(4sm ) T ka . kot == . km ka’
in - sin — sin —  sin —
n n n n
tovabba
D;,_l(lk)z‘ - d “an] 4Sin2—q— (——:—“1)" —-ﬁ' —,
.., 0 2 . Skt
dsin® - _ka 2 sin’~

tehat mindezek figyelembevételével

Ly(A) = wiui; ui= l/ %[sink—ﬂ, sin2k—n—n, ... sin Q—,Iz———)ir (25)

Konnyen verifikdlhato, hogy az igy megszerkesztett vektorrendszer ortogondlls
azaz kielégiti a wyu; == Jdjz relaciokat.

Az L,(A) matrixok ezen kifejezéseit, valamint 4. (23)-bol adédo értékeit
a trigonometrikus matrix-fiiggvények (22) képletébe, majd ezeket a (3) meg-
oldasi képletbe helyettesitve, a hur-modell differencidlegyenletrendszerének az

alabbi explicit megoldasat nyerjiik:
sin (2 sin I;i[tJ(

kax

n-1 :
x(%; X, Xo) =—§—;uku2 X, COS (2 sin /—{z—y;:t)+ Xo ,
2 si n-—- \
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vagy részletes skaldr irdasmodban :

_— ' sin(2 sin tn
xi(t);EZ'smk'_ (wix,) cos (2 smk )—#(ukxo)—-——-zi .
= ko
2 sin— 5
n'

Itt a kezdeti adatoktdl valo fiiggést az (ui-x,) és (ui-x,) skalar szor-
zatok juttatjak kifejezésre. Ez a tény -azzal fiigg Ossze, hogy az Xi=wui-x
skalarok a rendszer normalkoordinatéi, vagyis, hogy ezekkel kifejezve a tomeg-
pontrendszernek ugy a kinetikus, valamint a potencidlis energidja négyzet-
osszegre redukalodik.

Val6ban, a kinetikus energia:

S i iie i (Sui = 3ty 3 &
és a potencialis energia:

XAX =x" > (wedrut)x = > h(uix) = > 4 X2,
tehat a

Xp=wmpx = V—-

aj fliggd valtozdk bevezetésevel a (20) dxfferenciélegyenletrendszer szétesik
az egyes normalrezgéseket meghatirozo

X Xe==0  (k--1,2,...,n—1)
szeparalt differencidlegyenletekre.

2k;r . . (n— l)kycl

X, sm — + X, sin 4 o+ Xpeg SIN —
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