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Bevezetés 

A matematikai statisztikában egyre nagyobb jelentőségre tesz szert a 
rendezett minták elmélete. A rendezett minták elméletének jelentőségét az adja 
meg, hogy eredményei bármely (folytonos) eloszlású statisztikai sokaságra 
alkalmazhatók; módszerei tehát ú. 11. „nem-paraméteres" módszerek, amelyek-
nek alkalmazási köre sokkal tágabb, mint a „paraméteres" módszereké, amelyek 
csak bizonyos megadott típusú eloszlások esetében alkalmazhatók. A mód-
szer másik fő előnye a gyakorlati alkalmazások szempontjából, — különösen 
-a minőségellenőrzés matematikai statisztikai módszereit illetőleg — abban 
rejlik, hogy sokkal kevesebb számolást igényel, mint más ismert statisztikai 
módszerek. 

A század eleje óta többen, így K. Pearson [1], L. v. Bortkiewicz [2], 
E L. Dodd [3], L. H. C. Tippet [4] és M. Fréchet [5] foglalkoztak olyan részlet-
kérdésekkel, amelyek a rendezett minták elmélete körébe sorolhatók, azonban 
szovjet matematikusok, A. N. Kolmogorov [6], V. I. Glivenko [7], N. V. Szmirnov 
[8], В. V. Gnyegyenko [9] és tanítványaik voltak azok, akik, felismerve a 
problémakör nagy elméleti és gyakorlati jelentőségét, azt összefüggő elméletté 
fejlesztették. 

Különösen az elmúlt három évben számos cikk foglalkozott ezzel a 
problémakörrel ; ezek közül kiemeljük В. V. Gnyegyenko és V. S. Koroljuk 
[10], В. V. Gnyegyenko és E. L. Rvacseva [11], В. V. Gnyegyenko és V. S. 
Mihalevics [12], V. S. Mihalevics [13], / . D. Kvit [14], G. M. Mania [15] és 
/./. Gihman [16] munkáit. Eredményeik továbbfejlesztésébe számos más mate-
matikus is bekapcsolódott: kiemeljük ezek közül W. Feller [17], J. L. Doob 
[18], F. J. Massey [19], M. D. Donsker [20], T. W. Anderson és D. A. Dar-
ling [21] munkáit. A problémakör 1947-ig terjedőleg viszonylag teljes biblio-
gráfiája megtalálható S. 5. Wilks [30] tanulmányában, amely 90 dolgozat fel-
sorolását tartalmazza. 

Jelen dolgozat célja egy új módszer bemutatása, amelynek segítségével 
a rendezett minták elméletének ma már klasszikus eredményei meglepő egy-
szerűséggel nyerhetők és amely lehetővé teszi számos új tétel bebizonyítását 
is. A módszer lényege abban áll, hogy a rendezett mintákra vonatkozó 
problémákat független valószínűségi változók összegeinek vizsgálatára vezeti 
vissza. Az l . § tartalmazza a módszer ismertetését, a 2. § néhány ismert tétel 
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egyszerű bizonyítását az új módszer segítségével; a 3. § a módszerrel elér-
hető új eredmények megfogalmazását tartalmazza az empirikus és elméleti 
eloszlásfüggvény összehasonlítására vonatkozólag, amelyek A. N. Kolmogorov 
és N. V. Szmirnov alapvető eredményeihez csatlakoznak. Jelentse F„ (x) egy F(x) 
folytonos eloszlású statisztikai sokaságból vett n elemű minta (empirikus) elosz-
lásfüggvényét (vagyis Fn(x) az x-nél kisebb elemek relatív gyakoriságát jelenti a 
mintában); Kolmogorov meghatározta }fn(x)—F(x)\ felső határának, Szmirnov 

p ЛЛ p x) 
pedig a z ( F n ( x ) — F ( x ) ) felső határának határeloszlását; a 4.§-ban az -- ' . — - , 

г (X) 
ill F"(x)—F(x) 

i F(x) 
viszonylagos eltérések felső határának határeloszlását ha-

tározzuk meg. Ehhez módszerünkön kívül a 4. §-ban közölt segédtételekre 
van szükség, amelyek Erdős Pál és M. Kac [22] eredményeit általánosítják. Ezek 
a segédtételek önmagukban is érdekességgel bírnak. Az 5. § a 3. §-ban megfo-
galmazott eredmények bizonyítását, a 6. § pedig a tételeinkben szereplő határ-
eloszlásfüggvények numerikus kiszámítására vonatkozó megjegyzéseket és ezek 
kiszámítását szolgáló táblázatokat tartalmaz. Az 1. §-ban ismertetett módszerre 
S. Malmquist [23] egy tételének elemzése útján jutottam ; az 1. § tartalmazza 
többek között Malmquist tételének egy új és egyszerű bizonyítását is. Egy 
másik egyszerű bizonyítást ugyanerre a tételre Hajós Györggyel együtt talál-
tunk és egy közös dolgozatunkban [24] közöljük. Mindezek a vizsgálatok az 
Alkalmazott Matematikai Intézet Valószínűségszámítási és Matematikai Statisz-
tikai Osztályainak közös szemináriumában folytatott megbeszélésekből indul-
tak ki. A dolgozatban foglalt eredmények egy részét előadtam 1952 szeptem-
berében Krakowban és Wroclawban, továbbá 1953 januárjában a berlini 
Humboldt-egyetem kongresszusán*, valamint 1953 szeptemberében Vársóban 
a VIII. Lengyel Matematikai Kongresszuson. Ez utóbbi alkalommal A. N. Kol-
mogorov akadémikus néhány igen értékes megjegyzést tett, melyekért ezúton 
mondok neki köszönetet. Az Intézet munkatársai közül köszönettel tartozom 
Lipták Tamásnak, aki néhány részletszámítás kidolgozásával, továbbá Palásti 
Ilonának és Várnai Péternének, akik a numerikus számítások elvégzésével 
vettek részt a dolgozat elkészítésében. 

/. §. Egy új módszer a rendezett minták elméletében 

Kiindulunk a következő speciális esetből: legyen adva egy exponenciális 
eloszlású Ç valószínűségi változó értékére vonatkozó n-elemű minta, vagyis n 
független megfigyelés eredménye, amelyeket jelöljenek Ç 2 , . . . , Ç„; másszóval 

• • - , L független és ugyanazon exponenciális eloszlásfüggvénnyel bíró 
valószínűségi változók (n 1, 2, 3 , . . . ) . Szükségünk lesz az exponenciális 

* Ez az előadás a kongresszus közleményeiben „Eine neue Methode in der Theorie 
der geordneten Stichproben" címen jelenik meg. 
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eloszlás következő jólismert tulajdonságára : ha С exponenciális eloszlású, úgy 
+ P ( Ç < x ) (1.1) 

(ha X > 0 és у ш 0)*. 
Ez a tulajdonság egyébként egyértelműen jellemzi az exponenciális elosz-

lást. Legyen ugyanis С eloszlásfüggvénye F(x), úgy 

tehát (1.1) ekvivalens a következő relációval: 
Ф ( х + у ) , Ф(х)Ф(у), (1 .2) 

ahol Ф(х) 1 — F ( x ) ; márpedig ismeretes, hogy a 0 Ф(х) ^ 1 feltételnek 
eleget tevő függvények közül а Ф(х) 0 és Ф ( х ) ^ 1 triviális esetektől 
eltekintve а Ф(х) = е ь ( Я > 0 ) függvényekre és csak ezekre áll fenn az (1.2) 
függvényegyenlet. 

Különösen szemléletessé válik (1. 1) jelentése, ha a С valószínűségi vál-
tozót mint egy véletlentől függő időtartamú esemény időtartamát interpretáljuk. 
Ezen interpretáció mellett az (1. 1) állítás úgy fogalmazható meg, hogy egy 
exponenciális eloszlású időtartamú esemény esetében, amely egy у időpontban 
még folyamatban van, az, hogy még meddig fog folyni, független y-tól, vagyis 
attól, hogy mióta folyik. 

Ha a . . . , számokat nagyság szerint elrendezzük és bevezetjük a 
G i - = & ( £ „ ( У ^ к ш п ) (1.3) 

jelölést, ahol az /?А(х,, x 9 , . . . , x„) /г-változós függvény az x,, x 2 , . . . , x„ számok 
közül a nagyság szerint Ar-adikat jelenti (k= 1 ,2 , . . . , n), tehát például C\ = min Ck 

1 g i s » 
és - max Çk, úgy а rendezett minta elemeinek elosz-

lása és együttes eloszlása igen egyszerűen meghatározható. Ebből a célból 
interpretáljuk a Ck változókat mint egymástól független események időtartamait; 
akkor Ç* annak az eseménynek az időtartamát jelenti, amelyik A:-adikként ér 
véget. 

Számítsuk ki mindenekelőtt a £í különbségek eloszlásait. Ha 

= У, úgy 
Р(Сш - S > x | S = y) = P(Ct+i >x + y]d = y) (1.4) 

és az (1.4) jobboldalán annak valószínűsége áll, hogy az у időpontban még 
folyamatban lévő n—к esemény közül egyik sem ér véget x + y időpontig; 
ennek értéke viszont (1.1) szerint 

\P(; > x)j" A e <" k)>" 
és igy CU\— 'Cl feltételes eloszlásfüggvénye Cl У feltétel mellett 

Р(Сш-& < x\5e = y) = 1 . (1.5) 

* P(A) az A esemény valószínűségét. P{A IB) az A eseménynek а В feltételre vonat-
kozó feltételes valószínűségét jelöli. 
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Mivel az (1.5) alatti eloszlás nem függ y-tól, (1.5) egyben megadja — t i 
feltétel nélküli eloszlásfüggvényét is; ugyanis a teljes valószínűség tétele szerint 

P(th-tl<x) - J P(&+i^-a<x\Çt=y)dGk(y)^\-e <«-*>»« (1.6) 
ó 

ahol Gk(y)-nal jelöltük ti eloszlásfüggvényét. Tehát a tl+\— £* különbségek 

maguk is exponenciális eloszlásúak ^ — - щ у várható értékkel és így a 

4 + 1 = (л—*)(££+,—Й) (Ar==0, 1 , 2 , . . . , л — 1) (1.7) 

változók mind у várható értékű exponenciális eloszlással rendelkeznek. ((1. 7)-

ben definíciószerűen £ 5 = 0 ) . 
Az elmondottakból az is következik, hogy а д и д 2 , . . . , dn változók ösz-

szességükben függetlenek. Ugyanis egyszerűen belátható, hogy a 

Р(?ш-tl < XI £ î = y i , Й - £ î = y 2 , . . . , Й - ==*.); ( * = 1, 2 , . . . , n - 1 ) (1. 8) 

valószínűség nem függ az yl, y2, ...,yk változóktól ; ez nyilvánvaló, hiszen a feltéte-
lek azt jelentik, hogy tl = у,, tl = у, -\-y2, . . . ,£* = уг + y2 -I b yk, vagyis meg-
adják, hogy a / = 0 időpontban egyidejűleg kezdődő л esemény közül elsőnek 
befejeződő к esemény mely időpontokban fejeződött be; a feltételek azt jelentik, 
hogy a t = yx-\-y2-\ by k időpontban még л — к esemény van folyamatban, 
és annak a valószínűsége, hogy ezek közül legalább egy véget ér /-j-x idő-
pont előtt, 1—gtn-*)*.^ jgy tehát az (1.8) baloldalán álló valószínűség 
1— e- (»-*')L.T_sze| egyenlő, vagyis nem függ az ylt y2,..., y„ változóktól és ez 
equivalens azzal, hogy a tl+i—tl változók és így a ők változók is (k = 1, 2, . . . , л) 
összességükben függetlenek. Ilyen módon tehát a tl- változók előállíthatók 

alakban független és egyforma eloszlású változókból képezett lineáris kifeje-
zések formájában. (1.9) úgy is kifejezhető, hogy a tl változók Markov-láncot 
(mégpedig ú. n. additív láncot) alkotnak. (1.9) segítségével ti eloszlása, ill. 
a t l változók közül tetszőleges számú változó együttes eloszlása explicit 
alakban meghatározható. 

Nézzük most meg, hogy az elmondottak hogyan alkalmazhatók általában 
rendezett minták vizsgálatára. Legyen £ egy tetszőleges, folytonos és mono-
ton növekvő* F{x) eloszlásfüggvénnyel rendelkező valószínűségi változó, legyen 
(£I,|2 , . . , £„) a £ változó értékére vonatkozó független megfigyelésekből álló л-elemű 
minta, vagyis legyenek £ I , £ 2 , . . . , £„ összességükben független és ugyanazon 

* Azon, hogy F{x) monoton növekvő, azt értjük, hogy szigorúan növekvő abban 
a legkisebb (a, b) intervallumban, melyre F(a) = 0 és F(b) = 1, ahol а —сю és b~-f-сю 
is lehet. 



A RENDEZETT MINTÁK ELMÉLETÉRŐL 471 

(folytonos) F(x) eloszlásfüggvénnyel rendelkező valószínűségi változók. Rendez-
zük el a 4 mintaelemeket nagyság szerint, vagyis képezzük а Ш = RK(4, g 2 , . . 4 ) 
új változókat (Ac= 1 , 2 , . . . , л). 

A rendstatisztika feladata a §£ változók vizsgálatában áll; ez azonban 
visszavezethető arra a speciális esetre, amikor a 4 változók exponenciális 
eloszlásúak (és így — az (1.9) képlet szerint — f ü g g e t l e n valószínűségi 
változók összegeinek vizsgálatára), mégpedig a következőképpen : legyen 

riU F ( 4 ) és 4 = l o g - ( / f = l , 2 , . . . , n), (1.10) 
'le-

jelentse rj F(tl) az rlu ij.2,..., i]n változók közül a nagyság szerinti hadika t , 
vagyis legyen = Rifrp, rl2, . . . , /,,,), továbbá legyen 

: , : - = i o g - . - — . (A-= i , 2 n). ( í . i i ) 
71(1+1 -U 

Mivel log — monoton csökkenő függvény, tehát 

4* - ВД, S», • • •, £»), (Ar 1, 2, . . . , /г) (1.12) 

vagyis Ç* a 4 , Ç2> •••»£» változók közül a nagyság szerinti Ar-adik. Mivel a 
4 változókról feltettük, hogy függetlenek, következik, hogy a 4 változók is 
függetlenek. 

Vizsgáljuk most meg a 4 változók eloszlását. Ha O g x g l , úgy 
y = F_1(x)-szel jelölve az x F(y) függvény inverz függvényét (amely — 
F(x) szigorúan monoton növekvő lévén - a O i x ^ l intervallumban egy-
értelműen definiálva van), nyerjük : 

P(4- < X) = P ( l o g ^ < x) P(4 > F \E ' ) ) = 1 ' ( 0 ) = 1 % 

ha O s x s 1, tehát a 4 , 4 , -••> 4 változók függetlenek és exponenciális el-
oszlással bírnak, mégpedig 1 várható értékkel. Ilyen módon maguk a 4* való-
színűségi változók előállíthatók 

§ = V V - «n - * I ) (K—\,2,...,N) ( 1 . 1 3 ) 

alakban, ahol d„ ö.2,..., ö„ független és ugyanazon 1— e~x exponenciális 
eloszlásfüggvénnyel bíró valószínűségi változók. Eredményünkből az is követ-
kezik, hogy az 

» 3,1+1—A 
• Г 1 . A- ( 1 . 1 4 ) 
Vk+i 

hányadosok függetlenek egymástól (itt definíciószerűen ij'+i " 1), tekintve, 
hogy a dj+i :k változók, mint láttuk, függetlenek. Egy másik következménye 
(1. 13)-nak, hogy a £,*, , • • •, 4 változók Markov-láncot alkotnak; ugyanis 
(1. 13) szerint 
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továbbá és (h-i függetlenek egymástól, tekintve, hogy 
[ (ó< 4 *» I . ** Vi 

Ç ; - M = F - ' U V n "" • 

Arra a tényre, hogy a çî változók 1 , 2 , . . . , rí), vagyis egy rendezett minta 
elemei, Markov-láncot alkotnak, először A. N. Kolmogorov mutatott rá 1933-ban 
[6b] dolgozatában. A jelen dolgozatban foglalt új módszer ebből az alapvető 
megállapításból indul ki ; ebben a tényben rejlő lehetőségek teljes kiak-
názása azonban csak azáltal vált lehetségessé, hogy а j* log . J — г transz-

r{$n+k-l) 
formáció segítségével a {ÍÍ} Markov-láncot additív lánccá alakítottuk át. 
Ezzel kapcsolatban érdekes megvizsgálni általában a következő kérdést: mely 
{§(} Markov-folyaniatok esetében adható meg egy Gt(x) függvénysereg úgy, 
hogy az változók additív Markov-folyamatot alkossanak. Ehhez 
szükséges, hogy a P(2,t < x|£, =y) = F(x, s, y, t) eloszlásfüggvény eleget tegyen a 

dFdFIdF d3F dF d'F \ d2F(d2F(dFY 02FídF^ 0-F I (f-F I (ôF v 
дХду 1 [dx?1 l ду j dx ду V ду дХ ду dx d x d f ) ' дхду\дх-\ду) ду1 1 ŐX 

differenciálegyenletnek. A kérdésre más alkalommal vissza kívánunk térni. 
Az цк változók nyilvánvalóan egyenletes eloszlásúak a (0, 1) interval-

lumban, hiszen ha 0 < x < 1, úgy 

P(rik< x) P(çk < F 1 (x)) = F(F~l(x)) =x (1.16) 

és így az r j Rk(rn , il2, . . . , r}n) változók nem mások, mint egy, a (0,1) inter-
vallumban egyenletes eloszlású sokaságból vett л-elemű minta nagyság sze-
rint elrendezett elemei. 

(1. 14)-böl következik, hogy 

» \k 

Í/JMI ! 

és mivel P(e • <•< x) — p(d 'H , i . , .< log—] = ? l o g . r _ x tej,át az[~-\vál-
X ) ' \rjl+l) 

tozók függetlenek és egyforma, mégpedig egyenletes eloszlásúak а (0, 1) inter-
vallumban. Ez 5. Malmquist tétele, melyet a bevezetésben említettünk; ennek 
a tételnek egy elemi bizonyítása a [24] dolgozatban található; a fent adott 
bizonyítás még egy fokkal egyszerűbb. 

2. §. A rendezett minták elméletének felépítése az új módszerrel 

Az elmondottak alapján a rendezett minták elemeinek határeloszlására 
vonatkozó eredményekhez igen egyszerűen lehet eljutni. Hogy erről képet 
adjunk, bebizonyítjuk a következő tételeket:* 

* Ebben a §-ban is az 1. § ban bevezetett jelöléseket használjuk. 
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1. l.t étel: На кш. 1 rögzített pozitív egész szám, úgy 
• x 

lim P(na < x) = J dt, (x > 0), 
о 

vagyis nijt határértékben £-adrendű /-eloszlással rendelkezik. 

Bizonyítás: Mint láttuk, 

A L 4- d k 

' k ~~ n "r n—1 + s л + 1 — k' 

ahol őj, ó 2 , . . . , ö„ független, exponenciális eloszlású valószínűségi változók, 

1 — e л (x =s 0) eloszlásfüggvénnyel; tehát - sűrűségfüggvénye 

(л + i—j)e-<»*-J>" ( x>0 ) 

és igy egyszerű számolással következik, hogy £t sűrűségfüggvénye 

gk(t) 
j 0 j 

tehát n'Çt sűrűségfüggvénye 

i ( / 1 ( n - i \ , - i f 
= = САг— IV 

Mivel 

limл (l —e ") t, 
n-v 00 

tehát nt,t sűrűségfüggvénye, ha n —*oo, konvergál a 

e ' 
(к—1)! 

függvényhez, vagyis egy Ar-adrendü / -e loszlás sűrűségfüggvényéhez. 
Az eredményt előre láthattuk volna a következő meggondolással : 

na - < 2 - 2 ) 

(2. I) 

.r 

fk 1 e-t * /: j\() 
azonban d,-f-d2-j sűrűségfüggvénye . a ^ } változó 

viszont sztochasztikusan 0-hoz konvergál, ha л —+<*>. 
A következő segédtételre van szükség, hogy ezt a meggondolást szabatos 

bizonyítássá építsük ki : 
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1. lemma : Legyen yn = an-\-ßn, ahol an és ßn valószínűségi változók, 
a„ eloszlásfüggvénye G„(x) továbbá* 

I i m M ( Ä ) = 0 és lim D(ßj) - 0. 
П -> CO 11 -> 00 

Tegyük fel, hogy a G„(x) eloszlásfüggvényeknek létezik a határértéke, vagyis 
fennáll, hogy 

lim G„(x) = G(x) 
ll-y 00 

a G(x) eloszlásfüggvény minden folytonossági helyén. Jelölje F„ (x) a y„ eloszlás-
függvényét; akkor 

lim F,fx) G(x). 
Il —>- CD , • 

• ' U:l- ! 'У'-" -

Bizonyítás: Feltehetjük az általánosság megszorítása nélkül, hogy 
D"(ß ) M(ßn) 0. Ekkor a Csebisev-egyenlőtlenség szerint P ( | Ä | > i ) < \ , 

S 
tehát tetszőleges s > 0 és ó > 0 számokhoz megadható olyan n„(s, ő) pozitív 
egész szám, hogy ha n > n0, úgy P( | ß„ | > t) < ő. De akkor 

Fn(x) = P(ya < xj'à P(cc„ < < - s ) ; (2. 3) 
ugyanis, ha an-\- ß„ < x, úgy vagy cen<x-\-s, vagy an^x-\-s, de ugyanakkor 
ßn < —F és így teljes valószínűség tételének alkalmazásával adódik (2. 3). 
Hasonlóképpen 

Fn(x) - P(yn < x ) Д P{an < x-8)-P(ßn > 8) ; (2 .4 ) 
ugyanis, ha ccn<x—8, akkor vagy a„ -\-ßn<x, vagy a„ + ßn Д x, de ugyan-
akkor ßn > F. Tehát 

Gn(x-8)-Ö^F,,(x)^Gll{x + 8) + ö. 
Elvégezve az N—határátmenetet és figyelembevéve, hogy F és Ő tetszőleges 
kicsinynek választhatók, következik, hogy 

G(x-0)slitn Fn(x) Д Um Fn(x) < G(x + 0), 
П-+ 00 «-*•» 

vagyis, hogy G(x) minden x folytonossági helyén 
lim F„(x) = G(x). 

n -> 00 
Ezzel az 1. lemmát bebizonyítottuk. 

Az 1.1. tétel ebből a lemmából azonnal következik, mivel 

M [ ± ( J - W ) у J - i é s D 2 [ y _ ( / - i M _ L y J b l L 
и l é л + 1 — j J Л л + 1 - 7 e S n + 1 — j ) Ú(n + \ - j ) f 

és így a lemma feltételei teljesülnek. 
Az 1.1. tétel segítségével egyszerűen meghatározhatjuk ff határeloszlását 

is ; ugyanis r/*f! k== e^* és így 

P (n (1 - / ,: , , ,) < x) P í SÍ з§ log -1 v J. 
V ' n / 

* itt és a továbbiakban Af (/ï)-val a ß valószínűségi változó várható értékét, ű( (í)-va! 
pedig a szórását jelöljük. 
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l o g ~-x I, 
1 — ~ 

Mivel lim 1 és a /-eloszlás folytonos, következik, hogy n(l —pl+i-ic) 
ll->-OJ X 

n 
• fk1e-l 

határértékben szintén Á-adrendű F-eloszlású, — j ^ y (t 0) sürűségfüggvény-

nyel. Mármost az pk valószínűségi változók egyenletes eloszlásúak a (0,1) 
intervallumban és függetlenek; az egyenletes eloszlás szimmetriája következ-
tében ugyanez áll fenn az (1 —/д) változókra is (к 1 , 2 , . . . , rí) és így 

rj ~ Rkirp, i}n) és 1 — ijï+i-fc = T?fc(l— íji, 1 — i/o, • • -, 1—4»') 

egyforma eloszlásúak. Ezért tehát fennáll a következő 

1.2. tét e l : Az nrj és /г(1 —rj+i-i) változók eloszlása, ha кщ. 1 rög-
fk-\e-t 

zitve van és n -*• konvergál a — . (f^O) sűrűségfüggvényü k-adrendü 
\k 1)! 

I -eloszláshoz. * 
Az 1.2. tétel segítségével meghatározhatjuk it és Ít+i-k határelosziásait 

is; ezek azonban — ellentétben az rj és Ç* változók határeloszlásaitól — 
függni fognak az Fyx) eloszlásfüggvénytől. (Lásd [8]-at.) 

Most bebizonyítjuk a következő 

1.3. tételt:** rj és r*lT\-k határértékben függetlenek, ha n --»-oo ugyan-
akkor pedig к és j rögzítve vannak, vagyis 

X У 

< - I - ' 1 < i h Í U - ^ U - 1 ) ! r ( u + u ) d u 

0 
Bizonyítás: Mindenekelőtt bebizonyítunk egy segédtételt: 

2. lemma: Legyen yn =- cc„ + ß„, ahol an és ß» valószínűségi változók, 
l i inM(Ä) = 0 és lim D(ß„) 0, továbbá legyen ő„ független an-töl. Ha Fn(x) 

П-ХХ) ' n -У X 
jelenti un eloszlásfüggvényét és G„(y) a ő„ eloszlásfüggvényét, továbbá a 
lim F„ (x) F(x)'és lim Gn(y) G(y) határeloszlások léteznek, akkor 

n -> X - il -y X 

lim P(y» < x, ân < y) F(x) G (y), 
n-y œ 

vagyis yn és ôn határértékben függetlenekké válnak egymástól. 

* Az »/* változók eloszlása véges n-re pontosan is kiszámítható és határátmenettel 
némi számolással így is bebizonyítható az 1.2. tétel (1. H. Cramér [25] 370—371). Ezt a 
tételt itt azért bizonyítottuk be mr dszerünkkel, hogy annak felhasználását először egy egy-
szerű eseten keresztül mutassuk meg. 

** Lásd H. Cramér [25) 371. Ezt az ismert tételt azért tárgyaljuk itt, mert módszerünk 
jobban megvilágítja a tételben kifejezésre jutó tény mélyebb hátterét, mint a tétel ismert 
bizonyítása. 
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Bizonyítás: Válasszuk (mint az 1. Iemma bizonyításánál) n értékét olyan 
nagyra, hogy ha n > n 0 , úgy P ( | | > f) < ó. — Az 1. lemma .bizonyításánál 
alkalmazott meggondoláshoz hasonlóan belátható, hogy ha n> n0, ahol n0 az 
s és (1 pozitív számok megválasztásától függ, úgy 

P(«„ <x—f, t)„. < y ) — 0 ^ P(y„ < X, ö„ <y)< P(«„ < x + f , ö„ < y) -f ö (2. 5) 

és mivel feltevésünk szerint a„ és /)'„ függetlenek, tehát 

,P(an <X±F, ôn < y) = F„(x±s)G„(y) 

és ugyanúgy, mint az 1. lemma bizonyításánál, nyerjük, hogy olyan x értékekre, 
amelyek F(x)-nek folytonossági helyei 

lim P(yn < x, ó„ < y) = F(x)G(y). 
tl -> ОС 

Ezzel a 2. lemmát bebizonyítottuk. 
Mármost 

, , V. <h Ó2 , Ö, , . ahol Ç* - 4 - 4 1 p - f — . es így n n — 1 R + l — / b J 

lim Af(Ç*) lim D(CJ) = 0. 
J'-. ОС Í1 -> оо 

* Ő- (J Mivel továbbá a ——.- -j 1 log n összeg független Ç* -tói és 
Ti J к 

lim n log —-1— y, továbbá már tudjuk, hogy 
1 

lim P(nl; < y) I j Z Z ^ e ' d t , 

tehát 

l i m p j ^ f ; ; ) ншР(е ; + 1 (2.6) 
0 

De az 1. lemma szerint 

l in iP ç:. , log-J-l И т Р к ф v i log-^-l (2.7) 
•a ->• cc V X ! n. y rf \ X ! 

és az 1. 2. tétel szerint 
X -

lirn p f a , - iog A ) lim P I i]t < A ) e j - p ^ d t . (2. 8) 
0 

A (2. 6), (2. 7) és (2.8) összefüggésekből az 1.3. tétel állítása következik. 
Az 1.3. tétel segítségével kiszámíthatjuk az íj* — »JÎ különbség határelosz-

lását is. Ennek azért van jelentősége, mert íj* — rjt nem más, mint az 
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('/i, Vi> • • • '/") minta terjedelme és egy minta terjedelmét fel lehet használni 
az eloszlás szórásának becslésére. Mivel nagy л-ге l-hez közeli valószínűséggel 
r*n közel van l-hez és r f , közel van 0-hoz, nyilván az л[1 — (tj* — v á l t o z ó t 
kell vizsgálnunk, rpivel nrj* és л(1— гД) az 1.3. tétel szerint határértékben 
függetlenek, összegük határeloszlása egyenlő határeloszlásaik kompozíciójával. 
Mivel mind nrq, mind pedig n{ 1 —тД) határeloszlásának sűrűségfüggvénye-e-*, ha 

X 

. x g O j í i j l — ( / Д — /Д)] határeloszlásának sűrűségfüggvénye \e (* ,j)e !*dy xe\ 
o 

ha x=gO, tehát / / [ ]—(r f—/Д)] határértékben 2-rendű Г-eloszlású valószínű-
ségi változó. 

Az r*k valószínűségi változók határeloszlásai segítségével a £* valószínűségi 
változók határeloszlásai meghatározhatók; ehhez azonban, mivel %l = F x(j]k), 
szükséges az F \x) inverz függvény ismerete. Mivel ez az inverz függvény 
az esetek többségében nem irható fel explicit alakban, ez bizonyos számítás-
technikai nehézségekkel jár. 

Eddig a rendezett minta elemeinek (ill. rf és transzforináltjainak) 
határeloszlását azon feltevés mellett vizsgáltuk, hogy а к sorszám (ill. у л + 1 —к) 
rögzítve van és ugyanakkor л—• ос; ezt a problémakört a minta „szélső elemei" 
vizsgálatának nevezik. Most áttérünk a £* (ill. r f , ill. £*) elemek határelosz-
lásának vizsgálatára azon feltevés mellett, hogy л-el együtt к is végtelenhez 
tart, mégpedig ügy, hogy | к — n q \ korlátos, ahol q állandó ( 0 < q < 1). A £*+i 
változóra, ahol к =[nq], ez teljesül; ezt a változót a minta q-quantilisének 
nevezik; speciálisan, ha n = 2 m - f - l , ú g y £*i+i a minta mediánja; nyilvánvaló, 
hogy a minta g-quantilise nem más, mint a minta empirikus eloszlásfüggvé-
nyének ç-quantilise és így a minta mediánja nem más, mint a minta empiri-
kus eloszlásfüggvényének mediánja; ennek megfelelően, ha л páros, n = 2m, 

H* 4-t* 
úgy a minta mediánjának a m m+l számot nevezzük. 

Be fogjuk bizonyítani a következő tételt,* amely tartalmazza azt az állí-
tást, hogy a minta ç-quantilisei határértékben normális eloszlásúak, feltéve, 
hogy az F(x) eloszlásfüggvény eleget tesz bizonyos egyszerű feltételeknek. 

1.4. tétel: A £u ..., £„ független valószínűségi változók közös 
F(x) eloszlásfüggvényének létezzék az f(x) = F'(x) sűrűségfüggvénye és tegyük 
fel, hogy az (a, b) intervallumban, (a < b), f(x) folytonos és pozitív; akkor, ha 

0 < F ( a ) < q < F ( b ) < 1,továbbá, ha |kn—nq| korlátos (tehát a fortiori lim — = q I, 
V n-> X П J 

úgy tl,, határértékben normális eloszlású Q - F ](q) körül, vagyis az F(x) 

Г к I 
* Az irodalomban ez a tétel a - Д - \ ~ 4 feltevés mellett szerepel; a \k„—nq\^A 

feltétel ennél kevesebbet kiván meg. 
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eloszlásfüggvény q-quantilise, mint középérték körül, mégpedig 
• ' X ' 

lim P l Q < - r \ = 1 Г 7 7 rit. 
77 —> GO 1 1 / g t l - q ) I 

/(Q) I » 
Bizonyítás: Először vizsgáljuk meg ç*+i k határeloszlás^: 

И+1 -k,, i' 

S <2'9) 

ahol a ôj változók függetlenek és exponenciális eloszlásúak, 1—e x ( x g O ) 
eloszlásfüggvénnyel, tehát M((f) Dfôf = 1 és 

CC J ОС' 

M(\ôj— i|*) = j | x — l j V >dx< \e-*dx+ \ x'e*dx^l. 
в (i Ö 

De akkor 
n+l—k„ . 

Л*» = Af (£«_* . ) = V - Л / 
j=i n i 1—J 

îl + l-fcn 
s „ 2 = d 2 g ; + 1 .„)== (2. io) 

es 

es így 

и+1-fcn à—V 
n + l—j 

n+l-k„ 

17 2 ' S (л + 1 - y ) 3 

(2.11) Л 1 Kn , 7 
S„ = F, 

tehát, ha л - * oc, úgy >0; ez azt jelenti, hogy a (2 .9) összegek soroza-
0 , [ • 

tára alkalmazható a központi határeloszlástétel Ljapunov-féle alakja és így 
X 

lim p f & H - f a - M » < x \ 1 Г - f d t ( 2 1 2 ) 

Mármost ismeretes, hogy 
1 

Z ^ r In m + C+J„, 
к=1 К 

ahol С az Euler-féle állandó, továbbá megadható olyan A > 0 állandó, hogy 

| 4 » | < — . Egyszerű számolással belátható továbbá, hogy ha Н ш / г ш 2, úgy 

я ' я « 1 1 1 1 , 1 " i я i 
y 1 < V 1 

ё * к2 - éh k(k-Ы к2 = é k(k—\) h — l H h H h(h — 1)' 
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es 

tehát 

H . я . 
V 1 

4-t vi vu. 
1 1 1 

S к2 ~mk{k-\-\) h H-f 1 И Я 1 Я ( Я + 1 ) 

Ennélfogva 

és 

у J_ _ 1 , J J f 
ék к2 h H h(h — \) 

, ahol 0 < # < 1 . 

Af„ log 

к„ n ' 

(2. 13) 

(2. 14) 

(2. 15) 

2A В 
ahol |_e»|.<— és | f T | < — , Л és В az л-től nem függő állandók; ennélfogva 

£*+l-fc„ — M„ 
T* 
Ьп+1-fen" 

ln 
kn 

In—Ar„ 
nk„ 

" 8P (2. 16) 

ahol K ' I ^ I V 

kn 

-j—, = r és IV>0 /г-től független állandó. De ha n -» <», ügy 
л H (Л — /f ,1 ) 

és így ?'„"—•>0 és ezért 

lim P 
ri -> ос 

/ . Л 
?п+1-кп— log — 

Kn 
n—k„ 

nkn 

<x 
}í 2 л: . 

e 2 dt. (2. 17) 

A rövidség kedvéért vezessük be а г/„ - = — jelölést, akkor tehát (2. 17) szerint 

lim P 
П-У ОС 

'£,+!-*„—log-j-
í/n 

1 — q„ 
nq„ 

<x 
Í2 

X 

f?T J 
га 

(2. 18) 

Mivel g*+i-fe„= log . , (2. 18)-ból következik, hogy 
к (4„) 

lim p f e „ > Т 1 / / ^ > ) = — L ^ f e ^űfA (2.19) 
«->00 |/2íT J 

- QO 

Viszont a differenciálszámítás középértéktétele értelmében 

F'\y)-F \x) = ( y - x ) ( ) , ahol x<z<y 
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és így 

ahole ' nqn <S-n< 1 ; azonban q„(e nqn — 1) = — x 

ahol lim pre = 0, tehát (2. 19)-böi következik, hogy 

r(l—qn)qr 
( 1 

lim P 
GO 

« u т Ф И 
I j 

dt. (2.20) 

Most szükségünk lesz a következő egyszerű lemmára: 

3. lemma: Ha q„ ^--а„ап-\-Ьп, ahol lim ű„ = o > 0 és lim bn = b, 
n -> 00 П -> 00 

továbbá Fn(x) jelöli aan-\-b eloszlásfüggvényét és G.fx) az ц„ eloszlásfügg-
vényét és létezik lim G,fx) G(x), akkor 

lim F„(x) G(x) 
•n a: 

G(x) minden folytonossági helyén. 
Bizonyítás : 

Р„(х) = Р ( я « „ ф 0 < х ) G„ 

és mivel n—•<» esetén lim | — х ф 
„a—ba n 

a J~x' 

a 

tehát 

lim Fn(x) —• lim G„(x) = G(x), 
n 00 11 X 

ami nem más, mint lemmánk állítása. 
Alkalmazva ezt a lemmát, legyen = — Q) 

1 a a 

]iqn(\—qn)(\ +o„) 
dF\x) 

akkor. , mivel j 
dFl(x) 

dx 

dX jr=g„»„ 

1 1 

és bn = fn(Q— F~\qn))an, 

m 
f{F\q)) f(Q) 

D 

, tehát lim a n = 
]fq(\-q) 

és mivel |q„—q \ = a h ° ' F> n-tői független állandó, tehát 

b„ =yh(Q—F !(?„))aK —0, 

ennélfogva lemmánk értelmében 

a - Q lim P 
n —V oo I í 

\ / (Q) 
amit bizonyítani akartunk. 

УФ - 9 ) 
< X 

/ 2 J e" 2 űff, (2.21) 
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Tételünk állítása úgy jellemezhető, hogy az л-elemű minta ç-quantilise 
nagy n esetében közelítőleg normális eloszlású Q, vagyis a sokaság ç-quan-

llyen módon a minta mediánja segítségével megadhatók azok a határok, 
amelyek közé l-hez tetszőlegesen közeli valószínűséggel az eloszlás mediánja 
esik. Speciálisan szimmetrikus eloszlás — pl. a normális eloszlás — eseté-
ben az eloszlás mediánja megegyezik a várható értékkel és így ezen az úton 
a várható értékre is következtethetünk. 

A rendezett minták elmélete igen jól felhasználható a tömeggyártás gyár-
tásközbeni statisztikai minőségellenőrzésénél,* ami a valószínűségszámitás 
egyik fontos alkalmazási területe. Tegyük fel, hogy egy automatagépen gyár-
tott gépalkatrész valamely méretének (amely példányról példányra bizonyos 
apró véletlen ingadozásokat mutat, tehát valószínűségi változónak tekinthető) 
eloszlásfüggvénye, normális gyártási körülmények között, a (folytonos) F(x) 
függvény; a gyártási folyamat ellenőrzése céljából bizonyos időközönként egy 
л-elemü — pl. 5-elemü — mintát veszünk. 

A minta elemeinek vizsgált méretét lemérjük és a kapott eredménye-
ket az ú. n. kontrollkártyára a mintavétel időpontjának megfelelő abszcisszán 
át húzott függőleges egyenesre felmérjük és egy ponttal jelöljük; a felmérés 
következtében a minta elemei maguktól nagyság szerint rendeződnek el. Annak 
megállapítása céljából, hogy a gyártási folyamatban nem lépett-e fel valami-
lyen rendellenesség (az automatagép beállításának eltolódása, a megmunká-
lást végző gép valamely részének kopása, stb.) a kontrollkártyára 5, párhuza-
mos egyenesek által alkotott sávot rajzolunk fel, amelyek rendre megadják 
azokat a határokat, amelyek közé az 5-elemű minta nagyság szerint legkisebb, 
második, harmadik, negyedik, ill. legnagyobb elemének egy megadott való-
színűséggel — pl. 95%-valószínüséggel — esniük kell, normális gyártási kö-
rülmények között. Ezen határok meghatározása az elmondottak alapján igen 
egyszerűen történhetik, ugyanis ha Ц jelenti a minta nagyság szerinti Ar-ik 
elemét (Ar = 1, 2, 3, 4, 5), úgy a 

változók eloszlását, ill. együttes eloszlását, mint láttuk, pontosan ki tudjuk 
számítani. 

Ennek a módszernek a gyakorlati alkalmazásával a minőségellenőrzésnél 
a Magyar Tudományos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Mate-

* Lásd erre vonatkozólagL. /. Braginszki[26] munkáját; Braginszki számításai sza-
batossá tehetők a rendezett minták elméletének felhasználásával ; a gyakorlati alkalmazá-
soknál célszerű a kontrollkárt/ákat a szabatos számítások alapján elkészíteni. 

szórással. 

32 Matematikai és Fizikai Osztály Közleményei. 111. о. 
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matikai Statisztikai Osztálya foglalkozik, a módszer felhasználásához szüksé-
ges táblázatok elkészítése is folyamatban van. 

Nem folytatjuk itt a módszerrel nyerhető tételek bemutatását, csak 
összefoglalásul kiemeljük, hogy módszerünk lényege abban áll, hogy segítsé-
gével mindezeket a tételeket az (1.9) képlet segítségével a valószínűségszá-
mítás legfejlettebb fejezetének, a független valószínűségi változók összegei határ-
eloszláselméletének ismert tételeiből vezethetjük le. 

3. §. Az elméleti és empirikus eloszlásfüggvény összehasonlítására vonatkozó 
új tételek megfogalmazása 

Az eddigi elmondottakkal csak azt mutattuk meg, hogyan lehet mód-
szerünkkel a rendstatisztika bizonyos jólismert klasszikus eredményeit egysé-
ges új eljárással egyszerűen bebizonyítani. Most rátérünk arra, hogy milyen 
új eredmények nyerhetők ugyanezzel a módszerrel. 

A. N. Kolmogorov [6b] egy alapvető tételt bizonyított be, amely krité-
riumot szolgáltat arra vonatkozólag, hogy egy minta származhat-e egy meg-
adott eloszlású statisztikai sokaságból, vagyis megmutatja, hogy hogyan lehet a 
minta elemeinek eloszlásából a teljes sokaság ismeretlen eloszlására követ-
keztetni. Legyen 

F„(x)= 0, ha 

G , ( x ) = ^ , ha (k = 0, \ , 2,..., n — 1) ( з л ) 

és ^ 
Fn(x) = 1, ha x >£,*,, 

vagyis jelölje F„(x) a minta empirikus eloszlásfüggvényét, másszóval a minta 
x-nél kisebb elemeinek relatív gyakoriságát. Kolmogorov tétele a következő-
képpen szól : 

+ OC 
I 2 ^ (— \ f e ' ^ \ ha y > 0 lim P{][n sup \F„ (x) - F(x) I < y) = 

1/ ->. 00 - GO < X •<+ X { 0 ha y ^ O . ^ 

Kolmogorov tétele tehát az empirikus és elméleti eloszlásfüggvények abszolút 
eltérése felső határának határeloszlását adja meg, amely határeloszlás nem 
függ az F(x) eloszlásfüggvénytől, amelyről a tétel érvényességéhez csak azt kell 
feltenni, hogy folytonos. Kolmogorov tétele az ^„(x)—G(x)J eltérést ugyanolyan 
súllyal veszi figyelembe, akármekkora is F(x) értéke ; ezáltal pl. az 
|F„(x) — G(x)| 0,01 eltérés ugyanolyan súllyal esik latba olyan x helyen, 
ahol F(x) 0,5, vagyis ahol ez az eltérés 2%, mint egy olyan x pontban, 
ahol F(x) ^0,01, vagyis ahol az eltérés 100%-ot tesz ki. Ezen úgy segít-

I p /уЛ F(x) I 
hetünk, hogy \F,,(x) — G(x)| helyett az 1 "v ' ^ л hányadost, vagyis F,,(x) 
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viszonylagos hibáját tekintjük, ilyen módon természetesen merül fel a gondolat, 
hogy megvizsgáljuk az empirikus és elméleti eloszlásfüggvények közti viszony-
lagos eltérés abszolút értéke felső határának, vagyis ^ ^ 

rának határeloszlását. 
Kolmogorov tételéhez hasonló tételt bizonyított be N. V. Szmirnov az 

empirikus és elméleti eloszlásfüggvények egyoldalú eltérésére vonatkozólag. 
Szmirnov tétele a következőképpen szól : 

lim P ( f h sup (Fn(x)—F(x))<y) 1 - е ( у Ш 0) (3.3) 
IIQO - 00 •< X < + X 

Ennél a tételnél is felmerült a viszonylagos eltérés vizsgálatának szükségessége. 
Ezeket a problémákat sikerült a fent vázolt módszer segítségével meg-

oldani. A probléma megoldása során egy természetes korlátozást kell beve-
zetnünk : mivel F(x) tetszőleges kis értékeket is felvesz, nem célszerű 
Fn(x)-F(x) 

F(x) 
-пек az egész — °o < x < + oo intervallumra, hanem csak valamely 

xa é X < + oo intervallumra vonatkozó felső határát vizsgálni, ahol x„ az 
F(Xo) а > 0 feltétellel definiált abszcissza; а értéke azonban tetszőleges kicsiny 
pozitív szám lehet. Az 5. §-ban a következő eredményeket fogjuk bebizonyítani : 

3.1. tétel: 

lim P 
n -> 00 

n sup 
« f i ' W L 1 

FJá-ПАЩ _ 
F(x) 

ш e - dt, ha у > 0 
(3.4) 

3.2. tétel: 
ha у ШкО. 

(2Л+1)глП1-о) 

lim P |/ п sup 
'FL —Я 00 ( » = Г ( 1 ) = 1 

Fn(x)-F(x) 

Megvizsgálhatjuk а 
j 

F(x) 

Fn(x)-F(x) 

< У 
•т S ; 2k-\-1 

ha y > 0 
(3.5) 

F{x) 

0, ha y g 0. 

változónak, ill. abszolút értékének azon 

xa = x = xf> intervallumbeli felső határának határeloszlását is, ahol F(x„)= а, 
F(xb) - b és 0 < а < b < 1 ; az erre vonatkozó tételek a következők : 

3.3. tétel : _ __ 

lim P ]/ n sup 
,(->- oo V f( — /'' (x) - b 

e s 

33* 

Fn(x)-F(x) \ 
F(x) j < У 

- OD 
( — OO < y < - f o o ) 

j e 2 dt du 

(3.6) 
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3.4. tétel: 

l i m P ]f n sup Fn(x)-F(x) 
F(x) j я д 

( - 1 у 
8y2a 

~2k +T~j -k, (3.7) 

ha у > 0, ahol Ek = 1 
V2 я: 

e 1 du-\-Qk 

es 
»1/5 

<2fc+1>f 

Qk 
2e -ó-ъ) r 

m y f ^ J 

(1-Ь)н2 

e 2b«2 sin и du. (3-8) 

Ezek a tételek kritériumokat szolgáltatnak annak a hipotézisnek az ellen-
őrzéséhez, hogy egy Í u is, . . . , | „ minta egy F(x) eloszlásfüggvényű sokaság-
ból származik. Ezeknek a kritériumoknak a jellegzetessége abban áll, hogy 
egy olyan sávot adnak meg F(x) körül, amelyben a hipotézis helyessége 
esetén az Fn(x) empirikus eloszlásfüggvényeknek bizonyos megadott valószí-
nűséggel haladnia kell, amely sávnak a szélessége minden x pontban F(x)-szel 
arányos (lásd az 1. ábrát). Ez a sáv azonban nem szimmetrikus. Ezen úgy 
segíthetünk, hogy a kritériumot kétszer alkalmazzuk, először a ( i , , i 2 , . . . , 

mintára és az F(x) eloszlásfüggvényre, azután a (— iu — in,...,—Í„) mintára 
és az 1— F(— x) = G(x) eloszlásfüggvényre. 

1. ábra 
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Mutassunk rá a 3.3. tétel egy igen meglepő következményére: Szmirnov 
(3. 3) tételéből következik, hogy 

lim P( sup (Fn(x) - F(x)) < O) = 0, (3. 9) 
n-> oo -ocx^atOfoo 

vagyis annak a valószínűsége, hogy az empirikus eloszlásfüggvény végig az 
elméleti eloszlásfüggvény alatt haladjon, O-hoz tart, ha л - к » . A3 .1 . tételből 
következik, hogy 

l i m P ( sup ( P „ ( x ) - P ( x ) ) < 0) 0, (3.10) 

vagyis ugyanez áll fenn akkor is, ha csak a (x„, + °o) intervallumot vizsgál-
juk; ezzel szemben a 3.3. tétel értelmében 

1/4(1-1») 
\l b-a 

l i m P ( sup (Fn(x) —F(x)) < O) 
П -> 00 Xa JEFx ф Xy 

J_ 
л I e 2 dt du > 0, (3.11a) 

vagyis határértékben is pozitív a valószínűsége annak, hogy azon a szaka-
szon, ahol F(x) értéke valamely a > 0 és b < 1 szám közé esik, az empi-
rikus eloszlásfüggvény végig az elméleti eloszlásfüggvény alatt haladjon, akár-
milyen kicsiny pozitív szám is a és akármilyen közel is van 6 az l-hez. Ezen 
eredménynek nyilvánvalóan jelentősége van a statisztikai gyakorlat szem-
pontjából is. 

Azt, hogy a (3.11a) baloldalán álló határérték pozitív, Gihman [16] is 
bebizonyította és azt az eredményt kapta, hogy 

lim P ( sup (F„ (x) — F(x) ) < O) -- arc sin 
л 

ö(1 b) 
6(1 - a ) 

(3.11b) 

Gihman közli továbbá, hogy — személyes közlése szerint — a (3.11b) 
eredményt már Gnyegyenko ismerte. A (3.11a) és (3.11b) jobboldalán álló 
kifejezések természetesen azonosak; ez a következő meggondolással látható 
be: (3.11a) jobboldala nem más, mint annak kétszeres valószínűsége, hogy 

az (x, y) síkon normális eloszlású és ^ e 2 sűrűségfüggvényű pont a 

0 < X < o c , 0 < y < x 

más, mint 
• г 

2 arc tg 

a(\-b) 
b-a 

szögtérbe essék; ez a valószínűség nem 

a(l-b) 
b—a 1 

2 л arc sin л 
aQ-b) 
6 ( 1 - 0 ) ' 

(3.12) 

1 - — (хЦ-tß) I 
Ugyanis az e 2 sürűségfüggvényü normális eloszlás körszimmetnaja 

folytán а ц nyílású szögtérnek megfelelő valószínűség ^ 9 
л 
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A 3.1 .—3.4 . tételeket az 5.§-ban fogjuk bebizonyítani. Előbb azonban 
a 4. §-ban néhány segédtételt bizonyítunk be, amelyek önmagukban is érde-
kességgel bírnak. 

4. §. Néhány új határeloszlástétel 

Legyen adva egy valószínűségi változók szériáiból álló sorozat : 

1 , 2, • • • , Sn, A'„ (П — 1 , 2 , . . . ) . 
Tegyük fel, hogy az összes §„, k valószínűségi változók várható értéke zérus 
és szórása véges, továbbá, hogy az ugyanazon szériához tartozó valószínűségi 
változók összességükben függetlenek és kielégítik a Lindeberg-féle feltételt ; más-
szóval bevezetve az Fn, * (x) = P(£„. * < x) jelölést és feltéve, hogy .W(S . , ) 

Y к 
= I xdF„,(x) = 0, továbbá bevezetve az S„, * = 2 7 » . * és 

An 
Bt=D2{Sn,Nn) = Z D2($„.k) (л = 1 , 2 , . . . ) 

fc=i 
jelöléseket, teljesül a. következő reláció: 

1 Nn г 
H m ^ Z x2 dF„,.k (x) = 0, ha « > 0 . (4 .1) 

»-> 00 tsn S J 
| .T|>££„ 

A fenti feltételeknek eleget tevő széria-sorozatokra vonatkozólag a következő 
három tételt fogjuk bebizonyítani: 

4. 1. tétel: 

~2 Г -— \e 2dt, ha x > 0 л: J (4. 2) lim Я( max S„, k < xB„) 
n-yoa 1 ,) 

0, ha x ^ O . 
4. 2. tétel: 

(2fc+l)3n-
i 4 у (—1)'T - h a 
< ^ r é o 2A-+1 ' h a X > 0 lim P ( max |5И,*| < xB. ) = <( JC S 2Ar+ 1 ' (4 .3) 

M->-oo 1 = fc ^ 
10, ha x ^ O . 

4. J. tétel: 
WmP(—yBn ^ min max S„, n < xBn) = 

l s t s j í , I S I S J , 
(2*+l)2 л3 

4 » e sin(2A:-h 
- g — ' h a * > 0 é s ' > 0 ; (4- 4) 

ha x < 0 vagy у < 0. 
Megjegyzés: Ha y x, úgy a 4 .3 . tétel a 4. 2. tételre redukálódik. A 

4. 2. tétel tehát speciális esete a 4. 3. tételnek. 

) л £ 
( о , 
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An 4.4. tétel: Ha A„ = D (S„tм„), ahol 1 ̂ Mn<Nn és lim^ = A (0^Я<1) 
«->00 Dn 

ugy 
lim P ( max |S„, k | < yB„) = 
n -> oo Mn <7c< iVn 

1 n k=0 2 ; t 

00 

И da + Qu , ha у > 0 ; (4. 5) 

ahol 
0, ha y ^ O 

Qk 

№+1)-
ir 

2le №  

\2Zty 

4*11» 
e sin и da. 

Megjegyzés: Ha Mn= 1 (és így 2 = 0), úgy a 4 .2 . tétel a 4 .4 . tételből 
speciális esetként adódik. 

Megjegyezzük, hogy arra a speciális esetre, amelyben az összes szóban-
forgó 7.-valószínűségi változók azonos eloszlásúak, a 4. 1. és 4. 2. tételek állítását 
Erdős Pál és M. Kac [22] bizonyították be.* A fenti általánosabb tételek 
bebizonyítása céljából az ő bizonyításukat annyiban módosítjuk, hogy az ott 
alkalmazott többdimenziós határeloszlástétel helyett közönséges (egydimenziós) 
határeloszlástételt alkalmazunk. Ez lehetővé teszi, hogy eredményeiket messze-
menően általánosítjuk. A 4 .1 .—4.4. tételeket az 5§-ban segédtételként 
használjuk a * 

sup 
oSÍJj): J Fn(x)-F(x) 

F(x) 
es sup Fn(x)—F( x)  

F(x) 

változók határeloszlásának meghatározására, ahol F„(x) a folytonos F(x) el-
oszlásfüggvényü l valószínűségi változóra vonatkozó n független megfigyelés 
eredményeinek empirikus eloszlásfüggvénye és О < а < 0 < 1 . Térjünk rá a 
4. 1. tételbizonyítására. Legyen 

P„(x) = P( max S„, к < xB„). 
1 SiSJT, 

Legyenek az íj.2, . . . , r\k, . . . valószínűségi változók független, 0 várható 
értékű és 1 szórású normális eloszlású változók és vezessük be a 

к 
Zvo 
V—1 

1 , 2 , . . . 

* Gondolatmenetüket M. D. Donsker fogalmazta meg általánosságban (1. [20b]). 
Lásd továbbá A. Wald dolgozatát, [27], amelyben egyforma eloszlású változók esetében, 
továbbá A. Wald [28] és K. L. Chung [29] munkáit, amelyekben korlátos harmadik momen-
tumú változók esetében vizsgálják az első л részletösszegek maximumának határeloszlását; 
utóbbi erre a speciális esetre maradéktag-becslést is ad. 

1 
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valószínűségi változókat. Először is azt bizonyítjuk be, hogy tetszőleges f > 0 
és pozitív egész к esetén 

lim P„(x) a P(max (4 , 4 , . . . , 4 ) <(*-"-«) Vk — ~ (4. 6) 
'n-f 00 f K 

és . 
Hm Pn(x) P (max (4, 4 , , - . . , 4 ) < x f k ) . (4.7) 
)í -y oc 

I 
Legyen ugyanis rríj ( j = 1, 2 , . . . , k) azon legkisebb pozitív egész szám, melyre 

y : 
2 
r = i /с, 

Nyilvánvaló, hogy 1 ш mx ^ m2 ^ . . . ^ mk• = 7V„. Definiáljuk most a követ-
kező valószínűségi változókat: 

4 ь 1 — S», m,, =4= S„ , mj Sn,mj_l ( y = 2 , 3 , . . . , k). ( 4 - 8 ) 

Könnyen beláthatjuk, hogy minden rögzített j esetén (J= 1, 2 , . . . , к) a 

4, MJ_V 4>, m̂ -1+2 , • • • , 5n, MJ (Л = 1 , 2 , . . . ) (4 .9) 

széria-sorozatra szintén fennáll a Lindeberg-féle feltétel. Bevezetve ugyanis a 

Blj^DJJnO 
f*"" 

jelölést és felhasználva a (4. l)-böl triviálisan következő 

lim Л - sup D2(4,,a) = О 

összefüggést, nyerjük, hogy tetszőleges d > 0 esetén 

^ ^ ^ ^ 0 4 ha л > л„(0). (4. 10) 

így tetszőleges f > 0 mellett 

J 
Bi 

ha n > n„(d), ahol s' = s 

1 Г / t i " Г 
s - 2 X 2 d f n , ( x ) S 7 Z 4 x4F„.r(x), 

[ • А (4. 9) alatti sorozatra tehát valóban teljesül 

a Lindeberg-feltétel. A központi határeloszlástétel szerint tehát 

lim P(/tn,j < xBv, j) = [e*dt ( j = 1, 2 , . . . , A) (4 .11) 
"-»•oc 2 j r J 

- OD 

De a 4,, i, 4,,2, • • -, dn,k valószínűségi változók függetlenek és 

lirn = ^ ( / = 1, 2 , . ,.,k), 
n -+oc Ö« I/ /V 
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tehát 

< * ) - . 
xi x-J *k j ^ к ^ (4. 12) = J J'"Jf dtx...dtk, 

- x - x - x 
vagyis 

l i m p ( j n , 1 + Ф . + • • • • + Ф , < у = 2 , . . . , 4 

- W Í J - ' - J ' ^ " * 

(4.13) 

( r í ) 

ahol az integrációt az alábbi egyenlőtlenségekkel definiált 77 tartományra kell 
kiterjeszteni : 

77: {— oc < tx + 4 4 H - <x][k, \,2,...,k}. 
így a következőt olvashatjuk le 

lim P ( max S„. mj < xBn) = P ( max dj < x f k ) . (4. 14) 
n-ycc lSJSfc 1 =j~k 

Legyen most 
P„,k(x) P ( max S,h m. < xB„) 

i s y s * 
és jelentse / /„, , (x) annak a valószínűségét, hogy S„,,- az első az S„, 
(y — 1, 2 , . . . , r) összegek közül, amely Ш xB„, vagyis legyen 

nH.r(x) = P(S„,r^xBn; max S„,j<xBn). 
ISj'S»- 1 

Nyilvánvalóan ^ 7 7 „ , r ( x ) = 1 —P„(x) g 1. 
r—1 

Legyen nij i <r rí ту, bevezetve a 

n^r(x) = P(S,ur^xBn-, max S„,j<xBn; \Sn, » ,—5„ , r | к *B„) (4 .15) 
l S / S r - 1 

és a 

П™(х) = P ( S „ . ё xBH; max S,hj < xB„\ \S„, —S„. , | < sBn) (4. 16) 

jelöléseket, nyilvánvalóan 

Г1„, r(x) = пУг(х)+П™г(х). 

Alkalmazzuk a Csebisev-féle egyenlőtlenséget: 

HnMx) = Пщ r(x)P(\Sn, m.-S„, r\ rí fiBn) rí Пп, ,(x) 

és vegyük figyelembe a (4. 10) alatti relációt; így kapjuk, hogy 

íív, r (x) rí Пп. r(x) fríg ' 



490 RÉNYI AI.FRÉD 

tehát 

1-A(*) = Ë / f n , г(х)Шк +ÈnA(x). 

Viszont 
n 

y ^ n f \ f x ) ^ 1 — Pn,k(x—s), tekintve, hogy ha 
r.-=l 

S „ , r ^ x ő „ és |5„ , m / —S«,r |<e&. , ú g y 5 „ , m j > ( x — s ) B „ ; 

így 

1 - P n ( x ) s i l + ^ + i - P ^ x ^ , ) . 

Ha még figyelembevesszük a triviális P , (x ) ^ P„, ,:(x) (к 1 , 2 , . . . ) 
egyenlőtlenségeket is, nyerjük, hogy 

Pn,k(x—e)— si Pn(x) N Pn,k(x) (4. 17) 

A fenti (4.17) alatti relációt (4. 14)-vel összevetve éppen a kívánt (4.6) és 
(4. 7) alatti egyenlőtlenségeket kapjuk. 

Tekintsük most azon speciális esetet, amikor 5„.;, csak a -f-1 és —1 
értékeket veszi fel és 

Я ( | п д - ^ + 1 ) = Р ( ^ д = - 1 ) = У ( k = I, 2 , . . . , n; л = 1, 2 , . . . ) 

Ekkor 

:[< 
V -- n mod 2 

ha x \ n nem egész szám, és így a Moivre—Laplace tételből következik, hogy 

lim Pu(x) = — I e 2dt. (4.19) л. 
0 

Ezért, mivel (4. 6) szerint 

Hm P(max(b, , & > , . . . , £*) < x|/'P) s i lim P , ( x + « ) (4. 20) 
/;. -> со n —у оо 

és (4. 7)-ből 

lim P(max(Ç,, Ç 2 , . . . , P„(x) (4. 21) 
С ->- X 

következik, hogy 

У Г - -
'e "-dt, (4.22) lim P(max(ç,, £ s , . . . , Çk)<xyk) = 

k-voo 

és igy a (4. 6) és (4. 7) relációkat még egyszer alkalmazva, (4. 2) következik. 

л 
0 



A RENDEZETT MINTÁK ELMÉLETÉRŐL 4 9 1 

A most közölt bizonyítás alapgondolata a következőkben foglalható-
össze: kimutattuk, hogy a £„,,, változók speciális választása mellett fennáll 
(4. 2) ; ebből (4. 6) és (4. 7) segítségével következtettünk arra, hogy (4. 2) 
akkor is fennáll, ha k = és az rjlc változók normális eloszlásúak; ebből 
újból (4.6) és (4. 7) segítségével következett, hogy (4. 2) fennáll tetszőleges, 
a tétel feltételeinek eleget tevő tn,k változók esetében is. 

A 4. 2. és 4. 3. tétel bizonyítása ugyanezen a gondolaton alapszik és 
a megfelelő módosításokkal lépésről-lépésre megegyezik a 4. 1. tétel bizonyí-
tásával. 

Elegendő a 4 .3 . tétel bizonyításával foglalkozni, mivel az, mint arra 
rámutattunk, a 4 .2 . tételt speciális esetként tartalmazza. A bizonyítás első-
részét felesleges részletezni, csak a második részével foglalkozunk. 

Legyen újból P ( § , , k = 1 ) = / > ( £ „ , k = — i ) = i - (Лг-1,2,...,ЛГИ; n = l , 2 , . . „ > 

és tegyük fel, hogy a £„)fc (£=== 1, 2 , . . . , N„) változók függetlenek, úgy a sík-

beli bolyongás elméletéből jólismert meggondolással következik, hogy ha 
B = \ y ] / n ] + 1 és A = [ x f « ] + 1 , úgy 

P ( — y fn<Sn,k<x]fn; k= 1 , 2 , . . , , « ) = (4. 23) 
QO 

= ^ f c - f - J t e { ( ^ ( A + B F r t '>2r(A+Jí)-2B-íc)-f-(L'-2y(A+B)+/£ — U-2,-(A+B)+2A-A-)} 
-B<K<A L R=L 

ahol 
1 ín 

I, ha k = n mod 2, 
(4. 24); 

, i n+'! , ha k = n mod 2, 
'А = S 2 j 

( 0 egyébként. 
Mivel a Moivre—Laplace-tétel szerint 

\ 1 A f* 
(4 .25) 

у - , r - U 2" К2Ф J v 

ebből egyszerű számolással következik, hogy 
lim P(—y}ín<Sn,k<xVn; к= 1, 2 , . . . , n) = 

C2*-'*" ' r у (4 .26) 
e -2(x+yf sin (2 A:-j-1 ) - ф -

4_ y . v ' ' x-\-y 
2A-+1 

Ugyanúgy, mint a 3. 1. tétel esetében, következik, hogy ugyanez a határér-
téke a (4. 4) baloldalán álló valószínűségnek az általános esetben is. 

A 3 .4 . tétel a 3 .3 . tételből a következőképpen vezethető le: a teljes 
valószínűség tétele szerinti, tekintetbe véve, hogy SN,M„ és S„,K—S„.M„ függet-
lenek, ha k>M„, továbbá hogy 

P ( Max |S„,* |<yßm) = P(-yB„ < (S„, Mn + (S„. »—Sn, мп ) ) < y B„), 
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következik, hogy 

< yBn) = 

(4. 27) 

P ( Max |S„ l f c |<yßn) = 
U„<k^N„ 

= J (x+y)B„ < Sn,k—Sn, ДГ„ < ( y - x ) ß n ) i / F n ( x ) , 
£ 

ahol F„(x) változó eloszlásfüggvényét jelenti. Mivel feltételeink értelmé-
én 

M„ 

ben az Sn, м„ = 2 I». /•• összegekre érvényes a Lindeberg-féle feltétel és 
к= 1 

D (minden véges intervallumon x-ben egyenletesen) 

lim F„(x) = - 4 = - j e ( У 2 du. (4. 28) 

R- CC — 00 

Mivel továbbá а 4. 3. tétel szerint — figyelembevéve, hogy 
« 

következik, hogy 

lim P(— (x-j-y)Bl,<Sn.k—S„,M„<(y—x)B„; Ar= 1 , 2 , . . . , / / ) = 
71 1 ОС 

(afc+Q-WQ-?.2) 
4 8»a 7i(v— x) 

Ш ь Ч к М - ha - y ^ y (4.29) 

0, ha | x | > y , 

tehát 

lim P ( Max |S„ . Ä |<yß„) = 
»-> œ Mn •: к Л'м 

/ (2fc+l)i=ng(l->.4 +J, 
i 4 Ф-е 8»a Г e 2 1 5 V — x 

I -y 
10, ha y ^ O . 

Ebből egyszerű számolással következik a 3. 4. tétel, ugyanis 

7 v _ v (2fc+l)a яаЯа 
1 4 = - s i n ( 2 A - + l ) . T 4 4 - = r f x = (— 1)+ 8«a 

' + I 

j < dt 

ч J v ' 2y 
-у 

ia 

Mármost, mivel e 2 integrálja egy zárt görbén eltűnik, tehát ha a > 0 és b 

][2л 

(4. 31) 
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valós, úgy 
+a (t-fli)2 a-ib t2 +a t? 

\e—Zdt== \-^=Ldt= ( ~^Ldt+ 
J f b r j У271 j У2тт 

-a -a-ib -a 
-a _ t2 +a t2 a2 ъ 

+ (-^JLdt+ f^=Ldt = \ l-Ldt+^LL [e^únavdv. 
J У2Т1 J Y2fr J У2тг f2fcJ 

-a-ib a -a ' ' a 

Ennélfogva 
+tt X2 

J e ™ V—X 

(2fc+I)2 л2Л2 2 r - F 2e Г — 
e 2 dt-\——==— e 2v2 sin vdv 

J V^ttv J У24т J f2ny 
Y_ 0 
к 

Ezzel a 4. 4. tételt bebizonyítottuk. 

5. §. Kolmogorov és Szmirnov kritériumaival analóg új kritériumok 
bizonyítása 

Legyen § folytonos F(x) eloszlásfüggvényt! valószínűségi változó, jelentsék 
?i.Í2, . . . , £ » a §-re vonatkozó n számú független megfigyelés eredményeit, 
azaz legyenek i , , • ••,£» összességükben független Valószínűségi változók, 
ugyanazon F(x) folytonos eloszlásfüggvénnyel. Jelöljük F,,(x)-szel ezen vál-
tozók empirikus eloszlásfüggvényét. 

Bebizonyítjuk a 3. §.-ban megfogalmazott tételeket, az 1. §-ban kifej-
tett módszerrel és a 4. §. tételeinek felhasználásával. 

1 * 
Legyen щ = F(Ck) és Ck = log — , továbbá r*k = F ( C t ) és Ct=Rk(Ci ,C2,-, Q> 

f]k 

úgy az Tjk változók a (0 ,1) intervallumban egyenletes eloszlásúak és empirikus, 
eloszlásfüggvényük 

Gn(x) = Fn(F\x)) 
ahol y = F'l(x) az x = F(y) függvény inverz függvénye. De könnyen látható,, 
hogy 

S U P Í ^ M e L U s u p ( a f c i l , ( 5 . , > 

tehát az (5. 1) baloldalán álló változó helyett vizsgálhatjuk a vele azonos 

Gn(x)—x ] 
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változót. Az ry* változók — mint láttuk — Markov-láncot alkotnak. Láttuk 
továbbá, hogy a 4+i = (n—k) (Ç*+i — С*) változók összességükben függetlenek 
és 1 várható értékű exponenciális eloszlásúak, azaz 

P(dfc < x) = 1 — e - ( ï g O ) . 

Láttuk, hogy a d;, változók segítségével а Ц - In — változókat független 
íjn+l-fc 

valószínűségi változók összegeként állíthatjuk elő a következőképpen: 
л 

ç = У L . 

Térjünk rá most a 3. 1. tétel bizonyítására. Mindenekelőtt könnyen belátható, 
hogy a (3. 4) reláció helyett elegendő bebizonyítani, hogy 

уП 

l i m p | | / n sup ! LJU(X)—^fa^i 
(:. -- l.'.j (.Г) 

1 - й 
í* 

- i e~2dt ( y > 0 ) . (5.2) 
л J л 

0 
Ugyanis ha | G „ ( x ) — ú g y abból, hogy G»(x)^a-j-r), következik, hogy 
J c ^ G n ( x ) — f ä a és így ezen feltevés mellett 

Gn(x)—x G„(x)—x 
sup — ^ sup — , 
aysx X • E , ( I ) Ï « + I X 

, , ,, , Gn(x)—x y . .. ,, . . . G „ ( x ) — x _ 
vagyis abból, hogy sup — <тт=> következik, hogy sup — — ^ 

«SO- X I II (F„(Z)SÎA+£ X 

^ -p=. De ha A és В tetszőleges események és ABŒA'B, úgy 
> ' n 

P(A) P(A B) + P(A B) P(B) + P(A'B) SI P(B) + P(A') 

Alkalmazva ezt az egyenlőtlenséget arra az esetre, amikor В a |G„(x)— 
. . . ( Gn(x)—x) у , . . . a, G n (x )—x у 

esemenyt, A a sup — < esemenyt es A A sup — — < 
«ёД x J Vn "«(») x ]/n 

esemenyt jelenti, következik, hogy 

р\Тп sup Ä Ö u f L < y U p ( I G»(x)—x I > e) + р ( У л sup 
V H ^ I X J ( X J 

Hasonlóképpen látható be, hogy 

р\Гп sup - " ~ * < y) g P ( j G „ ( x ) ~ x | > f) + p i f л sup ~ * < у 1 • 
a-t^Gn (®) 

Mivel lim P ( |G„ (x )—x | > F) 0, hacsak F > 0, következik, hogy ha (5. 2) tel-
ос 

jesiil, úgy I/ a+e 
j t t t t (2 

M p ( I/ n sup ° Á X ) - X < ^ j ш f Z j* e ~ 2 d t 
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'I 

Hm P | [' nsup G " ( X ) x <y\ 
•H 

№ J — I e 2 dt. тс 

Mivel s tetszőleges kicsinynek választható és az integrál a felső határának 
folytonos függvénye, következik, hogy 

J L 

7 lim P I]/ n sup G " ( ; C ) X < у) 
x ) 71 

I2 

e 2 dt. 

Tehát (3. 4) valóban következik (5. 2)-ből és így a 3. 1. tétel bizonyí-
tásához elegendő kimutatni (5. 2) érvényességét. 

Szükségünk lesz még a következő összefüggésre: 
í к 

I l n sup °Лх)~х L ^ m a x ( 
iSS,(x) \ X J iM^ISnl?]k / 

Ez abból következik, hogy GK(x) állandó 4 és rjH+i között és így egy 

4 <x< nln szakaszon f e | s 6 h a t á r a 
X X 

Gn(4 + 0) 
1 = -1. 

Vk rjk 
A bizonyításhoz szükségünk van még a 4. 1. tételre. 

Alkalmazzuk ezt a tételt a 

( / ' = L 2 , . . . , K l - a ) ] + l ; л = 1, 2 , . . . ) 

változó-szériákból álló sorozatra, amely eleget tesz a Lindeberg-féle feltételnek 
(sőt, még a Ljapunov-féie feltételnek is), ha 0 < ö < l . Ekkor ( l . l l ) - r e való 
tekintettel tetszőleges z > 0 esetén nyerjük, hogy 

l imGÍ max [ l n - 4 - Z — 1 < 4 / Z t í ) = 1 [—\e~2dt. (5 .4) 

Mivel к Ш а п és 0 < n < l esetén 

1 , n , л ( 1 
У — = ln-^- + 0 | —f és v к \ n 

az (5.4) alatti relációból: 

y _ L = 1 / I Е Ё + о Ш 
„Ék--„к- \I an 1 \n)' 

j e ' G , . n \ - a \ 1 / 2 Г 
—5Г < Z / = / — Vr ' an J ' j t J 

(5 .5) 
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tehát végül, bevezetve a z l—a 
y jelölést, 

lim P l ] / л max | Л —1 | < У 
H->00 V пи•?! V Tjk 

У 
2[ 
л 

i f e 
е 2 dt, (5 .6) 

ha у > 0. (5. 6)-ból (5. 2) és (5. 3) figyelembevételével а 3. 1. tétel következik. 
Térjünk át most a 3. 3. tétel bizonyítására. A 

T l = f л" max flog Лг — 2 У ) == V « max X „ о Т Т * / 7) 
ttaSfcSníV I/fc r=* ' у па^к^пЪ j = 1 " Т ' У 

valószínűségi változót két változó összegeként állíthatjuk elö, т, = т2 + r alak-
ban, ahol 

-г2=1АЛ x Í 7 1 . 
lgj'Sn+1 -nil л -f- I У 

és 
т8 = f n max X ^ 1 . . 

iwSn+l-fcSnb J=1 Л -j- 1 —J 

(5.8) 

(5. 9) 

1 - й szórású normáfis eloszlású való-Nyilvánvaló, hogy т2 határértékben 

színűségi változó, a 3. 1. tétel bizonyításából pedig láthatjuk, hogy 

fe 

lim Р(тя\Ь < z) 
2 
л 

Г .tl 

j 3 ' 
íP (г > 0). (5 .10) 

Figyelembevéve továbbá, hogy r 2 és r 3 függetlenek, (5. 8)-ból és (5. 10)-ből 
következik, hogy 

1 lim P(Ti < y) 
л 

h Г hu~ Г 11 
J +2ТГТ) J e 2 dt du. (5. 11) 

Ezzel a (3. 3) tételt bebizonyítottuk. 
Ugyanezen módszerrel bizonyíthatjuk be a 3. 2. tételt is : 
Az (5.3) alatti reláció helyét itt 

Gn(x)—x 
[/ л sup 

(r) 
veszi át, melyből következik, hogy 

к 

= j/ n max 

к к 

Л - 1 
Чк 

п 
Л - 1 
Чк 

У (5. 12) 

Iín max 
rm-VÍT'n 

A - 1 
Vk 

Ш ]/ л sup 
G,fx)—x 

g К л max + Г - 1 
ÍJA-

(5. 13) 
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Ugyanis, ha r f M < — , úgy n 
Vk+i 

k_ 
n 

k+\ 

Vk+i 
1 < 

1jk+1 

к 4-1 

ha viszont гД+i s — , úgy k ^ n a esetén ïjÏ+i ^ « és így 

TJfc+l 
1 

A 
л 

Ar+t 
1 

1 
Vk-i nrjk+i 

Ar 4-1 

+ 4 ' 
na 

Tehát minden körülmények között 
к 

1 1 < 

Пм 

k+l 
n 

k+ 1 
és így, mivel max Я 1 = max és így, mivel max 

Пк-1 

m+i 
k_ 
n 

Y 

+ na (кШпа) 

, tehát 

max 

k_ 
n 

Y 
— í 

k_ 
n 

*]k+l 
iE max + Ta• 

Az itt szereplő 

V V n max 
na<Jz—n 

k_ 
n 

Y 

— У n max 
na^k^n 

n+I-fc 

S n + \ - j 
ÔJ-1 

változó határeloszlása megegyezik a 

1/4 max I o g l - 2 v 
naSk^n Tjk v - k V 

változó határeloszlásával, melyet a (4.2) tétel segítségével határozhatunk meg. 
A 3 .4 . tétel bizonyításához egyidejűleg kell alkalmaznunk azokat az eljárá-

sokat, amelyeket a 3. 2. és a 3. 3. tétel bizonyításánál alkalmaztunk; a 3. 4. tétel 
bizonyításához a 4. 2. tétel helyett a 4. 4. tételt használjuk fel. 

A bizonyítás alapgondolata a következő: 
Fn(x)-F(x) 

IIn sup 

határeloszlása megegyezik a = f n max 
na^k^nl 

fogva megegyezik 

F(x) 

( к 

4 — 1 
Л Пк 

határeloszlásával, ennél-

y-i У n max 
na'Xk^jnh 

In 

k_ 
n 

Y 
= 1In max 

na^k^nb 

J i + l - f c 

S n + \ - j 
àj-1 

határeloszlásával és így a 4. 4. tétel akalmazható, mégpedig, mivel az abban 

szereplő A„ ill. B,t konstansok értékei itt: Вл = 
l—a 
an + 0 (т) és An -

33 Matemat ika i é s Fizikai O s z t á l y K ö z l e m é n y e i . III. о . 
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1=1+0 j | , .ем, 

/ = lim Аи 

В,, 

és így bevezetve az Sn ,r = 2 — — -

l i m P j/X sup 

P n + \—j 

Fn(x)-F(x) 

й(1—6) 
6(1— a) ' 

jelölést, 

F(x) <У 

= lim p ( 
í,->-OC Vn+1 

max S,.. r \ = У 
nb^=r^=n+\ -na 

(21+1)-я3(1 а) 
4 Ä;( 1)!'<> я-"3" 

1 - й 
В„ 

л 2к-\-1 ]/2л JI.2 
е й 

dll+Ql; 

ahol 
/ X 
г I+i, 

91: 
f 2 лу 

Ezzel a 3. 4. tételt be is bizonyítottuk. 

J e ~ }"fl sin и du. 

6. §. Megjegyzések a 3.1—3. 4 tételekben szereplő határeloszlásfüggvényekröl 

A 3.1. tételben szereplő határeloszlásfüggvény értékeit a normális eloszlás 
táblázatából olvashatjuk le. A 3. 2. tételben szereplő határeloszlásfüggvény érté-
keit úgy határozhatjuk meg, hogy az 

L(z) 4 V fcC 822  

я 0 ( _ 1 ) 2A-+1 
(z>0) (6.1) 

függvénybe a l — a 
értéket helyettesítjük be. A fejezet végén táblázatot 

adunk az L у 
1 - й 

függvényre, ű különböző értékei mellett. Az L у 1 — a ) 
eloszlásfüggvény menete a különböző értékeire a 2. ábrán látható. 

A 3. 3. tételben szereplő határeloszlásfüggvényt közelítőleg a következő-
képpen számíthatjuk ki : 

•vs i<2 ш т r2 
F ( y , û , 6 ) = 4 . j e ¥ j e~Tdrdu = ^ ] Je ~ dude (6 .2) 
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ahol T egy végtelen háromszögalakú tartomány az (и, v) síkon, amelyet a 
következő egyenlőtlenségek definiálnak: 

• oc <u<y 1 - b 
' a(\ -b) 

b—a T - b ~ U ) (6. 3) 

Az r = ]/u'2-\-vj y = arc t g — polárkoordinátákat bevezetve, kapjuk, hogy 

1 Г aJL 
F(y, a, b) = -А. I (1 — e 2(i-a)sw4<P+«))dcp, (6. 4) 

ahol tg a 

Mivel 

—r——- és 0 < « < - ' , tehát 6 — Ö 2 

F(y, a, b) j ( 1 - e з р - а ) ^ ) ^ 

aj/-» 
e ap-alsta»?)^ — 

(6. 5) 

(6.6) 

tehát végül nyerjük a következő közelítő kifejezést: 

J<)lé 

F{y,a,b) = 
arc t g l / ' T ^ ) 

л: J Л" 

ahol 

P = — \e 3(i dß é s a = a r c t g 
a ( l - ó ) 

b-a 

(6. 7) 

(6. 8) 

Ha»l—ó = í kicsiny, úgy P általában elhanyagolható, kivéve у igen kis 
értékeit, tekintve, hogy 

ay2 by2 

R^e 3(i-«)sin2« = e 2(i-ь) _ (g 9) 
A 3. 4. tételben szereplő határeloszlásfüggvény a következőképpen számít-

ható ki közelítőleg: az integrálszámítás második középértéktételéből követ-
kezik, hogy 

m 
2e W '-M-

-Ь)\ b 

(2Л+1) — 

j/2 л-y 

^ j / н 
2e з(1-ь) f ь 

f z i r y 

J о-")«2 

e 2 b s i n udu 

(6.10) 
-6 (2fe+l)2n2(l-6) 

e 8i/26 

33* 
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Ilyen módon a 3. 4. tételben szereplő határeloszlásfügg vény a következő alakra 
hozható, a (6. 1) jelölés felhasználásával: 

L y 
1 - й 

.* [2Ы)У 

n Л 
j'e * du j+J, 

1 - 6 

Ù Z J - Ï Z hie' 8Z' függvény diagrammja 
i, k-o 2/4-1 

(6.11) 

2 4 SSO /5 20 25 30 3S404530 60 fû éO 90 Г00 IzÔ /40 
2. ábra 

ahol, amint egyszerű számolással belátható 

J< 2ke 
by' 1 fl-b 

2(1-6) \ Ь 

Л Ybiy 
log l+e~ 

л2(Ь-а) 
8aby2 

п2(Ь-а) ' 
J 8aby2 

(6. 12) 

amelyből láthatjuk, hogy ha b igen közel van l-hez, úgy J elhanyagolható. 
Figyeljük meg, hogy a főtag első tényezője csak а-tól, második tényezője 
csak ó-től függ: ez igen leegyszerűsiti a kiszámítást; ugyanis az első tényezőt 
az L(z) függvény táblázatából, a másodikat a normális eloszlás táblázatából 
meghatározhatjuk. 

Magyar Tudományos Akadémia 
Alkalmazott Matematikai Intézete. 
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Az L j y j függvény értékeinek táblázata. 
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