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FREUD GÉZA 

Bemutatta Túrán Pál r. tag az 1952. június 16-án tartott felolvasó ülésen 

Fejér Lipót42 bebizonyította, hogy ha az 
f ( z ) = Za„z11 (1) 

n=0 
függvény | z | < l - r e reguláris, korlátos és egyrétíí, akkor az (1) hatványsor 
minden olyan z--• elf helyen konvergens, ahol a 

lim f ( r é f ) (2) 
r = 1 -0 

radiális határérték létezik és a sor összege ott egyenlő / (e ' ^)-vel. Fejér bizo-
nyítása azon a felismerésen alapul, hogy a w f ( z ) leképezés a | z | < 1 kört 
olyan tartományba viszi át, melynek területe véges : 

12 л x 

I ) \f'(rerí)f rdcpdr = я : n |ű„|2 < oo . (3) 
0 0, " = 1 

Ebből Fejér tétele egyszerű becslésekkel levezethető. 
Megmutatjuk, hogy a (3) becslés és ennek következtében Fejér tétele is, 

akkor is érvényes marad, ha f ( z ) már nem egyrétíí, de az egységkörben regu-
láris, korlátos és egyrétíí <pjz), <p2(z), ..., <p„(z) függvényeknek racionális egész 
függvénye : 

X 
f ( z ) = 2J ckl, k„ ipi'pi • • • fpn. (4) 

k, k„=0 
A továbbiakban az egységkör belsejében reguláris és korlátos függvényeket, 
amelyek (1) hatványsora eleget tesz a (3) feltételnek, Fejér-féle függvényeknek 
fogjuk nevezni. Tehát speciálisan az egységkör belsejében reguláris, korlátos 
és egyrétíí függvények Fejér-féle függvények. (3)-ból következik, hogy egy 
Fejér-féle függvény (1) hatványsora minden olyan z e1'? helyen konvergál, 
ahol a (2) határérték létezik és összege / ( ф ) . Bebizonyítjuk az alábbi tételt: 

Tétel : A Fejér-féle függvények gyűrűt alkotnak. 
Ez az alábbi két segédtételből következik : 
I. segédtétel: Ha f ( z ) és /2(z) Fejér-féle függvény, akkor f ( z ) / i (z) + 

+ / 2 ( z ) is Fejér-féle függvény. 
Bizonyítás. Miután f ( z ) és /2(z) az egységkörben korlátosak, ugyanott 

f ( z ) + fi(z) is korlátos lesz. Legyen 
OD GO 

f ( z ) = ßi« ú ' ; / 3 ( z ) = >> 2 r e z" . (5) 
n—0 ,i=0 

X X - X X 

akkor УУ n\anf = ^ n\aXn-\-ainfrí2'^ln\ai.nf + 2'^ln\a-2n\2'< <», miután 
/1—-1 »i=l ' 11=1 11=1 

az / , (z) és /2(z) Fejér-féle függvények együtthatói eleget tesznek a (3) feltételnek. 
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II. Segédtétel: Ha f j z ) és f,(z) Fejér-féle függvények, akkor f ( z ) 
f ( z ) f2(z) is Fejér-féle függvény. 

Bizonyítás: / j ( z ) / 2 (z ) az egységkörben korlátos, miután mind a két 
tényező korlátos, к legyen / , (z) és f.2(z) közös korlátja. Akkor 

1 In 1 2n 
I' I' | / '(re' :D|2 rdcpdr— í \ \f'(re:v) f j r e ' f ) + ffre'v)fi{re"f)f rdcpdr < 

о 0 
1 2п 1 2n 

< к I' í \f;(re"f)\2rd'<pdr + k f \fí(re*)\*rd<pdr< 
0 0 б ö 

Még csak annyit kell megjegyeznünk, hogy f ( z ) 1 és általánosabban / (z ) = a,> 
is triviális módon Fejér-féle függvény. Ennek következtében (4) is eleme* a 
Fejér-féle függvények gyűrűjének, amivel állításunkat bebizonyítottuk. 

Túrán Pál egy egyszerű példájából* következik, hogy a korlátosság fel-
tétele nem hagyható el. Legyen ugyanis 

CO J 

/ i ( z ) = f-2 ( z ) = g «» -г" '«» = s • 
/г log8 n 

Könnyen belátható, hogy lim / (x ) + tehát f ( z ) az egységkörben nem 
ac = l - 0 

korlátos. Legyen 

[f(z)Y = ZßnZn, 
и = 4 

akkor 

ßn — (X"i>CCii-ir 
n 

v i 
dx 

n log8 n 4 x l o g 8 x 

8 I 1 (log 4 ) 4 1 1 , , , A 
= y l T V V \>~2 —>. I i a n 

' л log4 n n log8 л ' л log4 л 
. С О J 

Tehát a 2n\ßn\* sor majoránsa a divergens ^ 2 i—sornak és így maga 

is divergál. ' л log2 л 
Tehát az egységkör belsejében reguláris függvények, amelyek a (3) fel-

tételnek eleget tesznek, de nem szükségképpen korlátosak, nem alkotnak gyűrűt. 
Magyar Tudományos Akadémia' 
Alkalmazott Matematikai Intézete. 
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* Szóbeli közlés. 
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