FEJER LIPOT EGY SORELMELETI TETELEROL

FREUD GEZA
Bemutatta Turdn Pdl r. tag az 1952. jinius 16-dn tartott felolvaso iilésen

Fejér Lipot':* bebizonyitotta, hogy ha az
f@—2 @ (1
n=0
fiiggvény [z| < 1-re regularis, korlatos és egyrétii, akkor az (1) hatvanysor
minden olyan z = ¢‘? helyen konvergens, ahol a

: lim f(rei) —f(e”) @

radialis hatarérték létezik és a sor dsszege ott egyenld f(e'¥)-vel. Fejér bizo-
nyitdsa azon a felismerésen alapul, hogy a w = f(2) leképezés a |2 < 1 kort
olyan tartomanyba viszi at, melynek teriilete véges: '
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Ebbol Fejér tétele egyszerii becslésekkel levezethetd.

Megmutatjuk, hogy a (3) becslés és ennek kovetkeztében Fejér tétele is,
akkor is érvényes marad, ha f(z) mdr nem egyrétii, de az egységkirben regu-
ldris, korldtos és egyrétii ¢,(2), ¢2(2), ..., ¢.(2) fliggvényeknek raciondlis egész
fiiggvénye :
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A tovabbiakban az egységkor belsejében reguldris és korlatos fiiggvényeket,
amelyek (1) hatvanysora eleget tesz a (3) feltételnek, Fejér-féle fiiggvényeknek
fogjuk nevezni. Tehat specialisan az egységkér belsejében regularis, korlatos
és egyrétit fiiggvények Fejér-féle fiiggvények. (3)-bol kovetkezik, hogy egy
Fejér-féle fiiggvény (1) hatvanysora minden olyan z—=e% helyen konvergal,
ahol a (2) hatarérték létezik és osszege f(e'¥). Bebizonyitjuk az alabbi tételt:
" Tétel: A Fejér-féle fiiggvények gyiirit alkotnak.

Ez az aldbbi két segédtételbdl kovetkezik :

1. segédtétel : Ha f,(2) és fu(z) Fejér-féle fiiggvény, akkor f(2) = fi(2)-+
4 fo(2) is Fejér-féle flggvény.

Bizonyitds. Miutdn f,(z) és f,(2) az egységkorben korlatosak, ugyanott
fi(2) + fo(2) is korlatos lesz. Legyen :
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az f,(2) és f,(2) Fejér-féle fiiggvények egyiitthatdi eleget tesznek a (3) feltételnek.
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I1. Segédtétel: Ha f(z) és f.(z) Fejér-féle fiiggvények, akkor f(z)—
== ,(2) fo(2) is Fejér-féle fiiggvény.

Bizonyitds: fi(2) fo(z) az egységkorben korldtos, miutdn mind a két
tényezd korlatos. k legyen fi(2) és f,(2) kozos korlatja. Akkor

I on 1 2n

| [ 1reenprdgar=| d[ |[f(re®) fo(re®) + fi(re®) f; (re?) [ rdgdr <
1 2n 12 ;

<k J J If;(re@)lzrd.fﬁdf—}—k ' ‘ (s re®) P rdedr < oo.
o0 [

Még csak annyit kell megjegyezniink, hogy f(2) =1 és altalanosabban f(z) =a,
is trividlis modon Fejér-féle fiiggvény. Ennek kovetkeztében (4) is elemé a
Fejér-féle fiiggvények gyiiriijének, amivel allitisunkat bebizonyitottuk.

Turdn Pdl egy egyszerii példajabol* kovetkezik, hogy a korlatossag fel-
tétele nem hagyhatd el. Legyen ugyanis

F@—h@ — S a

= nlog8 n
Konnyen belathaté, hogy lim f(x) = e, tehdt f(2) az egységkOrben nem
x=1-0
korlatos. Legyven

FOF = 82"

n=—4

akkor
" ﬂ” = 2 “/"an_"' > 1 ] .[ dxﬁ -
= nlogfnt xlogtx
. 3 '
s
% 1l _(logt) )>l 11 , ha n>150.
nlogin nlog®n nlog*n

Tehat a Xn|g,|* sor majoransa a divergens -:}—2—1—1 sornak és igy maga
150 '

is divergal. " nlog®n
Tehat az egységkor belsejében regularis fiiggvények, amelyek a (3) fel-
tételnek eleget tesznek, de nem sziikségképpen korlatosak, nem alkotnak gyiiriit.

Magyar Tudomdnyos Akadémia’
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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* Szobeli kozlés.
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