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I 

Bevezetés 

Tandori Károly7 bebizonyította, hogy Hardy és Littlewood4 Fourier-
sorok erős (C, 1 )-szummálhatóságára vonatkozó tétele az ortogonális polinom-
sorok egy széles osztályára általánosítható. Tandori tétele pontosan a követ-
kezőket mondja : 

PO(X),PI(X), ... legyen az (a, ti) intervallumban a w(x) s 0 súlyfüggvé-
nyekhez tartozó normált ortogonális polinomok sorozata. A szokásos módon 
p,,(x) legyen a pontosan л-edfokú polinom és p„(x) kifejtésében x" együtt-
hatója legyen pozitív. Ha most (a, b) egy (a, ß) belső részintervallumában 

iрл(х)\Шк (л = 0 , 1 , 2 ) . . . (1) 

(к л-től független), továbbá н»(х)[/(х)]фА (a továbbiakban rövidítve: 
fdK(w)), akkor az 

00 , 

fix) ~ Z OvPv(x), av= i f(x)pv(x)w(x) dx (2) . a 
ortogonális sorfejtés (a, /?)-ban majdnem mindenütt erősen (C, l)-szummál-
ható /(x)-hez. 

Bebizonyítjuk, hogy ez a tétel lényegesen általánosítható, éspedig az 
(1) feltétel az annál sokkal gyengébb 

í > . ( * ) r = 0(n) (3) 
V-M 

feltétellel helyettesíthető. Ezen felül megmuta,tjuk, hogy a (3) teljesülését is 
csak egy rögzített x értékre kell feltételeznünk; ebben az esetben a (2) sor 
az x helyen (C, l)-szummálható, ha az alább részletezett (4) lokális feltétel 
teljesül. 

Ezen általánosítás azért jelentős, mert (3) biztosan teljesül, ha a w(t) 
súlyfüggvénynek az x hely egy (akármilyen kis) környezetében pozitív aísó 
korlátja van. 

Bár a klasszikus Jacobi-féle polinomokra (1) teljesül, nem ismerünk 
olyan általános, a súlyfüggvényre vonatkozó kritériumot, amiből (1) követ-
kezne. A szakirodalomban ismert kritériumok (Bernstejn, l Geronimusz,'A Ко-
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rous*f Szegő**)'' erős megszorításokat tesznek a súlyfüggvényre ; ennek meg-
felelően viszont többet állítanak, mint (1). 

Tételek 

I. tétel: Az x helyen (a<x<b) teljesüljön (3), f ^ E f w ) és legyen 
x+h 

4>*(b) = J [ /( /) —/(x)]2w(/)í// = 0(|A|), (4) 
X 

ahjcor 

H m - ] - r Í : i ^ ( x ) - / ( x ) | = 0. (5) 
я-> со n-f- I v—o 

На (3) és (4) az (a, b)-nek egy (a, ß) belső részintervallumában egyenletesen 
teljesül, akkor (5) is («, ß) minden belső részintervallumában egyenletesen 
teljesül. 

II. tétel : Az (a, b) egy belső (a, ß) részintervallumában legyen 

iv(x) > m > 0, (6) 

akkor a (3) becslés (a, ß) minden belső részintervallumára egyenletesen teljesül. 
Ha /£ L~(w), akkor (4) az (a, b) ortogonalitási intervallumban majdnem 

mindenütt teljesül (Tandorv) és így a (2) ortogonális kifejtés (a, /í')-ban majd-
nem mindénütt (C, l)-szummálható. Ezen felül Zygmunds egy tételéből követ-
kezik : 

III. tétel : Ha (a, b)-nek egy E részhalmazán (3) teljesül, akkor a (2) 
ortogonális kifejtés E majdnem minden pontjában erősen (С, 1 )-szummálható 
f(x)-hez.*** 
Ha 

M > w(x) > m > 0, ha a ^ x g ß. (7) 

Akkor a 11. tétel szerint (3) az (a ,ß) minden belső részintervallumában egyen-
letesen teljesül ; ha ezen felül f ( x ) (a, /?)-ban folytonos, akkor a (4) becslés 
(a, ß) minden belső részintervallumára egyenletesen érvényes. Ebből az I. 
tétel szerint következik, hogy 

IV. tétel: A iv(x) súlyfüggvény tegyen eleget a (7) egyenlőtlenségnek és 
f(x) legyen (cc,ß)-ban folytonos; akkor a (2) ortogonális kifejtés- részletösz-
szegeinek számtani közepei (a, ß) minden belső részintervallumában egyenlete-
sen f(x)-hez tartanak. (Fejér approximációtételének általánosítása.) 

* Lásd még I. P. Natanson Konstruktív Függvénytan 3. tétel, 277. 
** 12.1. 6. tétel, 291. 

*** Mint ismeretes, az erős (C, l)-szummálhatóság azt jelenti, hogy 

lim = 
•n = ос Л - j - 1 
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Az I. tétel bizonyítása 

Legyenek n és v д n nemnegatív egészszámok, (2) következtében 
b 

Sv(x) = 2UrPr(x) = i kv(x, 0 / ( 0 dt, (8) 
r=0 J 

ahol 

k.(X, t) = 2Pr(x)Pr(t) = Jv P'MÓMf)-M*)PMt) г (9) 
r=0 x — t 

ahol a Schwarz-féle egyenlőtlenség szerint 
b 

о < "a = j pv(t)pv+1(t) w(t) dt ^ 

о о 
^ ( J ' l M O l ^ í O ^ I Í K I ^ í O r w ' í O ^ y ^ M a x í i f l H ó i ) . 

(10) 

Tekintettel (8) és (9)-re 

sv(x)—f(x) = Av—yupv+i(x)Bo-\-yvpv(x)Bv+i, (11) 
ahol 

Я = J * ) [ / ( * ) - / < * ) M 0 < " . (12) 
С Х - -Г—r H+l 

С Х- п+1 6 

J " J m
t~fxX)PÁOHt)dt. (13) 

a с 
n+1 

A c > 0 állandót válasszuk úgy, hogy a a<x—с < x - f c < b (12), (9), (3) 
és (4)-bőI, tekintettel arra, hogy v д n : 

с x+ —: 
I A v \ m ( j [ m - m f M ) d t f ( \ [ k v ( x , t ) Y w ( t ) d t ] k = 

- -ДЗ " (14) 

= 0 ( л - ' 0 ( Í 4 p , . ( x ) ] 2 j ' 2 = 0 ( l ) 

(13) következtében Bv а v indexű együtthatója az 

D U с , , с 
0, ha x Г-ЙГ <t <х-л + 1 1 л + 1 

Н О = 
1/(0—/(x) u , с , С y w 7 , ha f < x -j—r, vagy t>x-1 t - x ' " " л ф 1 ' v"6 j r ' ^ ' л + 1 

I 
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függvénynek. Tehát a Bessel-féle egyenlőtlenség következtében, tekintettel 
(4)-re : 

С 
N+1 Ъ M 

j [F(t)fw(t)dt-f ) [F(t)Yw(t)dt = 

<px(t—x) 
(t-xf 

-rr 
n+i 

и+1 «+1 h 
+ cpx(t—x) 

«+1 
( t - x f J 

+ 2 j f ê â « - ОС). 

+ («О 

Tehát 
« /11+1 vVs/'í+i y/i 

2 (|Р»(*)11Bv+i I + 1 A'+i (x) 11 ß r I = 2 2 [pj'(x)]2 2 4 - o(n) (16> 
r=0 \v=0 J \v=0 J 

(10), (11), (14) és (16) következtében (5) teljesül. Q. e. d. 
На (3) és (4) (a, /?)-ban egyenletesen teljesül, akkor («, ß) minden rögzített 

belső (ooßj,) részintervallumába eső x pontokra а с állandót ugyanakkorának 
választhatjuk. Ennek következtében (15) is («0, Á0)-ban egyenletesen teljesül. 

А II. tétel bizonyítása 

Ismeretes, hogy A:„(x,x) a felső határa | лг„(х)|2-пек, ha ;т„(х) végigfut 
azon legfeljebb л-edfokú polinomokon, amelyek kielégítik az 

b 
\\nn{t)\2w(t)dt^\ (17) 

feltételt.* 
A továbbiakban éppen azt a polinomot jelöljük nn(t)-ve\, amely az x 

helyen а |УГ„(Х)|2 = Ar„(x, x) felső határt tényleg felveszi. A w(x) Ш m > 0 fel-
tételből és (17)-ből következik, hogy 

m \ \ M f ) f d t ^ 1, 
a 

tehát ugyanezen Szegő-féle lemma alapján 
n 

т\лн(х)У~ткп(х, x) s i 2 \PKOY, (18) 
v = 0 

ahol pt(x) az (a, ß) intervallumban w*(x) = l súlyfüggvényhez tartozó 

* Lásd Szegő loc. cit.0, 3. 1. 3 tétel 38. 
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p-edfokií ortogonális polinom. Könnyen belátható, hogy 

( i 9 ) 

ahol Pv(x) a г-edfokú Legendre-féle polinomot jelenti, a szokásos P „ ( l ) = l 
normálással. Laplace egy klasszikus becslése szerint (—1, —|— 1 ) minden belső 
részintervallumában //-ban egyenletesen* 

ft(u) = 0(r- '/ .) (20) 
(18), (19) és (20)-ből kapjuk tehát, hogy 

Arn(x,x) = Í > , , ( x ) ] 2 = 0( /0 . (21) 
v=0 

Ugyanezt a gondolatmenetet, amely a (18) egyenlőtlenséget szolgáltatta, Erdős 
Pál és Túrán Pál2 használták először, a Lagrange-féle interpoláció alapfügg-
vényeinek becslésére. 

Magyar Tudományos Akadémia 
Alkalmazott Matematikai Intézete. 
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