_ ORTOGONALIS POLINOMOK ~°
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FREUD GEZA
Bemutatta Alexits Gydrgy r. tag. az 1952. janius 16-dn tartott felolvaso iilésen

i

Bevezetés *

Tandori Kdroly’ bebizonyitotta, hogy Hardy ¢és Littlewood' Fourier-
sorok erds (C, 1)-szummalhatdsdgara vonatkozé tétele az ortogonalis polinom-
sorok egy széles osztdlydra éltalanosithatd. Tandori tétele pontosan a kovet-
kezbket mondja :

Do(x), pi(x), ... legyen az (a, b) intervallumban a w(x) =0 sulyfiiggvé-
nyekhez tartoz6 normalt ortogondlis polinomok sorozata. A szokasos médon
pa(x) legyen a pontosan n-edfokii polinom és p.(x) kifejtésében x" egyiitt-
hatdja legyen pozitiv. Ha most (a, b) egy («, 6) belsd részintervallumaban

()| =k (n=0,1,2)... (1

(k n-tol fiiggetlen), tovabbd w(x)[f(x)[P€L (a tovdbbiakban roviditve:
feL*(w)), akkor az

0~ 3 a,pu(0), au= | FEIPCIWE) dx @

ortogonalis sorfejtés (¢, $)-ban majdnem mindeniitt er6sen (C, 1)-szummal-
hatd f(x)-hez.

Bebizonyitjuk, hogy ez a tétel lényegesen altalanosithatd, éspedig az
(1) feltétel az annal sokkal gyengébb

"

2 p@F—0® @)

feltétellel helyettesithet6. Ezen feliil megmutatjuk, hogy a (3) teljesiilését is
csak egy rogzitett x értékre kell feltételezniink; ebben az esetben a (2) sor
az x helyen (C,1)-szummalhatd, ha az aldbb részletezett (4) lokalis feltétel
teljesiil. - '

Ezen altalanositds azért jelentds, mert (3) biztosan fteljesiil, ha a w(t)
sulyfiiggvénynek az x hely egy (akdrmilyen kis) kirnyezetében pozitiv also
korldtja van. _

Béar a klasszikus Jacobi-féle polinomokra (1) teljesiil, nem ismeriink
olyan altalanos, a sulyfiiggvényre vonatkozé kritériumot, amib6l (1) kovet-
kezne. A szakirodalomban ismert kritériumok (Bernstejn,' Geronimusz,® Ko-
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rous®,®* Szegd**)¢ er6s megszoritdsokat tesznek a sulyfiiggvényre; ennek meg-
feleléen viszont tobbet ailitanak, mint (1).

Tételek
1. tétel : Az x helyen (a < x< b) teljesiiljon (3), f€L*(w) és legyen

x+h

ety = [ [F)—FRPw(tydt=0( ), (4)

x

akkor . |
Jim ot Sl —f(9) =0, ®)

Ha (3) és (4) az (a, b)-nek egy («, ) belsé részintervallumdban egyenlefesen
teljesiil, akkor (5) is («, ) minden belsé részintervallumdban egyenletesen
teljesiil.

Il. tétel : Az (a, b) egy belsé (e, B) részintervallumdban legyen
w(x) >m >0, (6)

akkor a (3) becslés (a, 8) minden belsd részintervallumdra egyenletesen teljesiil.

Ha felL*(w), akkor (4) az (a, b) ortogonalitdsi intervallumban majdnem
mindeniitt teljesiil (Tandori’) és igy a (2) ortogonalis kifejtés («, §)-ban majd-
nem mindéniitt (C, 1)-szummalhaté. Ezen feliil Zygmund® egy tételébol kovet-
kezik :

Il tétel : Ha (a, b)-nek egy E részhalmazdn (3) feljesiil, akkor a (2) .
ortogondlis kifejtés E majdnem minden pontjdban erésen (C, 1)-szummdlhato
J(x)-hez ***

Ha
M>w(x)>m>0, ha e=x=4g (7

Akkor a II. tétel szerint (3) az (e, ) minden bels6 részintervallumaban egyen-
letesen teljesiil; ha ezen feliil f(x) (e, 8)-ban folytonos, akkor a (4) becslés
(e, ¥) minden belsd részintervallumara egyenletesen érvényes. Ebbol az [
tétel szerint kovetkezik, hogy

1V. tétel : A w(x) sulyfiiggvény tegyen eleget a (7) egyenldtienségnek és
f(x) legyen (e, 8)-ban folytonos; akkor a (2) ortogondlis kifejtés részletosz-
szegeinek szdmtani kozepei («, 8) minden belsd részintervallumdban egyenlete- -
sen f(x)-hez tartanak. (Fejér approximaciotételének altalanositasa.)

* Lasd még I. P. Natanson Konstruktiv Fiiggvénytan 3. tétel, 277.
* 12.1. 6. tétel, 291.
*** Mint ismeretes, az erds (C, 1)-szummalhat6sag azt jelenti, hogy

1
. < . .
'n]gnac n —+— 1 e [S'p (X) f(x)] 0.
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Az 1. télel bizonyitdsa

Legyenek n és v = n nemnegativ egészszamok, (2) kovetkeztében

) =2 0= [ ks 1O at,

ahot

M%Wﬁgmwmwzwpmwqu?®mﬁﬁ’

aho! a Schwarz-féle egyenldtlenség szerint

= (12w a8 (| 1l P w(t) d)" = Max (Jal, 1b]).
Tekintettel (8) és (9)-re
S () —f(x) = Av— 72 P11 (X) B+ 7000 (X) Bosa,

ahol
A= | k& OIO—f@Iw@O
B,= f f‘%:{( ), p(O)w(t) dt+ Jﬂg{f;@pu(t)wa) dt.

oA

®)

9

(10)

(11)

(12)

(13)

A ¢>0 alland6t vélasszuk ugy, hogy a a<x—c<x-4c<b (12), (9), (3)

és (4)-bol, tekintettel arra, hogy v =n:

[
rt+ —
n+l :

= | UO—1@Fwv@ at* ([ ke oPweat)"—
~0(™ (S ) =001
(13) kovetkeztében B, a v indexii egyiitthatdja az

- ¢ ¢
F(t)= O, ha x—n—_—l_—1<f<x—{—n_+_—]
ﬁ%:——{c(ﬁ, ha t<x—n—_%—], vagy t>x—|—#

(14)
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fiiggvénynek. Tehat a Bessel-féle egyenl6tlenség kovetkeztében, tekintettel
(4)-re:

¢

2—'7:1 b .
ntl *
>B= f [FOP w(t) dt-+ J[F(t)FW(f)de
1.2=0 . bt

o z_*_n%

—nc—H z- n+1

[wé(t—;;)} +[¢(xt(t x;)]; 12 J @a(t—2) x)‘* Dot (15)

42 "E’t(t )J;)dt*O(n).

o n+1

Tehat

n+l o ntl 1,
200,01 Bl +paBI=2( SmF) (28] =0 06)
(10), (11), (14) és (16) kovetkeztében (5) teljesiil. Q.e.d.

Ha (3) és (4) (e, §)-ban egyenietesen teljesiil, akkor (e, ) minden rogzitett
belsd (@,6,) részintervallumdba esé x pontokra a ¢ allandét ugyanakkoranak
valaszthatjuk. Ennek kovetkeztében (15) is («,, 6,)-ban egyenletesen teljesiil.

A 1l. tétel bizonyitdsa

Ismeretes, hogy k.(x,x) a felsé hatdra |-r.(x)P-nek, ha s.(x) végigfut
azon legfeljebb n-edfoki polinomokon, amelyek kielégitik az
b

[l rwyat =1 - (17)
@ \
feltételt.*

A tovabbiakban éppen azt a polinomot jeloljiik sz.(f)-vel, amely az x
helyen a |7, (x)]?= k.(x, x) felsé hatart tényleg felveszi. A w(x) = m >0 fel-
tételbdl és (17)-bol kovetkezik, hogy

b
m [|mpdt=1,
tehat ugyanezen Szegd-féle lemma alapjan
m| () = mk(x, x) = ZO [T, (18)
ahol pi(x) az (e, @) intervallumban w*(xX)=1 stlyfiiggvényhez tartozo

* Lasd Szegd loc. cit.t, 3.1.3 tétel 38.
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r-edfoki: ortogondlis polinom. Kénnyen belathatd, hogy

. 2r—+1 X—e
mu)fvﬂ_ﬂ1%(1+aﬂ_ay (19
ahol P,(x) a r-edfoku Legendre-féle polinomot jelenti, a szokasos P,(1)==1
normalassal. Laplace egy klasszikus becslése szerint (—1, 4 1) minden belsd
részintervalluméaban u-ban egyenletesen*

P, () = O(r) @@

(18), (19) és (20)-bél kapjuk tehat, hogy
k(x )= [pEOF=0m. @1

Ugyanezt a gondolatmenetet, amely a (18) egyenlétlenséget szolgdltatta, Erdos
Pdl és Turdn Pdl* hasznaltak eloszor, a Lagrange-féle interpolacio alapfiigg-
vényeinek becslésére.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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