A LAGRANGE-FELE INTFRPOLACIO
LEBESGUE-FUGGVENYEIROL

FREUD GEZA
Bemutatta Alexits Gyorgy r. tag az 1953. dprilis 6-dn tartott felolvaso iilésen

Bevezetés

Legyen .
a=xn=0

A=Xp<Xp=0> '(1)

a= X < Xgpp <0+ - << xnnsb

¢s az (1) matrix n-edik sordnak elemeire, mint alappontokra képezett Lagrange-
féle interpolacié xi, alapponthoz rendelt alapfiiggvénye legyen L, (x). G. Helly®
és H. Hahn® egy ismert tétele szerint az

Ln Cf: x) = g,;f(xkn) lkn (x) (2)
interpolacids sorozat konvergenciatulajdonsdgait a
/In(X) == ’;:; l Ikn(x)l (3)

Lebesgue-féle fiiggvények szabjak meg. G. Faber® egy tétele értelmében (lasd
még S. Bernstein,® Fejér Lipot® akarhogyan is irjuk el6 az (1) alappontmétrixot
az (a, b) intervallumban, talalhaték olyan,az (a, b)-be es6 &, szamok, melyekre

Ao () > ¢, log n, 4)
ahol ¢, (és a tovadbbiakban ¢, c,...) n-tol fiiggetlen allandok S. Bernstein®
kimutatta, hogy a (4) becslés pontos abban az értelemben, hogy a = —1,

b=--1 esetén, amennyiben (1) n-edik sordnak a 7,.(x) Csebisev-polinom
gyokeit valasztjuk, akkor
Ax(x)=0(log n) )
(—1, -+ 1)-ben egyenletesen. Szegé Gabor ** bebizonyitotta, hogy (5) a (— 1,4 1)
intervallum minden bels6 részintervallumdban egyenletesen érvényes még akkor
is, ha az interpoldcié alappontjainak nem a Csebisev-polinomokat, hanem a
P« (x) Jacobi-polinomok gyokeit valasztjuk.
Ennél 4ltalanosabb érvényili, de (5)-nél gyengébb becsléseket talaltak
J. Shohat®, tovabba Griinwald Géza és Turdn Pdl": Legyen {P.(x)} a p(x)
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L-integralhaté sulyfiiggvényhez tartozd ortogondlis polinomok sorozata, az
ortogonalitasi intervallum legyen (a,b) és legyenek az xx. alappontok
(k=1,2,...n) a P.(x) polinom gyotkei. Eredményiik szerint, ha minden
a=xz=b-re

p(xX)=m>0;ill. p(x)Y(x—a)(b—x)=m>0;
akkor
_ 4.(x)=0(/n)

(a, b) minden belsd részintervallumaban egyenletesen, ill. az egész (a,b)
ortogonalitasi intervallumban egyenletesen. Varhat6, hogy a Jacobi-polinomok
gyokhelyeinek (3) interpoldcios sajatsaga is elsbsorban ezen polinomok orto-
gonalitisdn mulik. Ennek ellenére Szegd Gdbor (5) bizonyitdsahoz csak a
Jacobi-polinomokra és elsé derivaltjaikra érvényes specialis becsléseket hasznal
fel. Az alabbiakban egy, a Jacobi-polinomok gyokhelyeinek esetén lényegesen
tilmend, olyan altalanos tételt bizonyitunk be, amelybdl Szegd tétele speciélis
esetként kovetkezik:

1. tétel. Legyen {P,(x)} az (a, b) intervallumban a p(x) L-integrdlhato
nemnegativ sulyfiiggvényre ortogondlis és normdlt polinomok sorozata és
képezziik a {P.(x)} gyokeibdl az (1) interpoldcids mdtrixot. Ha (a, b) egy (e, )
belso részintervallumdban

O<m=wx)=M (6)
€s ugyanott
IP,(x)|=K; n=0,1,2,... (7
akkor az (5) becslés («, ) minden belsé részintervallumdra egyenletesen
teljesiil.

A P{P(x) Jacobi polinomok esetén @, #>—1 mellett a sulyfiiggvény
L-integralhat6 és (—1, 4 1) minden belsd részintervallumaban korlatos, tovdbba
a normélt Jacobi-polinomok ugyanott egyenletesen korlatosak: tételiink Szegd
tételét magaban foglalja. De Aaltalanosabb annél, mert pl. J. Korous™ (V.o.
Szegd Gabor™ 157.0.) egy tételébdl kovetkezik, hogy (7) akkor is teljestil,
mégpedig a (—1,+ 1) interpolacios intervallum minden bels6 részintervallumara
egyenletesen, ha a (—1,-4 1) ortogonalitidsi intervallumban az alabbi sily-
flggvényt valasztjuk:

w(x) = (1—x)" (1 + ) p(x),
ahol ¢>—1, p>—1 és (—1,+1)-ben ¢ € Lip 1 tovdbba
p(x)>k>0.

Az I tétel bizonyitdsa.

Miutan Xxia, X2a, ... Xun €gyben a w(x) sulyfliggvényhez tartozd n-edfokii
Gauss-féle mechanikus kvadratiira alappontjai, tetszéleges legfeljebb 2n—1-ed-




A LAGRANGE-FELE INTERPOLACIO LEBESGUE-FUGGVENYEIRGL 565
fokit 722,-1(x) polinomra

; 2
j.’/l,’g,,-] (X)W (X) dx == I;Zl Lien 5Tan-1 (xkn); (8)

ahol i1, 42,,.. .4 a mechanikus kvadratira Cotes-féle szamai. Ennek kovet-
keztében

‘_ﬁ: l,..n=fw(x) dx=c, | ©
kzzj;}'kn [Pn l(xkn)]2 ‘:‘J‘[Pn'—l (x)]zW(X) dx =1 | ' (10)

és végiil, tekintettel arra, hogy lin(Xin) == O,

Jlkm () 72 (YW (x) d X == A 780 (Xin), )

ahol s,(x) legfeljebb n-edfokd polinom. Helyettesitsiink (11)-be rendre sz, (x)
helyébe Py(x), P,(x),... Pa.-1(x)-et, akkor megkapjuk . (x)-nek {P.(x)} szerint
halad6 ortogonalis kifejtésének egyiitthatoit: a Christoffel—Darboux-képlet
szerint tehat -

n-1
[,m(x) :lkn Z P,‘,(an) P,,(x) - lkn Un-1 Pn—l (xkn) Pn(x) - (12)
»=0 Ay X— Xrn
Elemi becslés segitségével (lasd Alexits Gydrgy)
o<%< Max (lal, [b))=c,. (13)

Sziikségiink lesz az alabbi segédtételekre :
I. segédtétel: (e, 8) minden rogzitett belsd részintervallumaba esé xu.
alappontok egyenletesen

0<,zk.,;=0(—,11—‘). (14)

Ennek bizonyitasat lasd Erdds Pdl és Turdn Pdl*, V. lemma, 530.
II. segédtétel : Ugyancsak az (e, 8) rogzitett belsd részintervallumaba es6
X, Xei1.n alappontokra egyenletesen

. G4 5
Xe4l, v — Xy > “"z‘ . (13)
Lasd Erdds Pdl és Turdn Pal*, VIII. tétel, 538.
Ezenkiviil (12), (14) és (7) felhasznalasaval (e, 8) minden belsd rész-
intervallumdba es6 xi. €s x értékekre egyenletesen ’

li (%) = 0 (1). (16)
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~

Legyen most x az (e-+h,p—/) intervallum egy tetszbleges pontja és
ay=a-+h/2; 8=F—h/2, végiil az x-szel szomszédos két alappont legyen
Xin €S Xis1, n-

Bontsuk fel (3) jobboldaldn allo Osszeget harom részre. Az elsd részben
hagyjuk a k=i és k=i-}-1-hez tartozé tagokat; a mdsodik részbe soroljuk
azokat a tagokat, amelyek az el6bbiekt6l kiilonboznek és amelyekhez tartozé
alappontok («,, #)-be esnek; végil a harmadik részbe soroljuk a tobbi alap-
pontot. llyen moédon, tekintettel (12), (7) és (13)-ra*

+1
N -l C, - 1
An(x) = Z+ >+ 2 <atlP@Iy 2 e
= ImEEf) € 6) T € (11 B) on

§ . an
% Zr Lien !pn-l (x’“')|§ :

T, € (@ B)
A Il. segédtétel alapjan, miutdn a 3’ Osszegezésbol az x-szel szomszédos
alappontokat kihagytuk,

- 1 11’
) 7 ~-<cnlogn. 18) -
‘”kna(_“’xﬂx) |x'_xkn! ﬁ 41'/ g ( )

Mésrészt (9) és (10) felhasznaldséval
Z '{knlpnl(xkn)l\zlknlpn l(xln)|<

Zpp € (21 By)

n ki3
< Vz; lkn 2: Zrkn [})n—l(xkn)]2 = C;/*
k= k

tehat (16), (17) és (18) fethasznalasdval
An(x) < e Pa(x) log n (20)
amib6l (5) kovetkezik, Q. e. d.

(19)

Az interpoldciésorozat konvergencidja és maradéktagja

Legyen p..i1(x) az a legfeljebb n— 1-edfoki polinom, amely az adott
folytonos f(x) fiiggvényt az (a, b)-szakaszon a Csebisev-fele értelemben a leg-
jobban megkozeliti és legyen

' En-1= Max [f(X)—Du-1 (X)]- (21)
z€(a, b .
Az (1) matrix segitségével kepezett L,L(f,x) interpolacios eljaras alapfiigg-
vényeire az x helyen legyen érvényes az (5) becslés. Akkor

\La(f; )—F )| = LS5 %) —Put )+ [P 1 () —F(X) | =
|L (f—pn 1, x)l“!—En -1 = [A (X)+1 n-1
I1. tétel : Az f(x) fiiggvény az (a,b) intervallumban egyenletesen fegyen
eleget az

(22)

|f (o) —F(x)] = 0 (| log (x.—x)|™) ()

* X € (@, 8) azt jelenti, hogy az (, #) intervallum nem fartalmazza Xi.-t.
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feltételnek. Akkor az I. tételben definidlt L,.( f) interpoldcios eljdrdsokra (a, 8)
minden belsé részintervallumdra egyenletesen

lim L.(f; X) = f(x) (24)

N

Jacobi polinomokra ezt a tételt Szegd Gdbor™ (14,4 tétel, 328) bizonyitotta.

Bizonyitds: Az [. tétel értelmében (5) (¢, 8) minden bels6 részinter-
vallumara egyenletesen teljesiil. Mdsrészt D. Jackson tétele szerint (23)-bol
kovetkezik, hogy :
E..i=0 (logn) (25)
(22), (5) és (25)-bdl (24) leolvashato.

1. Tétel: f(x) legyen (a, b)-ben r-szer differencidlhaté* és ugyanott
legyen ¢ Lipe, akkor az I tételben definidlt L.(f) interpoldcios eljdrdsokra
minden belsé részintervallumdban egyenletesen

L. (f, x) = f(x)-+0 (n~"+log n). (26)

Bizonyitas : Feltételtink szerint D. Jackson tételébol
E..1=0(n""), ' (27)

amivel allitasunk a Il. tétel bizonyitdsdhoz hasonldan kévetkezik.
A 1II. tételhez analog Osszefiiggés ortogondlis polinomsorokra is érvényes
(lasd Alexits Gyorgy?).

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.

* r 0 ugy értendd, hogy f€ Lip «.
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