AZ ASSZOCIATIVITASFELTETELEK FUGGETLENSEGE*

SZASZ GABOR
Bemutatta Rédei LdszIlo lev. tag az 1953. dprilis 6-dn tartott felolvaso iilésen

1. §. Bevezetés

Legyen S adott »-elemii halmaz; » lehet véges vagy végtelen. Ha az
S-ben értelmezve van egy szorzds, akkor azt mondjuk, hogy az § halmaz a
definidlt\szorzasra nézve egy S* multiplikativ struktirdt alkot. Megjegyezziik,
hogy az S™-hoz tartozé szorzistél &ltaldban semmiféle megszorité feltevés
teljestilését nem kivanjuk meg.

Egy S halmazban természetesen tobbiéle szorzas is értelmezhetd, azaz
egy S halmazb6l kiilonbozé S* struktardk képezhetok. Egy S* strukturat
asszociativ multiplikativ struktirdnak (maskép félcsoportnak) neveziink, ha az
Osszes

(xy)z=x(y2) (% ¥,2€S) )
egyenletek fennallnak. Az (1) egyenleteket asszociativitdsfeltételeknek nevezziik.

Rédei Ldszlo professzor késziild konyvének irasaval kapcsolatban vetette
fel azt az algebra szempontjabo6l elvi fontossign problémat, hogy adott
v-elemil S halmaz esetén az (1) egyenletek bizonyos valddi részének fenndllasa-
bol kovetkezik-e a tobbi egyenlet teljesiilése (t.i. az S-bol képezhetd Osszes
S* struktdrakat illetden). A problémat sikeriilt teljesen megoldanom, mégpedig
azzal a meglep6 eredménnyel, hogy ha » =4, akkor az (1) egyenletek egyike
sem kovetkezik a tobbibol. Pontosabban: legaldbb négyelemi S halmaz
esetén az (1) egyenletek bdrmelyikét kiszemelve, megadhato egy olyan 8* mul-
tiplikativ struktira, amelyben a kiszemelt egyenlet nem teljesiil, az 0sszes tobbi
viszont telfesiil. Roviden szdlva ez azt jelenti, hogy az (1) asszociativitasfel-
tételek v =4 esetén fiiggetlen axiomarendszert alkotnak.

A mondott eredmény bizonyitdsa lényegesen tdmaszkodik a » - 3 esetre.
Részint ezért, részint a teljesség kedvéért megvizsgaltam a »=3 eseteket is.
Kideriilt, hogy a » =3 esetekben az (1) egyenletek nem fiiggetlenek egymads-
tol: sikeriilt is megadnom ezekben az esetekben az (1) axiomaknak egy
fiiggetlen teljes® részrendszerét.?

* Megjelenik német nyelven az Acta Scientiarum Mathematicarum (Szeged) 15. kote-
tében.

1 Mint szokasos, egy axiomarendszer valamely részrendszerét teljes rendszernek nevez-
ziik, ha ekvivalens az eredeti axibmarendszerrel.

2 A v=73 esetben ez csak egyféleképpen lehetséges, » -:2 esetén azonban tobbiéle-

képpen is. A » -1 esetben csak egy S* struktiira létezik. s ez trividlisan asszociativ.
Ezért a tovabbiakban a »=2 esetre szoritkozunk.
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Dolgozatom beosztiasa a kovetkezd. lesz:
2. §. Elokésziiletek.
3.8. A vr==3 eset részleges targyaldsa.

4.8 A v=4 eset.
5.§. A r=- 3 eset teljes targyaldsa.
6.8 A =2 eset.

2. §. Eldkésziiletek

Targyalasunk soran q, b,c,d,e betiikkkel fogjuk jel6lni az S halmaz
(kiilbnboz0) elemeit. Az x, y, z,¢ betiik viszont a halmaz fetszésszerinti (tehat
nem feltétleniil kiilonboz06) elemeinek jelolésére szolgalnak, mint mar fentebb
(1)-ben is. ;

A konnyebb kifejezés kedvéért néhdny einevezést vezetiink be.

Egy S*struktiranak valamely (x, y, z) elemhdrmasat asszociativnak nevez-
ziik, ha (xy)z =x(y2); ha ellenben (xy)z=Fx(yz), akkor az (x,y,2) elem-
harmast nemasszociativnak mondjuk.

Az S halmaz elemeibdl képezett valamely (x,y,2) elemharmast izoldlt-
nak fogunk nevezni, ha van olyan S* multiplikativ struktiira, amelyben egyediil
az (x,y,z) elemharmas nemasszociativ. Foéallitdsunk tehat igy fogalmazhato
v=4 esetén minden elemhdrmas izolait.

Két (x,¥,2) és (x,y,2") elemhdrmast azonos tipusinak fogunk mondani,
ha egymdasbdl az S elemeinek valamely permutacidjaval alinak el6. Az azonos
tipusu elemeket egy osztidlyba sorozva, az S-bdl képezhetd elemharmasoknak
egy osztdlyozasat nyerjitk. Az egyes osztilyokat egy-egy reprezentansukkal
jellemezve, az S elemharmasai a kovetkezd tipusok egyikéhez tartoznak:

(a, a, a)-tipus ] 2.1
(a, a, b)-tipus 2.2)
(b, a, a)-tipus (2.3)
(a, b, a)-tipus 2.4)
(a, b, ¢)-tipus, (2.5)

amelyek koziil az utols6 csak » =3 esetén fordul eld.

Teoyuk fel, hogy az S halmaz valamely (x,y,2) elemhdrmasa izolalt és
legyen (x,y’,2') az el6bbi elemhdrmassal azonos tipust. Az x,y,2z elemeknek

rendre X'y, 2-re vald atjelolésével azonnal lathatd, hogy (x,)’,2") szintén
izoldlt.? Jogos tehat nemcsak izolalt elemharmasokrol, hanem izoldlt tipusokrot
is beszélni: egy tipust izolaltnak neveziink, ha a hozzatartozé elemharmasok
_izolaltak. A mondottak egyszersmind azt is jelentik, hogy nem lesz sziikséges

3 Ennek az eljarasnak pontos targyalasara nézvé 1. Rédei L.: Die Anwendung des
schiefen Produktes in der Gruppzntheorie (Journa! fiir die reine und angewandtc Mathe-
matik. 788 kitet, 1950, 201—227.) ¢. dolgozatanak 2. §-at.
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minden elemharmast megvizsgalni az izolaltsag tekintetében ; elegend6 csupan
az egyes tipusoknak egy-egy (példaul a (2.1)—(2.5)-ben felsorolt) reprezen-
tdnsaval foglalkozni.

A tovabbiak megkonnyitése végett még néhany egyszerii segédtételt
bocsatok elére, amelyeknek trividlis bizonyitdsat mell6zhetem.

1. segédtétel. Az S= {a, b} halmazon* az

lab lab
alaa é alabd 3)
bl b b bl b b

Cayley-tablaval megadott struktardk asszociativok.

Nevezziik egy S* multiplikativ struktira valamely x elemét baloldali
zéruselemnek, ha minden y(€S)-re xy-=x; hasonloan, a z2(€S) elemet jobb-
oldali zéruselemnek nevezziik, ha minden y(€S)-re yz=2=2.

Az olyan elemet, amely egyszerre bal- és jobboldali zéruselem, roviden
" zéruselemnek mondjuk.

2. segédtétel. Minden olyan (x,y,z) elemhdrmas asszociativ, amelyhen
vagy x baloldali vagy z jobboldali zéruselem.

3. segédtétel. Minden olyan elemharmas asszociativ, amelynek (legaldbb)
egyik eleme zéruselem.

4. segédtétel. Legyen S* a 7" multiplikativ strukturdnak részstruktiraja.
Ha a 7—S halmaz® valamely 2 elemére teljesiil

Xt==2 €s (x=z (x€T, teT—S), 4
akkor a 7" struktara nemasszociativ elemharmasai megegyeznek az S* rész-

struktiira nemasszociativ elemharmasaival.® (Mdas szoval: minden olyan elem-
harmas asszociativ, amely legalabb egy T— S-beli elemet tartalmaz).

Megijegyezziik, hogy a 4. segédtételben szerepld z zéruselem. Masrészt,
azt is latjuk, hogy a 3. segédtétel a 4.-nek az a specidlis esete, amikor T—S
egyediil a 7*-nak a zéruselemébdi all.

Az S* valamely x elemét baloldali egységelemnek nevezziik, ha minden
Y(€S)-re xy==y.

5. segédtétel. Ha x baloldali egységelem, akkor minden (x,y,2) elem-
harmas asszociativ.

6. segédtétel. Ha egy x elem idempotens, akkor az (x,'x, x) elemhdrmas
asszociativ.

1 A {} jel ebben a dolgozatban a halmazelméleti értelemben szerepel.
5 T—S8 jelenti a T azon elemeinek halmazat, amelyek S-ben nincsenek benne.
6 A T*-ot az S* trividlis bovitésének is nevezhetjiikk, mert az S*-rol a T*-ra valo

attéréskor minden ,uj“ szorzat értéke z.
*
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3.§. A v=:3 eset részleges tdrgyaldsa

Ebben a fejezetben a haromelemii S-=={a,b,c} halmazbol képezett S*
strukturdkkal fogunk foglalkozni és kimutatjuk, hogy

1. lemma. Az S= {a,b,c} halmaz &sszes nem (a, a, a)-tipust elemhdr-
masai izoldltak.

A tétel bizonyitdsa ugy fog torténni, hogy megadunk egy-egy olyan S*
strukturat, amelyben rendre egyediil az (a,q,b), (b,a,q), (a, b, a) illetve (a, b, ¢)
elemhdrmas nemasszociativ, a tobbi pedig mind asszociativ. Az (a,aq,a)-
tipussal az 5. fejezetben kiilon fogunk foglalkozni, s latni fogjuk, hogy ez a
tipus (v ==3 esetén) nem izolalt.

1°. Az (a,a,b) elemharmas izoldltsdganak kimutatdsara tekintsiik az

_»abc
al ¢cbc
bl ccc (5)

/ cf ¢cc¢

Cayley-tablaval meghatarozott S* strukttirat.”

Latjuk, hogy (5)-ben egy szorzat értéke csek akkor lehet 4=¢, ha az elso
tényez6 a. Masrészt mindig xy==a, tehdt mindig (xy)z=rc.

Viszont, akkor és csak akkor x(yz)==c¢, ha x= a és yz --b, azaz ha
Xe=@, Y==a és 2 ==b.

Ezzel kimutattuk, hogy (a,q,b) nemasszociativ, de minden mas elem-
harmas asszociativ. Tehat az (a,a, b) elemtipus izolalt.

2" Az el6bbi Cayley-tablanak a f6atlora valo tiikrizésével eloalld

Jabe

al cc ¢ .
' bl bcc (6)

cl ccc

rendszerben (b, a, a) az egyetlen nemasszociativ elemhdarmas. Ez az el6bbihez

7 Ezt a példat Al. C. Climescu : Etudes sur la Théorie des Systémes Multiplicatifs
Uniformes 1., L’indice de non-associativité (Bulletin de I'Ecole Polytechnique de Jassi, 2.
kotet, 1947, 97—121. 0.} c. dolgozatabdl vettem at (114. o., i==1 jelzésii példa, az a és ¢
szerepének felcserélésével), de teljes bizonyitast adok hozza. O mas szempontbél foglalkozik
az (1) egyenletek fennallasanak kérdésével, mint mi. Egy véges »-elemii S* struktira (nem-
asszociativitdsi) indexének nevezi az S$*-ban nem teljesiild (1) egyenletek szamat. Az index
tehat bizonyosan a 0, 1,...,»3% egész szamok valamelyike. Climescu kimutatja azt a meg-
lepd tényt, hogy »=3 esetén az { minden 0<i=»3 értékéhez talalhaté olyan v-elemii
struktira, amelynek indexe éppen /. A mi szempontunkbdl 6sztonzd és hasznos volt cnnek
az eredménynek az a részlete, hogy »=3 esetén van 1 indexii strukfura,ami a mi beszéd-
moédunk szerint azt jelenti, hogy » =3 esetén van izolalt elemtipus. A mi vizsgalatunkhoz
persze nem elégedhetiink meg az izolalt elemtipusok exisztencidjanak kimutatdsaval, hanem
azt is meg kell vizsgalnunk, mely elemtipusok izolaltak.
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hasonlé modon lathaté be, a Cayley-tibla sorainak és oszlopainak a szerepét
felcserélve. Tehdt, a (b, a, a)-tipus is izolalt.
3. Tekintsitk azt az S* struktiirat, amelynek Cayley-tablaja

_jabe
al acc
bl abec M
¢l ccc

Ebben (a, b, a) nemasszociativ, mert
(ab)a=ca=c ¢és a(ba)=-aa:-a.

Minden tovabbi elemharmas asszociativ az alabbi részletezés szerint.

Minthogy ¢ zéruselem, ezért a 3. segédtétel folytdn minden c-t tartal-
mazd elemhdrmas asszociativ. Csak azokat az elemharmasokat kell tehét
tovabb vizsgalni, amelyekben ¢ nem szerepel.

A b baloldali egységelem lévén, az 5. segedtetcl szermt a b-vel kezd6do
elemhdrmasok asszociativok.

Hatra vannak az a-val kezdd6do és csak a, b-t tartalmazo elemharmasok.
Ezek koziil (a,a,a) a 6. segédtétel folytan asszociativ, az (a, b, @) nemasszo-
ciativitasat pedig fentebb megallapitottuk. Marad tehat az (a, a, b) és (a b, b)
elemharmas:

(aa)b=—ab-=c ¢és a(ab)f:ac=—c,
(abyb=—=cb~c ¢és a(bb)—=ab=c.
Tehat, az (a, b, a)-tipus izolalt.
4°. Legyen végiil egy S* struktara Cayley-tabla]a

wabc
al aac
b bbb ®)
cjiccece

Ebben elészor is
(ab)c=ac=c és a(bc)==ab=a,

tehat (a, b, c) nemasszociativ. .

A tobbi elemharmas azonban, mint az aldbbi részletezés mutatja, asszo-
ciativ.

Minthogy b és ¢ baloldali zéruselemek, ezért a 2. segédtétel szerint
minden (b,x,y) és (c,x,y) elemhdrmas asszociativ. Hétra vannak tehdt az
a-val kezd6d6 elemharmasok.

A (8)-bdl latjuk, hogy S*-ban az a,b és a,c elemparok kételemii rész-
struktardkat alkotnak. Ez a két részstruktira az 1. segédtétel szerint asszoci-
ativ. Eszerint az aq-val kezd6d6 elemharmasok kéziil is mindazok asszociativok,
amelyekben b és ¢ egyszerre nem fordul el6.
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Meg kell még vizsgalni az a-val kezd6d6 olyan elemharmasokat, amelyek
a b és ¢ elemeket egyszerre tartalmazzak. Ilyen csak ketté van. Az (a, b, ¢)-t
mar fentebb néztik; az (q, ¢, b)-re pedig

(ac)b=cb=c ¢és a(ch)-=ac -=c.

Ezzel kimutattuk az (a, b, ¢)-tipus izolaltsagat is, amivel az 1. lemma
bizonyitasat befejeztiik.

4.8 A vr=4 eset

A v~ 3 esetre vonatkozo eredmények felhasznalasaval konnyen kimu-
tathatjuk fotétellinket.

1. tétel. Legaldbb négyelemii halmaz esetén az (1) egyenletek fiiggetien
axiomarendszert alkotnak.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa tigy fog torténni, hogy kimutatjuk a kovet-
kezOt: v =4 esetén az Osszes elemhdarmasok izolaltak.

Az (a, a, b), (b, a, a), (a, b, a) és (a, b, c)-tipusok izolalt voltdt az el6zd
fejezet eredményeibdl fogjuk nyerni a kovetkezé igen egyszerii modon. Legyen

=1{a, b,c} és T=={a, b,c,d, ...}, ahol a ...»>>4 esetben tovabbi eleme-
ket (esetleg végtelen sokat) jelent, »-—4 esetében pedig ‘az iires halmazt.
Tekintsiik azt a 7" strukturat, amelyben

1) S* részstruktira; '

2) minden t€T—S és x€T esetén xt  d, tx —=d.

A 4. segédtétel szerint a 7° nemasszociativ elemhdrmasai megegyeznek az
S* nemasszociativ elemhdrmasaival. Ha tehat S* helyébe rendre az (5)—(8)
Cayley-tabldkkal adott rendszert irjuk, akkor maris kaptunk egy-egy olyan
r=4 elemii (akdarmilyen szdmossagli) 7" strukttirat, amelyben rendre egyediil
az (a, a, b), (b, a, ), (a, b, a) illetve (a, b, c) elemharmas nemasszociativ.

Ki kell még mutatnunk az (a, a, @)-tipus izolaltsagat. Ebbdl a célbol
tekintsiik azt az S = {a, b, ¢, d, . . .} halmazbdl képezett S* multiplikativ struk-
turat, amelyben

1) aa=»5

2) ab=c

3) minden tovabbi x, y elempérra xy--d.

Az 1)—3) altal definidlt S* struktiiraban mmdenekelott

(aa)a=-ba=d ¢és alaag)=ab-—=c.
A tobbi asszociativitasfeltételek viszont teljesiilnek, az alabbiak szerint.

Minthogy az x==a esetben Kkorlatlanul xf - d, azért minden olyan

(x, ¥, 2) elemharmasra, ahol x=Fa, fennall
(xy)z=dz=d és x(y2)==2d.

+

A tovabbiakban tehat csak az a-val kezd6d0 elemharmasokat kell vizsgélni.
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Ha az (a, y, 2) elemhirmasban y a ¢, d, ... elemek koziil valo, akkor
(@y)z=dz=d és a(y2)= ad--
ha pedig a z elem a ¢, d,... koziil valo, akkor, fc—1td— .==d (1€8)
miatt, ‘
(ay)z=—d és a(yz)=ad~d.
Eszerint csak azok az (a, y, 2) hdrmasok vannak hdtra, amelyekben y és 2
mindketten az a és b koziil valok.
Az y=a, z—a esetet fent mar elintéztiikk. A tobbi harom esetben
(a@)b ~bb-=d ¢és a(ab)y=ac--d, |
(ab)a=ca=d és a(ba)y—ad=-=d, 9
(ab)b=cb=d és a(bb)-=ad=d.

Ezzel a »=4 esetre kimutattuk az (a, a, a)-tipus izolaltsagét, s igy az
1. tétel bizonyitdsat befejeztiik. '

5. 8§. A v=23 eset teljes tdrgyaldsa

A »=3 esetben az (a, a, a)-tipus elemhdrmasai egészen maskép visel-
kednek mint »=4 esetén:

2. lemma. Ha az S=/{a, b, ¢} halmazbol képezett valamely S* multi-
plikativ stuktirdban az Osszes
(a,a,x) (x,a %)

(@, x,a) (x a,a) % X==b vagy x==c¢ (10)

elemhdrmasok asszociativok, akkor (a, a, a) is asszociativ.*
Az 1. és 2. lemmaknak kozvetlen kovetkezményeként adodik a

2. tétel. Hdromelemii halmaz esetén az (1) asszociativitdsfeltételeknek
egyetlen fiiggetlen teljes részrendszere létezik; ez gy dll eld, hogy toroljuk
(1)-bdl azt a 3 egyenletet, amelyre x==y=2z.

Az 1. lemma szerint ugyanis a nem (a, a, a)-tipusti elemharmasok mind
izolaltak, tehat az (1) egyenleteknek az a 24 egyenletb6l all6 részhalmaza,
amelyre nem &ll fenn x==y =2, fiiggetlen részrendszert alkot. A 2. lemma
viszont azt mondja ki, hogy ez a 24 egyenletbdl all6 részhalmaz mar teljes
rendszer az (1) egyenletekre nézve.

A 2. lemma bizonyitdsa indirekt uton fog torténni: feltessziik, hogy az
(a, a, a) elemhdrmas a (10) asszociativitasfeltételek teljesiilése ellenére nem-
asszociativ, s ebbol a feltevésbdl ellentmondasra fogunk jutni.

Minthogy (a, a, a)-r61 nemasszociativitast tettiink fel, azért a kovetkez
esetek valamelyikének kell fennallnia:
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. (ad)a==a és a(aa)==x,
II. (@ag)a==x és a(aa)=:aq,
ahol x— b vagy x==c;
lll. (@aa)a=x és a(aa)-=y,
ahol x=15b és y - ¢ vagy x=c és y=20.
Az egyes esetekkel kiilon foglalkozunk. Elore megjegyezziik, hogy a 6. segéd-
tétel folytan aa-!-a. '
1. eset. Legyen z(€S) az az elem, amelyre z - @, x. Két alesetet fogunk
megkiilonboztetni aszerint, hogy aa-=x vagy aa-=z.
Ha aa=x, akkor az l.-ben szerepl$ feltevések szerint
xa-—~a €és ax-=X.
De akkor
a(xa)-~aa -x é (ax)a=xa—a,
vagyis (a, x, a) nemasszociativ elemharmas.
~ Ha viszont aa-= 2z, akkor l. miatt
2a-=qa €s az—x, (11)
ezekbdl pedig ismét azt fogjuk kapni, hogy (a, x, a) nemasszociativ. Ugyanis,
a (10)-ben felsorolt asszociativitasfeltételek alkalmazasaval (11) szerint
ax—=a(az)==(aa)z=2z2z-—=2z(aa)=(2a)a —aa=2z,
xa- - (az)a==a(za)-=aa-=—=2z2,
amelyekb6i '
(ax)a-=za=a és a(xa)- az—x.
1l. eset. Ez az eset az l.-gyel analdg modon targyalhatd, csupan az
Osszes fellépd szorzatokban az elemek sorrendjét kell felcseréini. Vagyis ebben
az csetben ismét (a, x, a) nemasszociativ.

lIl. eset. Ismét két aleset lehetséges aszerint, hogy aa = x vagy aa=y.
Vizsgéljuk elOszor azt az alesetet, amikor

aq—x. } (12)
Ekkor, a lll.-ban adott feltételekbol .
Xa==x €s ax==}. (13)

Kimutatjuk, hogy (a, a, y) nemasszociativ. Ehhez el6bb néhany elempar szor-
zatat szamitjuk ki, a (10)-beli asszociativitasfeltételek alkalmazdsaval:

xx = x(aa)=(xa)a=xa=x (12), (13) miatt; (14)
Xy - x(ax):(xd)x:xxzx (13), (14) miatt;  (15)
ay=a(ax)=(aa)x=xx=x (13), (12), (14) miatt. (16).
A (12), (15), (16) és (13)-bol
(ad)y=xy=x ¢és afay)=ax=).
Az aa=-y aleset targyalasat visszavezetjik az aa==x alesetére. Az
aa = x aleset kiindulasi feltételei az (ae@)a=x, a(aa)=y és aa=1x egyen-
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letek voltak. Ha ezekben az x és y szerepét felcseréljiik, s vele egyiddben az
egyes szorzatok sorrendjét is, akkor éppen a még hatralévd aleset kiindulasi
feltételeit kapjuk. Ha tehdt az x, y elemeknek és a szorzatok sorrendjének
felcserélését az aa=-x aleset egész targyalasdban Kkeresztiilvissziik, akkor az
x(aa)=y és (xa)ya=x

eredményre jutunk.

Az I—III. esetek Osszes aleseteiben fellépd ellentmondassal a 2. lemmat
(s vele egyiitt a 2. tételt) bebizonyitottuk.

6. § A v=2 eset

Végiil megvizsgaljuk a »—=2 esetet. Az S={a, b} halmaz elemeib6l
képezhet6é nyolc kiilonboz elemharmast harom osztilyba sorozzuk:
C: (a, a, a), (a, b,a);
G (b, b,b), (b,a,d);
Cs: (a,a, b), (a, b, b), (b,a,a), (b,b,a);
és kimutatjuk a kovetkezo tételt:

3. tétel. Ha az S=/{a, b} halmazbol képezett valamely multiplikativ
struktirdban a C,, C,, C; osztdlybol egy-egy elemhdrmas asszociativ, akkor S*
Jélcsoport. (Mas szdval: A » =2 esetben az asszociativitasfeltételeknek minden
olyan részhalmaza fiiggetlen teljes rendszert alkot, amely a C,, C,, C; osztalyok
egy-egy elemharmasanak asszociativitdsat irja eld.)

Bizonyitds. Az olvasd kozvetlen szamolassal konnyen meggy6z6dhetik
arrol, hogy az S--{a, b} halmazbdl képezhetd 16 kiilonbozd S* struktira
koziil nyolc asszociativ, a tobbi nyolc esetében pedig a nemasszociativ elem-
harmasok pontosan vagy a Ci(i= 1, 2, 3) osztalyok egyikének Osszes elem-
hérmasai, vagy az Osszes kiilonboz6 elemharmasok. Ezért barmely S* struk-
tira esetén egy-egy C; osztdly elemei vagy mind asszociativok, vagy mind
nemasszociativok, s ez éppen a tétel helyességét jelenti.

Szegedi Tudomdnyegyetent
Bolyai Intézete.
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