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1. GÖDEL [ÍJ é s CHURCH [1] m a m á r k l a s s z i k u s n a k t e k i n t h e t ő p u b l i k á c i ó j a 

óta számos matematikai logikai dolgozat foglalkozik ún. megoldhatatlan mate-
matikai problémák szerkesztésével. Minthogy a szakirodalomban egyesek olyan 
filozófiai következtetéseket vontak le az ilyen problémák létezéséből, amelyek leg-
a lább is súrolják az agnoszticizmus határát (lásd pl. Р о ь т [1], WEDBERG [1]), 
ezért szükségesnek látszik megvizsgálni, milyen értelemben megoldhatat lanok 
a szóban forgó problémák és mennyiben érinti ilyen problémák létezése a világ 
és törvényszerűségei megismerhetőségének kérdését. 

2. GÖDEL említett dolgozatában, valamint a hozzá kapcsolódó kutatások-
ban a következőről van szó. Adva van egy A axiómarendszer , amely azoknak 
a módszereknek rögzítésére szolgál, amelyeket bizonyos t ípusú problémák 
megoldására felhasználunk. Maguk a szóban forgó problémák a következő 
alakúak. Adva van egy T ítélet, amely az A axiómarendszer alapfogalmai, 
továbbá a logikai fogalmak segítségével megfoga lmazható ; és azt kérdezzük, 
igaz-e a T ítélet, vagy nem. (Logikai fogalmakon itt a logikai í téletkalkulus-
nak az „és", „vagy", „ha . . . a k k o r . . . " , „ . . . akkor és csak akkor, ha . . . " , 
„nem" szavaknak megfelelő műveleteit, a „van o l y . . . , a m e l y r e . . . " „min-
den . . . - r e . . . " szavaknak megfelelő ún. kvantorokat, valamint az egyenlőség-
relációt értjük.) Az A axiómarendszer helyességében olyan értelemben m e g -
bízunk, hogy a szóban forgó problémát megoldottnak tekintjük, ha akár a T 
ítéletet, akár kontradiktórius tagadását, a T ítéletet, sikerül bebizonyítani az A 
axiómarendszer axiómáiból kiindulva, az A axiómarendszerben megengedet t 
következtetésmódok véges számú alkalmazásával ; az első esetben azt m o n d -
juk, hogy a probléma megoldása az, hogy a T ítélet igaz, a második esetben 
az, hogy a T ítélet hamis. (Az A axiómarendszer helyességében való bizalom 
azt a feltételezést is magában foglalja, hogy e két eset egyidejűleg semmiféle 
T ítélet esetén nem következhetik be, vagyis, hogy az A axiómarendszer ellent-
mondástalan.) Ha egy ilyen természetű probléma ebben az értelemben nem 

* A Magyar Tudományos Akadémia illetékes szervei az e lőadást téves intézkedés 
folytán a következő címen hirdették meg : „Matematikai problémák eldönthetőségének 
fogalmáról" ; ez a cím azonban nem felel meg az e lőadás tárgyának. 
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oldható meg, vagyis ha sem a T, sem a T ítélet nem bizonyítható be az A 
axiómarendszerben, az semmiféle agnoszticista következtetésre nem jogosít, 
hiszen nem azt mutatja, hogy egyáltalában nem tudjuk eldönteni, igaz-e a T 
ítélet, hanem csak azt, hogy ennek eldöntésére nem alkalmas az A axióma-
rendszer ; ez pedig nem „tudásunk határának" létezését, hanem csak az A 
axiómarendszer egy bizonyos fogyatékosságát , ti. nem teljes, pontosabban : 
nem kategorikus voltát mutat ja . 

Abból a tényből, hogy valamely A axiómarendszer nem kategorikus, 
vagyis, hogy van olyan, A alapfogalmai és a logikai fogalmak segítségével 
megfogalmazható T ítélet, hogy sein T, sem T nem bizonyítható be az A 
axiómarendszerben, csak az vonhat le agnoszticista következtetéseket, aki 
ragaszkodik az abszolút axiómarendszer koncepciójához, mégpedig A-t ilyen 
axiómarendszernek tartja. Ez a koncepció abban a véleményben áll, hogy 
van olyan axiómarendszer , amelyen belül minden helyes matematikai meg-
gondolás elvégezhető. Ez a vélemény közel áll a mechaniszt ikus materializmus 
azon feltételezéséhez, hogy van olyan differenciálegyenlet, amelynek a lapjánj 
megfelelő kezdeti feltételek ismerete esetén minden, a valóságra vonatkozó 
kérdésre választ lehet adni, tehát a világ kimerítő megismerése rögzíthető 
módszerek keretein belül lehetséges. Másrészt, a matematikai megismerésre 
korlátozva, RUSSELL és WHITEHEAD logicista iskolája hirdetett ilyen véleményt. 
A logicisták szerint a halmazelmélet antinómiái a circulus vitiosushoz hasonló 
logikai hibák következményei. Hogy ilyen hibák elkövetését meggátolják, 
a matematikai logika eszközei segítségével igyekeztek pontosan megfogalmazni 
a megengedett logikai lépéseket. Véleményük szerint az így előálló, mate-
matikai logikai jellegű axiómarendszerben, amely azonban tartalmaz néhány 
nem-logikai axiómát is, minden helyes matematikai meggondolás elvégezhető ; 
ami nem végezhető el, azt eleve hibásnak ítélik. E vélemény alátámasztására 
Principia Mathematica című háromkötetes könyvükben (WHITEHEAD—RUSSELL 
[1]) a matematika addig ismert fejezetei legfontosabb tételeit felírják a mate-
matikai logika jeleivel és bizonyításukat is megadják, vagy legalábbis vázol-
ják, az említett axiómarendszerből kiindulva. 

GÖDEL [1] azonban éppen A Principia Mathematica axiómarendszeréről 
mutatta meg, hogy van olyan, ráadásul elemi aritmetikai, T ítélet, hogy sem T, 
sem T nem bizonyítható be a kérdéses axiómarendszerben. Aki elfogadja azt 
a hipotézist, hogy a Principia Mathematica axiómarendszere a fenti értelem-
ben abszolút matematikai axiómarendszer , az ebből azt a következtetést vonja 
le, hogy az a probléma, igaz-e a T ítélet, vagy nem, semmiféle helyes mate-
matikai módszerrel nem dönthető el. 

GÖDEL azonban ugyanakkor megadott olyan axiómarendszert , amelyben 
ez a probléma mégis csak eldönthető, ráadásul olyat, amelynek minden axió-
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májá t el kell, hogy f o g a d j á k azok, akik megbíznak a Principia Mathematica 
ax iómarendsze rében . Ez az ax iómarendsze r ugyan i s egyetlen egy a x i ó m a hoz-
závételében különbözik a Principia Mathematica ax iómarendszeré tő l , s ez az 
egy ax ióma azt m o n d j a ki, hogy a Principia Mathematica eredeti a x i ó m a -
rendszere e l len tmondás ta lan ; m á r p e d i g ezt az ax iómát el kell, hogy f o g a d j á k 
azok, akik megbíz tak a Principia Mathematica ax iómarendsze rében . így GÖDEL 
e redménye azt muta t ja , hogy a Principia Mathematica ax iómarendsze re sem 
kategor ikus , egyben azonban azt is, hogy az a hipotézis , hogy ez az a x i ó m a -
rendszer a matemat ika abszolú t ax iómarendszere , tar thatat lan. Ezzel a zonban 
elesett az az a lap , amelyen agnoszt ic is ta következtetéseket lehetne levonni 
GÖDEL e r e d m é n y é b ő l . 

Az abszolút matemat ikai ax iómarendsze r „babé ra i r a " GÖDEL e redményei 
előtt a halmazelmélet ZERMELO—FRAENKEL-féle ax iómarendsze re (lásd pl. FRAEN-
KEL[1]) is pályázhatot t azon az a lapon , hogy a matemat ika jelenleg ismeretes 
fejezetei felépíthetők a halmazelmélet spec iá l i s ágaiként . GÖDEL említett do l -
goza tában é p p ezért megjegyzi , hogy eredményei szószerint átvihetők a ZER-
MELO—FRAENKEL-féle ax iómarendszer re is ; ezért ez sem tekinthető a ma te -
mat ika abszolú t ax iómarendszerének . 

Azonban GÖDEL e redményeinek je lentősége még ennél is nagyobb . 
Ugyan i s meggondo lása i bármely olyan A ax iómarendszer re l kapcso la tban el-
végezhetők, amely bizonyos, nagyon ál ta lános, fel tételeknek eleget tesz. E fel-
tételek háromféle követelményt ál l í tanak az A ax iómarendsze r elé. Röviden 
így lehet nevezni ezeket a követe lményeket : az ax iómarendsze r 1. e léggé ki-
fejező, 2. e léggé szabályos , 3. e léggé e l len tmondás ta lan legyen. GÖDEL tétele 
— ál ta lános a l ak jában — azt m o n d j a ki, hogy minden , e követe lményeknek 
eleget tevő A ax iómarendszerhez van olyan, ezen ax iómarendsze r a lapfoga lmai 
és' a logikai foga lmak segítségével megfoga lmazha tó T=- T(A) ítélet, hogy 
sem T, sem T nem bizonyí tható be az A ax iómarendsze rben . M a g u k n a k az 
1—3. követe lményeknek pontos a lakja attól függ , hogyan bizonyít juk be 
a GöDEL-tételt. Az 1. követelmény azt k ívánja , hogy b izonyos a lakú ar i tmet ikai 
ítéletek megfoga lmazha tók legyenek az A ax iómarendsze r a lapfoga lmai é s a 
logikai foga lmak segítségével , továbbá b izonyos a lakú ari tmetikai és logikai 
jel legű következ te tésmódokat el lehessen végezni az A ax iómarendsze r ax iómái 
és következtetési szabályai segítségével . A 3. követe lmény nemcsak azt k íván ja , 
hogy ne legyen két olyan ítélet, amelyek mindket ten bebizonyí thatók az A 
ax iómarendsze r ax iómái és következtetési szabályai segítségével , és amelyek 
egymásnak e l len tmondanak , amennyiben ugyan i s az egyik a más iknak t aga -
dása , hanem ezenfelül azt is, hogy b izonyos alakú végtelen sok ítélet se legyen 
egyide jű leg bebizonyí tha tó az A ax iómarendsze rben , amelyek közül ket tő-
kettő, vagy ál ta lában véges számú ugyan nem mond egymásnak ellent, de 
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összességükben el lentmondanak egymásnak : ti. olyan ítéletek, amelyek közül 
az egyik azt állítja, hogy van olyan nemnegatív egész szám, amelynek meg-
van egy bizonyos tu la jdonsága, a második azt, hogy a O-nak nincs meg ez 
a tulajdonsága, a harmadik azt, hogy az l - n e k nincs meg, a következő azt, 
hogy a 2-nek nincs meg, és igy tovább. (Ezt a követelményt az A axióma-
rendszer ra-ellentmondástalanságának szokás nevezni.) A 2. követelménynek 
még a hozzávetőleges megfogalmazása is messze vezetne; elég talán annyit 
mondani róla, hogy triviálisan kielégíti minden olyan axiómarendszer , amely-
nek véges számú axiómája és következtetési szabálya van, de kielégítik bizo-
nyos „végtelen" axiómarendszerek is. Mindenesetre igaz, hogy minden olyan 
axiómarendszer kielégíti az 1—3. követelményeket, amelyet eddig a matemati-
kának valamely, legalábbis az aritmetikát magában foglaló fejezetének axió-
matizálására használtak vagy javasoltak. Az 1. követelmény olyan keveset 
kíván, hogy olyan axiómarendszer, amely ezt nem teljesíti, nem tekinthető 
aritmetikai (vagy -a matematika valamely, az aritmetikát is magában foglaló 
fejezetére vonatkozó) axiómarendszernek ; az olyan axiómarendszer , amely a 3. 
követelményt nem teljesíti, nyilván nem tekinthető helyesnek ; az olyan axió-
marendszer pedig, amely a 2. követelményt nem teljesíti, teljesen használ-
hatatlan, minthogy vagy azt lehetetlen áttekinteni, mely axiómák tartoznak 
hozzá, vagy azt, mely következtetésmódok vannak benne megengedve, így 
semmi sem biztosíthatja, hogy axiómái és következtetési szabályai tartalmilag 
elfogadhatók. 

GÖDEL tétele tehát nemcsak egyes axiómarendszerekről mondja ki, 
hogy nem kategorikusak, hanem úgyszólván minden használható aritmetikai 
(vagy a matematika valamely, az aritmetikát is magában foglaló fejezetére 
vonatkozó) axiómarendszerről ; tehát nemcsak egyes axiómarendszerek egy 
bizonyos fogyatékosságát fedi fel, hanem magának az axiomatikus mód-
szernek egy sa já tosságá t : azt, hogy egy axiómarendszer felállítása magá-
ban rejti ezen axiómarendszer ál landó bővítésének kötelezettségét, legalábbis, 
amennyiben a kérdéses axiómarendszert arra akar juk használni, hogy 
sorra valamennyi aritmetikai problémát megoldjunk a segítségével. Sőt, 
ez a kötelezettség már akkor is fennáll, ha csak bizonyos típusú arit-
metikai problémák közül akar juk valamennyit megoldani az axiómarend-
szer segítségével. Ugyanis a GöDEL-tétel bizonyítása, függetlenül az A axió-
marendszertől, mindig olyan alakú, az A axiómarendszerben sem be nem 
bizonyítható, sem meg nem cáfolható T ítélet létezését mutatja, amely azt 
mondja ki, hogy minden nemnegatív egész számnak megvan egy bizonyos 
(az A axiómarendszertől függő) tu la jdonsága ; mégpedig olyan tulajdonsága, 
hogy bármely numerikusan adott természetes számról az A axiómarendszer-
ben (és általában bármely, az 1. követelménynek eleget tevő axiómarendszerben) 
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el lehet dönteni, megvan-e a kérdéses tu la jdonsága (ha megvan, ezt, ha pedig 
nincs meg, akkor azt be lehet a kérdéses axiómarendszerben bizonyítani). 
Ennélfogva már ahhoz is, hogy sorra valamennyi ilyen t ípusú aritmetikai 
problémát meg tudjunk oldani axiómatikusan, szükség van az alapul vett 
axiómarendszer szakadatlan bővítésére. 

Hogy az axiómarendszer alkalmas szakadatlan bővítési folyamata valóban 
segít a GöDEL-tétel által feltárt nehézségen, azt a következő tény mutatja. 
A GöDEL-tétel bizonyítása az általános esetben is ugyanakkor, amikor min-
den, az 1—3. követelményeknek eleget tevő A axiómarendszerhez megad egy, 
az A axiómarendszer alapfogalmai és a logikai fogalmak segítségével meg-
fogalmazható, de az A axiómarendszerben sem be nem bizonyítható, sem meg 
nem cáfolható T= T(A) ítéletet, egyúttal megadja az A axiómarendszer olyan 
A' bővítését, amelyben ez a T ítélet bebizonyítható. Magában véve ilyen bőví-
tés létezése triviális: elegendő volna magát a T ítéletet új axiómaként hozzá-
venni az axiómarendszerhez. Azonban a GöDEL-tétel bizonyítása az A axió-
marendszer olyan A' bővítését ad ja meg, amely tartalmilag elfogadható, ameny-
nyiben az A axiómarendszer helyességében megb ízunk ; ugyanis A' egyetlen 
egy ú j axióma hozzávételével keletkezik A-ból és ez az új axióma azt mond ja 
ki, hogy az eredeti A axiómarendszer el lentmondástalan. (Természetesen ehhez 
a bővített A' axiómarendszerhez a GöDEL-tétel szerint ismét van olyan T(A') 
ítélet, amely A'-ben sem bizonyítható be, sem pedig nem cáfolható m e g ; de 
viszont létezik olyan még bővebb A" axiómarendszer is, amelyben ez a T(A') 
ítélet is bebizonyítható, és így tovább.) 

Az a meggondolás, amelyet fentebb a Principia Mathematica axióma-
rendszerének speciális esetében alkalmaztunk, mutatja, hogy ennélfogva nem-
csak ez az axiómarendszer, de semmiféle más axiómarendszer sem tekinthető 
a matematika abszolút axiómarendszerének, úgy, hogy épp a GöDEL-tétel 
következtében kell elejteni az abszolút axiómarendszer koncepcióját, vagyis 
azt az alapot, amelyből kiindulva agnoszticista következtetést lehetne levonni 
a GöDEL-tételből. 

3. Azt, hogy a GöDEL-tétel még legáltalánosabb alakjában sem jogosít 
agnoszticitista következtetésekre, ma már a legtöbb matematikai logikus elis-
meri, hiszen a GöDEL-tétel csak relatíve (ti. valamely A axiómarendszerre 
nézve) megoldhatatlan aritmetikai probléma létezését mondja ki. Egészen más 
a helyzet azonban a CHURCH-tétel esetében, amely, szokásos megfogalmazá-
sában, abszolút-megoldhatatlan aritmetikai probléma létezése bebizonyításának 
és így a GöDEL-tétel élesítésének igényével lép fel. 

Félreértések elkerülése végett jó lesz eleve leszögezni, hogy A CHURCH-
tétel nem olyan T aritmetikai ítélet létezését mondja ki, amelyről be lehetne 
bizonyítani, hogy semmiféle helyes eljárással nem lehet eldönteni, igaz-e vagy 
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nem. Olyan típusú T ítélet esetén, mint amilyet a GöDEL-tétel bizonyítása 
szolgáltat, ez nem is volna lehetséges. Ha ugyanis a T ítélet azt mondja ki, 
hogy minden nemnegatív egész számnak megvan valamely olyan tu la jdonsága, 
hogy bármely adott nemnegatív egész számról el tudjuk dönteni, megvan-e 
a kérdéses tu la jdonsága, és be lehetne bizonyítani, hogy semmiféle helyes 
eljárással nem lehet eldönteni, igaz-e a T ítélet, vagy nem, akkor maga ez a 
bizonyítás azt is bebizonyítaná, hogy minden nemnegatív egész számnak meg-
van a kérdéses tulajdonsága. Ha ugyanis valamely n nemnegatív egész szám-
nak nem volna meg a kérdéses tu la jdonsága, akkor annak (a feltevés szerint 
lehetséges) eldöntése során, megvan-e az n számnak a kérdéses tu la jdonsága , 
az derülne ki, hogy nincs meg, tehát nem minden nemnegatív egész számnak 
van meg ; vagyis mégis csak eldőlne, hogy igaz-e a T ítélet, vagy nem, ti. az, 
hogy nem igaz. De akkor meg éppen annak bizonyítása, hogy semmiféle 
helyes eljárással nem lehet eldönteni, igaz-e а Г ítélet, vagy nem, döntené e l , ' 
hogy igaz-e a T ítélet, vagy nem, ti. bebizonyítaná, hogy Г igaz, hiszen min-
den nemnegatív egész számnak megvan a kérdéses tulajdonsága. 

A CHURCH-tételben azonban nem egy T ítéletről van szó, hanem vég-
telen sokról, mégpedig az ítéletek egy olyan egyparaméteres seregéről, ahol 
a paraméter megszámlálhatóan végtelen sok p0,pup2, • • • értéket vesz fel; ez 
a megszámlálás effektív, vagyis bármely p paraméterértékéhez véges számú 
lépésben meg tudunk határozni olyan nemnegatív egész számot, hogy p=pnt 

és viszont, bármely adott nemnegatív egész n esetén véges számú lépésben 
meg lehet határozni a pH paraméterértéket. A CHURCH-tételben szereplő prob-
léma az, hogy a p paraméter mely értékeire igaz a megfelelő T= T(p) Íté-
let. Ilyen típusú „egyparaméteres problémasereg" pl. az, hogy a racionális 
egész együtthatójú egyváltozós polinomok közül melyek reducibilisek a racio-
nális számok testében ; vagy hogy melyeknek van pozitív egész zérushelyük ; 
vagy hogy melyeknek lehet meghatározni valamennyi zérushelyét a négy alap-
művelet és a gyökvonás véges számú alkalmazása segítségével. A felsorolt 
három problémasereg esetén a paraméter a kérdéses egész együtthatójú egy-
változós polinom ; és mindhárom esetben ismeretes olyan eljárás, amelynek 
segítségével a paraméterként szereplő polinom bármely választása esetén véges 
számú lépésben meg tudjuk állapítani, igaz-e a megfelelő (a polinom reduci-
bilitását, pozitív egész zérushelyének létezését ill. zérushelyeinek algebrai ki-
számíthatóságát kimondó) ítélet: ilyen eljárást az első problémasereg esetén 
KRONECKER adott meg, a második problémasereg esetén klasszikus eljárásról 
van szó, a harmadik problémasereg esetén pedig a GALOis-elmélet szolgáltat 
ilyen eljárást. A KRONECKER-féle eljárás többváltozós polinomokra is alkal-
mazható; ezzel szemben többváltozós (racionális egész együtthatós) diofan-
tikus egyenletek esetén ezidöszerint nem ismeretes olyan eljárás, amelynek 
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segítségével, mihelyt meg van adva a (zérusra redukált) egyenlet baloldala, 
véges számú lépésben el lehetne dönteni, van-e az egyenletnek pozitív egész 
számokból álló megoldásrendszere. Nem ismeretes megoldó eljárás e prob-
léma azon speciális esetére sem, hogy a p prímszám mely értékeire van olyan 
pozitív egész X ,y .és z szám, amelyekre x?Ур = z? (FERMAT-féle probléma); 
e problémasereg paramétere a p prímszám. 

Mármost CHURCH tétele szokásos, de mint látni fogjuk, nem egészen 
helyes fogalmazásában azt mondja ki, hogy van olyan egyparaméteres prob-
lémasereg, amely abszolút-megoldhatatian abban az értelemben, hogy nincs 
olyan eljárás, amelynek segítségével a paraméter bármely adott értéke esetén 
véges számú lépésben el lehetne dönteni, mi a válasz a problémaseregnek 
a kérdéses paraméterértékhez tartozó problémájára. Itt, mint már mondtuk, 
olyan problémaseregről van szó, amelynek a paramétere megszámlálhatóan 
végtelen sok, mégpedig effektív p0, pu p-2,... megszámlálással megadott, érté-
ket vesz fel ; s a p„ paraméterértékhez tartozó probléma olyan alakú, hogy 
igaz-e valamely, a GöDEL-tételben szereplő ítélethez hasonló típusú T(p„) arit-
metikai ítélet, vagy sem. 

A CHURCH-tétel e fogalmazásában szerepel valamely problémasereg m e g -
oldására alkalmas, bármely adott paraméterértékhez tartozó probléma megol -
dását véges számú lépésben szolgáltató eljárás fogalma. E fogalomról minden 
matematikus definíció nélkül is tudja, mit jelent. Pl. amikor fentebb azt mond-
tuk, hogy van olyan eljárás, amelynek segítségével bármely adott racionális 
egész együtthatójú egyváltozós polinomról véges számú lépésben el tudjuk 
dönteni, van-e pozitív egész zérushelye, viszont többváltozós polinomok esetén 
nem ismeretes ilyen eljárás, mindenki tudta, mit jelent ez. 

Könnyen látható, hogy valamely fent vázolt alakú egyparaméteres prob-
lémasereghez akkor és csak akkor van olyan eljárás, amelynek segítségével 
bármely adott p paraméterértékről véges számú lépésben el lehet dönteni, 
igaz-e a T(p) ítélet, ha van olyan eljárás, amelynek segítségével a probléma-
sereg ún. karakterisztikus függvényének, vagyis a következőképpen definiált y 
aritmetikai függvénynek értékét bármely adott helyen véges számú lépésben 
ki lehet számítani : 

Valóban, ha van ilyen „ p r o b l é m a m e g o l d ó " el járás , akkor adot t л -hez v é g e s 
számú lépésben m e g tud juk határozni a p„ paraméterér téket , tehát további 
véges számú lépésben el t ud juk dönteni , igaz-e a T(pn) ítélet, vagyis v é g e s 
számú lépésben ki t ud juk számítani a y(n) függvényér téke t . Fordítva, ha van 
ilyen „ függvényér ték-k i számí tó" el járás, akkor a paraméter adot t p ér tékéhez 

1, ha a T(p„) ítélet igaz, 
nem igaz. 
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véges számú lépésben meg tudunk határozni olyan n nemnegatív egész számot, 
hogy p=^p„, további véges számú lépésben ki tudjuk számítani a %(n) függ -
vényértéket, tehát el tudjuk dönteni, igaz-e a T(p) = T(p„) ítélet. Ennélfogva 
CHURCH tétele úgy is fogalmazható, hogy van olyan, fent említett alakú, egy-
paraméteres problémasereg, amelynek karakterisztikus függvényéhez nincs 
olyan eljárás, amelynek segítségével bármely adott helyen véges számú lépés-
ben ki lehetne számítani a megfelelő függvényértéket . 

Az is világos minden matematikus számára, mit értünk ilyen „függvény-
érték-kiszámító" eljáráson, ill. olyan (egy- vagy többváltozós) aritmetikai f ü g g -
vényen, amelyhez van ilyen eljárás, röviden : „effektive kiszámítható" függ-
vényen. Pl. a számtan elemeiből ismeretes, hogyan számíthatjuk ki bármely 
két adott nemnegatív egész szám összegét és szorzatát véges számú lépés-
ben ; ennélfogva x + y és xy az x és y változók effektive kiszámítható függ -
vényei. Vagy a faktoriál is-függvény 

i 0 ! = 1, 

rekurzív definíciója alapján világos, hogy bármely adott n nemnegatív egész 
számhoz véges számú lépésben ki tudjuk számítani n ! értékét. Valóban, ez 
áll n = 0 esetén, hiszen az első egyenlet közvetlenül megadja 0 ! ér tékét ; és 
ha valamely n-re áll, akkor áll л + l - r e is, hiszen (л + l ) ! kiszámításához 
nem kell mást tenni, mint a második egyenletben x helyébe л-et helyettesí-
teni, majd a jobboldalon n !-t a feltevés szerint véges számú lépésben kiszá-
mítható értékével pótolni, végül az л ! ( л + 1) szorzást elvégezni. Hasonlóan 
látható, hogy bármely olyan aritmetikai függvény effektive kiszámítható, amely 
az у = 0 konstansból és az у ----x + 1 (vagy akár a z = x-\-y és a z = xy) 
függvényből kiindulva véges számú helyettesítés (vagyis függvény vagy függ -
vények függvényének képzése) és 

\ (f(0,y,z,...) = a(y,z,...), 
I 9>(x+ 1 ,y,z,...) = ß(x> cp(x, y, z,...), y, z,...) 

alakú, ún. primitív rekurzív definíció segítségével definiálható (az utóbbi defi-
níció a r/> függvényt definiálja az előzőleg definiálandó a és ß függvények 
segítségével). Az ilyen függvényeket primitív rekurzív függvényeknek nevez-
zük. Hasonló igaz e függvények osztályának számos általánosítására, mint 
pl. az ún. többszörösen rekurzív függvényekre (lásd PÉTER [1]). Azt is könnyű 
látni, hogy a kiszámító eljárás véges számú lépésének mindegyike ebben az 
ál ta lánosabb esetben is, úgy, mint az y = x ! függvény esetén, a következő két 
típusú lépés egyike : 1. valamely egyenletben (a szóban forgó függvény defi-
níciós egyenleteinek egyikében) változók helyébe adott nemnegatív egész számok 
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helyettesítése; 2. valamely már megkapott egyenletben egy másik már meg-
kapott egyenlet egyik oldalának másik oldalával való pótlása (ilyen lépés volt 
fentebb az, amikor n ! (n -T 1) szorzást elvégeztük, ekkor ugyanis az n ! (n -+- 1) = 

m egyenletnek, ahol m az л! ( / г + 1) szorzat numer ikus értéke, baloldalát 
pótoltuk jobboldalával) . Ez a felismerés indította KLEENE-t a rekurzív függvény 
foga lmának következő általánosítására : ál talános rekurzív függvénynek nevez-
zük az olyan aritmetikai függvényt, amelyet olyan, a kérdéses függvényt és 
további segédfüggvényeket tartalmazó egyenletrendszerrel lehet definiálni, 
amelyből a kérdéses függvény értékét bármely adott helyen véges számú 1. 
és 2. t ípusú lépés segítségével egyértelműen ki lehet számítani (lásd KLEENE 
[1]). Az általános rekurzív függvények tehát, definíciójuk folytán, effektive ki-
számítható függvények. 

Mármost CHURCH tételének bizonyítása azon a hipotézisen alapul, hogy 
fordítva is, minden kiszámítható függvény általános rekurzív függvény. CHURCH 
ezt a hipotézist definíció a lakjába öltözteti : a kiszámítható függvény fogalmát 
úgy definiálja, hogy az általános rekurzív, vagy ami ezzel egyenértékű, a 
/ -def iniá lható , vagyis az ő ún. Я-konverziós kalkulusában jólképzett formulá-
val előállítható függvényeket nevezi kiszámítható függvényeknek (lásd CHURCH 
[1], 356. oldal). Látszólag joga van ahhoz, hogy a kiszámítható függvény 
fogalmát tetszése szerint definiálja, mert előtte senki sem definiálta szabatosan 
ezt a szakkifejezést. Azonban egy ilyen definíció, mint általában minden olyan 
fogalom szabatos definíciója, amelyet definíció nélkül is használ az ember, 
egy bizonyos veszélyt rejt megában. Megeshetik ugyanis, hogy valamely függ -
vényről be lehet bizonyítani, hogy nem effektive kiszámítható e definíció ér-
telmében, s utólag mégis kiderül, hogy megadható olyan eljárás, amelynek 
segítségével szemmelláthatólag bármely adott helyen véges számú lépésben 
ki lehet számítani a függvény értékét. Hasonló a helyzet az effektive megold-
ható problémasereg fogalmával, ha azt CHURCH nyomán, úgy definiáljuk, hogy 
olyan problémasereget értünk rajta, amelynek karakterisztikus függvénye álta-
lános rekurzív függvény : megeshetik, hogy valamely problémaseregről be lehet 
bizonyítani, hogy e definíció értelmében megoldhatat lan s utólag valaki mégis 
megoldja. 

Maga CHURCH is nyilván érzi, hogy nem pusztán definícióról van szó, 
hiszen több mint két oldalnyi érvet sorol fel annak plauzibilissé tételére, hogy 
„definíciója" valóban fedi a kiszámítható függvény add ig definíció nélkül 
használt fogalmát. Egy másik dolgozatában pedig (CHURCH [2]) a második 
számosztály konstruktive megadható rendszámának add ig szintén definíció 
nélkül használt fogalmát definiálja azáltal, hogy ugyancsak visszavezeti a ki-
számítható (aritmetikai) függvény fogalmára s ez utóbbit ismét azonosí t ja az 
ál talános rekurzív függvény fogalmával, majd a következőket mondja . Azok 
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számára, akik nem tartják meggyőzőnek azt, hogy a konstruktív rendszám 
e definíciója fedi ezt a fogalmat, álljon ez a definició kihívásként (challenge) : 
ad janak meg olyan bővebb definíciót, amely alá eső rendszámok szintén meg-
érdemlik a konstruktív rendszám nevet, vagy pedig olyan szűkebb definíciót, 
amely szintén kimeríti azoknak a rendszámoknak fogalmát, amelyek ezt a 
nevet megérdemlik. 

Egyébként már POST [1] is rámutatott arra, hogy az effektive kiszámít-
ható függvény fogalmának az ál talános rekurzív függvény fogalmával való 
azonosításának definíció a lakjába öltöztetése elhomályosítja ezen azonosí tás 
szakadatlan verifikálásának szükségességét . (Ebben igazat adok Postnak, a 
hozzáfűzött agnoszticista megjegyzésében azonban, amely szerint a CHURCH-
tétel a Homo Sapiens matematizáló képességének határaira vonatkozó a lap-
vető felfedezés volna, nem, hiszen nem lehet abszolút határról beszélni.) 

Az ún. abszolút megoldhatat lan problémákra (helyesen: problémasere-
gekre) vonatkozó további kutatások ugyancsak ezen a CHURCH-féle hipotézisen, 
vagy más hasonló, azzal ekvivalens hipotézisen alapulnak. így pl. TURING [1] 
az effektive kiszámítható függvény fogalmát az olyan aritmetikai függvény 
fogalmával azonosítja, amelyhez szerkeszthető olyan (pontosan definiált ér te-
lemben vett) számológép, amellyel a kérdéses függvény értékét bármely adott 
helyen véges számú lépésben ki lehet számítani. Az ebben az azonosí tásban 
rejlő hipotézis plauzibilitása mellett szintén számos érvet sorol fel ; egyik érve 
éppen annak bizonyítása, hogy e hipotézis ekvivalens a CnuRCH-félével (lásd 
TURING [2]) . MARKOV ( [ 1 ] é s [ 2 ] ; l á s d m é g o t t i d é z e t t t ö b b i m u n k á j á t i s ) a 

problémamegoldó eljárás (algori tmus) fogalmát a karekterisztikus függvényen 
át vezető kerülőút megtakarításával, közvetlenül definiálja ; e definíció felhasz-
nálásával számos problémaseregnek algori tmussal való megoldhatat lanságát 
bizonyította be, köztük olyanokét is, amelyekre előzőleg valóban kerestek 
megoldó algoritmust az algebristák. Vizsgálatai azonban szintén egy hipoté-
zisen alapulnak, amely szerint minden algori tmus egy bizonyos normálalakra 
hozható. E hipotézis plauzibilitását ismét egy sereg érvvel igyekszik alátá-
masztani. NOVIKOV [1] ugyancsak e MARKOV-féle hipotézis alapján bizonyította 
be a csoportelmélet szóproblémájának megoldhatat lanságát . Egyébként GYET-
LOVSZ [1] megmutatta, hogy a MARKOV-féle hipotézis szintén ekvivalens a 
CHURCH-félével. 

4. A megoldhatat lan problémaseregek létezésére vonatkozó CHURCH-tétel 
még akkor sem jogosít agnoszticista következtetésekre, ha elfogadjuk a CHURCH-
féle hipotézist. Valóban, a világ kimerítő megismerésére irányuló törekvésünk 
során, e megismerés fej lődésének minden s tád iumában csak véges számú 
matematikai probléma megoldását kívánja a világ megismerésére irányuló 
következő lépés ; végtelen sok matematikai probléma megoldását csak a meg-
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ismerés egész végtelen folyamata kívánja. Igaz, hogy a világ megismerése folya-
matát elősegíti, ha valamely végtelen problémasereg valamennyi problémáját 
egyidejűleg, közös eljárással meg tudjuk oldani, mert akkor, valahányszor a világ 
megismerésére irányuló törekvésünk során olyan problémára bukkanunk, amely 
e problémasereghez tartozik, alkalmazhatjuk e probléma megoldására azt az 
ál talános módszert , amit a problémasereg megoldására találtunk ; azonban, ha 
valamely problémasereghez nincs is olyan általános eljárás, amellyel a p rob-
lémasereg bármely adott problémáját véges számú lépésben meg tudjuk oldani, 
ez nem zárja ki azt, hogy amint valamely, e problémasereghez tartozó prob-
léma a világ megismerésére irányuló törekvésünk során felmerül, e speciális 
problémát meg tudjuk oldani. 

Egyébként PÉTER RÓZSA bebizonyította, hogy a CHURCH-tétel az ál talános 
a lakban fogalmazott GöDEL-tétel következménye ; majd, PÉTER RÓZSA bizonyí-
tását elemezve, bebizonyítottam, hogy a GöDEL-tételt olyan általánosan is meg 
lehet fogalmazni, hogy a CmjRCH-tétel egyenesen speciális esete legyen, annak 
ellenére, hogy a GöDEL-tétel ebben az ál talános fogalmazásban is csak rela-
tíve (valamely axiómarendszerre nézve) megoldhatat lan aritmetikai probléma 
létezését állítja (lásd KALMÁR [1]). Ebből is világos, hogy a CHURCH-tételbőI sem 
lehet agnoszticista következtetést levonni, hiszen az a fenti meggondolás , amely 
azt mutatta, hogy a GöDEL-tételnek nincs ilyen következménye, a GöDEL-tétel 
ezen általános megfogalmazására is alkalmazható. Ezenkívül azt is mutatja 
PÉTER Rózsával közös eredményünk, hogy helytelen a CHURCH-tételt a GöDEL-
tétel élesítésének tekinteni azon az alapon, hogy a CHURCH-tételben nincs szó 
olyan axiómarendszerről , amelynek segítségével leszögeznők, milyen módsze-
reket szabad a tételben szereplő problémák megoldására alkalmazni, tehát a 
CHURCH-tétel ilyen értelemben abszolút-megoldhatat lan probléma létezését 
állítja. (Ebben a beáll í tásban ott a hiba, hogy a CHURCH-tétel nem megold-
hatatlan probléma, hanem megoldhatatlan problémasereg létezését állítja ; a 
tévedésre az ad alkalmat, hogy problémasereg helyett szokás problémát is 
mondani . ) 

5. A CHURCH-tétel szokásos bizonyítása ún. konstruktív bizonyítás, azaz 
módot ad egyrészt a kérdéses problémasereg effektív megadására , másrészt 
minden olyan effektive megadott megoldás-kisérlethez, amely a probléma-
sereg karakterisztikus függvényét általános rekurzív függvényként állítaná elő, 
olyan ellenpélda effektív megadására , amely megcáfolja, hogy a kérdéses 
megoldás-kisérlet a problémasereg helyes megoldása volna. Ez az ellenpélda 
abban áll, hogy effektive ki tudunk jelölni egy speciális, a problémasereghez 
tartozó problémát (hogy melyiket, az éppen a kérdéses megoldás-kisérlettől 
függ) , azt effektive meg tudjuk oldani, azonban a megoldás épp az ellenkező 
lesz, mint amit a kérdéses megoldás-kisérlet szolgáltatna. Ily módon a kér-
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déses problémasereg megoldhatatlanságát — a CHURCH-féle hipotézis felhasz-
nálásával — nem úgy mutatjuk meg, hogy megadjuk egy megoldhatatlan 
speciális esetét, hanem éppen effektive megoldható speciális esetein keresztül. 

Meg fogom azonban mutatni, hogy ha nem ragaszkodunk a konstruktív 
bizonyításmódhoz, így többek között megengedjük a harmadik kizárása elvé-
nek korlátlan alkalmazását (mint ahogy azt matematikai bizonyításokban álta-
lában meg szokás engedni), akkor abszolút-megoldhatatlan aritmetikai prob-
léma (nem problémasereg !) létezése is következik a CHURCH-féle hipotézisből, 
mégpedig olyan körülmények között, hogy ez a következmény erős érvet ad 
magának a CHURCH-féle hipotézisnek plauzibilitása ellen. (Mint már CHURCH 
[1] megjegyezte, a CHURCH-féle hipotézis, vagyis az effektive kiszámítható 
függvény fogalmának az általános rekurzív függvény fogalmával való azono-
sítása mellett csak plauzibilitási érveket lehet felhozni, mint ahogy általában 
azt, hogy valamely szabatos definíció nélkül is használatos fogalomnak egy 
bizonyos szabatos definíciója fedi a kérdéses fogalmat, nem lehet szabatosan 
bebizonyítani, csak plauzibilitási érvekkel lehet alátámasztani. Ez azonban 
nem zárja ki azt, hogy a CHURCH-féle hipotézis plauzibilitása ellen is lehes-
sen érveket felhozni.) 

Valóban, ismeretes, hogy van olyan kétváltozós <p általános rekurzív 
függvény, hogy a következőképpen definiált egyváltozós ip aritmetikai függ-
vény nem általános rekurzív függvény : 

/ a legkisebb olyan y nemnegatív egész szám, amelyre 
) rp(x,y) 0, ha van ilyen szám, 
10, ha nincs olyan y nemnegatív egész szám, amelyre 
( <p(x,y)=- о 

(lásd KLEENE [1], 741. oldal, XIV. tétel). A (p függvényt akár primitív rekur-
zív függvénynek is választhatjuk; sőt, meg lehet mutatni, hogy van ilyen 
tulajdonságú cp elemi függvény is, vagyis olyan függvény, amely az 1 kon-
stansból, továbbá az x, y és egyéb (szumma- és produktum-index gyanánt 
használandó) változókból véges számú aritmetikai összeadás, aritmetikai ki-
vonás, aritmetikai szorzás és aritmetikai osztás segítségével felépített kifeje-
zéssel definiálható. Itt aritmetikai összeadáson két tag összeadását vagy szum-
maképzést, aritmetikai kivonáson két tag különbsége abszolút értékének képe-
zését, aritmetikai szorzáson két tényező összeszorzását vagy produktumkép-
zést, aritmetikai osztáson pedig két nemnegatív egész szám hányadosa egész 
részének képezését értjük ; ha a nevezőben 0 áll, akkor értsünk ez utóbbi 
művelet eredményén pl. 0-t. 

Minthogy a 1p függvény nem általános rekurzív függvény, a CHURCH-
féle hipotézis szerint nem is effektive kiszámítható függvény, vagyis nincs 
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olyan el járás , amelynek segí tségével bármely adot t n helyen véges számú 
lépésben ki lehetne számítani a i p ( n ) függvényér téke t . Másrészt vi lágos, hogy 
ha n olyan nemnega t ív egész szám, amelyhez van olyan y nemnegat ív egész 
szám, hogy (p(n, y) = 0, akkor véges számú lépésben meg tud juk találni a 
legkisebb ilyen y számot , vagyis véges számú lépésben ki t ud juk számítani 
a 1jj{n) függvényér téket . Ehhez nem kell más t t ennünk , mint sor ra kiszámítani 
a <jp(rt, 0), <f (n, l ) , (p(n, 2 ) , . . . függvényér téket (mindegyike t véges számú lépés-
ben ki t ud juk számítani , hiszen cp á l ta lános rekurzív, tehát b iz tosan effektive 
k iszámítható függvény) , míg az első olyat meg nem talál juk közöttük, amely 
0, és leolvasni, mi volt ebben a cp f üggvény másod ik a r g u m e n t u m a . Az is 
vi lágos, hogy ha n olyan nemnegat ív egész szám, amelyről be lehet b izonyí -
tani, hogy nincs olyan y nemnegat ív egész szám, hogy cp(n, y) = 0, akko r 
szintén véges számú lépésben meg tud juk határozni a ip(n) függvényér téket . 
Annak bizonyí tása ugyanis , hogy nincs ilyen y, s zükségképpen véges számú 
lépésből áll, és arra az e redményre vezet, hogy if>(n) = 0. 

A most leírt két e l járást egyesítve olyan el járást kapunk , amelynek segí t -
ségével l ega lábbis b izonyos n nemnegat ív egész számok esetén véges s z á m ú 
lépésben ki t ud juk számítani a ip(n) függvényér téket , ti. azon л-ек esetén, 
amelyekhez vagy van olyan у nemnegat ív egész szám, hogy cp(n, y) = 0, vagy 
ped ig be lehet bizonyítani , hogy nincs ilyen y. Ehhez nem kell más t t ennünk , 
mint egyide jű leg elkezdeni kiszámítani sorra cp(n, 0), <p(rt, l ) , cp(n, 2 ) , . . . ér té-
két és ugyanakkor megpróbá ln i bebizonyí tani , hogy n incs olyan у nemnega t ív 
egész szám, amelyre <p(n, y ) = 0, egészen add ig , a m í g vagy olyan értékre nem 
b u k k a n u n k a cp(n, 0), cp(n, l ) , rp(n, 2 ) , . . . so roza tban , amely 0, vagy annak 
bizonyí tása nem sikerül, hogy nincs a sorozatnak ilyen t a g j a ; az első esetben 
ifj(n) a (p(n, 0), <p(n, 1), cp(n, 2 ) , . . . sorozat első olyan t ag jában , amelynek 0 
az értéke, a cp f üggvény másod ik a r g u m e n t u m a , a másod ik esetben ip(n) 0. 

Mármos t a ÇHURCH-féle hipotézis szerint többek között ez az e l já rás 
sem lehet olyan, amelynek segítségével bá rmely n helyen ki lehet számítani 
a if'(ri) függvényér téke t (ha ugyanis valamely n helyen ki lehet számí tan i , 
akkor véges számú lépésben ki lehet számítani ) ; tehát, a ha rmad ik kizárása 
elvének a lkalmazásával , adód ik , hogy van olyan n nemnega t ív egész s zám, 
amelyre a fenti e l já rás nem a lka lmazható ; vagyis amelyre egyrészt n incs olyan 
у nemnega t ív egész szám, hogy cp(n, y) = 0, másrész t az, hogy nincs ilyen y, 
nem bizonyí tható be. 

Hangsú lyozom, hogy ebben a m e g g o n d o l á s b a n azon, hogy „beb izony í t -
ha tó" , nem azt értettük, hogy valamely adot t ax iómarendsze r keretein belül 
bebizonyí tható , hanem azt, hogy valamilyen helyes (és természetesen véges 
számú lépésből álló) módszerrel beb izonyí tha tó . Valóban , akármilyen helyes 
módszerre l sikerül bebizonyí tanunk azt, hogy n incs olyan у nemnegat ív egész 
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szám, amelyre <p(n,y)^ 0, ezzel kiszámítottuk a i/j(n) függvényértéket, még-
pedig a ip(n) = 0 eredménnyel . 

Ennélfogva a Church-féle hipotézisből, a fenti meggondolás szerint, olyan 
aritmetikai tartalmú T ítélet létezése következik, ti. azé, hogy nincs olyan y 
nemnegatív egész szám, amelyre (p(n,y) = 0, amely egyrészt igaz, másrészt 
azonban semmiféle helyes meggondolással nem bizonyítható be. 

Az ilyen T ítéletnek természetesen a tagadása (azaz esetünkben az az 
ítélet, hogy van olyan y nemnegatív egész szám, amelyre (p(n, y ) - 0) sem 
bizonyítható be semmiféle helyes meggondolással , mert helyes meggondoláson 
természetesen csak olyan meggondolást értünk, amelynek segítségével csak 
igaz ítélet bizonyítható be, márpedig a T ítélet igaz, tehát tagadása nem igaz. 
Eszerint, ha a CHURCH-féle hipotézis igaz, akkor sem maga a T ítélet, sem 
tagadása nem bizonyítható be semmilyen helyes módszerrel, vagyis az a prob-
léma, hogy igaz-e a T ítélet, abszolút-megoldhatat ian probléma. Hangsúlyo-
zom, hogy határozott, paramétert nem tartalmazó problémáról, nem pedig 
problémaseregről van szó, hiszen <p határozott (KLEENE által effektive meg-
adott) általános rekurzív függvény, és n is határozott nemnegatív egész szám 
(amelynek a létezése a CHURCH-féle hipotézisből következik), tehát T határo-
zott, semmiféle paramétert nem tartalmazó ítélet. 

A CHURCH-féle hipotézisnek ez a következménye meglepő ugyan, de 
magában véve még elfogadható volna, ha ugyanakkor nem derült volna ki, 
hogy ez a T ítélet, amelyről abszolút-eldönthetetlen, hogy igaz-e, — igaz. 
Márpedig az, hogy egy igaz ítélet semmiféle helyes módszerrel nem bizonyít-
ható be, annyira nem valószínű, hogy az a körülmény, hogy a CHURCH-féle 
hipotézisből olyan igaz ítélet létezése következik, amely semmiféle helyes mód-
szerrel nem bizonyítható be, plauzibilissé teszi azt, hogy maga a CHURCH-féle 
hipotézis sem igaz. 

Megjegyzem, hogy A T ítélet ismét olyan alakú, mint amilyenről A GÖDEL-
tétellel kapcsolatban szó volt, ti. azt mondja ki, hogy minden y nemnegatív 
egész számnak megvan egy bizonyos tu la jdonsága (az, hogy (p(n,y) 4=0) , 
mégpedig olyan, hogy bármely adott y nemnegatív egész számról (véges számú 
lépésben) el tudjuk dönteni, megvan-e a kérdéses tula jdonsága (hiszen <p álta-
lános rekurzív, tehát mindenesetre effektive kiszámítható függvény). Az ilyen 
alakú ítéletek esetén fentebb megmutattuk, hogy nem lehet bebizonyítani, hogy 
semmiféle helyes eljárással nem lehet eldönteni, igaz-e a kérdéses ítélet. Mi 
ezt nem is bizonyítottuk be, hanem csak azt mutattuk meg, hogy a CHURCH-
féle hipotézisből következik, hogy semmiféle helyes eljárással nem lehet eldönteni, 
igaz-e a kérdéses ítélet. Más szóval bebizonyítottuk, hogy a CHURCH-féle 
hipotézisnek olyan következménye van, amelynek igazságát nem lehet bebi-
zonyítani. Ez is a CHURCH-féle hipetézis plauzibilitása elleni érvnek tekinthető. 
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6. A fenti meggondolás t úgy is lehet fogalmazni, mint választ CHURCH 
fentemlített kihívására (nem a második számosztály konstruktive megadható 
rendszámaira , hanem a CHURCH-féle hipotézis eredeti a lakjára vonatkoztatva). 
Azt állítom, hogy a fenti ip függvény ellenpélda a CHURCH-féle hipotézisre, 
azaz példa olyan függvényre, amely (mint KLEENE bebizonyította) nem álta-
lános rekurzív függvény, mégis effektive k iszámítható; mégpedig a fentemlí-
tett e l já rás : cp(n, 0), cp(n, 1), cp(n, 2 ) , . . . értékének kiszámítása és ugyanakkor 
annak, hogy nincs olyan y nemnegatív egész szám, amelyre y {n, y) = 0, min-
den lehető helyes módon való bizonyításának megpróbálása , mindaddig , míg 
vagy az utóbbi sikerül, vagy a <p (n, 0), (p (n, 1), (p (n, 2 ) , . . . függvényértékek 
sorozatában olyanra nem bukkanunk, amely 0, olyan, amelynek segítségével 
bármely adott n helyen véges számú lépésben ki lehet számítani a ip f ü g g -
vény értékét. Ezt az állításomat nem bizonyítom be, éppoly kevéssé, mint 
CHURCH a maga hipotézisét. De ugyanolyan joggal, mint CHURCH, én is m o n d -
hatom, álljon ez az állítás kihívásként: aki kételkedik benne, adjon meg olyan 
n nemnegatív egész számot, amelyre be tudja bizonyítani, hogy ez az eljárás 
nem vezet véges számú lépésben a ip(rí) függvényérték kiszámításához. Vilá-
gos, hogy ezt senki sem tudja semelyik n nemnegatív egész szám esetén 
sem bebizonyítani. Mert ahhoz többek között be kellene bizonyítania, hogy 
a- cp(n, 0), cp(n, 1), <p(n, 2 ) , . . . függvényértékek kiszámítása során sohasem buk-
kanunk olyanra, amely 0, vagyis, hogy nincs olyan y nemnegatív egész szám, 
amelyre <p(n, y) = 0. Ezzel azonban megadná annak, hogy nincs ilyen y, egy 
bizonyítását, tehát megmutatná, hogy a fentemlített el járás mégis csak a 
függvényérték kiszámításához vezet véges számú lépésben a (ü>(n) = 0 ered-
ménnyel). 

7. Ha valamely H hipotézisből következik egy / ítélet, akkor jogos azt 
mondani , hogy az / itélet bennerejlik a H hipotézisben (akkor is, ha annak, 
aki a H hipotézist kimondta, esetleg szubjektíve nem volt szándékában bele-
rejteni). Ilyen értelemben a CHURCH-féle hipotézisben bennerejlik az az állí-
tás, hogy van olyan T ítélet, amely egyrészt igaz, másrészt semmiféle helyes 
meggondolással nem bizonyítható be (sem meg nem cáfolható) ; mégpedig 
olyan alakú T ítélet, hogy nincs olyan y nemnegatív egész szám, amelyre 
Ч>{п>У) — ^у a h o l (p valamely általános rekurzív, vagy akár elemi függvény, 
n pedig valamely nemnegatív egész szám. 

Ez a CHURCH-féle hipotézisben bennerejlő állítás erősen agnoszticista, 
mégpedig kantiánus jellegű állítás, hiszen azt mondja , hogy az objektív való-
ságban magában (an sich) igaz a T ítélet, de számunkra sohasem derülhet 
ki, hogy igy van, hiszen mi ezt csak valamely bizonyítás útján tudhatnók meg. 

Az az ellenérv sem áll meg, hogy a T ítélet nem az objektív valóságra 
vonatkozik. Világosan látszik, hogy nem így van, ha a cp függvényt elemi 

3 III. Osztály Közleményei VII/1 
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függvénynek választjuk. Ugyanis minden olyan ítélet, amelyben csak n e m -
negatív egész számokról és a négy aritmetikai alapműveletről van szó, az 
objektív valóságban meglevő mennyiségi viszonyokra vonatkozik. Valóban, az 
Ítéletben szereplő nemnegatív egész számokat bizonyos tárgyak, pl. golyók, 
elektronok (vagy akár azoknak csak a jövő században felfedezendő részei) 
számaként interpretálhat juk; az összeadásnak a kérdéses tárgyak megfelelő 
halmazainak egyesítése felel meg, az aritmetikai kivonásnak elvevés (abból a 
halmazból veszünk el, amelyből lehet, annyi tárgyat, amennyiből a másik 
halmaz áll), a szorzásnak egyenlő számú tárgyból álló sorok egyesítése egy 
halmazba, az aritmetikai osztásnak a tárgyak egy halmazának egyenlő számú 
tárgyból álló sorokba, továbbá esetleg egy kevesebb tárgyból álló sorba való 
elrendezése (a szumma- és produktumképzés pedig ismételt összeadás ill. 
szorzás). így pl. a GoLDBACH-féle sejtés az objektív valóságnak azt a felté-
telezett tulajdonságát fejezi ki, hogy ha bizonyos tárgyakat ki lehet rakni két 
sorba úgy, hogy mindegyikben ugyanannyi tárgy legyen, akkor e tárgyakat 
szét lehet választani két olyan csoportba, hogy egyik csoportban levő tárgya-
kat sem lehet egynél több sorban elrendezni úgy, hogy minden sorban ugyan-
annyi, de egynél több tárgy legyen. Hasonlóan látható, hogy ha cp elemi függ -
vény és n nemnegatív egész szám, akkor az az ítélet, hogy nincs olyan y 
nemnegatív egész szám, hogy <p(n, y) = 0, az objektív valóságban meglövő 
valamely (esetleg nagyon bonyolult) mennyiségi törvényszerűséget fejez ki. 
Eszerint a CHURCH-féle hipotézisben bennerejlik az az állítás, hogy van olyan 
törvényszerűség, amely az objektív valóságban megvan, de az, hogy megvan, 
semmiféle helyes meggondolással nem látható be. Ezt az állítást nem fogad-
hatja el senki, aki meg van arról győződve, hogy az objektív valóságban meg-
levő törvényszerűségek megismerhetők ; ennélfogva a CHURCH-féle hipotézist 
sem fogadhat ja el. 

8. A fenti meggondolásban szerepel a tetszőleges helyes módszerrel való 
matematikai bizonyítás fogalma. Ez a fogalom szintén olyan, amit szabatos 
definíció nélkül használnak a matematikában.* A fenti meggondolást , e foga-
lom szabatos definíciója hiján, csak heurisztikus meggondolásnak tekinthetjük; 

* A moszkvai Harmadik Össz-szövetségi Matematikai Kongresszuson, ahol szintén 
előadtam a jelen dolgozat tar talmát, arról értesültem, hogy N O V I K O V sej tése szerint egyszer 
majd a tetszőleges, tartalmilag helyes matematikai bizonyítás fogalmát is sikerül olyanféle 
szaba tos definícióval elhatárolni, mint az effektive kiszámítható függvény fogalmát sikerült 
(a CHURCH-féle hipotézis ér telmében) az ál talános rekurzív függvény fogalma (vagy a n o r -
malizálható algoritmus MARKov-féle fogalma) segítségével. A Szovjetunióban ez a sej tés 
NoviKov-féle prognózis néven ismeretes . A magam részéről a NoviKov-féle prognózist éppoly 
kevéssé tartom plauzibilisnek, mint azt, hogy az effektive kiszámítható függvény fogalma 
szabatos definícióval elhatárolható. (Utólagos megjegyzés, 1956. szeptember 5-én.) 
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azonban plauzibilitási érvként (a CHURCH-féle hipotézis plauzibilitása ellen) 
ilyen meggondolás is megengedhető. 

A fenti meggondolás azonban szó szerint elismételhető úgy, hogy tetsző-
leges helyes módszerrel való bizonyítás helyett valamely olyan A axiómarend-
szer keretei között végzett bizonyítást mondunk, amely eleget tesz a következő 
feltételeknek. 

1. Az A axiómarendszer formulái (vagyis az A axiómarendszerben meg-
fogalmazható ítéleteket formalizáló formulák) a 0 és 1 konstansból, továbbá 
nemnegatív egész számokon átfutó változókból úgy épülnek fel, hogy ezekből 
először az aritmetikai műveletek jelének ( + , 2", | — • , [ ] , [ / ]) (ismételt) 
alkalmazásával (elemi függvényeket előállító) kifejezéseket készítünk, majd 
ilyen kifejezéseket az egyenlőség jelével ( ) összekapcsolunk, végül az így 
keletkező „elemi egyenletekre" (ismételten) alkalmazzuk a logikai ítéletkalkulus 
műveleteinek jelét (~>, Л, V, —»-,4-*) és a kvantorok jelét ( 3 , V ) . 

2. Valahányszor valamely <p (kétváltozós) elemi függvény valamely nume-
rikusan adott m, n helyen valamely к értéket vesz fel, az ezt a tényt forma-
lizáló formula bebizonyítható az A axiómarendszerben. (Ez a formula úgy 
keletkezik a (p elemi függvényt előállító kifejezésből, hogy változói helyébe 
az m és n nemnegatív egész számokat formalizáló kifejezéseket helyettesítjük, 
majd az így keletkező kifejezést az egyenlőség jelével összekötjük а к nem-
negatív egész számot formalizáló kifejezéssel. Itt pl. а к számot formalizáló 
kifejezésen k = 0 esetében 0-t, különben ( . . .((1 + 1 ) + 1 ) + . . . ) + 1 - e t értünk, 
к számú 1 -gyei.) ' 

3. Valahányszor az A axiómarendszer valamely л' szabad (azàz kvantor-
ral le nem kötött) változót tartalmazó F(x) formulájához található olyan, vala-
mely nemnegatív egész számot formalizáló к kifejezés, hogy az F ( k ) formula, 
amely F(x)-ből x helyébe к helyettesítésével keletkezik, bebizonyítható az A 
axiómarendszerben, akkor az az 3 * F ( x ) formula is bebizonyítható az A axió-
marendszerben, amely azt formalizálja, hogy van olyan x nemnegatív egész 
szám, amelyre F(x) áll. 

4. Az A axiómarendszer ellentmondástalan (azaz nincs olyan F formu-
lája, hogy F is, t agadása : F is, bebizonyítható az A axiómarendszerben). 

Valóban, fentebb abból, hogy helyes módszerrel való bizonyításról van 
szó, csak azt használtuk fel, hogy ha valamely cp elemi függvény és n nem-
negatív egész szám esetén be lehet bizonyítani, hogy nincs olyan y nem-
negatív egész szám, hogy (p(n, y) - ---- 0 (amit így formalizálunk : - i 3y f (n , y) — 0, 
ahol f (x , y) a cp(x, y) elemi függvényt formalizáló kifejezés, n az n nem-
negatív egész számot formalizáló kifejezés és az f (n, y) kifejezés úgy jön létre 
f (x, y)-ből, hogy az X változó helyébe az n kifejezést helyettesítjük), akkor ez 

3 « 
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igaz is, tehát akkor ifj(n) = 0. Ez fennáll akkor is, ha ilyen A axiómarendszer-
ben való bizonyításra szorítkozunk. Valóban, ha nem volna igaz, hogy nincs 
olyan y nemnegatív egész szám, hogy cp(n,y) = 0, vagyis, ha volna olyan m 
nemnegatív egész szám, hogy cp(n, m) = 0, akkor 2. miatt az ezt formalizáló 
f (n , m ) = 0 formula, tehát 3. folytán az 3y f (n , 0 formula is bebizonyít-
ható volna az A axiómarendszerben (az x változó szerepét most y vette át, 
az F (x ) formuláét ill. а к kifejezését pedig 3 y f ( n , y) ill. m). Ez azonban 4. 
miatt nem lehetséges, hiszen a - i 3 y f ( n , J>) = 0 formula a feltevés szerint be-
bizonyítható A-ban. 

Mármost a fenti meggondolás azt adja, hogy a CHURCH-féle hipotézisből 
következik olyan <p kétváltozós elemi függvény és olyan n nemnegatív egész 
szám létezése, hogy egyrészt nincs olyan y nemnegatív egész szám, hogy 
<p(n, y) = 0, másrészt az ezt a tényt formalizáló - i 3 ) ' f ( n , y ) = 0 formula sem-
miféle, az 1—4. feltételeknek eleget tevő A axiómarendszerben nem bizonyít-
ható be. 

A CHURCH-féle hipotézisnek ez a következménye azonban megcáfolható. 
Valóban, könnyű olyan A0 axiómarendszert megadni, amely teljesíti az 1—3. 
feltételeket és amelynek axiómái részben a logikai függvénykalkulus axiómái-
ból (lásd pl. HILBERT—BERNAYS [1], 105. oldal) logikai változók és függ-
vényváltozók helyébe az axiómarendszer formuláinak helyettesítésével keletkező 
formulák, részben verifikálható formulák (lásd ugyanott, 238. oldal), követ-
keztetési szabályai pedig a logikai függvénykalkulus következtetési szabályai 
(lásd ugyanott, 105—106. oldal.) Vegyük hozzá A0-hoz új, az y szabad vál-
tozóit tartalmazó axiómaként a - i f ( n , y ) = 0 formulát. A keletkező A axióma-
rendszerben a ->3yf(n , y) = 0 formula, mint a logikai függvénykalkulus axió-
máinak és következtetési szabályainak felhasználásával könnyen adódik, bebi-
zonyítható. Az A axiómarendszer nyilván szintén teljesíti az 1—3. feltételeket. 
Felhasználva azt a tényt, hogy az ú j - i f ( n , y ) = 0 axióma a feltevés folytán 
(ti. hogy bármely y nemnegatív egész számra cp(n,y)=\=0) verifikálható, az 
aritmetika axiómarendszere ellentmondástalanságának GENTZEN-féle bizonyí-
tásából (lásd GENTZEN [1], [2]) adódik, hogy az A axiómarendszer ellentmon-
dástalan, vagyis a 4. feltételt is teljesíti. 

A CHURCH-féle hipotézis e cáfolata már szabatosan definiált fogalmak-
kal dolgozik; mégsem értékelem többnek, mint plauzibilitási meggondolásnak. 
Valóban, ahhoz, hogy a ip függvény értékét az olyan n helyeken is kiszámít-
suk e meggondolás felhasználásával, amelyhez nincs olyan y nemnegatív egész 
szám, hogy (p(n,y) = 0, minden n-hez egy-egy az 1—4. feltételeknek eleget 
tevő olyan A axiómarendszert kell megkeresnünk, amelyben a - i 3y f (n , j>) = 0 
formula bebizonyítható. Ilyen axiómarendszert megadni könnyű a fentiek alap-
ján, de annak megmutatásához, hogy valóban eleget tesz a 4. feltételnek, 
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valamilyen helyes módszerrel meg kell muta tnunk , hogy a - i f ( n , y) = 0 for-
mula verifikálható, vagyis, hogy nincs olyan y nemnegat ív egész ' szám, hogy 
<p(n,y) = 0 ; tehát végeredményben így sem kerülhet jük el a te tszőleges helyes 
módszerrel való bizonyítás fogalmát . 

9. Még egy lehetséges ellenvetést kell k ivédenem. Azt lehetne mondani , 
hogy a CHURCH-féle hipotézis úgy ér tendő, hogy csak azokra az ari tmetikai 
függvényekre állítja, hogy ál ta lános rekurzív függvények, amelyeknek értéke 
bármely adott helyen valamely egységes eljárással véges számú lépésben ki-
számítható ; ezzel szemben a tp függvény értékeinek kiszámítására adot t el járás 
nem egységes , hiszen m á s - m á s olyan n helyeken, amelyekhez n incs olyan y 
nemnegat ív egész szám, hogy cp(n,y) = 0, m á s - m á s lesz az a „valamilyen 
helyes módszer" , amellyel ez bebizonyítható. Véleményem szerint azonban az 
„egységes e l já rás" foga lma relatív. Az ál ta lános iskolai tanuló minden egyes 
számtanpélda megoldására szolgáló el járást másnak vél ; és csak akkor jön 
rá, hogy egységes eljárásról van szó, amikor megtanul e lsőfokú egyenleteket 
felállítani és megoldani . De nemcsak az egyes ember , hanem az ember i ség 
fej lődésében is észlelhetünk hason ló t ; pl. a csoportelmélet fe lfedezése óta 
számos olyan eljárást egységesnek tekintünk, amelyek azelőtt kü lön-külön 
algebrai , számelméleti vagy geometriai e l já rásoknak számítottak. így a k iszá-
mítható függvény foga lmának és vele együtt a CHURCH-féle hipotézisnek csak 
akkor van objektív értelme, ha nem keverjük bele az „egységes e l já rás" 
fogalmát . 

10. Meggondolása im, amelyek úgy vélem, ú j a b b érvet adnak a CHURCH-
tételnek agnoszt icis ta következtetések levonására való fe lhasználása ellen, ter-
mészetesen nem érintik a CHURCH-tételnek m a g á n a k , vagy az ún . mego ldha -
tatlan problémaseregekre vonatkozó többi tételnek érvényét, vagy jelentő-
ségét. Csak azt mutat ják , hogy ezeket a tételeket s zaba tosabban úgy kellene 
k imondani , hogy a kérdéses p rob lémaseregek általános rekurzív eljárással 
(vagy normál is a lgor i tmussal) nem oldhatók meg, ahelyett, hogy röviden m e g -
oldhata t lanságukról beszélünk. Ilyen foga lmazásuk esetén nyi lvánvalóbbá vál -
nék az is, hogy agnoszt icis ta következtetéseket nem lehet belőlük levonni. 
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