AZ UN. MEGOLDHATATLAN MATEMATIKAI PROBLEMAKRA
VONATKOZO KUTATASOK ALAPJAUL SZOLGALO
CHURCH-FELE HIPOTEZISROL

KALMAR LASZLO lev. tag

(A Magyar Tudomanyos Akadémia 1956. évi Nagygytiléséhez kapcsolodd osztalyiilésen,
majus 31-én, elhangzott el6adas*)

1. GODEL [1] és CHURCH [1] ma mdr klasszikusnak tekintheté publikacioja
‘Ota szamos matematikai logikai dolgozat foglalkozik n. megoldhatatlan mate-
matikai problémak szerkesztésével. Minthogy a szakirodalomban egyesek olyan
filozofiai kovetkeztetéscket vontak le azilyen problémdk létezésébol, amelyek leg-
alabb is saroljak az agnoszticizmus hatdrat (Idsd pl. Post [1], WEDBERG [1]),
ezért sziikségesnek latszik megvizsgélni, milyen értelemben megoldhatatlanok
a szoban forgd problémdk és mennyiben érinti ilyen problémék létezése a vildg
és torvényszeriiségei megismerhetdségének kérdését.

2. GODEL emlitett dolgozatdban, valamint a hozzd kapcsoldédd kutatasok-
ban a kovetkezo6rdl van sz6. Adva van egy A axiémarendszer, amely azoknak
a modszereknek rogzitésére szolgdl, amelyeket bizonyos tipusii problémdk
megoldasara felhasznalunk. Maguk a szoban forgd problémak a kovetkezo
alakiak. Adva van egy T itélet, amely az A axiémarendszer alapfogalmai,
tovabbéa a logikai fogalmak segitségével megfogalmazhatd; és azt kérdezziik,
igaz-e a T itélet, vagy nem. (Logikai fogalmakon itt a logikai itéletkalkulus-
nak az ,és“ ,vagy“, ,ha...akkor...“, ,...akkor és csak akkor, ha...“,
Lnem* szavaknak megfelel6 miiveleteit, a ,van oly..., amelyre...* ,min-
den...-re...“ szavaknak megfelel6 tn. kvantorokat, valamint az egyenlOség-
relaciot értjilk.) Az A axidmarendszer helyességében olyan értelemben meg-
bizunk, hogy a szoban forgd problémat megoldottnak tekintjiikk, ha akar a 7
itéletet, akar kontradiktdrius tagadasat, a T itéletet, sikeriil bebizonyitani az A
axiémarendszer axiémdaibol kiindulva, az A axidomarendszerben megengedett
kovetkeztetésmdédok véges szami alkalmazisdval; az els esetben azt mond-
juk, hogy a probléma megoldasa az, hogy a T itélet igaz, a masodik esetben
az, hogy a T itélet hamis. (Az A axiomarendszer helyességében valo bizalom
azt a feltételezést is magaban foglalja, hogy e két eset egyidejiileg semmifele
T itélet esetén nem kovetkezhetik be, vagyis, hogy az A axidmarendszer ellent-
mondastalan.) Ha egy ilyen természetii probléma ebben az értelemben nem

* A Magyar Tudomanyos Akadémia illetékes szervei az eléadast téves intézkedés
folytan a kovetkezd cimen hirdették meg: ,Matematikai problémak eldonthetéségének
fogalmardl“ ; ez a cim azonban nem felel meg az eléadas targyanak.
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oldhat6 meg, vagyis ha sem a T, sem a 7T itélet nem bizonyithato be az A
axiomarendszerben, az semmiféle agnoszticista kovetkeztetésre nem jogosit,
hiszen nem azt mutatja, hogy egyaltaldban nem tudjuk elddnteni, igaz-e a 7
itélet, hanem csak azt, hogy ennek eldontésére nem alkalmas az A axioma-
rendszer; ez pedig nem ,tuddsunk hatidranak“ létezését, hanem csak az A
axiomarendszer egy bizonyos fogyatékossagat, ti. nem teljes, pontosabban:
nem kategorikus voltat mutatja.

Abbol a ténybdl, hogy valamely A axiomarendszer nem Kkategorikus,
vagyis, hogy van olyan, A alapfogalmai és a logikai fogalmak segitségével
megfogalmazhaté T itélet, hogy sem T, sem T nem bizonyithato be az A
axiomarendszerben, csak az vonhat le agnoszticista kovetkeztetéseket, aki
ragaszkodik az abszoliit axiomarendszer koncepcidjahoz, mégpedig A-t ilyen
axiomarendszernek tartja. Ez a koncepcio abban a véleményben all, hogy
van olyan axiémarendszer, amelyen beliil minden helyes matematikai meg-
gondolas elvégezhetd. Ez a vélemény kozel 41l a mechanisztikus materializmus
azon feltételezéséhez, hogy van olyan differencialegyenlet, amelynek alapjan,
megfeleld kezdeti feltételek ismerete esetén minden, a valdsagra vonatkozo
kérdésre vdlaszt lehet adni, tehat a vildg kimeritd6 megismerése rogzithetd
modszerek keretein beliil lehetséges. Masrészt, a matematikai megismerésre
korlatozva, RUSSELL és WHITEHEAD logicista iskolaja hirdetett ilyen véleményt.
A logicistdk szerint a halmazelmélet antinomidi a circulus vitiosushoz hasonl6
logikai hibak kovetkezményei. Hogy ilyen hibak elkovetését meggatoljak,
a matematikai logika eszkozei segitségével igyekeztek pontosan megfogalmazni
a megengedett logikai lépéseket. Véleményiik szerint az igy el6allo, mate-
matikai logikai jellegli axiomarendszerben, amely azonban tartalmaz néhany
nem-logikai axiomat is, minden helyes matematikai meggondolas elvégezhetd ;
ami nem végezhetd el, azt eleve hibasnak itélik. E vélemény aladtdmasztasara
Principia Mathematica cimli haromkotetes konyviikben (WHITEHEAD—RUSSELL
[1]) a mateinatika addig ismert fejezetei legfontosabb tételeit felirjdk a mate-
matikai logika jeleivel és bizonyitasukat is megadjak, vagy legalabbis vazol-
jak, az emlitett axidmarendszerb6l kitndulva.

GODEL [1] azonban éppen a Principia Mathematica axiomarendszerérol
mutatta meg, hogy van olyan, rdadasul elemi aritmetikai, T itélet, hogy sem 7,
sem T nem bizonyithaté be a kérdéses axiémarendszerben. Aki elfogadja azt
a hipotézist, hogy a Principia Mathematica axidmarendszere a fenti értelem-
ben abszolut matematikai axidmarendszer, az ebbd! azt a kovetkeztetést vonja
le, hogy az a probléma, igaz-e a T itélet, vagy nem, semmiféle helyes mate-
matikai modszerrel nem donthetd el.

GODEL azonban ugyanakkor megadott olyan axiomarendszert, amelyben
ez a probléma mégis csak eldonthetd, rdadasul olyat, amelynek minden axio-



A CHURCH-FELE HIPOTEZISROL 21

majat el kell, hogy fogadjdk azok, akik megbiznak a Principia Mathematica
axiémarendszerében. Ez az axiomarendszer ugyanis egyetlen egy axiéma hoz-
zavételében kiilonbozik a Principia Mathematica axiémarendszerétdl, s ez az
egy axidma azt mondja ki, hogy a Principia Mathematica eredeti axioma-
rendszere ellentmonddstalan; marpedig ezt az axidmat el kell, hogy fogadjik
azok, akik megbiztak a Principia Mathematica axidmarendszerében. I'gy GODEL
eredménye azt mutatja, hogy a Principia Mathematica axidmarendszere sem
kategorikus, egyben azonban azt is, hogy az a hipotézis, hogy ez az axioma-
rendszer a matematika abszollit axidmarendszere, tarthatatlan. Ezzel azonban
elesett az az alap, amelyen agnoszticista kovetkeztetéseket lehetne levonni
GODEL eredményébol.

Az abszolut matematikai axiomarendszer ,babéraira“ GODEL eredményei
el6tt a halmazelmélet ZERMELO—FRAENKEL-féle axiomarendszere (1asd pl. FRAEN-
KEL [1]) is.pdalydzhatott azon az alapon, hogy a matematika jelenleg ismeretes
fejezetei felépithetok a halmazelmélet specidlis 4dgaiként. GODEL emlitett dol-
gozatdban épp ezért megjegyzi, hogy eredményei szdszerint atviheték a ZER-
~ MELO—FRAENKEL-féle axiomarendszerre is; ezért ez sem tekinthetd a mate-
matika abszolit axiomarendszerének.

Azonban GODEL eredményeinek jelentosége még ennél is nagyobb.
Ugyanis meggondoldsai barmely olyan A axiomarendszerrel kapcsolatban el-
végezhetdk, amely bizonyos, nagyon altalanos, feltételeknek eleget tesz. E fel-
tételek haromféle kovetelményt allitanak az A axidmarendszer elé. Roviden
igy lehet nevezni ezeket a kovetelményeket: az axiomarendszer 1. eléggé ki-
fejezd, 2. eléggé szabdlyos, 3. eléggé ellentmonddstalan legyen. GODEL tétele
— altalanos alakjiban — azt mondja ki, hogy minden, e kovetelményeknek
eleget tevd A axiomarendszerhez van olyan, ezen axiémarendszer alapfogalmai
és a logikai fogalmak segitségével megfogalmazhatdé T — T(A) itélet, hogy
sem 7, sem T nem bizonyithaté be az A axiomarendszerben. Maguknak az
1—3. kovetelményeknek pontos alakja attél fligg, hogyan bizonyitjuk be
a GODEL-tételt. Az 1. kovetelmény azt kivanja, hogy bizonyos alakt aritmetikai
itéletek megfogalmazhatok legyenek az A axidmarendszer alapfogalmai és a
logikai fogalmak segitségével, tovabba bizonyos alaki aritmetikai és logikai
jellegii kovetkeztetésmddokat el lehessen végezni az A axiomarendszer axiomai
és kovetkeztetési szabdlyai segitségével. A 3. kovetelmény nemcsak azt kivdnja,
hogy ne legyen két olyan itélet, amelyek mindketten bebizonyithatok az A
axiomarendszer axiomai és kovetkeztetési szabdlyai segitségével, és amelyek
egymdsnak ellentmondanak, amennyiben ugyanis az egyik a masiknak taga-
ddsa, hanem ezenfeliil azt is, hogy bizonyos alaktt végtelen sok itélet se legyen
egyidejiileg bebizonyithaté az A axidmarendszerben, amelyek koziil kett6-
kettd, vagy altaldban véges szami ugyan nem mond egymasnak ellent, de
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Osszességiikben ellentmondanak egymasnak: ti. olyan itéletek, amelyek koziil
az egyik azt allitja, hogy van olyan nemnegativ egész szdm, amelynek meg-
van egy bizonyos tulajdonsaga, a masodik azt, hogy a 0-nak nincs meg ez
a tulajdonsaga, a harmadik azt, hogy az 1-nek nincs meg, a kovetkezd azt,
hogy a 2-nek nincs meg, és igy tovabb. (Ezt a kovetelményt az A axiéma-
rendszer m-ellentmondéstalansaganak szokas nevezni) A 2. kovetelménynek
még a hozzavetdleges megfogalmazisa is messze vezetne; elég taldn annyit
mondani rdla, hogy trividlisan kielégiti minden olyan axiomarendszer, amely-
nek véges szami axiomdja és kovetkeztetési szabalya van, de kielégitik bizo-
nyos ,végtelen“ axiomarendszerek is. Mindenesetre igaz, hogy minden olyan
axiomarendszer kielégiti az 1—3. kovetelményeket, amelyet eddig a matemati-
kanak valamely, legalabbis az aritmetikdt magaban foglald fejezetének axio-
matizalasara hasznaltak vagy javasoltak. Az 1. kovetelmény olyan keveset
kivan, hogy olyan axiOmarendszer, amely ezt nem teljesiti, nem tekinthetd
aritmetikai (vagy -a matematika valamely, az aritmetikdt is magaban foglalo
fejezetére vonatkozo) axiomarendszernek; az olyan axiomarendszer, amely a 3.
kovetelményt nem teljesiti, nyilvan nem tekinthetd helyesnek; az olyan axié-
marendszer pedig, amely a 2. kOvetelményt nem teljesiti, teljesen haszndl-
hatatlan, minthogy vagy azt lehetetlen attekinteni, mely axiomak tartoznak
hozza, vagy azt, mely kovetkeztetésmodok vannak benne megengedve, igy
semmi sem biztosithatja, hogy axiémai és kovetkeztetési szabdlyai tartalmilag
elfogadhatodk.

GODEL tétele tehat nemcsak egyes axiomarendszerekr6l mondja ki,
hogy nem kategorikusak, hanem tgyszélvdn minden hasznalhat6é aritmetikai
(vagy a matematika valamely, az aritmetikdt is magdban foglalo fejezetére
vonatkozé) axiomarendszerr6l; tehdt nemcsak egyes axiomarendszerek egy
bizonyos fogyatékossagat fedi fel, hanem magénak az axiomatikus méd-
szernek egy sajatossagat: azt, hogy egy axiomarendszer feldilitisa maga-
ban rejti ezen axidmarendszer allandd bovitésének kotelezettségét, legalabbis,
amennyiben a kérdéses axiomarendszert arra akarjuk haszndlni, hogy
sorra valamennyi aritmetikai problémat megoldjunk a segitségével. Sot,
ez a kotelezettség mar akkor is fenndll, ha csak bizonyos tipust arit-
metikai problémék koziil akarjuk valamennyit megoldani az axiomarend-
szer segitségével. Ugyanis a GODEL-tétel bizonyitasa, fiiggetleniil az A axi6-
marendszertdl, mindig olyan alakii, az A axidmarendszerben sem be nem
bizonyithatd, sem meg nem cafolhato T itélet 1étezését mutatja, amely azt
mondja ki, hogy minden nemnegativ egész szdmnak megvan egy bizonyos
(az A axidmarendszertdl fiiggd) tulajdonsadga; mégpedig olyan tulajdonséga,
hogy bdrmely numerikusan adott természetes szamrol az A axidomarendszer-
ben (és altalaban barmely, az 1. kovetelménynek eleget tevd axiémarendszerben)
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el lehet donteni, megvan-e a kérdéses tulajdonsdga (ha megvan, ezt, ha pedig
nincs meg, akkor azt be lehet a kérdéses axiomarendszerben bizonyitani).
Ennélfogva mar ahhoz is, hogy sorra valamennyi ilyen tipusta aritmetikai
problémat meg tudjunk oldani axiomatikusan, sziikség van az alapul vett
axidmarendszer szakadatlan bovitésére.

Hogy az axiomarendszer alkalmas szakadatlan bdévitési folyamata valoban
segit a GODEL-tétel altal feltart nehézségen, azt a kovetkezd tény mutatja.
A GODEL-tétel bizonyitisa az altaldnos esetben is ugyanakkor, amikor min-
den, az 1—3. kovetelményeknek eleget tevd A axiomarendszerhez megad egy,
az A axiomarendszer alapfogalmai és a logikai fogalmak segitségével meg-
fogalmazhaté, de az A axidmarendszerben sem be nem bizonyithatd, sem meg
nem cafolhatd T T(A) itéletet, egyuttal megadja az A axiomarendszer olyan
A’ bovitését, amelyben ez a T itélet bebizonyithatd. Magéban véve ilyen bovi-
tés létezése trividlis: elegendd volna magat a T itéletet 11j axiomaként hozza-
venni az axidmarendszerhez. Azonban a GODEL-tétel bizonyitdsa az A axio-
marendszer olyan A’ bdvitését adja meg, amely tartalmilag elfogadhato, ameny-
nyiben az A axiomarendszer helyességében megbizunk; ugyanis A" egyetlen
egy Uj axioma hozzavételével keletkezik A-bdl és ez az 1ij axioma azt mondja
ki, hogy az eredeti A axidmarendszer ellentmondastalan. (Természetesen ehhez
a bovitett A’ axiomarendszerhez a GODEL-tétel szerint ismét van olyan 7(A4’)
itélet, amely A’-ben sein bizonyithaté be, sem pedig nem céifolhaté meg; de
viszont létezik olyan még bovebb A” axiomarendszer is, amelyben ez a T(A")
itélet is bebizonyithatd, és igy tovabb.) .

Az a meggondolas, amelyet fentebb a Principia Mathematica axiéma-
rendszerének specidlis esetében alkalmaztunk, mutatja, hogy ennélfogva nem-
csak ez az axiomarendszer, de semmiféle mas axiomarendszer sem tekinthet6
a matematika abszolit axiomarendszerének, tigy, hogy épp a GODEL-tétel
kovetkeztében kell elejteni az abszolat axiomarendszer koncepcidjat, vagyis
azt az alapot, amelybdl kiindulva agnoszticista kovetkeztetést lehetne levonni
a GODEL-tételbdl.

3. Azt, hogy a GODEL-tétel még legditalanosabb alakjaban sem jogosit
agnoszticitista kovetkeztetésekre, ma mar a legtobb matematikai logikus elis-
meri, hiszen a GODEL-tétel csak relative (ti. valamely A axidmarendszerre
nézve) megoldhatatlan aritmetikai probléma létezését mondja ki. Egészen mas
a helyzet azonban a CHURCH-tétel esetében, amely, szokasos megfogalmaza-
sadban, abszolut-megoldhatatlan aritmetikai probléma létezése bebizonyitdsanak
és igy a GODEL-tétel élesitésének igényével lép fel.

Félreértések elkeriilése végett j6 lesz eleve leszogezni, hogy a CHURCH-
tétel nem olyan T aritmetikai itélet létezését mondja ki, amelyrdl be lehetne
bizonyitani, hogy semmiféle helyes eljardssal nem lehet eldonteni, igaz-e vagy
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nem. Olyan tipusu T itélet esetén, mint amilyet a GODEL-tétel bizonyitisa
szolgdltat, ez nem is volna lehetséges. Ha ugyanis a T itélet azt mondja ki,
hogy minden nemnegativ egész szamnak megvan valamely olyan tulajdonsaga,
hogy barmely adott nemnegativ egész szamrdl el tudjuk donteni, megvan-e
a kérdéses tulajdonsaga, és be lehetne bizonyitani, hogy semmiféle helyes
eljarassal nem lehet eldonteni, igaz-e a T itélet, vagy nem, akkor maga ez a
bizonyitds aztis bebizonyitand, hogy minden nemnegativ egész szimnak meg-
van a kérdéses tulajdonsdga. Ha ugyanis valamely n nemnegativ egész szam-
nak nem volna meg a kérdéses tulajdonsdga, akkor annak (a feltevés szerint
lehetséges) eldontése sordn, megvan-e az n szdmnak a kérdéses tulajdonsiga,
az deriilne ki, hogy nincs meg, tehit nem minden nemnegativ egész szamnak
van meg; vagyis mégis csak elddlne, hogy igaz-e a T itélet, vagy nem, ti. az,
hogy nem igaz. De akkor meg éppen annak bizonyitdsa, hogy semmiféle
helyes eljarassal nem lehet eldonteni, igaz-e a T itélet, vagy nem, dontené el,
hogy igaz-e a T itélet, vagy nem, ti. bebizonyitand, hogy 7 igaz, hiszen min-
den nemnegativ egész szamnak megvan a kérdéses tulajdonsaga.

A CHURcH-tételben azonban nem egy T itéletrol van sz0, hanem vég-
telen sokrol, mégpedig az itéletek egy olyan egyparaméteres seregérdl, ahol
a paraméter megszamlalhatéan végtelen sok p,, py, p., ... értéket vesz fel; ez
a megszamladlas effektiv, vagyis barmely p paraméterértékéhez véges szamii
lépésben meg tudunk hatarozni olyan nemnegativ egész szdmot, hogy p = pa,
és viszont, barmely adott nemnegativ egész n esetén véges szamu 1épésben
meg lehet hatdrozni a p, paraméterértéket. A CHURCH-tételben szerepld prob-
1éma az, hogy a p paraméter mely értékeire igaz a megfelels T= T(p) ité-
let. llyen tipusu ,egyparaméteres problémasereg“ pl. az, hogy a racionilis
egész egyiitthatoju egyvaltozos polinomok koztil melyek reducibilisek a racio-
nalis szamok testében; vagy hogy melyeknek van pozitiv egész zérushelytik;
vagy hogy melyeknek lehet meghatdrozni valamennyi zérushelyét a négy alap-
miivelet és a gybkvonas véges szdmu alkalmazasa segitségével. A felsorolt
hiarom problémasereg esetén a paraméter a kérdéses egész egyiitthatéju egy-
valtozés polinom; és mindhdrom esetben ismeretes olyan eljards, amelynek
segitségével a paraméterként szerepld polinom barmely valasztidsa esetén véges
szamu lépésben meg tudjuk allapitani,igaz-e a megfelel6 (a polinom reduci-
bilitdsat, pozitiv egész zérushelyének létezését ill. zérushelyeinek algebrai ki-
szamithatosdgat kimondo) itélet: ilyen eljarast az elsd problémasereg esetén
KRONECKER adoft meg, a mdasodik problémasereg esetén klasszikus eljarasrol
van sz6, a harmadik problémasereg esetén pedig a GaLois-elmélet szolgdltat
ilyen eljarast. A KRONECKER-féle eljdrds tobbvaltozés polinomokra is alkal-
mazhatd; ezzel szemben tobbvaltozos (raciondlis egész egyiitthatés) diofan-
tikus egyenletek esetén ezidbszerint nem ismeretes olyan eljards, amelynek
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segitségével, mihelyt meg van adva a (zérusra redukalt) egyenlet baloldala,
véges szamu lépésben el lehetne donteni, van-e az egyenletnek pozitiv egész
szamokbdl all6 megoldédsrendszere. Nem ismeretes megoldé eljards e prob-
léma azon specidlis esetére sem, hogy a p primszam mely értékeire van olyan
pozitiv egész x, y.és z szam, amelyekre xP - y? = z¢ (FERMAT-féle probléma);
e problémasereg paramétere a p primszam. '

Miérmost CHURCH tétele szokdsos, de mint latni fogjuk, nem egészen
helyes fogalmazasdban azt mondja ki, hogy van olyan egyparaméteres prob-
lémasereg, amely abszoliit-megoldhatatlan abban az értelemben, hogy nincs
olyan eljaras, amelynek segitségével a paraméter barmely adott értéke esetén
véges szamit [épésben el lehetne donteni, mi a valasz a problémaseregnek
a kérdéses paraméterértékhez tartozé problémdjara. Itt, mint mar mondtuk,
olyan problémaseregr6l van sz6, amelynek a paramétere megszamldlhatoan
végtelen sok, mégpedig effektiv p,, p, p», ... megszamlalassal megadott, érté-
ket vesz fel; s a p, paraméterértékhez tartoz4 probléma olyan alaki, hogy
igaz-e valamely, a GODEL-tételben szerepl6 itélethez hasonlo tipusu 7(p,) arit-
metikai itélet, vagy sem.

A CHurcH-tétel e fogalmazdsaban szerepel valamely problémasereg meg-
oldasara alkalmas, barmely adott paraméterértékhez tartozé probléma megol-
dasat véges szamu lépésben szolgdltato eljaras fogalma. E fogalomr6l minden
matematikus definicié nélkiil is tudja, mit jelent. Pl. amikor fentebb azt mond-
tuk, hogy van olyan eljaras, amelynek segitségével barmely adott raciondlis
egész egyiitthatoji egyvéltozds polinomrdl véges szamu lépésben el tudjuk
donteni, van-e pozitiv egész zérushelye, viszont tobbvaltozos polinomok esetén
nem ismeretes ilyen eljards, mindenki tudta, mit jelent ez.

Konnyen lathato, hogy valamely fent vazolt alaki egyparaméteres prob-
lémasereghez akkor és csak akkor van olyan eljards, amelynek segitségével
barmely adott p paraméterértékrol véges szamu 1épésben el lehet donteni,
igaz-e a T(p) itélet, ha van olyan eljards, amelynek segitségével a probléma-
-sereg un. karakterisztikus fliggvényének, vagyis a kovetkez6képpen definialt y
aritmetikai fiiggvénynek értékét barmely adott helyen véges szamu 1épésben
ki lehet szadmitani:

1,ha a T(p.) itélet igaz,

2 =)0 1a a T(p.) itélet nem igaz.

Valoban, ha van ilyen ,problémamegoldé“ eljaras, akkor adott n-hez véges
szamu lépésben meg tudjuk hatdrozni a p, paraméterértéket, tehat tovabbi
véges szamu lépésben el tudjuk donteni, igaz-e a T(p,) itélet, vagyis véges
szami lépésben ki tudjuk szamitani a y(n) fliggvényértéket. Forditva, ha van
ilyen ,fliggvényérték-kiszamitdé“ eljards, akkor a paraméter adott p értékéhez
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véges szamu lépésben meg tudunk hatirozni olyan n nemnegativ egész szamot,
hogy p=p., tovdbbi véges szamil lépésben ki tudjuk szdmitani a y(n) fiigg-
vényértéket, tehat el tudjuk donteni, igaz-e a T(p)= T(p.) itélet. Ennélfogva
CHURCH tétele tigy is fogalmazhato, hogy van olyan, fent emlitett alaku, egy-
paraméteres problémasereg, amelynek karakterisztikus filiggvényéhez nincs
olyan eljards, amelynek segitségével barmely adott helyen véges szdmu lépés-
ben ki lehetne szamitani a megfeleld fiiggvényértéket.

Az is vildgos minden matematikus szdmara, mit értiink ilyen ,fiiggvény-
érték-kiszamité“ eljardson, ill. olyan (egy- vagy tobbvaltozos) aritmetikai fiigg-
vényer, amelyhez van ilyen eljaras, roviden: ,effektive kiszamithato“ fiigg-
vényen. Pl a szdmtan elemeibdl ismeretes, hogyan szamithatjuk ki barmely
két adott nemnegativ egész szam Osszegét és szorzatdt véges szdmu lépés-
ben ; ennélfogva x+y és xy az x és y valtozok effektive kiszamithaté fiigg-
vényei. Vagy a faktorialis-fiiggvény

\ 0! 1,
It 1)l=x! (x4 1)

rekurziv definicidja alapjan vilagos, hogy béarmely adott n nemnegativ egész
szamhoz véges szamu lépésben ki tudjuk szdmitani n! értékét. Valoban, ez
alt n-==0 esetén, hiszen az els6é egyenlet kozvetleniil megadja O! értékét; és
ha valamely n-re all, akkor all n-+ 1-re is, hiSzen (n-+ 1)! kiszamitasahoz
nem kell maést tenni, mint a masodik egyenletben x helyébe n-et helyettesi-
teni, majd a jobboldalon n!-t a feltevés szerint véges szamu Iépésben kisza-
mithato értékével potolni, végiil az n!(n+ 1) szorzast elvégezni. Hasonl6an
lathatd, hogy barmely olyan aritmetikai fliggvény effektive kiszamithato, amely
az y-=0 konstansbol és az y —x--1 (vagy akdr a z2=x+y és a z-=xp)
fiiggvénybdl kiindulva véges szamu helyettesités (vagyis fliggvény vagy fiigg-
vények fiiggvényének képzése) és

\ 0,3, 2,..)=a(¥,2,...),
lo(x+1,9,2,..) =80 (X, %, 2,..), 1, 2,...)

alaku, un. primitiv rekurziv definicio segitségével definidlhato (az utobbi defi-
nicié a ¢ fiiggvényt definidlja az eldzoleg definidlandd e« és g fiiggvények
segitségével). Az ilyen fiiggvényeket primitiv rekurziv fiiggvényeknek nevez-
zitk. Hasonlo igaz e fiiggvények osztdlyanak szdmos altalanositasara, mint
pl. az un. tobbszorosen rekurziv fiiggvényekre (lasd PETER [1]). Azt is konnyii
latni, hogy a kiszdmito eljards véges szamu lépésének mindegyike ebben az
altalanosabb esetben is, ugy, mint az y =x! fiiggvény esetén, a kovetkezd két
tipusti 1épés egyike: 1. valamely egyenletben (a szoban forgo fiiggvény defi-
nicios egyenleteinek egyikében) véltozok helyébe adott nemnegativ egész szamok
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helyettesitése; 2. valamely mar megkapott egyenletben egy masik mar meg-
kapott egyenlet egyik oldalanak masik oldalaval valo potlasa (ilyen lépés volt
fentebb az, amikor n!(n 1) szorzést elvégeztiik, ekkor ugyanisaz n!(n+1)=
-m egyenletnek, ahol m az n!(n+41) szorzat numerikus értéke, baloldalat
pétoltuk jobboldalaval). Ez a felismerés inditotta KLEENE-t a rekurziv fiiggvény
fogalmanak kovetkez$ altalanositasara: altalanos rekurziv fiiggvénynek nevez-
ziik az olyan aritmetikai fiiggvényt, amelyet olyan, a kérdéses fiiggvényt és
tovabbi segédfiiggvényeket tartaimazo egyenletrendszerrel lehet definidini,
amelybdl a kérdéses fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szamu 1.
és 2. tipusu lépés segitségével egyértelmilen ki lehet szamitani (lasd KLEENE
[1]). Az altalanos rekurziv fiiggvények tehat, definicidjuk folytan, effektive ki-
szamithato fiiggvények. '

Maérmost CHURCH tételének bizonyitdsa azon a hipotézisen alapul, hogy
forditva is, minden kiszamithato fiiggvény altalanos rekurziv fiiggvény. CHURCH
ezt a hipotézist definicio alakjaba oltozteti: a kiszamithato fiiggvény fogalmat
ugy definidlja, hogy az altalanos rekurziv, vagy ami ezzel egyenértékii, a
/-definialhato, vagyis az 6 un. A-konverzios kalkulusdban jolképzett formula-
val eldallithato fiiggvényeket nevezi kiszamithato fiiggvényeknek (lasd CHURCH
[1], 356. oldal). Latszolag joga van ahhoz, hogy a kiszamithato fiiggvény
fogalmat tetszése szerint definidlja, mert elotte senki sem definidlta szabatosan
ezt a szakkifejezést. Azonban egy ilyen definicio, mint altalaban minden olyan
fogalom szabatos definicidja, amelyet definicio nélkiil is hasznal az ember,
egy bizonyos veszélyt rejt megaban. Megeshetik ugyanis, hogy valamely fiigg-
vényrdl be lehet bizonyitani, hogy nem effektive kiszamithatd e definicio ér-
telmében, s utdlag mégis kidertil, hogy megadhatd olyan eljaras, amelynek
segitségével szemmelldthatolag barmely adott helyen véges szami lépésben
ki lehet szamitani a fiiggvény értékét. Hasonlé a helyzet az effektive megold-
haté problémasereg fogalmaval, ha azt CHURCH nyomadn, tgy definialjuk, hogy
olyan problémasereget értiink rajta, amelynek karakterisztikus fiiggvénye alta-
lanos rekurziv fiiggvény: megeshetik, hogy valamely problémaseregr6i be lehet
bizonyitani, hogy e definicié értelmében megoldhatatlan s utolag valaki mégis
megoldja. _

Maga CHURCH is nyilvan érzi, hogy nem pusztdn definiciordl van szo,
hiszen tobb mint két oldalnyi érvet sorol fel annak plauzibilissé tételére, hogy
»definicioja“ valoban fedi a kiszamithato fiiggvény addig definicié nélkiil
hasznalt fogalmat. Egy masik dolgozataban pedig (CHURCH [2]) a masodik
szamosztaly konstruktive megadhaté rendszdmanak addig szintén definicié
nélkiil haszndlt fogalmat definidlja azaltal, hogy ugyancsak visszavezeti a ki-
szamithatd (aritmetikai) fliggvény fogalmdra s ez utobbit ismét azonositja az
dltalanos rekurziv fiiggvény fogalmaval, majd a kovetkez6ket mondja. Azok
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szamara, akik nem tartjdk meggy0Ozbnek azt, hogy a konstruktiv rendszdm
e definicioja fedi ezt a fogalmat, alljon ez a definicio kihivasként (challenge):
adjanak meg olyan b6vebb definiciét, amely ala es6 rendszamok szintén meg-
érdemlik a konstruktiv rendszam nevet, vagy pedig olyan sziikebb definiciot,
amely szintén kimeriti azoknak a rendszamoknak fogalmat, amelyek ezt a
nevet megérdemlik.

Egyébként mar Post [1] is ramutatott arra, hogy az effektive kiszamit-
hat6 fiiggvény fogalmanak az altaldnos rekurziv fiiggvény fogalmaval valé
azonositdsanak definicio alakjaba oltoztetése elhomalyositja ezen azonositds
szakadatlan verifikdlasdnak sziikségességét. (Ebben igazat adok Postnak, a
hozzafizott agnoszticista megjegyzésében azonban, amely szerint a CHURCH-
tétel a Homo Sapiens matematizalé képességének hatdraira vonatkozo alap-
vet6 felfedezés volna, nem, hiszen nem lehet abszolut hatarr6l beszélni.)

Az un. abszolit megoldhatatlan problémékra (helyesen: problémasere~
gekre) vonatkozd tovabbi kutatdsok ugyancsak ezen a CHURCH-féle hipotézisen,
vagy mdas hasonld, azzal ekvivalens hipotézisen alapulnak. fgy pl. TURING [1]
az effektive kiszamithaté fiiggvény fogalmat az olyan aritmetikai fiiggvény
fogalmaval azonositja, amelyhez szerkeszthetd olyan (pontosan definialt érte-
lemben vett) szamologép, amellyel a kérdéses fiiggvény értékét barmely adott
helyen véges szama lépésben ki lehet szamitani. Az ebben az azonositisban
rejlé hipotézis plauzibilitisa mellett szintén szdmos érvet sorol fel; egyik érve
éppen annak bizonyitdsa, hogy e hipotézis ekvivalens a CHURCH-félével (lasd
TURING [2]). MARKOV ([1] és [2]; ldsd még ot idézett tobbi munkajat is) a
problémamegoldé eljards (algoritmus) fogalmat a karekterisztikus fiiggvényen
at vezetd keriil6ut megtakaritdsaval, kozvetleniil definidlja; e definicié felhasz-
naldsdval szdmos problémaseregnek algoritmussal valé megoldhatatlansagat .
bizonyitotta be, koztiik olyanokét is, amelyekre el6zoleg valoban kerestek
megoldd algoritmust az algebristdk. Vizsgalatai azonban szintén egy hipoté-
zisen alapulnak, amely szerint minden algoritmus egy bizonyos normalalakra
hozhato. E hipotézis plauzibilitisdt ismét egy sereg érvvel igyekszik alata-
masztani. Novikov [1] ugyancsak e MARKov-féle hipotézis alapjan bizonyitotta
be a csoportelmélet széproblémdjdnak megoldhatatlansagat. Egyébként GYET-
Lovsz [1] megmutatta, hogy a MARKOv-féle hipotézis szintén ekvivalens a
CHURCH-félével. ’

4. A megoldhatatlan problémaseregek létezésére vonatkozo CHURCH-tétel
még akkor sem jogosit agnoszticista kovetkeztetésekre, ha elfogadjuk a CHURCH-
féle hipotézist. Valoban, a vildg kimeritd megismerésére irdnyuld torekvésiink
soran, e megismerés fejlodésének minden stadiumaban csak véges szamu
matematikai probléma megolddsat kivanja a vildg megismerésére irdnyuld
kovetkez0 1épés; végtelen sok matematikai probléma megoldasat csak a meg-
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ismerés egész végtelen folyamata kivanja. Igaz, hogy a vildg megismerése folya-
matat elésegiti, ha valamely végtelen problémasereg valamennyi problémajat
egyidejiileg, kozos eljarassal meg tudjuk oldani, mert akkor, valahanyszor a vildg
megismerésére iranyulé torekvésiink sordn olyan problémara bukkanunk, amely
e problémasereghez tartozik, alkaimazhatjuk e probléma megolddsara azt az
altalanos modszert, amit a problémasereg megolddsara taldltunk; azonban, ha
valamely problémasereghez nincs is olyan 4ltalanos eljards, amellyel a prob-
lémasereg barmely adott problémajat véges szamu lépésben meg tudjuk oldani,
ez nem zarja ki azt, hogy amint valamely, e problémasereghez tartozé prob-
léma a vildg megismerésére irdnyuld torekvésiink soran felmeriil, e specialis
problémat meg tudjuk oldani.

Egyébként PETER ROzsA bebizonyitotta, hogy a CHURCH-tétel az altalanos
alakban fogaimazott GOD:;L-tétel kovetkezménye ; majd, PETER ROzsA bizonyi-
tasat elemezve, bebizonyitottam, hogy a GODEL-tételt olyan 4ltalanosan is meg
lehet fogalmazni, hogy a CHURCH-tétel egyenesen specidlis esete legyen, annak
ellenére, hogy a GODEL-tétel ebben az é4ltaldnos fogalmazasban is csak rela-
tive (valamely axiOmarendszerre nézve) megoldhatatlan aritmetikai probléma
létezését allitja (ldsd KALMAR [1]). Ebbdl is vilagos, bogy a CHURCH-tételbol sem
lehet agnoszticista kovetkeztetést levonni, hiszen az a fenti meggondolas, amely
azt mutatta, hogy a GODEL-tételnek nincs ilyen kovetkezménye, a GODEL-tétel
ezen altaldnos megfogalmazasara is alkalmazhatd. Ezenkiviil azt is mutatja
PETER Rézsaval kdzos eredményiink, hogy helytelen a CHURcH-tételt a GODEL-
tétel élesitésének tekinteni azon az alapon, hogy a CHURCH-tételben nincs sz6
olyan axidomarendszerrdl, amelynek segitségével leszogeznok, milyen modsze-
reket szabad a tételben szerepl6 problémak megoldasara alkalmazni, tehat a
CHURCH-tétel ilyen értelemben abszolit-megoldhatatlan probléma létezését
allitja. (Ebben a bedllitdisban ott a hiba, hogy a CHURCH-tétel nem megold-
hatatlan probléma, hanem megoldhatatlan problémasereg létezését allitja; a
tévedésre az ad alkalmat, hogy problémasereg helyett szokas problémat is
mondani.)

5. A CHURcH-tétel szokdsos bizonyitdsa tn. konstruktiv bizonyitas, azaz
modot ad egyrészt a kérdéses problémasereg effektiv megaddsdra, masrészt
minden olyan effektive megadott megoldds-kisérlethez, amely a probléma-
sereg karakterisztikus fliggvényét altalanos rekurziv fiiggvényként allitana el6,
olyan ellenpélda effektiv megadasara, amely megcéfolja, hogy a kérdéses
megoldas-kisérlet a problémasereg helyes megolddsa volna. Ez az ellenpélda
abban all, hogy effektive ki tudunk jelolni egy specidlis, a problémasereghez
tartozo problémat (hogy melyiket, az éppen a kérdéses megoldas-kisérlettdl
fiigg), azt effektive meg tudjuk oldani, azonban a megoldas épp az ellenkezo
lesz, mint amit a kérdéses megoldas-kisérlet szolgaltatna. Ily moédon a kér-
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déses problémasereg megoldhatatlansigat — a CHURCH-féle hipotézis felhasz-
naldsdval — nem ugy mutatjuk meg, hogy megadjuk egy megoldhatatlan
specialis esetét, hanem éppen effektive megoldhat6é specidlis esetein keresztiil.

Meg fogom azonban mutatni, hogy ha nem ragaszkodunk a konstruktiv
bizonyitdismodhoz, igy tobbek kozott megengedjitk a harmadik kizdrdsa elvé-
nek korlatlan alkalmazasit (mint ahogy azt matematikai bizonyitasokban alta-
laban meg szokas engedni), akkor abszolit-megoldhatatlan aritmetikai prob-
léma (nem problémasereg!) létezése is kovetkezik a CHURCH-féle hipotézisbol,
mégpedig olyan koriilmények kozo6tt, hogy ez a kovetkezmény erbs érvet ad
maganak a CHURCH-féle hipotézisnek plauzibilitisa ellen. (Mint mar CHURCH
[1] megjegyezte, a CHURCH-féle hipotézis, vagyis az effektive kiszamithato
fiiggvény fogalmanak az &ltaldnos rekurziv fiiggvény fogalmaval valé azono-
sitisa mellett csak plauzibilitdsi érveket lehet felhozni, mint ahogy altaldban
azt, hogy valamely szabatos definicid nélkiil is hasznalatos fogalomnak egy
bizonyos szabatos definicidja fedi a kérdéses fogalmat, nem lehet szabatosan
bebizonyitani, csak plauzibilitdsi érvekkel lehet aldtamasztani. Ez azonban
nem zdrja ki azt, hogy a CHURCH-féle hipotézis plauzibilitdsa ellen is lehes-
sen érveket felhozni.)

Valoban, ismeretes, hogy van olyan kétvéitozos ¢ 4ltaldnos ' rekurziv
fliggvény, hogy a kovetkez6képpen definidlt egyvaltozés v aritmetikai fiigg-
vény nem altalanos rekurziv fliggvény : ’

(a legkisebb olyan y nemnegativ egész szam, amelyre
\ @(x,y)--0, ha van ilyen szam,

h(X) = . , . .

’ ’0, ha nincs olyan y nemnegativ egész szam, amelyre
(%)= 0

(lasd KLEENE [1], 741. oldal, XIV. tétel). A ¢ fiiggvényt akar primitiv rekur-
ziv fiiggvénynek is valaszthatjuk; so6t, meg lehet mutatni, hogy van ilyen
tulajdonsagu ¢ elemi fiiggvény is, vagyis olyan fiiggvény, amely az 1 kon-
stansbhdl, tovabba az x,y €s egyéb (szumma- és produktum-index gyanant
hasznalando) véltozokbdl véges szami aritmetikai Osszeadds, aritmetikai ki-
vonas, aritmetikai szorzds és aritmetikai osztds segitségével felépitett kifeje-
zéssel definidlhato. Itt aritmetikai 0sszeadason két tag 0sszeadasat vagy szum-
maképzést, aritmetikai kivonason két tag kiilonbsége abszolit értékének képe-
zését, aritmetikai szorzdson két tényez0 Osszeszorzasat vagy produktumkép-
zést, aritmetikai osztason pedig két nemnegativ egész szam hanyadosa egész.
részének képezését értjiik; ha a nevezbben O &ll, akkor értsiink ez utdbbi
miivelet eredményén pl.. O-t.

Minthogy a v fiiggvény nem altalnos rekurziv fiiggvény, a CHURCH-
féle hipotézis szerint nem is effektive kiszamithaté fiiggvény, vagyis nincs
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olyan eljaras, amelynek segitségével barmely adott n helyen véges szamiu
lépésben ki lehetne szdmitani a y(n) fliggvényértéket. Masrészt vilagos, hogy
ha n olyan nemnegativ egész szam, amelyhez van olyan y nemnegativ egész
szam, hogy ¢(n, y)—0, akkor véges szamii [épésben meg tudjuk taldlni a
legkisebb ilyen y szamot, vagyis véges szamu 1épésben ki tudjuk szdmitani
a (n) fiiggvényértéket. Ehhez nem kell mast tenniink, mint sorra kiszdmitani
a ¢(n,0), ¢(n, 1), ¢(n, 2),... figgvényértéket (mindegyiket véges szamii 1épés-
ben ki tudjuk szadmitani, hiszen ¢ altalanos rekurziv, tehat biztosan effektive
kiszamithatd fiiggvény), mig az els6 olyat meg nem taldljuk kozottiik, amely
0, és leolvasni, mi volt ebben a ¢ fiiggvény masodik argumentuma. Az is
vilagos, hogy ha n olyan nemnegativ egész szam, amelyr6l be lehet bizonyi-
tani, hogy nincs olyan y nemnegativ egész s7am, hogy ¢(n, y) =0, akkor
szintén véges szamu lépésben meg tudjuk hatdrozni a v(n) fliggvényértéket.
Annak bizonyitdsa ugyanis, hogy nincs ilyen y, sziikségképpen véges szamu
1épéshol all, és arra az eredményre vezet, hogy wy(n)-=0.

A most leirt két eljarast egyesitve olyan eljarast kapunk, amelynek segit-
ségével legaldbbis bizonyos n nemnegativ egész szamok esetén véges szamu
lépésben ki tudjuk szamitani a (n) fiiggvényértéket, ti. azon n-ek esetén,
amelyekhez vagy van olyan y nemnegativ egész szam, hogy ¢(n, y)==0, vagy
pedig be lehet bizonyitani, hogy nincs ilyen-y. Ehhez nem kell mast tenniink,
mint egyidejiileg elkezdeni kiszdmitani sorra ¢(n, 0), ¢(n, 1), ¢(n, 2),... érté-
két és ugyanakkor megprobaini bebizonyitani, hogy nincs olyan y nemnegativ
egész szam, amelyre ¢(n, y)=—0, egészen addig, amig vagy olyan értékre nem
bukkanunk a ¢(n,0), ¢(n, 1), ¢(n, 2), ... sorozatban, amely O, vagy annak
bizonyitdsa nem sikeriil, hogy nincs a sorozatnak ilyen tagja; az els6 esetben
w(n) a ¢(n,0), ¢(n, 1), ¢(n, 2), ... sorozat elsé olyan tagjiban, amelynek O
az értéke, a ¢ fiiggvény masodik argumentuma, a masodik esetben w(n)--0.

Marmost a CHURCH-féle hipotézis szerint tobbek kozott ez az eljaras
sem lehet olyan, amelynek segitségével barmely n helyen ki lehet szamitani
a y(n) fiiggvényértéket (ha ugyanis valamely n helyen ki lehet szamitani,
akkor véges szamu lépésben ki lehet szamitani); tehat, a harmadik kizarasa
elvének alkalmazédsaval, adodik, hogy van olyan n nemnegativ egész szam,
amelyre a fenti eljards nem alkalmazhato; vagyis amelyre egyrészt nincs olyan
y nemnegativ egész szam, hogy ¢(n, y)-=0, masrészt az, hogy nincs ilyen y,
nem bizonyithatd be.

Hangstilyozom, hogy ebben a meggondolasban azon, hogy ,bebizonyit-
hat6“, nem azt értettiik, hogy valamely adott axidmarendszer keretein beliil
bebizonyithatd, hanem azt, hogy valamilyen helyes (és természetesen véges
szamu 1épésbol &lld) modszerrel bebizonyithatd. Valéban, akdrmilyen helyes
modszerrel sikeriil bebizonyitanunk azt, hogy nincs olyan y nemnegativ egész
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szam, amelyre ¢@(n,y) =0, ezzel kiszamitottuk a w(n) fiiggvényértéket, még-
pedig a y(n)=0 eredménnyel.

Ennélfogva a Church-féle hipotézisbdl, a fenti meggondolas szerint, olyan
aritmetikai tartalmu T itélet létezése kdvetkezik, ti. azé, hogy nincs olyan y
nemnegativ egész szam, amelyre ¢(n, y) =0, amely egyrészt igaz, mdsrészt
azonban semmiféle helyes meggondoldssal nem bizonyithato be.

Az ilyen T itéletnek természetesen a tagaddsa (azaz esetiinkben az az
itélet, hogy van olyan y nemnegativ egész szdm, amelyre ¢(n, y)==0) sem
bizonyithaté be semmiféle helyes meggondolassal, mert helyes meggondolason
természetesen csak olyan meggondolast értiink, amelynek segitségével csak
igaz itélet bizonyithaté be, marpedig a T itélet igaz, tehat tagaddsa nem igaz.
Eszerint, ha a CHURcH-féle hipotézis igaz, akkor sem maga a T itélet, sem
tagaddsa nem bizonyithaté be semmilyen helyes modszerrel, vagyis az a prob-
léma, hogy igaz-e a T itélet, abszolat-megoldhatatian probléma. Hangsilyo-
zom, hogy hatdrozott, paramétert nem tartalmazé problémarol, nem pedig
problémaseregr6l van sz0, hiszen ¢ hatdrozott (KLEENE 4altal effektive meg-
adott) altalanos rekurziv fliggvény, és n is hatdrozott nemnegativ egész szam
(amelynek a létezése a CHURCH-féle hipotézisbdl kovetkezik), tehat 7 hataro-
zott, semmiféle paramétert nem tartalmazo itélet.

A CHurcH-féle hipotézisnek ez a kovetkezménye meglepd ugyan, de
magaban véve még elfogadhaté volna, ha ugyanakkor nem deriilt volna ki,
hogy ez a T itélet, amelyrdl abszolit-eldonthetetlen, hogy igaz-e, — igaz.
Marpedig az, hogy egy igaz itélet semmiféle helyes mddszerrel nem bizonyit-
hato be, annyira nem valdszinii, hogy az a koriilmény, hogy a CHURCH-féle
hipotézish6l olyan igaz itélet létezése kovetkezik, amely semmiféle helyes mod-
-szerrel nem bizonyithatd be, plauzibilissé teszi azt, hogy maga a CHURCH-féle
hipotézis sem igaz.

Megjegyzem, hogy a T itélet ismét olyan alaki, mint amilyenrdl a GODEL-
tétellel kapcsolatban sz6 volt, ti. azt mondja ki, hogy minden y nemnegativ
egész szamnak megvan egy bizonyos tulajdonsaga (az, hogy ¢(n,y)==0),
mégpedig olyan, hogy barmely adott y nemnegativ egész szamrol (véges szdmu
1épésben) el tudjuk donteni, megvan-e a kérdéses tulajdonsidga (hiszen ¢ alta-
lanos rekurziv, tehat mindenesetre effektive kiszamithato fiiggvény). Az ilyen
alaku itéletek. esetén fentebb megmutattuk, hogy nem lehet bebizonyitani, hogy
semmiféle helyes eljarassal nem lehet eldonteni, igaz-e a kérdéses itélet. Mi
ezt nem is bizonyitottuk be, hanem csak azt mutattuk meg, hogy a CHURCH-
féle hipotézisb6l kovetkezik, hogy semmiféle helyes eljarassal nem lehet eldonteni,
igaz-e a kérdéses itélet. Mas szoval bebizonyitottuk, hogy a CHURCH-féle
hipotézisnek olyan kovetkezménye van, amelynek igazsagat nem lehet bebi-
zonyitani. Ez is a CHURCH-féle hipetézis plauzibilitisa elleni érvnek tekintheto.
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6. A fenti meggondolast tigy is lehet fogalmazni, mint valaszt CHURCH
fentemlitett kihivasara (nem a masodik szdmosztdly konstruktive megadhaté
rendszdmaira, hanem a CHURCH-féle hipotézis eredeti alakjara vonatkoztatva).
Azt allitom, hogy a fenti v fiiggvény ellenpélda a CHURCH-féle hipotézisre,
azaz példa olyan fiiggvényre, amely (mint KLEENE bebizonyitotta) nem alta-
lanos rekurziv fiiggvény, mégis effektive kiszdmithaté; mégpedig a fentemli-
tett eljaras: @(n, 0), @(n, 1), ¢(n, 2),... értékének kiszdmitisa és ugyanakkor
annak, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szam, amelyre ¢(n, y)==0, min-
den lehetdé helyes modon vald bizonyitdsanak megprobdldsa, mindaddig, mig
vagy az utobbi sikeriil, vagy a ¢(n,0), ¢(n, 1), ¢(n,2),... fiiggvényértékek
sorozataban olyanra nem bukkanunk, amely O, olyan, amelynek segitségével
barmely adott n helyen véges szamii lépésben ki Jehet szamitani a  fiigg-
vény értékét. Ezt az allitisomat nem bizonyitom be, éppoly kevéssé, mint
CHURCH a maga hipotézisét. De ugyanolyan joggal, mint CHURCH, én is mond-
hatom, alljon ez az allitds kihivasként: aki kételkedik benne, adjon meg olyan
n nemnegativ egész szamot, amelyre be tudja bizonyitani, hogy ez az eljaras
nem vezet véges szdmi lépésben a (n) fiiggvényérték kiszamitdsahoz. Vila-
gos, hogy ezt senki sem tudja semelyik n nemnegativ egész szam esetén
sem bebizonyitani. Mert ahhoz tobbek kozott be kellene bizonyitania, hogy
a ¢(n,0),9(n, 1), 9p(n,2),... figgvényértékek kiszamitdsa sordn sohasem buk-
kanunk olyanra, amely O, vagyis, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szam,
amelyre ¢(n,y)=-0. Ezzel azonban megadnd annak, hogy nincs ilyen y, egy
bizonyitasat, tehat megmutatna, hogy a fentemlitett eljards mégis csak a w(n)
fiiggvényérték kiszamitdsdhoz vezet véges szamu lépésben a (yw(n)= 0 ered-
ménnyel).

7. Ha valamely H hipotézisbol kovetkezik egy 7 itélet, akkor jogos azt
mondani, hogy az [ itélet bennerejlik a H hipotézisben (akkor is, ha annak,
aki a H hipotézist kimondta, esetleg szubjektive nem volt szandékaban bele-
rejteni). llyen értelemben a CHURCH-féle hipotézisben bennerejlik az az alli-
tas, hogy van olyan T itélet, amely egyrészt igaz, masrészt semmiféle helyes
meggondolassal nem bizonyithaté be (sem meg nem cafolhaté); mégpedig
olyan alaka T itélet, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szdm, amelyre
@(n, y) =0, ahol ¢ valamely altalanos rekurziv, vagy akéar elemi fiiggvény,
n pedig valamely nemnegativ egész Szam.

Ez a CHurcH-féle hipotézisben bennerejlé allitds er0sen agnoszticista,
mégpedig kantidnus jellegii allitds, hiszen azt mondja, hogy az objektiv valo-
sagban magaban (an sich) igaz a 7T itélet, de szdmunkra sohasem deriilhet
ki, hogy igy van, hiszen mi ezt csak valamely bizonyitds utjan tudhatn6k meg.

Az az ellenérv sem all meg, hogy a 7T itélet nem az objektiv valoségra
vonatkozik. Vildgosan latszik, hogy nem igy van, ha a ¢ fiiggvényt elemi

3 ML Osztaly Kozleményei VI
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fiiggvénynek valasztjuk. Ugyanis minden olyan itélet, amelyben csak nem-
negativ egész szamokrdl és a négy aritmetikai alapmiiveletr6l van sz, az
objektiv valésigban meglevdé mennyiségi viszonyokra vonatkozik. Valoban, az
jtéletben szerepl6 nemnegativ egész szamokat bizonyos targyak, pl. golyok,
elektronok (vagy akar azoknak csak a jovo szdzadban felfedezend6 részei)
szamaként interpretdlhatjuk; az Osszeaddsnak a kérdéses targyak megfeleld
halmazainak egyesitése felel meg, az aritmetikai kivonasnak elvevés (abbol a
halmazbol vesziink el, amelyb6l lehet, annyi targyat, amennyibdl a masik
halmaz all), a szorzasnak egyenlé szamu targybol allé sorok egyesitése egy
halmazba, az aritmetikai osztasnak a targyak egy halmazanak egyenld szami
targybdl alld sorokba, tovabba esetleg egy kevesebb targybol allo sorba valé
elrendezése (a szumma- és produktumképzés pedig ismételt dsszeadas ill.
szorzas). Igy pl. a GoLDBACH-féle sejtés az objektiv valosignak azt a felté-
telezett tulajdonsagéat fejezi ki, hogy ha bizonyos targyakat ki lehet rakni két
sorba ugy, hogy mindegyikben ugyanannyi tirgy legyen, akkor e targyakat
szét lehet valasztani két olyan csoportba, hogy egyik csoportban levd targya-
kat sem lehet egynél tobb sorban elrendezni 1igy, hogy minden sorban ugyan-
annyi, de egynél tobb targy legyen. Hasonl6an lathatd, hogy ha ¢ elemi fiigg-
vény és n nemnegativ egész szam, akkor az az itélet, hogy nincs olyan y
nemnegativ egész szam, hogy ¢(n,y) =0, az objektiv valosigban meglevo
valamely (esetleg nagyon bonyolult) mennyiségi torvényszeriiséget fejez ki.
Eszerint a CHURCH-féle hipotézisben bennerejlik az az allitds, hogy van olyan
torvényszeriiség, amely az objektiv valésagban megvan, de az, hogy megvan,
semmiféle helyes meggondolassal nem lathaté be. Ezt az &llitast nem fogad-
- hatja el senki, aki meg van arr6l gy6z6dve, hogy az objektiv valosagban meg-
levo torvényszeriiségek megismerhetok; ennélfogva a CHURCH-féle hipotézist
sem fogadhatja el.

8. A fenti meggondoldsban szerepel a tetszoleges helyes mddszerrel valo
matematikai bizonyitds fogalma. Ez a fogalom szintén olyan, amit szabatos
definicié nélkiil haszndlnak a matematikdban.* A fenti meggondolast, e foga-
lom szabatos definicidja hijan, csak heurisztikus meggondolasnak tekinthetjiik;

* A moszkvai Harmadik Ossz-szovetségi Matematikai Kongresszuson, ahol szintén
eldadtam a jelen dolgozat tartalmat, arrél értesiiitem, hogy Novikov sejtése szerint egyszer
majd a tetszbleges, tartalmilag helyes matematikai bizonyitds fogalmat is sikeriil olyanféle
szabatos definicioval elhatarolni, mint az effektive kiszamithaté fiiggvény fogalmat sikeriilt
(a Cuurcu-féle hipotézis értelmében) az &ltalanos rekurziv fiiggvény fogalma (vagy a nor-
malizalhaté algoritmus Markov-féle fogalma) segitségével. A Szovietunidban ez a sejtés
Novikov-féle progndzis néven ismeretes. A magam részérol a Novikov-féle progndzist éppoly
kevéssé tartom plauzibilisnek, mint azt, hogy az effektive kiszdmithato fiiggvény fogalma
szabatos definicioval elhatarolhat6. (Utélagos megijegyzés, 1956. szeptember 5-én.)
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azonban plauzibilitasi érvként (a CHURcCH-féle hipotézis plauzibilitasa ellen)
ilyen meggondolas is megengedhetd.

A fenti meggondolds azonban sz0 szerint elismételhetoé ugy, hogy tetszo-
leges helyes modszerrel valo bizonyitas helyett valamely olyan A axi6marend-
szer keretei kozott végzett bizonyitdst mondunk, amely eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek.

1. Az A axiomarendszer formuldi (vagyis az A axiOmarendszerben meg-
fogalmazhato itéleteket formalizalé formulak) a O és 1 konstansbol, tovabba
nemnegativ egész szamokon atfutd véltozékbél ﬁgy éplilnek fel, hogy ezekbdl
eloszor az aritmetikai miiveletek jelének (4,3, — |,-,/,[ / ]) (ismételt)
alkalmazasaval (elemi fiiggvényeket eloalhté) klfe]ezeseket készittink, majd
ilyen kifejezéseket az egyenlOség jelével () osszekapcsolunk, végiil az igy
keletkezd ,elemi egyenletekre® (ismételten) alkalmazzuk a logikai itéletkalkulus
" miiveleteinek jelét (-, A,V, —, <») és a kvantorok jelét (3, V).

2. Valahanyszor valamely ¢ (kétvaltozos) elemi fiiggvény valamely nume-
rikusan adott m, n helyen valamely k értéket vesz fel, az ezt a tényt forma-
lizdlo formula bebizonyithatd az A axiomarendszerben. (Ez a formula ugy
keletkezik a ¢ elemi fiiggvényt elddllito kifejezésbdl, hogy valtozoi helyébe
az m és n nemnegativ egész szamokat formalizalo kifejezéseket helyettesitjiik,
majd az igy keletkezd kifejezést az egyenlOség jelével osszekotjitk a £ nem-
negativ egész szdmot formalizalo kifejezéssel. It pl. a k& szamot formalizalo
kifejezésen k=0 esetében O-t, kiilonben (...((1 + 1)+ 1)--...)-} 1-et értiink,
k szamu 1-gyel.)’

3. Valahanyszor az A axiomarendszer valamely x szabad (azaz kvantor-
ral le nem kotott) valtozot tartalmazé F(x) formuldjahoz talalhaté olyan, vala-
mely nemnegativ egész szamot formalizdl6 k kifejezés, hogy az F(k) formula,
amely F(x)-b&l x helyébe k helyettesitésével keletkezik, bebizonyithaté az A
axiémarendszerben, akkor az az 3xF(x) formula is bebizonyithat6 az A axi6-
marendszerben, amely azt formalizdlja, hogy van olyan x nemnegativ egész
szam, amelyre F(x) &ll.

4. Az A axiomarendszer ellentmondastalan (azaz nincs olyan F formu-
laja, hogy F is, tagadasa: F is, bebizonyithaté az A axiomarendszerben).

Valdban, fentebb abbol, hogy helyes modszerrel valé bizonyitasrdl van
sz0, csak azt haszndltuk fel, hogy ha valamely ¢ elemi fliggvény és n nem-
negativ egész szam esetén be lehet bizonyitani, hogy nincs olyan y nem-
negativ egész szam, hogy ¢(n, y) == 0 (amit igy formalizdlunk: ~3yf(n, y) =0,
ahol f(x,y) a ¢(x,y) elemi fiiggvényt formalizalo kifejezés, n az n nem-
negativ egész szamot formalizal6 kifejezés €s az f(n, y) kifejezés tigy jon létre
f(x, y)-bol, hogy az x véltozo helyébe az n kifejezést helyettesitjiik), akkor ez

3*
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igaz is, tehat akkor y(n)=0. Ez fenndll akkor is, ha ilyen A axiomarendszer-
ben valo bizonyitasra szoritkozunk. Valoban, ha nem volna igaz, hogy nincs
olyan y nemnegativ egész szam, hogy ¢(n, y)==0, vagyis, ha volna olyan m
nemnegativ egész szam, hogy ¢(n, m)=0, akkor 2. miatt az ezt formalizal6
f(n, m) =0 formula, tehat 3. folytin az Jyf(n, y)=— 0 formula is bebizonyit-
hatd volna az A axiémarendszerben (az x véltozé szerepét most y vette at,
az F(x) formuldét ill. a k kifejezését pedig Jyf(n, y) ill. m). Ez azonban 4.
miatt nem lehetséges, hiszen a —3yf(n, y) =0 formula a feltevés szerint be-
bizonyithaté A-ban.

Marmost a fenti meggondolds azt adja, hogy a CHURCH-féle hipotézisbdl
kovetkezik olyan ¢ kétvaltozos elemi filiggvény és olyan n nemnegativ egész
szam létezése, hogy egyrészt nincs olyan y nemnegativ egész szam, hogy
¢(n,y)=0, masrészt az ezt a tényt formalizdl6 —3yf(n, y) =0 formula sem-
miféle, az 1—4. feltételeknek eleget tevd A axidmarendszerben nem bizonyit-
hat6 be.

A CHURCH-féle hipotézisnek ez a kovetkezménye azonban megcafolhato.
Valdban, konnyii olyan A, axiomarendszert megadni, amely teljesiti az 1—3.
feltételeket és amelynek axiomai részben a logikai fiiggvénykalkulus axiémai-
bol (lasd pl. HILBERT—BERNAYS [1], 105. oldal) logikai valtozok és fiigg-
vényvaltozok helyébe az axidmarendszer formulainak helyettesitésével keletkezd
formulak, részben verifikdlhatdo formuldk (lasd ugyanott, 238. oldal), kovet-
keztetési szabdlyai pedig a logikai fiiggvénykalkulus kovetkeztetési szabalyai
(lasd ugyanott, 105—106. oldal.) Vegyiik hozzd A,-hoz j, az y szabad val-
tozoit tartalmazo axiomaként a -f(n, y) =0 formulat. A keletkez6 A axiéma-
rendszerben a - 3yf(n, y)=0 formula, mint a logikai fiiggvénykalkulus axio-
mainak és kovetkeztetési szabalyainak felhasznaldsaval konnyen adoédik, bebi-
zonyithatd. Az A axiOmarendszer nyilvan szintén teljesiti az 1—3. feltételeket.
Felhasznalva azt a tényt, hogy az dj —~f(n, y)=0 axioma a feltevés folytan
(ti. hogy barmely y nemnegativ egész szamra ¢(n, y)==0) verifikalhato, az
aritmetika axiomarendszere ellentmondastalansagédnak GENTZEN-féle bizonyi-
tasabol (lasd GENTZEN [1], [2]) addédik, hogy az A axidmarendszer ellentmon-
dastalan, vagyis a 4. feltételt is teljesiti.

A CHURcH-féle hipotézis e cdfolata mér szabatosan definialt fogalmak-
kal dolgozik; mégsem értékelem tobbnek, mint plauzibilitdsi meggondolasnak.
Valdban, ahhoz, hogy a vy fiiggvény értékét az olyan n helyeken is kiszamit-
suk e meggondolas felhasznalasaval, amelyhez nincs olyan y nemnegativ egész
szdm, hogy ¢(n, y)=0, minden n-hez egy-egy az 1—4. feltételeknek eleget
tevd olyan A axiomarendszert kell megkeresniink, amelyben a -~3yf(n, y)=0
formula bebizonyithat6. llyen axiomarendszert megadni konnyii a fentiek alap-
jan, de annak megmutatasihoz, hogy valoban eleget tesz a 4. feltételnek,
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valamilyen helyes moédszerrel meg kell mutatnunk, hogy a —f(n, y)=0 for-
mula verifikdlhatd, vagyis, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szdm, hogy

@(n, y)=0; tehat végeredményben igy sem kerulhet]uk el a tetszbleges helyes
modszerrel valé bizonyitas fogalmat.

9. Még egy lehetséges ellenvetést kell kivédenem. Azt lehetne mondani,
hogy a CHurcH-féle hipotézis tigy értendd, hogy csak azokra az aritmetikai
fiiggvényekre allitja, hogy altaldnos rekurziv fiiggvények, amelyeknek értéke
barmely adott helyen valamely egységes eljdrdssal véges szami lépésben ki-
szamithato ; ezzel szemben a v fiiggvény értékeinek kiszamitisdra adott eljaras
nem egységes, hiszen mas-mas olyan n helyeken, amelyekhez nincs olyan y
nemnegativ egész szam, hogy ¢(n,y)=—0, mas-mas lesz az a ,valamilyen
helyes moddszer, amellyel ez bebizonyithatdé. Véleményem szerint azonban az
~egységes eljards“ fogalma relativ. Az altalanos iskolai tanulé minden egyes
szamtanpélda megoldasdra szolgdl6é eljardst masnak vél; és csak akkor jon
ra, hogy egységes eljarasrol van sz6, amikor megtanul elséfokua egyenleteket
felallitani és megoldani. De nemcsak az egyes ember, hanem az emberiség
fejlodésében is észlelhetiink hasonlét; pl. a csoportelmélet felfedezése ota
szamos olyan eljardst egységesnek tekintlink, amelyek azel6tt Kkiilon-kiilon
algebrai, szamelméleti vagy geometriai eljardsoknak szamitottak. Igy a kisza-
mithaté fiiggvény fogalmanak és vele egyiitt a CHURCH-féle hipotézisnek csak
akkor van objektiv értelme, ha nem keverjiik bele az ,egységes eljaras“
fogalmat.

10. Meggondolasaim, amelyek gy vélem, tjabb érvet adnak a CHURCH-
tételnek agnoszticista kovetkeztetések levonasara valé felhasznélasa ellen, ter-
mészetesen nem érintik a CHURCH-tételnek magénak, vagy az dn. megoldha-
tatlan problémaseregekre vonatkozo tobbi tételnek érvényét, vagy jelents-
ségét. Csak azt mutatjak, hogy ezeket a tételeket szabatosabban tgy kellene
kimondani, hogy a kérdéses problémaseregek dlfaldnos rekurziv eljdrdssal
(vagy normalis algoritmussal) nem oldhaték meg, ahelyett, hogy roviden meg-
oldhatatlansagukrol beszéliink. Ilyen fogalmazasuk esetén nyilvanvalobba val-
nék az is, hogy agnoszticista koOvetkeztetéseket nem lehet bel6liik levonni.
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