HALOK IDEALJAI ES KONGRUENCIARELACIOI I.
GRATZER GYORGY ES SCHMIDT ELIGIUS

Bevezetés

Ismert gytirtielméleti tétel, mely szerint az R gyirii barmely faktor-
gylirfije egy-egyértelmiien meg van hatadrozva R egy idedlja dltal. Hasonl6 tétel
érvényes a csoport normdlosztdira is. Halok esetében azonban ezen alapvetd
tétel mar nem érvényes. Elofordulhat ugyanis, hogy az L hald valamely idedlja
tobb homomorfizmus magja, s6t az is, hogy egydltalin nem létezik olyan
homomorfizmus, melynek magja lenne az adott ideal. gy felmeriilnek a ko-
vetkezd kérdések: mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy L
héléban minden idealhoz

1. legalabb
2. legfeljebb
3. pontosan
egy osztilyozas* fartozzék?
Az elsd, ill. harmadik kérdéssel (tovabba a harmadik kérdés egy alta-
lanositasaval) foglalkozik a dolgozat 1. része, a kdvetkezd eredménnyel:

1. TETEL. Egy L hdldban minden idedl akkor és csak akkor magja**
valamely homomorfizmusnak, ha L disztributiv,; illetve

3. TETEL. Az L hdloban akkor és csak akkor teljesiil, hogy minden idedl
pontosan egy homomorfizmus magja és minden homomorfizmushoz tartozik
mag, ha L alulrél korldtos, disztributiv és relativ komplementumos.

Latni fogjuk, hogy a fenti tételek bizonyitdsdndl alapvetd szerepet jat-
szanak a minimalis osztdlyozasok. Disztributiv haléban a 2. tétel jellemzi a
minimdlis osztdlyozdsokat. A Il. részben e vizsgélatokat kiterjesztjiik tetsz6-
leges hélokra és az 5. tétel segitségével attekintést nyeriink a halék minima-
lis osztalyozasairol. Az 5. tétel felhaszndlasaval két feleletet is adunk a fent
felvetett 2. kérdésre. (6. A és B tétel.)

* Osztalyozason itt és a tovabbiakban is a kompatibilis osztalyozast értjiik.
** A homomorfizmus magja a homomorf kép 0 elemének Osei dltal meghatarozott idedl.
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A 3. kérdést BIRkHOFF vetette fel (GARRETT BIRKHOFF: Lattice Theory
— ezentul (LT) — Revised Edition, New York 1948. 161. o. 73. probléma)
és a dolgozat lezardsa utan tudomdsunkra jutott, hogy I. HASHIMOTO mér megol-
dotta. (Lasd I. HasHiMoTO Ideal Theory for Lattices cimii cikkében, Mat. Jap.
Il. kotet 4. sz.) Bizonyitdsa azonban a dolgozatban adott bizonyitastol Iénye-
gesen eltér és bonyolultabb.* A 3. kérdéssel kapcsolatban részleteredményeket
értel G. J. AReskIN (Dokladi Akad. Nauk SzSzSzR 1953. XC. kotet, 4. sz.), tételét
a 2. és 6. A tételbdl cgyszeriien kapjuk. (Lasd 6. A tétel 2. korolldriumat.)

A 3. tétel, ill. 4. tétel korollariuma alapjdn egy haléban akkor és csak
akkor hataroz meg minden ideal (s6t minden osztdly) pontosan egy oszta-
lyozast, ha L relativ komplementumos disztributiv halo. Ezekre a halokra
tehat érvényes a fentmondott gyiirielméleti tétel haloelméleti analogonja. Is-
meretes, hogy egy korlatos disztributiv, relativ komplementumos hdloba be-
vezethetd gytriimiivelet. Ezt dltaldnositva a Ill. részben kimutatjuk, hogy tetszo-
leges relativ komplementumos disztributiv haloban is értelmezhetd Boole-
gyiiriimiivelet, mégpedig megadjuk az Osszes lehetséges ilyen miiveletet, s e
tételt részben meg is forditjuk.

Itt mondunk koszonetet Dr. Fuchs Laszl6 professzornak és aspiransa-
nak Fried Ervinnek szives segitségiikert.

]

Célunk a bevezetésben felvetett 3. kérdést megvalaszoini. Ehhez elszor
szitkséges a konnyebb 1. kérdés letargyalasa.

1. TETEL. Az L hdloban minden idedl akkor és csak akkor magja valamely
homomorfizmusnak, ha L disztributiv. .

BIZONYITAS: A feltétel elégségessége ismeretes (lasd pl. (LT) V. fej. 8.§
3. (¢) és IX. fej. 6. § 2. gyakorlatok, vagy ezen dolgozat 5. tétel 2. korolla-
rium). Igazoljuk a feltétel sziikségességét. Ha az L hald nem disztributiv,

* Hasuimoro idézett cikkében halok reprezentaciéit (halmazgyiiriikre valé homomor-
fizmusait) és kiilonféle topologiakat vizsgdl, melyeket specidlis reprezentaciokkal ¢és inver-
zeikkel definial. Ezen altalanos vizsgalatok alkalmazasaként el6allo tételek kozott taldlhato
ezen dolgozat 3. tétele. Ezzel magyardzhatd, hogy egyes tételek bizonyitdsa, ha dolgozata-
nak tobbi részétdl elszakitva nézziik, bonyolultnak tiinik. Hasaimorto a 3. tétel bizonyitasa-
hoz felhasznalja a kivalasztasi axiomat, s talan az sem érdektelen, hogy bizonyitasunknal
ezt sikeriilt mellozni.
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akkor van az 1. vagy 2. dbran lathatd részhaloja. (Lasd (LT) IX. fej. 2. tétel.)
Allitjuk, hogy az [a] f6idealhoz nem tartozik osztalyozs.
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Ugyanis mindkét esetben a==0-bdl kovetkezik, hogy d=cua=cUb-=c és.

A tovabbiakban jeldljiik @,,,-vel L-ben az a==b-hez tartoz6 minimalis
osztalyozast létesitd kongruenciareldciot. (Az, hogy (., minimalis osztalyo-
zast létesit, az azt jelenti, hogy ha c¢=d(0, ), akkor minden olyan ® kong-
ruenciareldciora, melyre a=b(0), egyuttal c=d(®) is fenndll.) @, , L bar-
mely a és b eleme-esetén létezik. Ezt konnyen belathatjuk G.BIRKHOFF azon
tétele alapjan (lasd (LT) IL fej. 4. tétel), mely szerint az L hal6 kongruencia-
relacidinak haimazat komplett halova tessziik, értelmezvén benne a rendezési
relaciét ugy, hogy @ = @ akkor és csak akkor, ha x=y(®) maga utin vonja

=y(®)-t. Ekkor L kongruenciareldcioi valamely A részhalmazanak & also
és 1 felsd hatdrat a kovetkezOképpen adhatjuk meg: x=y(&) akkor és csak
akkor, ha x=1y(®) minden O € A-ra; x=y(n) akkor és csak akkor, ha
valamilyen véges x=2y,2,,2,...,2,=y sorozat valaszthatdo ugy, hogy
=20(0)(i=1,2,...,n) alkalmas ©),€ A-val. Konnyii meggy6zddni arrol,
hogy & és 7 kongruenciarelaci6 s A-nak felsd, ill. also hatéra.

Ezek utdn tekintsitk azon kongruenciarelaciok A halmazat, amelyekre
a="b. Ezen A halmaz & als6 hatarara a==b6() (¢ definicidja miatt) s igy &
az a=b-hez tartozd minimdlis osztilyozést létesiti, azaz §-=0),,. Ezzel az
a=b-hez tartozd0 minimdlis osztdlyozads létezését és egyértelmiiségét belattuk.

Vizsgaljuk meg, hogy egy disziributiv hdloban mely elemek tartoznak
egy osztilyba a @, altal létesitett osztdlyozdsban. Ismeretes, hogy x=y(0)
akkor és csak akkor, ha xuy= xny(@) ezért (xuy = xny miatt) elég Ossze-
hasonlithaté elempérok kongruencidjanak sziikséges és elegendd feltételét meg-
adni (ami egyszeriibb alakn, mint az altalanos feltétel).

2. TETEL. Legyen a, b az L disztributiv hdlonak két olyan (rigzitett)
eleme, melyre a>0b dll. A ¢,d(€L,c>d) elemekre c=d(0.,) akkor és csak
akkor, ha

1 (aud)nc=c
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és
) (budync=d.

BizONYITAS : Definidljuk L-ben a @ relaciét ugy, hogy x=y(®) akkor
és csak akkor, ha (rogzitett a >b meliett) c=xuy és d=xny-ra (1) és (2)
fennall. Ha igazoljuk, hogy ©® = (,,;, akkor a 2. tétel allitdsa bizonyitva lesz.
Lassuk be, hogy @ kongruenciarelacié. Nyilvan a @ relacié reflexiv (mert
(aubyna=aqa és (bub)na=0b, azaz (1) és (2) fennall), tovibbd szimmetrikus.
Belatjuk, hogy a helyettesitési elv is érvényes, azaz, hogy x==y(@®)-b6l ko-
vetkezik xUf=yUul(@) és xnt=ynt(@). Ezt a kovetkezs, (1) és (2),
tovabba a disztributivitdsbol adddd egyenletek mutatjdk:

lav[xut)nyudlinlxuuyudl={lau(xny)jutin
nfxuputl={fau(xny)nxuyut=(xup)ut=(xubHu(yut),
s hasonldan
pulxupn(yudlin((xuhu(yun]=(xu)n(yui),
illetve : .
{aulxndnynilinlxnuynh]={lau(xnyln(@ut)}n
nixuy)ntl=lauxnpinxuynfl@ut)nt]={au[(xnyln
nxupint=xuynt=xnHuynd;
¢s ugyanigy
ulxntyn(ynilinlxndu(yndl=(xnt)n(ynt).
A O relacio tranzitivitisat elészor az u=v(O@),v=w(®) u>v>w
esetben latjuk be. @ definicidja miatt fennallanak a kovetkezd egyenletek:

3 (auv)nu=u,
)] (buv)nu=rvr
és

(5) (@uw)nv=ry,
(6) (buw)ynv=w.
lgazoljuk, hogy

) (auw)nu=u,
) Gbuw)ynu=w,

amely egyenletek @ definiciéja miatt épp a bizonyitandé u=w(@)-t jelentik.
(5)-bdl nyilvin auw=w, ennek és u=v-nek alapjan (felhasznalva a diszt-
ributivitast is)

(@uw)nu=[@uw)nuluv=(auwuv)n(uUuv)=(@uv)nu,
amib6l (3) miatt azonnal adédik (7). v=w miatt bur=buw s igy (4) és
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{6) felhasznalasaval
Guwynu=(@Guw)nuv)nu=_>(Gbuw)nv=w.
Ezzel (7) és (8) igazoldsat befejeztiik.
Legyen masodszor tetszbleges u,v és w-re u=v(0) é v=w(6).
A helyettesitési elv alkalmazdsidval uuv=@uUv)u(@nw)=(uUv)U(PUW)=
=uaUvuw (@), unv=>@nv)nuw)=@@nv)nenw)y=unvnw(M), azaz
uUvUw=uuv(6),
uv=unv(0),
unv=unvnw(O),

ami uUvUw=uUvZunv=unvnw miatt az el6zd eset kétszeri felhaszna-
lasaval uvvuw==unvnw(@®)-t adja. Ennek alapjin (a mir bebizonyitott
helyettesitési elv alkalmazasaval):
ayw=@uw)u@Enw)y=[wuvuw)n(zuw)]u@nw)=[E@nevnw)n(@uw)ju
Unw)y=@nvnw)u@nw)=unw(O).

Ezzel a tranzitivitds bizonyitdsat befejeztiik.

Mivel ® — mint lattuk — reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv és érvényes
ra a helyettesitési elv, ezért kongruenciarelaci6. Tovdbbd a=0b(0), ezért
O =0, (O, a legkisebb olyan kongruenciareldcio, melyre a==b). Viszont,
ha x =y (0), akkor xUy=-[au(xnp)]n(xuy) és xny=[bu(xny)]n(xuy).
Nyilvdn a=0(0O.;)-bdl a helyettesitési elv t=xuy és t==xny-ra valé al=
kalmazasaval [au(xny)]n(xup)=[bu(xny)]n(xUy)(O.:) adédik, ami az
€lobbi egyenletek figyelembevételével x Uy =xny (O.)-t adja. Tehat x=y(O)
maga utan vonja x=y(0.;)-t, azaz O =0,,, s ezt a fenti egyenlttlenség-
gel Osszevetve kapjuk, hogy &= 0,,, amint azt a 2. tétel allitotta.

A 2. tétel j6 attekintést ad a disztributiv halé kongruencia viszonyairol,
melyet — kissé részletesebben is, mint a tovabbiakban erre sziikségiink
lenne — az aldbbiakban megvizsgalunk.

1. KOROLLARIUM. Ha az L disztributiv hdloban ¢=d (O.,) (a>b és c>d),
akkor b = ¢, vagy a =d nem dllhat fenn.

Ugyanis c=d(0.,;) az (1) és (2) egyenletek érvényességét jelenti. Ha
most b=c¢, akkor (2)-b6l d=(bud)nc=c, ami ellentmondds c¢>d-vel.
Ugyanigy ellentmondésra vezet (1) miatt az a =d feltevés.

2. KOROLLARIUM. Az L disztributiv hdléban a @.(a > b) dital létesitet!
osztdlyozdsban csak az [a, b] intervallum elemei kongruensek a-val.

Tegyiik fel ugyanis, hogy c¢=a=05b(0.,,;) ellenére c¢[a, b]. Utobbi
miatt cua >a, vagy cnb < b kozil legaldbb az egyik teljesiil. De a<auc
az a=c(0,;)-b6l adédé a=auc(O.:), b>cnb pedig a c=b(0,,)-bbl
adoédd b=cnb(O.,;) miatt ellentmondana az 1. korolldriumnak.

7 HL Osztaly Kﬁzleményei Vi1
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3. KOROLLARIUM. Az L hdléban minden zdrt intervallum akkor és csak
akkor osztdly L alkalmas osztdlyozdsdndl, ha L disztributiv.

Ugyanis az allitds elégségességét a 2. korollarium, sziikségességét pedig
az 1. tétel (az ottani [a, b] intervallumra alkalmazva) bizonyitja.

4. KOROLLARIUM. Az L nullelemii disztributiv hdloban az 1 idedlhoz tar-
tozo minimdlis osztdlyozdsban a=b(a>b,a,b¢cl) akkor és csak akkor, ha
van olyan v €1, hogy

()] (vrub)na==a.
Jeldlje @ az [-hez tartozé minimélis osztalyozast létesitd kongruencia-
relaciot. Konnyii belatni, hogy ©® = | 0,,0. Ugyanis & = @,,0, ha u€/, tehat
uel

A= |4 O.,. Viszont az |J 0., kongruenciareldcid magja az / idedl, mert
nwel

S uel
Xx=0( U BO.o), x€! ellentmond | O, = O.9-naks igy @ =] O,,o, amint
nel ucl uecl

azt allitottuk. Mivel a=b(0®), ezért léteznek olyan x,=—=a, x;,...,X.==b és
w€1(i-=1,2,...,n)elemek, hogy x;=x;,.1(O.,,), azaz a== b ( |J GO.,). Legyen
nerl

Hn
v== u:. Nyilvan Onoz Oy.0, s €zért x;=x;-1(On0), azaz a=b(O.,0). v de-

=1

finicidjabodl lathatd, hogy » €1, tovabbda a=05b(0.o), ami (1) és (2) miatt
éppen (9) fennallasat jelenti. [(9) az (1)-bdl az a=vw, b=0, c==a, d==b
helyettesitéssel addodik; a (2) egyenlet a trividlis (Oub)na=0> egyenletbe
megy at.] Tehat, ha a=56(®), akkor van olyan r¢€/, mely (9)-et kielégiti.
Megforditva, ha létezik (9)-et kielégitd » eleme /-nek, akkor v=0(0) ésigy
a=an(bur)=an(bu0)=anb=b(0). Ezzel a 4. korollarium bizonyita-
sat befejeztiik.

Az 1. korollarium — szemléletesen szdlva — azt fejezi ki, hogy a kong-
ruencia (az a-nal nagyobb és b-nél kisebb elemek kozott) disztributiv halo-
ban ,fliggtlegesen“ nem terjed, a masodik korollarium pedig kimondja, hogy
minden zart intervallum osztaly alkalmas kongruenciareldciénal.

Az 1. és 2. tétel attekintést adott azon halok minimalis osztalyozasairol,
melyekben minden idedlhoz legaldbb egy osztalyozds tartozik. Ennek segit-
ségével mar konnyen adhatunk vdalaszt az ezen rész elején felvetett kérdésre.

3. TETEL. Az L hdloban akkor és csak akkor teljesiil, hogy minden
idedl pontosan egy homomorfizmus magja és minden homomorfizmushoz tar-
tozik mag,* ha L alulrdl korldfos,** disztributiv és relativ komplementumos.

* (. Birkhoff Lattice Theory c. kényvében a 73. problémanal az ,idedlok és ho-
momorfizmusok kozotti egy-egyértelmii megfeleltetésrol“ ir, ezalatt nyilvan a 3. tételben
pontosan megfogalmazott egy-egyértelmiiséget érti.

** Az ,alulrd] korlatos“ kifejezés, a ,0 elemmel rendelkezik®, szinonimaja.
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BIZONYITAS:

Sziikségesség. L-ben lennie kell O-elemnek, kiilonben az identikus osz-
talyozashoz nem tartoznék mag; a disztributivitds sziikségességét az 1. tétel
biztositja. Legyen L a tovabbiakban nullelemes disztributiv hdlo és a, b (a>b)
az L két, tetszés szerinti eleme. Tekintsiik azon u elemek alkotta idealt —
jeloljiik Vo-vel — melyekre u=0(0,,). Minden idealhoz, igy a V,, idedlhoz
is csak egyetlen osztdlyozas tartozik. Ez egyrészt (V.. definicidja miatt) a
0. altal létesitett osztdlyozas, masrészt, mivel egyetlen, melynek V,, magja,
ezért a Vop-hez tartoz6 minimalis osztalyozds. Kell tehdt, hogy a V,,-hez
tartozd minimdlis osztalyozdsban a=2»5 fenndlljon. A 2. tétel 4. korollariuma
miatt tehat létezik olyan » elem, mely (9)-et kielégiti. Tovdbba, mivel
v=0(0,,;), ezért (1) és (2) miatt (c=v, d==0 helyettesitéssel)

(10) anv=w -
és
(11) bne=0

egyenletek is fenndllnak. (9)-bdl folyolag vub =a, de b<a és (10)-bélv=a
s igy bUv =a, azaz

(12) buv==a.

(10) és (12) egyiitt éppen azt jelenti, hogy [0, a]-ban b relativ komplemen-
tuma o.

Ezzel kimutattuk, hogy L-ben minden [0, a] intervallum komplementu-
mos részhalo. J. von NEUMANN azon tételébol, mely szerint egy korlatos és komple-
mentumos hald, amely moduldris, egyuttal relativ komplementumos is, a fen-
tiek alapjan rogton adodik a [0, a] komplementumos részhalo és ezzel egyiitt
L relativ komplementumossaga.

Elégségesség. Az 1. tétel miatt minden ideédlhoz tartozik osztalyozas, de
a [0, a] intervallumok komplementumossidga miatt ez az osztdlyozds egyér-
telmii, mert ha » a [0, a] intervallumban & komplementuma, akkor a =b ()
ekvivalens v=0(®)-val, ugyanis a=0(0) esetén v=anv=>bnv=0(0)
és megforditva »=0(6®) maga utidn vonja a=vUb=0Ub=06(O) fenn-
allésat. Q.e. d. ’

Erdemes megjegyezni, hogy a V., idedl foideal, mert a=b ekvivalens
Vos=0-val és a=0b ekvivalens v=0-val is, ezért V,, =0 akkor és csak
akkor, ha v=0, viszont a feltételek miatt a V., és a [v, 0] idedlhoz is tar-
tozik osztilyozas, kell tehat, hogy V.,=[v,0] legyen, amint azt allitottuk.

Ezutdn ratériink a 3. tétel egy dltaldnositisdra. Nevezetesen érvényes
a kovetkezd

4. TETEL. Annak sziikséges és elegendo feltétele, hogy az L hdlo vala-
mely rogzitett ,a“ elemét tarfalmazo minden konvex részhdlojdhoz pontosan

T*
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egy osztdlyozds tartozzék L disztributiv és osszes [a,b] (a>b vagy b>a)
intervallumdnak, mint részhdloknak komplementumos volta.

BIZONYITAS :

Sziikségesség. Elbszor belatjuk, a disztributivitas sziikségességét. Tegyiik
fel hogy L nem disztributiv. Ezen esetben van olyan (paronként kiilonbdz8)
X, y, z elemharmasa, melyre

(13) XUz=yUz és xNz-==ynaz.

A z=ua esetben, mivel az a elemhez, mint konvex részhaldhoz is egyetlen
osztalyozas tartozik (mégpedig a trividlis), ezért minden mas osztilyozdsban
az a-t tartalmazoé osztalynak van legaldbb egy tovabbi eleme, s6t — a kom-
patibilitds folytdn — olyan eleme is, amely Osszehasonlithaté a-val (mert
a=Xx maga utdn vonja aux=a és anx=a-t is). Eszerint, mivel xny ==
F xUy (tehdt O.yy, ., biztosan nema trivialis osztdlyozas) van olyan ¢ Za
elem, hogy

(14) : Czia((')xuyvzny)-

Ekkor viszont aszerint, hogy ¢ >a vagy c<a az [a,xnynal,ill.[xUyUaq, a]
konvex részhaléhoz nem fartozik osztalyozas; mert pl. a ¢ > a esetben
a=xnyna(®)-bol (hasonléan az 1. tétel bizonyitasdhoz) barmely @-ra
kovetkezik x=y(0), tehdt xuy=xny(0), azaz O = O,y sy, S Iigy
" c=a(®) (lasd (14)-et), de ez c¢fa, xnyna] miatt éppen azt jelenti, hogy
[a, xnyna) egyetlen kongruenciarelacié szerinti osztdlyozdsban sem osztaly,
vagyis a ¢ > a feltevés ellentmondasra vezetett. Ugyanigy vezet ellentmondasra a
c < a feltevés is. E Kkettd egyiitt egyreszt azt jelenti, hogy 2 == a, masrészt,
hogy xua==yuUa és xna—=yna egyszerre nem allhat fenn. Ezért a halo-
elméleti dualitdsra valo tekintettel ((L 7) I.fej. 2. tétel), az altalanossdg meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy xua = yua. Allitjuk, hogy ez esetben az
[yua,ynzna] (3 a) konvex részhaldhoz nem tartozik osztdlyozas. Ugyanis
yua=yuzua esetén ((13)-ra tekintettel)

z=zU(ynzna)=zu(yua)=(Uy)ua=2zUxUaq,

s ebbdl xnz=xn(zuxua)=x.

(13) miatt tehdt x=ynz, ez azonban yua=ynzz=ynzna ¢és
x¢[yvua,ynzna] miatt éppen azt jelenti, hogy legutébbi allitdsunk helyes.
Osszefoglalva, a (13) feltevés mindenképpen ellentmondast ad azzal a felté-
tellel, hogy minden, az a elemet tartalmazé konvex részhalo osztily legyen
pontosan egy kompatibilis osztalyozasndl, tehat a disztributivitds szilikséges.
Mésodszor bizonyitjuk, hogy sziikséges az [a, b] intervallumok (b < @) komp-
lementumossaga. Legyen b, > b, >a. Mivel az osztalyozasnak az a elemre —
mint konvex részhaléra — is egyértelmiinek kell lennie, ezért van olyan a-tol
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kiilonboz6 és vele Osszehasonlithatd ¢ (c Z @), hogy a=c(G,,,s,). A 2. tétel
1. korollariuma miatt ¢ <a nem lehetséges, mert b, > b, > a > ¢ 4llana fenn
(azaz. a kongruencia a [b;, b.] intervallumrol | fiiggblegesen leterjedt volna
[a, c]-re), ezért ¢ > a, azaz b,=b.-b0l kovetkezdleg a-val kongruens elemek is
az [a) dudlis fdidedlban vannak. Ezért az [@) dudlis féidedlban (és dudlis
moédon az (a] féidedlban) ugyanazok a kongruencia viszonyok uralkodnak,
mint amelyeket a 3. tétel megkivan. Igy a 3. tételbél adédik minden [a, b]
(a Z b) intervallum relativ komplementumossaga, azaz a tétel sziikségességét
bizonyitottuk.

Elégségesség. ElOszor belatjuk, hogy a feltételek teljesiilése esetén az L
haléban a disztributivitasbol folydlag minden konvex részhdldhoz (s igy min-
den az a elemet tartalmazéhoz is) tartozik osztilyozds. Ez azonnal adédik
abbdl a ténybol, hogy minden konvex részhalo egy ideal és egy dudlis ideal
metszete s az ezekhez tartozd osztalyozdsok (pontosabban a hozzijuk tartozo
kongruenciarelaciok) metszete nyilvan a kivant tulajdonsagt osztalyozast léte-
siti. Masodszor belatjuk, hogy az a elemet tartalmaz6 D konvex részhilo
pontosan egy osztilyozasnal lép fel osztalyként. Legyen x> y(x,y€L) és
aux>auy(aux=aUy esetén anx>any-ra folytatjuk az okoskodast;
aux==quy és anx=any egyszerre a disztributivitds miatt nem allhat fenn),
tovabba [a, a U x]-ben auy relativ komplementuma c¢. x=y esetén aux=auy
s ebbol c=cn(aux)=cn(auy)=a, s igy az a egyelemii konvex rész-
halé csak a trivialis osztalyozasndl alkot osztdlyt (azaz a hozzatartozé kon-
gruenciarelacié egyértelmii). Tegyiik fel, hogy D tobb kongruenciarelacional
osztaly. Tekintsiik azon minimalis kongruenciareldci6 szerinti homomorf képét
L-nek, melynéi D osztdly. Ez a faktordlo szintén disztributiv és minden
(b, D)(b= D) intervalluma relativ komplementumos (D D homomorf képe,

nyilvan D = a). Igy a fentiek szerint egyetlen kongruenciarelacidja van csak
L-nek, melyben D osztaly, ellentétben a feltevéssel. Q.e. d.

A tétel bizonyitasabdl lathatd, hogy a 4. tétel azon feltételébdl, mely
szerint ,az »a« elemet tartalmazé minden konvex részhalohoz pontosan egy
osztalyozas tartozzék“ csak annyit hasznaltunk fel, hogy minden, az a ele-
met tartalmazo zart intervallumhoz tartozzék pontosan egy osztalyozas.

Hogy a 4. tétel feltételeit kielégité hald minden [x, y] intervallumanak
relativ komplementumossdga nem sziikséges, arra példat szolgaltat a 3 elemii
lanc, ha a-nak vélasztjuk a halénak O és /-t6l kiilonbozd elemét; ily modon
a halo nyilvan eleget tesz a 4. tétel feltételeinek, viszont a [0, /] intervallum
nem komplementumos.

KOROLLARIUM. Az L hdldban akkor és csak akkor tartozik minden konvex
részhdlohoz ponfosan egy osztdlyozds, ha L disztributiv és relativ komplementumos.

A korolldrium a 4. tétel kozvetlen folyomanya.
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A 2. tétel szerint valamely disztributiv haléban a @, , kongruencia-
relacional azok és csak azok a ¢, d(c > d) elemparok kongruensek, amelyekre
fennall az (aud)nc==c és (bud)nc=d egyenlet. A tovdbbiakban ennek a
tételnek az aitaldnositdsat vizsgdljuk tetszéleges halok esetére.

Nyilvanvald, hogy barmely haldban c¢=d(0,,), ha ¢ és d eleget tesz-
nek az
(15) {.../[/@ub)uxiinx]Uxy/n...}ux,=cud,

(16) - {.../['@nb)ux;/nxjux,/n... }ux.—cnd

egyenleteknek a haloé alkalmas x;(i==1,2,...,n) elemeivel. A tovabbiakra
nézve megallapodunk a kovetkez6kben :

DEFINICIO. Az L hdléban a c,d elempdrt az a, b elempdrhoz hozzdren-
deltnek nevezziik (a, b, c, d€ L) — jelben a, b—c,d — ha a,b,c,d elemekhez létez-
nek L olyan x,,X,, ..., x. elemei, amelyek kielégitik a fenti (15) és (16) egyen-

leteket.

A definicié segitségével konnyen megadhatjuk azon u, ¢ elemeket, ame-
lyekre u=v(Oq ).

5. TETEL. Az L hdloban az a = b-hez tartozo minimdlis osztdlyozdsban
u==r akkor és csak akkor, ha léteznek L-nek olyan

Vo=uUr =)=y =... = y=unc elemei, hogy a, b—y; 1y,
G—1,2,...,k).

BIZONYITAS: Ha a tétel feltevése teljestil, akkor nyilvan u—=1v(0 ) s igy
elég kimutatni, hogy © L egy osztdlyozdsat létesiti, ha wu=wv(@) ekvi-
valens a () feltétel fenndllasaval. El6rebocsatjuk, hogy c¢=d(®) akkor és
csak akkor, ha cud=cnd(®), mint az a definiciobol kozvetleniil leolvas-
hatd. A @ relacio nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Bizonyitjuk a helyettesités
elvét. Legyen eldszor u>v és u=v(0) azaz a,b—y,1. 5, (j=1,2,..., k).

-Nyilva'm tVu=tuyp, = tun=...=tuy,=tUvésa, b—>tuy,1,tuy(j=1,

., k) és igy tuu=1tuv(®), hasonléantnu=tnwv(O). Specidlisan u >w >
> z, 0 =v(0) esetén w=u(@) (f=w eset) azaz a O relacio konvex.* Legyen
mdsodszor u ¢és o tetszoleges, tovabbd u=1(0). Mivel az els6 eset kovet-
keztében tu(uuv)=tu(unv)(®) és tu(@uv)y=({uu)n(uv)=tu(une)
ezért a konvexitds miatt (fUu)n(fuv)=tu(@Uuz)=(tuu)u(tu»)(@), ami
éppen a bizonyitandd tuuz=1tuv(@)-t jelenti.

(*)

* Epy tetszoleges I relaciot konvexnek neveziink, ha al" b és a > ¢ > b esetén al’c,
és cl'b.
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A O reldcié tranzitivitdsa az uz==v(Q) és v=w(0), u > v >w esetben
trividlis. Az altalanos esetben u=wv(0@) és +=w(0@)-bol adddik nuy=
=unuv(®), vuw=vnw(@), tovabbd uuv==(uue)U(nw)=( Uv)U(vuw)=
=uUvuw(@) é unv=@nv)n@uw)=@no)n@nwy=unvnw(®), s
mivel uUvUW = uUv Z unv = unvnw,ezért ezekbdl uuvuw=unvnw(O)
adodik. Viszont vUusUw = uUw=unw=unvnw, ami a konvexitds miatt
a bizonyitandé vuw=unw(0O)-t adja. Ezzel belattuk, hogy & kongruencia-
relacio, s igy L-nek egy osztalyozasit, mégpedig az a==b-hez tartoz6 mini-
mélis osztdlyozast létesiti.

1. KOROLLARIWUM. Az L hdloban akkor és csak akkor létezik olyan homo-
morfizmus, melyben osztdly egy adott ]| részhalmaza L-nek, ha a,b,c€ ] és
a,b—c,d esetén d€J.

BIZONYITAS: A ,csak akkor“ dllitds (15), (16)-bol azonnal adodik. Az
sakkor“ allitishoz elég beldtnunk, hogy a feltétel teljesiilése esetén a

®= |J 06, kongruenciarelacional a / részhalmaz osztily; ezt pedig éppen
a,beJ

a korollarium feltétele biztositja.

2. KOROLLARIUM. Egy disztributiv hdloban minden ided! magja valamely
homomorfizmusnak.

BIZONYITAS: Legyen / egy tetszOleges idedl. Azt keli belatnunk, hogy
barhogyan vdélasztjuk J-ben az a > b elempart, nincs a halonak olyan » €/
és ud/ eleme(u > v), hogy a,b— u,» (lasd az el6z6 korollariumot). A hozza-
rendelt elempar azonban — mint azt a 2. tételben bizonyitottuk — disztributiv
halékndl az (@auv)nu==-u és (buv)nu==v egyenletek teljestilésével ekvi-
valens. Ez azonban mar rogton igazolja allitisunkat, hiszen a,v ¢ J s igy
. (@auv)nu=-u is eleme J-nek.

3. KOROLLARIWUM. Egy L hdlo akkor és csak akkor egyszerii, ha bdrmely
a, b, c,d € L-hez taldlhatok olyan z,=cuvd =2z, = 2, = ... = z,=cnd elemek
(z:€L), hogy a,b—zia,2:(i=1,2,...,n).

A 3. korollarium nem szorul bizonyitasra.

Az 5. tétel segitségével mar vélaszt tudunk adni a bevezetGben felvetett
2. kérdésre. Feleletként a kovetkezd két tétel adddik.

6. A TETEL. Az L hdloban akkor és csak akkor hatdroz meg minden
homomorfizmus egy magot és minden mag egyetlen homomorfizmust, ha

(@) L alulrdl korldtos; .
(b) L bdrmely a, b(a==b) elempdrjdhoz taldlhato olyan c(==0) elem,
hogy a,b—c,0;
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(¢) L minden homomorf képére fenndll (b).

6. B TETEL. Az L hdldban akkor és csak akkor hatdroz meg minden
homomorfizmus egy magot és minden mag egyetlen homomorfizmust, ha

(a) L alulrdl korldtos ;

(b) L bdrmely a,b(a==b) elempdrjdhoz taldlhaté olyan c(5=0) elem,
hogy a,b—c,0;

(") L tetszdleges a, b(a == b) elempdrjdhoz léteznek L olyan y¢€ V, , és
aub=d,>d,>...>d,—anb elemei, hogy y,0—diy,d(i=1,2,...,n),
ahol V.., jeloli az ar,_b—uc,O hozzdrendelésben szereplo ¢ elemek dlfal generdlt
idedlt.

MEGJEGYZES. A 6.B és 6. A tételben csak a (c) illetve (¢") feltételek
killonboznek. Eppen ezért, ha a tovabbiakban az (a) vagy (b) feltételek
szerepelnek, az mindkét tételre vonatkozik. (Nyilvan 6. A-ban a (b) feltétel

csak a szimmetria miatt szerepel.)
A 6. A tétel bizonyitasdhoz sziikséges a kovetkezd

SEGEDTETEL. Egy alulrdl korlatos L hédléban akkor és csak akkor tar-
tozik egyetlen osztdlyozds a O idedlhoz (mint maghoz), ha (b) teljesiil.

BIZONYITAS: Ha (b) teljesiil akkor a O ideathoz valdéban csak a trividlis
osztilyozas tartozik, mert minden mas kongruenciarelicié esetén talalhatd
olyan a=056(0) elempar, hogy a== b; ebbdl viszont a(b) feltétel miatt olyan
c(3=0) egzisztenciaja kovetkezik, melyre a, b—¢, 0, s igy c=0(0O), tehat @
magja kiilonbozik a O idealtol. Megforditva, tegyiik fel, hogy (&) nem teljestil
valamely a, b(a & b) elemparra. Tekintsiik a @,,, osztalyozast. Ebben az osz-
talyozasban O a mag, mert ¢=0(0,,;) (c==0) esetén az 5. tétel miatt olyan ¢,
létezése kovetkeznék, melyre O <, =c és a,b—c,0 (¢c; az 5. tételben sze-
repld y,-nek felel meg, melyre y, > y,.1==). Ezzel kimutattuk, hogy ha a
{b) feltétel nem teljesiil, akkor a O idedlhoz, mint maghoz legalabb két osz-
talyozas (az egyik a ©,,, a masik a trividlis osztilyozds) tartozik.

6. A tétel bizonyitasdhoz tekintsiik L-nek egy olyan J idedljat, mely-
hez legaldbb egy osztdlyozds tartozik és legyen L/@ L azon faktorhildja,
melyben az elemek a J-hez tartoz6 minimélis osztalyok.* L-ben minden /-hez
tartoz6 osztalyozas osztalyai minimalis osztalyok egyesitéseképp allnak eld.
Ezért L-ben /-hez akkor és csak akkor tartozik pontosan egy osztilyozas, ha
L/®-ban a O idedlhoz egyetlen osztilyozds tartozik, s ez a segédtétel miatt
éppen (c) teljesiilését jelenti. Q.e.d.

* J-hez tartozé minimdlis osztdlyozds a J maggal rendelkezdé kongruenciarelaciok
metszetéhez tartozd osztalyozés. '
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6. B TETEL BIZONYITASA: (a),(b) sziikségességét mar belattuk. Lassuk
be (¢) sziikségességét. Tegyiik fel, hogy (c¢") nem teljestil valamely @, b elem-
parra. Allitjuk, hogy ekkor V,, legalabb két homomorfizmus magija. Tekint-
stik az a=b-hez tartoz6 minimalis osztalyozast. Itt a mag a V,, ideals igy
tartozik V. ,~hez legalabb egy osztilyozds (melyben a==0b), tehat V, ,-hez
tartozik minimalis osztalyozds is, melyben allitjuk, hogy asE=b6. Ugyanis, ha
Va5 =0-b0dl kovetkeznék a==b, ez éppen (¢’) fennallasat jelentené a feltevés-
sel ellentétben (hasonldan az 5. tétel 3. korolldriumahoz).

Az (a), (b) és (c) feltételek elégségessége azonnal adédik abbol, hogy ezek
teljesiilése esetén a=b(0@) akkor és csak akkor, ha V., & Jo. (Jo azon u
elemek halmaza, melyekre u==0(0).) Ez pedig a kovetkezOképp lathatd be:
Vo, » definicidja és (b) miatt a = b(@)-bdl kovetkezik olyan c(==0) létezése,
hogy ¢=0(®) (ti. aza ¢, melyre a,b—c,0) s ebbdl V,, <]y adodik; ha
Joe2V,,» akkor, a (¢’) feltétel miatt y==0(®) s ez éppen az 5. tétel miatt
a=b(M)-t jelenti.

MEGJEGYZEs. A 6. A tételnek (b) feltétele nem vonja maga utdn a (c)

feltétel teljesiilését, azaz a (b) tulajdonsdg nem homomorf invarians. Ennek
illusztraldsara szolgéljon a kovetkezd példa:

9
o (I).\\\
-0 On
o‘</ i
|
\(,'4)
3. dbra

Konnyen meggytz6dhetiink arrdl, hogy a 3. abran iathatdo haloban barmely
a, b elemparjahoz van olyan ¢(3=0), hogy a, b—»c, 0 viszont az (u] fidedlhoz
tartozd minimalis osztalyozasban — amelyhez tartozd faktorhdlé a 3 elemii
lanccal izomorf — a (b) feltétel nyilvdn nem teljesiil.

1. KOROLLARIUM. Ha egy alulrol korldtos L hdloban bdrmely [0, a] inter-
vallum komplementumos részhdlo, akkor a mag egyértelmiien meghatdrozza a
homomorfizmust ((LT) 23. old. 3. tétel).

Az 1. korollarium a 6. B tételbSl adodik. Legyen ugyanis a, b(e == b)
az L halé két tetszéleges eleme s tekintsik a (0,aub) intervallum azon ¢
elemét, mely az and komplementuma ebben az intervallumban. Ekkor
[(aub)uOjnc=c(=cu0)és[(anb)uO]nc=0(=cn0) miatt a, b, 0(c+=0),
tehat (b) teljestil és c € V,, 5, tovabba (cu0) U (anb)==aU billetve (cnO)u(anb)=
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—anb (x,=anb-vel (15), (16)-ban) azt jelenti, hogy ¢, 0 — a, b, ebbd! pedig
valoban a 6. B tétel (c) feltételének teljesiilése kovetkezik.

2. KOROLLARIUM. (ARESKIN ftéfele) Az L alulrdl korldtos disztributiv hdlo-
ban akkor és csak akkor van egy-egyértelmii megfeleltetés az idedlok és osz-
tdlyozdsok kozdtt, ha L minden homomorf képe gyengén komplementumos.*

Ugyanis a 6. A tétel a, b—c, O feltétele disztributiv haloban (lasd 1. rész
(10) és (11) egyenleteit, c-nek megfelel az oftani ») ekvivalens a gyenge-
komplementumossaggal.

1.

A 3. tétel és a 4. tétel korolldriuma elGtérbe helyezi az egyértelmil osz-
talyozas vizsgalatinal a relativ komplementumos disztributiv halokat. Ezen
halétipus és a Boole-gyiiriik kapcsolatdval kivdnunk a kovetkezOkben foglal-
kozni. Mindenekel6tt egy fontos tételt fogunk igazolni, mely szdmunkra majd
lehetévé teszi bizonyos egyenldségek egyszeril igazolasat.

Legyenek .

fi(ul)~'-;un,x1,...,xm)
¢ i=1,2,...,k
,l,[ﬁ(lll,...,ll,,,x“.“,xm) ( y & y )

tetszés szerinti halé polinomok.

7. TETEL. Az L relativ komplementumos disztributiv hdloban az
Qan fi=y; (i=12,...,k)
egyenletrendszernek akkor és csak akkor van ftetszésszerinti
h=a, .. .=a,qecL,j=12...,n)
értékrendszer esetén megolddsa, ha (1T7)-nek bdrmely
="b, ..., u,=0b,(b;€2%*j=1,2,...n),
értékrendszer esetén 2-ben van megolddsa.

Megijegyezziik, hogy ha m =0 (azaz a keresend6 x;-k halmaza iires),
akkor (17) azonossagot jelent. A 7. tétel bizonyitdsdhoz eldrebocséatjuk a
kovetkezot :

* Az L halot gyengén komplementumosnak nevezziik, ha barmely a 2> b elempar-
jahoz talalhato olyan ¢, hogy anc == 0 és bnc=0. (Lasd Isexi Kivos: Portugaliae Math.
9. 1950. 169—170. 0.) Mas, a fentivel ekvivalens definiciora nézve lasd még Iseki Kivosr elébbi
dolgozatat, tovabba Szisz GAsor kandidatusi disszertaciojat.

** 2 a kételemii halot — mely izomorfidtol eltekintve egyértelimiien meghatarozott —
jeloli.
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SEGEDTETEL. Legyen L relativ komplementumos disziributiv hdlo és
Uy, ..., u, €L L-nek van olyan B, véges részhdloja, mely Boole-algebra és
i, ..., u, €B,. Ervényes O(B,) =4".

BIZONYITAS : A segédtétel allitdsa n - 1, 2-re nyilvan igaz. Tegyiik fel,
hogy az u,, ..., u,. 1-et elemeként tartalmazo B,., véges Boole-algebra létezik
és O(B..)) = 4""'. B... als6, ill. felsé hatdra legyen O,_, [,;. Tekintsiik az
(Ox-1, unUl,-y) intervallumban /.., komplementumat 7;..-t és legyen A, az
O,-1 és I; (-t tartalmazd, legfeljebb két elemil részhaldja L-nek, A, pedig az
u,Ul,.y és u, elemeket tartalmazd, szintén legfeljebb kételemit részhalo.
A B,— (B..XA)XA,[X itt dualis direkt szorzatot jelol, ahol az (x,, X;) <~
<X N x, megfeleltetéssel képezziik a direkt szorzatot] részhaldja L-nek véges
Boole-részhaloja, mert hdrom véges Boole-halo direktszorzata. Végiil nyilvan
(mert u, € Aty ..., 11, € Ba 65 O(B.)— O(B, 1)-O(A)-O(A) = 4"".2.2— 4"
Ezzel a segédtétel bizonyitasat befejeztiik.

Ratériink a 7. tétel BIZONYITASARA.

Sziikségesség. Tekintsiik a B,;. véges Boole-algebrat, amely tartalmazza
az a, ..., ., X, ..., X, elemeket. B,..-ben fennall (17), tehat (17) igaz B.iw
minden homomorf képére is, igy 2-re is. b; — a;-ok (a;-k homomorf képei)
2-ben vald tetszoleges valaszthatosagat biztosithatjuk a;-k egy adott prim-
idealon (a homomorfizmus magjan) beliil, ill. kiviil valo felvételével.

Elégségesség. Tegyiik fel, hogy 2-ben kielégitheté (17). Nyilvan (17)
kielégithetd kételemii halok véges direkt szorzatdban (ugyanis komponensen-
ként kielégitheté (17)), s mivel minden véges Boole-algebra eléallithatd két-
elemii halé direkt szorzataként, ezért minden véges Boole-algebraban is.
Legyen B, L azon részhaloja, mely véges Boole-algebra és ay,...,a, € B.. B,-
ben (17) kielégithets, tehat L-ben is. Q.e. d.

1. MEGJEGYZES. A Dbizonyitasbol az is kideriil, hogy x,, ..., xu az a,, ..., @,
altal meghatdrozott véges Boole-algebrdbdl valaszthato.

2. MEGJEGYZES. Lathatjuk, hogy relativ komplementumos disztributiv halo-
ban (17) kielégithetoségét elég az a;, = ---= ai, >a;,, ~ -+ =a,, esetben
belatni, ahol ¢, ..., 4, befutja 1,2,..., n 0sszes permuticidjat.

¢ FErvényes a 7. tétel megforditésa is.

8. TETEL. A (17)-nek valamely L hdléban valo teljesiilése akkor és csak
akkor ekvivalens a 2-ben valo teljesiiléssel, ha L disztribuliv és relativ komp-
lementumos.

A 8. tétel ,akkor“ allitasat a 7. tétel bizonyitja, a ,csak akkor“ pedig
abbdl adddik, hogy az

aU(ana) - (a,Ua)n (e Uay)
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egyenldség (disztributivitds) és az
ONAG=a,6Na=2a;, & NA;==a,,
a,Ux =as,
LNX =aq
egyenletrendszer (relativ komplementumossag) 2-ben kielégithetd.
A 7. tétel méar elég er6s ahhoz, hogy segitségével megvizsgalhassuk a
relativ komplementumos disztributiv halok és a Boole-algebrdk kapcsolatat.

9. TETEL. Az L disztributiv hdléban akkor és csak akkor értelmezheto
Boole-algebra miivelet* (amelyet véges sok paraméter és egyenlet segitségével
az U és n miveletekkel definidlunk), ha L relativ komplementumos. Az 0sszes
ily modon bevezetheté miivelet megadhato L egy rogzitett a elemével, a kivet-
kez0képp :

. x-y={(anx)u(xny)u(@any)
(18) és x-+y az x-y relativ komplementuma
az (auxUy,anxny) intervallumban.

BIZONYITAS: Legyen L relativ komplementumos disztributiv halé. Bizo-
nyitjuk, hogy (18) Boole-gyiiriimiiveletet definidl. A 7. tétel miatt elég ezt a
2 halora belatni (2 elemeit O, I-vel jeldljiik). (Itt lathatd, milyen hasznos a 7.
tétel; anélkiil a (18) alatti miiveletekkel definialt struktira gyfirli voltanak
kozvetlen igazoldsa nagyon nagy nehézségeket okozna.)

2-ben a (18) alatt definidlt miivelet a kovetkez6 miivelettablaval adhaté

meg:
o7 -|07
(19) a=0 00/ 0l00
' 1110 1101

A miivelettablabol lathatd, hogy 2-ben (18) Boole-gyiiriimiiveletet definial.
Az a=1 eset az eldbbi dudlisa.

Kimutatjuk tovabbd, hogy ha L relativ komplementumos disztributiv
hdlo, akkor (18) az 6sszes bevezetheté Boole-gyiiriimiiveletet kimeriti. Két-
elemii Boole-gyiirii O és / elemmel nyilvdn csak kétféle van, az 1. tipust a
(19) miivelettabla adja meg, és a 2. tipus bel6le 0 és I felcserélésével adodik.
Mivel minden véges Boole-algebra kételemi{i Boole-algebrak direkt szorzata,
ezért a véges Boole-algebraban bevezetendd miiveletet teljesen meghatarozza
hany 1. és hany 2. tipusi kételemii Boole-gyiiriit szoroztunk Ossze. Mivel
a 2" Boole-algebranak n kételemii direkt faktora van, és mindegyik két tipusu
lehet, ezért 2" féle miivelet vezethetd be (ezek mind kiilonbdzok, mert mas
a 0 elemiik), mivel (18) is 2" kiilonbozé miiveletet (a2 féle lehet) ad meg,

* Azaz 2 karakterisztikdjiu gyfirlimivelet.
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ezért (18) kimeriti az osszes bevezethetd miiveletet. Ezzel belattuk, hogy véges
Boole-hdl6 esetén (18) az Osszes lehetséges Boole-gylirimiiveletet megadja.
Ezek utdn tekintsiik L két elemparjat x, y és u, o-t és jeldlje B,,, ill. B,, azokat
a véges rész Boole-algebrdit L-nek (7. tétel), melyek x, y-t,ill. u, v-t, tovabba
a miiveleteket definidld paramétereket elemként tartalmazzdk. Tudjuk, hogy
B., és B..-ben (mivel végesek) van olyan rogzitett a, ill. b elem, melyek a
miiveletet meghatarozzék (18) szerint B.,, ill. B.,-ben. Ha nem volna igaz,
hogy L-ben a miivelet (18) alapjin definidlhato, akkor lenne olyan x,y és
u, v, hogy By, B.,-ben a rogzitett a és b elemek kiilonbozok, azaz a==b.
Tekintsitk egy s¢€ B.,nB.. elemet (a n itt halmazelméleti metszetet jelol).
B.ynB,, nem diires, mert a miveletet definidlé paramétereket tartalmazza,
viszont s-+s=a, ha a miiveletet B,,-ban, ill. s{s=25, ha a miiveletet
B...-ben tekintjiik, kell tehat, hogy a = b legyen. Ezzel belattuk, hogy relativ
komplementumos disztributiv hdloban Boole-gyiirlimiiveleteket csak (18)-cal
definidlhatunk.

Sziikségiink lesz a kovetkezd megjegyzésre: ha L disztributiv és
X1, ..., Xa € L, akkor L-nek van olyan L, véges részhaloja, hogy x,,...,x. € L,.
Ezt n-re vonatkozé teljes indukcidval lathatjuk be. n=-1, 2-re az llitds nyil-
vanvalo, tegyiik fel, hogy x,,...,%.1€ L,1 és L, L véges részhidldja. Az
x,uu, x,nu elemek Osszessége, ahol u végigfut L, Osszes elemén L,., és
x.-nel egylitt a disztributivitis miatt részhal6t alkotnak: L,.-et.

Ezt felhasznalva végiil bizonyitanunk kell, hogy ha egy L disztributiv
hdléban értelmezhetd egy Boole-gyiiriimiivelet, akkor L relativ komplemen-
tumos. Legyen L-be bevezetve Boole-gyiiriimiivelet, és L., legyen L-nek egy
véges, x,y-t és a miiveleteket definidlo paramétereket tartalmazo részhaldja.
L., kételemli halok szubdirekt szorzata (ahol a szubdirekt tényezok L., homo-
morf képei, tehat szintén Boole-algebrdk) s igy a fentiek miatt L.,-ban is a
miivelet (18)-cal van definidlva. A miiveletekre valé zartsagbdl viszont mar
adodik L., és igy L relativ komplementumossiga. Ezzel a 9. tétel bizonyi-
tasat befejeztiik.

(18)-bol rogton lathatd, hogy L idedijai akkor és csak akkor lesznek a
Boole-algebranak is idedljai, ha a =0 azaz, ha az L hal6 kielégiti a 3. tétel
feltételeit. Ez a mélyebb oka a 3. tétel fenndllasanak.

Eétvés Lordnd Tud. Egyetem
1I. mat.-fiz. szak.
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