BIZONYOS VARAKOZASI IDO PROBLEMAROL
TAKACS LAJOS

Bevezetés

Sajatos varakozdsi idé problémdk lépnek fel egy vagy tobb kezel$ fel-
iigyeletére bizott tobb termeld gép kiszolgalasaval kapcsolatban. Jelenleg
csupan az egy kezeld esetével foglalkozunk.

A jelenséget leird modell. Tekintsiink m szamu termeld gépet, amelyek
egy kezeld feliigyeletére vannak bizva. A gépek a 0 =< f < oo id6kdzben folya-
matosan termelnek, de eld6fordulhat, hogy véletlen hibdk kovetkeztében auto-
matikusan ledllnak és mindaddig allva maradnak, amig a hibat a kezel6 ki
nem javitotta. Tegyiik fel, hogy minden egyes gépre w.t+o(d4f) annak a
valosziniisége, hogy (¢, t-4tf) iddkozben ledll, feltéve, hogy t id6pontban
milkodik és ez az esemény fiiggetlen minden egyéb koriilményt6l. Tegyiik
fel, hogy a kezel6 leallas sorrendjében javitja ki a gépeket (bar ez a feltevés
mellozhet6) és ha van all6 gép, akkor a kezeld okvetleniil javit. Feltessziik,
hogy az egyes javitisi id6k egymastdl fiiggetlen pozitiv valdsziniiségi valto-
z0k ugyanazon F(x) eloszlasfliggvénnyel. Legyen

@

(1) | «=[xdF(x)
és .
2) 0t — | (x— ) dF(x).

Tovabba jelolje F(x) Laplace-Stieltjes transzformaltjat
3) 9(s)= | e dF(x),
0

amely konvergens, ha R(s) = 0.

Gyakorlati alkalmazdsok. A fenti modellel leirhaté jelenség lép fel pél-
daul tobb szovOgép vagy mdas automatikusan gyartd gép egyidejli miikodésé-
nél vagy varakozasos telefonrendszereknél. Utobbi esetben a hivasok felelnek




184 TAKACS L.

meg a ledllasoknak és a beszélgetések a javitidsoknak. Mi az el6z8 termino-
l6giat fogjuk hasznalni. Tobb gép egyidejii mitkodésénél fontos kérdés annak
megallapitisa, hogy adott id6 alatt mennyi a termelés, a kezeld mennyi id6t
tolt javitassal, hany gépet 6konomikus egy kezelGre bizni, tovabbd, foleg tele-
fonkozpontoknal, a varakozasi id6 meghatarozdsa. A kovetkezokben megadjuk
mindazon alapvetd mennyiségeket, amelyek alapjan a fenti kérdésekre valasz
adhato.

Jelolések és fogalmak. Jelolje n(f) valosziniiségi valtozo a ¢ idépontban
egyidejilleg miikodé gépek szamat. Ha n(f)=k (k=0,1,2...., m), akkor
azt mondjuk, hogy E, allapotban van a rendszer. Jelolje rendre i, 7y, ...,
T, ... azokat az idOpontokat, midon a kezeld befejez egy javitast és legyen
n(t,—0)=1,. Tovabba legyen flim Pin()=k}=Pi(k=0,1,2,...,m)
és lim P{n.=k} =Pi(k=0,1,2,...,m—1). Jelolje y(¢) valosziniiségi val-

toz6 a t id6pontban (esetleg) folyamatban levd javitasnak a ¢ id6ponttol a javitas

befejezéséig tarto iddtartamdnak a hosszat. Legyen lim P{ y(¢) = x|n(f) =k} —
>

= Fi(x), (k=0,1,2,...,m—1).

Az altalunk vizsgalt folyamat Markov-folyamatként kezelhetd, ha az
allapot leirdsara az {7(?), y(¢)} valtozopart hasznaljuk. Mint latni fogjuk, a kez-
deti értékektdl vagy kezdeti eloszlasoktol fiiggetleniil léteznek az {%(f), x(f)}
valtozok ¢— oco-re vett hatdreloszldsai. Ezek szerint definidlhatjuk a
staciondrius folyamat fogalmat, mégpedig azaltal, hogy feltessziik, hogy #(0)
eloszlasa {Pr} és x(0) eloszlasfiiggvénye n(0)=k(k=0,1,2,...,m—1) fel-
tétel mellett Fi(x). Jelolje a stacionarius folyamatndl egy gép ledlldsatol a
javitds megkezdéséig eltelt id6tartamnak az eloszlasfiiggvényét G, (x) és legyen

4) I, = l xd G ().

A szakirodalom dttekintése. A fenti folyamat vizsgalatdval tudomasunk
szerint el6szor A. ]. HINCSIN [6] foglalkozott. HINCSIN a {P} valdsziniiségel-
oszlas (illetve az ezzel egyenértékii sz, — P-1x (k=0, 1,2, ..., m—1) eloszlas)
meghatarozasara felir egy egyenletrendszert, amelyet azonban nem old meg.
A kovetkezbkben megadjuk ennek az egyenletrendszernek explicit megoldasat.
Tovabba HINcsIN meghatarozza ['.-t, a varakozédsi id6 varhaté értékét P, ,
(ifletve sr,) segitségével, de, mint latni fogjuk, ez a képlet altalaban nem
helyes (csak exponencidlis eloszldsti F(x)-re ad helyes eredményt). A kovet-
kezékben megadjuk I, explicit alakjat. R. KRoNIG [10], valamint R. KRONIG
és H. MONDRIA [11] a I, explicit meghatarozasanak kérdésével foglalkoznak,
de ugyanazt a hibat kovetik el, mint HINCSIN. A {Pj} valdsziniiségeloszlds
varhato értékét az eloszlas ismerete nélkiil rekurziv képletek segitségével
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H. ASCHCROFT [1] hatarozta meg. Exponencidlis eloszlasii javitasi id8k esetére
a { P} eloszlast TH. Fry [5] és C. PALm [13] hatdrozta meg. Exponencidlis
és allando javitasi idok esetére bizonyos eredményeket szerzd [14] dolgozata
is tartalmaz. Jelenleg nem tesziink emlitést a varakozasi idd egyéb kérdéseit
targyalo szamos mas dolgozatrol.

A feladat kitiizése. A kovetkezokben explicit alakban meghatarozzuk a
{P} és {P}} valdsziniiségeloszlast, valamint ezek binomidlis momentumait,
tovabba stacionarius esetre a varakozasi id6 G.(x) eloszlasfiiggvényét és I,
varhato értékét.

1. §. A {P,} valosziniiségeloszlas meghatarozasa

1. TETEL: Az 5(0) vdltozo kezdeti eloszldsdfol fiiggetleniil létezik a {Py}
hatdreloszlds és fenndll

m-1

) Pk:r:Z}:(—l)""(,C) B,

ahol B, a { P} valosziniiségeloszlds r-edik binomidlis momentuma, amelynek

értéke
"{%m—l)L
(6) Br=CrLHf€i,
m—
Z( J JE
ahol Co=1¢6ésr=1,2,...-re
T eln)
7 Cr: -
™) L e

BizoNnyiTAs : Kénnyen lathatd, hogy az {7.} (n=1,2,3,...) valoszinii-
ségi valtozok sorozata Markov-lancot alkot P {91 = k|7, =J} = pp atmenet-
valdszinfiségekkel, ahol j=0, 1,..., m—2-re

[o]

® . ea={ T ema—emprare
, 0

€s

(9) Pm-1,k == Pm-2,k .

Esetiinkben a Markov-lanc ergodikus ; tehat az r, valtozo kezdeti elosz-
lasatol fiiggetleniil léteznek a lim P{s, =k} = P (k=0,1,..., m—1) hatar-

n~» 0

valdsziniiségek, éspedig a
m-1
(10) Pi—= > piP,  (k=0,1,...,m—1)
1

=
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egyenletrendszer

m-1

(11) Z P.=1
kU
feltételnek eleget tevd egyértelmiien meghatarozott megolddsai (vo. W. FELLER
(4] p. 325.).
A (10)-és (11) egyenletrendszer megoldasara vezessiik be az

m-1
(12) U@R)= D Pi2*

k=0

generatorfiiggvényt. Erre (10) alapjan a kovetkezd integralegyenlet irhato fel:

U@)= [ (1—e#= fze =) U(l—e = 4 ze B )d F(x) 4-
O

(13) @ |
4 (1—2) Pt | €725 (1—et |- ze=s=yn-1 4 F(x).
0

Vezessiik be most a {P,} valdsziniiségeloszlas

m-1 3
(14) B,— 2(’:]&
k=r \
binomiélis momentumait. Kénnyen beldthato, hogy
1 ’d’U(z)‘J
(15) B’"Hr! S

Most (11) szerint By=1 és (13)-bol r-szeres differencialassal azt kapjuk,
hogy

[oo]

(16) B, — [B, + B,_,-—(’;’__ll) P,,._1] J e dF(x), (r=1,2, ..., m—1).
o
Legyen rovidség kedvéért

&= q@(ru) = ' e d F(x).

Ekkor (16) a kovetkezd alakban irhato

&
1—e,

m——li) &

Br—l—( ]_sr

(17) B, — T

Bm—l’ .
ugyanis Pn.;= B,_1. A (17) egyenletrendszer a B, ismeretlenekre egyszeriien
megoldhat6. Gondoljuk egy pillanatra B,_;-et adottnak, ekkor (17) a B, isme-
retlenekre valtozd egyiitthatos linearis differenciaegyenlet, amely konnyen meg-
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oldhaté (vo. CH. JORDAN [8], p. 583). A megoldas

r-1 m_] 1
Br . Cr [1 —Bm—l Z( j ) C:} )

=
ahol C,=1 és
& & &
1—s 1—s&  1—& °

C, =

Ha most a fenti egyenletben r=m—1, akkor azt nyerjiik, hogy

Bmfl— m—1 1

S5

J=0 1 J C
és igy végiil

m-1

N\ (m—l 1

] C:
18 B,—C i~ 5,
(18) Sl

g0 / C]

ami megegyezik (6)-tal. l .
A P ismeretleneket

P

- [t
k! . dzk =0

szolgaltatja. {/(z) derivaltjai a z=-1 helyen ismeretesek. Ezek segitségével
minden nehézség nélkiil eléallithatok U(z) derivéltjai a z= O helyen, azaz a
P, értékek is felirhatok. Célszeriibb azonban JORDAN KAROLY képlete, amely
a valésziniiségeket kozvetleniil a binomidlis momentumokkal fejezi ki. Eszerint

(19) szr;j(—l)""“(,ﬁ)&,
ami bizonyitja (5)-6t. A (19) képlet konnyen nyerhetd (14)-b6l, ha annak
mindkét oldalat (—1)"'k(/£)-val szorozzuk és a kapott egyenleteket Ossze-
gezziik.

2. §. A |P;} valosziniiségeloszlas meghatarozasa

2. TETEL: Ha « < oo akkor az 1,(0) valosziniiségi vdltozo kezdeti elosz-
ldsdtol fiiggetleniil létezik a {P}} hatdreloszids, éspedig fenndll
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ahol B} a |P{} valosziniiségeloszlds r-edik binomidlis momentuma, amelyre
fenndll BS—1 és r=1,2,..., m-re

- (m— 1) 1
m Cr-l j‘--'_r‘» 1 j Cl

r S (m—1) 1
1+maeu ( . J—-
+meu D) j)C

J=0

1) B: —

?

ahol C; jelentése a (T) szerinti.

BizonyiTAs: Néhdny segédtételre lesz sziikségiink.

1. SEGEDTETEL : Jeldlje M*(t) a (O, t) idokozben eldfordulo E,._,— E, dt-
menetek vdrhaté szdmdt. Tetszoleges h > 0-ra fenndll

22) i M (H-h/)l—M o _ my _
t—> o0 m—
cema (e,

Ez a kovetkezOképpen igazolhatd. Tekintsitk az {1, Markov-lancnal
az E,_, allapotot. Az E,_. allapot visszatérd allapot és a visszatérésig meg-
tett 1épések szdmanak varhato értéke 1/P,-; (vo.: W. FELLER [4], 325.). Két
egymast kovetd E,_; — E, dtmenet kozott eltelt idotartam Osszetevodik a kezeld
szempontjabdl egy sziinetbdl és egy javitdsi periodusbol. A sziinet hosszanak
varhatd értéke 1/um és a javitdsi periodus hosszanak varhato értéke «/Pn_i,
ugyanis egy javitds atlagos idétartama e« €s az eldzbek szerint egy javitdsi
periddusban végzett javitisok varhatdo szadma 1/P,.;. Az egymast kovetd
E...1— E, éatmenetek kozott eltelt id6tartamok, mint konnyen belathato, egy-
forma eloszlasu fiiggetlen valdszinfiségi valtozok. Kozos varhato értékitk a
fentiek szerint

1 « 1 N (m—1) 1

mu TPy mu [HL”"‘”%( j )@]
P.-1 = B..-1 (6) alakjanak figyelembevételével. Most (22) baloldala egyenl6 ennek
a varhato értéknek reciprok értékével, mégpedig J. L. Doos [3] tétele szerint, ha az
E..1— E,, atmenetek kozott eltelt idétartamok eloszlasa nem szingularis el-
oszlas, vagy D. BLACKWELL [2] tétele szerint, ha a szdban forgd eloszlas nem
racsos eloszlas. Esetiinkben mindkét feltétel teljesiil és igy fennall

M E+h)y—M(t)  muP.
) _

lim
maM+an—l ’

t—> o

amely megegyezik (22)-vel.
2. SEGEDTETEL: Jelolje M(t) a (0, t) idokozben eldfordulo <, idépontok
vdrhato szdmdt, azaz a (0, ) idékizben befejezddd javitdsok vdrhato szdmdt.
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Tetszbleges h > 0-ra fenndll, hogy

(23) lim M@+ —ME =0

t> 0 h &(m—1)1
14+mea ( . ) —
# Z J . Cj
Jelolje M,(¢) a (0, t) id6kozben befejez6dd olyan javitisok varhaté sza-
mat, amelyek egy javitasi periodus n-edik javitasat kovetik. Ekkor felirhato,

hogy
(24) M(t) = 2, Ma(?)

Foglalkozzunk most M. (f)-vel. Az emlitett feltételeknek megfelelé id6-
pontoknak egymastol valo tavolsagai egyforma eloszlasu fiiggetlen valdszinii-
ségi valtozok. Kozos eloszlasfiiggvényiik kielégiti J. L. DooB [3] és D. BLACK-
WELL [2] feltételeit és igy a }in1 [M.(t4 h)— M. (f)]/h hatarérték létezik. Ha

pedig ez a hatarérték létezik, akkor nyilvanvaléan megegyezik a lim M,(#)/t
>

hatarértékkel. Ezen utobbi pedig konnyen kiszamithatd. Jelolje ugyanis Q.
annak a valoszinliségét, hogy egy javitdsi periodus legalabb n javitasbol dil.
Ennek segitségével felirhatd, hogy
QM (H) = M.(t) = Qu[M*(t)+-1].
M. (t) M)

. : mAu’Pm~1
lim —2% = Q, lim n )
P 4 Q tr Q map+ Py

ugyanis a lim M*(f)/t hatarérték megegyezik a (22) kifejezéssel. Igy tehat
t—>

25) i M+ D)= M) _

t—>w h

[nnen

_ muPu
maxu‘_!_Pm—l )

Qn

Most, mivel egy javitdsi periodusban végzett javitdsok varhato szama

°,°, 1
=QQ=7p

tehat (24) szerint
@) tim MUED=MO _yp, S MED=M)

t->

A (26) kifejezésben a hatarérték tagonként képezhetd, ugyanis a fentiek €s
M*(t+h)—M*(f) <14+ M*(h) kovetkeztében fennall M"(t+hl)l_M"(t) =

M*(t+h)—M*()+1 24-M*(h
2 QMIEAN =M WOHT _ o 24 M)

konvergens.

>0 n=1 h maﬂ—}—Pm<1 )

és igy a (26) sor egyenletesen
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3. SEGEDTETEL: Jelolje Mi(t)(k=0,1,2,...,m—1) a (0, t) idékozben eld-
fordulo E.— E..\ dtmenefek vdrhato szdmdt. Tetszéleges h>O0-ra fenndil,

hogy
MR =M umP,
(27) EIP; h - map+P.y

Az 1. SEGEDTETEL az allitdst k— m—1-re bizonyitja. A (27) baloldalan
allo hatarérték létezését J. L. DooB [3] és D. BLACKWELL [2] tétele biztositja,
ugyanis az egymast kovetd E.— Ei, dtmenetek kozott eltelt id6tartamok egy-
forma eloszlasi fiiggetlen valoszinliségi valtozok, amelyek eloszidasa kielégiti
az emlitett tételek feltételeit. Ha a (27) hatarérték létezik, ugy nyilvanvaldan
megegyezik a

lim Mi (1) '

t-—>m t

hatarértékkel. Ezen utobbi hatarérték pedig konnyen lathatéan Pi-szorosa a

lim @ hatérértéknek, amely utobbi megegyezik (23)-mal.

1> 00

Most ratériink a 2. TETEL bizonyitdsdra, vagyis a {P%} valosziniiségelosz-
las meghatarozasara. Tekintsiik eldszor a P, valosziniiséget. Egyszeriien fel-
irhatd, hogy

t
P{I](t) == m} — ‘ eﬂnu(t-g) dM:(x)
)

Ennek alapjan (22) felhasznalasaval kimutathato, hogy lim P{»({) = m}=: P,
t—>o

létezik és fennall

- Pm—l ]
28 Py = — .
(28) mey + P, 1+mc¢Lf(m_l)l
"=\ IC

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény R. E. A. C. PALEY és N. WIENER
[12] (p. 59.) tétele alapjan is belathatd, ugyanis a P {5(f)=m} valoszinii-
ségre, mint ¢ fliggvényére felirhato egy Volterra-féle integralegyenlet és a meg-
oldas aszimptotikus értékénének megallapitasara alkalmazhaté az emlitett tétel.

Jelolje most N,.(f) a (0, t) id6kdzben eléforduld E, — E,._; atmenetek
varhato szamat. Erre fennail, hogy
(29) lim Nj(f) = mu Py,

t>m
ugyanis nyilvanvaléan fennall N,.(f + 4t)- - Nn(t) + P{n(t)=m}mudt4-o(4t)
és mint lattuk lim P{rn(f) = m} == P} létezik.
t>®
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Most k=-0,1,...,m—1-re felirhatd, hogy
m-1

s M N prP;,
(30) - P= man Py = P Pj

ahol j==0,1,...,m—2-re

®

&) o= e —emmps — Feojax
és
(32) D1,k == D3, k-

(30) fennéllasa a kovetkezOképpen indokolhatd: az #(f) =k esemény
tobb egymadst kizar6 modon johet létre, {—x id6pontban, (ahol 0 < x < t)
torténik egy E;— E;i atmenet (j=1,2,...,m—2) és a t—x id6pontban
kezd6do javitds x idOtartamnal tovabb tart és f idépontig ledll még j+1—k
gép, vagy t—x id6pontban torténik egy E,.1— E, atmenet és az ezen id6-
pontban kezd6dd javitds x idOtartamndl tovabb tart és ¢ id6pontig ledll még
m—k—1 gép. Felirva ilyen modon a P {#(¢f) =k} valosziniiséget (27) és (29)
felnasznalasaval nyerhetd (30). Igy a P! valosziniiségeket kifejeztiik a {P;}
valOsziniiségeloszlas segitségével. Latni fogjuk, hogy ez még egyszeriibben is
megtehetd.

Most bevezetjiikk a {Pi} valdsziniiségeloszlas
(33) B= (")P:

: . = \ T,
binomialis momentumait. (30) alapjan (16)-hoz hasonldéan felirhatd, hogy

w

. mu ‘m—1 run
(34) Br‘m[Br—*—Br-l_(r_l-)Bm_l]Je [ [I*F(x)]dx.
1]
Most, mivel
J‘e"”‘“[l—F(x)]dx 1=
) ru ’

{)
(16) tekintetbevételével azt nyerjiikk, hogy r=1,2,...,m—1-re

mu 1—s,
m(t.ll + Pm—l f,uS,

Br=

és By=1 valamint B = P, szerint
x Pm—l

o maALl+P"l—1
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fgy igazoituk a (21) helyesseget (20) pedig minden tovabbi nélkiil kovetke-
zik (21)-bol.

KOROLLARIUM. A {F}) és |Px} valosziniiségeloszids a kivetkezd egyszeri
kapcsolatban dll egymdssal

* mPy_ _
(35) Pr = Klmen+ Poi] k=1,2,...,m)
és _
(36) pi=t—— M P

nl(l!l+P1n 1 IAII k
BizonyiTAs: A (17) és (34) képlet segitségével felirhato, hogy

:___ﬂu__ _'m—l’ B B

mig Bl,zl és Bj — P,. Ennek fngyelembevetelevel (20) alapjan adodik {Pj}
fenti alakja.

MEGJEGYzES : A fenti eredmény konnyen beldthato abbdl, hogy adott id6
alatt eléforduld Ex. — E; és E,— E,.; atmenetek szama legfeljebb 1-gyel
kiitonbozhet egymastol. Ugyanez érvényes természetesen a varhato értékekre
is. Ha Ni(t) jeloli a (0, t) idokozben eléforduld Ex— Ei.:1 atmenetek varhato
szamat, akkor felirhatd, hogy |Mi_1(t)—Ni(¢)| = 1.

(27) szerint fennall

. Mia(h) mu Py,
(37) M mewt P
Ni(t)-re felirhato, hogy

Ne(t + 1ty = Nu®) + P {(t) = K} ku It +- o(dt)

azaz

d/:;:;(f) — kuP{n(t)— k)
és igy
39) im G kPt
vagy meég inkabb :
. im 850 — ket

(37) és (39) megegyezésébodl kovetkezik (35).
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3. §. A stacionarius folyamat

Mindenekeldtt a y(f) valoszinfliségi valtozo hatareloszlasat vizsgaljuk meg,
Erre vonatkozoan a kovetkezd tételt bizonyitjuk be.

3. TETEL. Jelolje y(t) valosziniiségi vdltozo a t idépontban (esetleg) folya-
matban lévd javitdsnak a befejezéséig eltelt idotartamdf. Ha e« véges, akkor
léteznek a kovetkezd hatdreloszldsok
(40) }im P{y(®) = x|n(t) =k} = F(x), (k=0,1,..., m—1),

ahol k=1,2,...,m—2 esetén

. m-17 - 3 Cf?
Fi(x)=— K 2 (j 5 J PfJ ey (l—e )yt F(y +x)— F())dy.
Py j=k k g
és o
E:—l(x) —_ (,nl—%J e-(n-Duy [F(y -+ x)——F(y)] dy
2 ;
Bizonyi14s: Nyilvanvaloan felirhato, hogy
t
m-1 . N
2 (J*i]; 1 ) ] e-k/u(i~u)(1_e—,u(t—u))j«j—l—)g[F(t_u +x) —_
j=k \ Jo .
. 0
Ply()=x, n(t)—k} = —F(t—u))dM;(u), ha k—0,1,...,m—2,

¢

[ e =t {F(t— 1 x)— F(t—u)]d Nou(0),

0

ha k=m—1.
Ugyanis a széban forgd esemény tigy johet létre, hogy u idépontban (ahol
0=u=t) vagy E;— E;;; atmenet jon létre (ha k=0, 1,..., m—2) vagy
E, — E,_., atmenet (ha k=m—1) és az ebben a pillanatban kezd0dd javi-
tas (f, ¢+ x) id6kozben fejezddik be és (u, f) idékozben ledll j+1—4k gép
illetve nem all le ujabb gép. Most (27) és (38) tekintetbevételével meghata-
rozhatjuk a }im P { () = x, () ==k} hatarértéket. Mivel tlim P{n(ty=k} =Py,

tehat (40) a kovetkezoképpen adodik:

Py =x nt) =k
P{n(t)—kj '
MEGJEGYZES : A fentiek alapjan konnyen nyerhetd, hogy

4n t]im P {y(t) = x|n(t) < m} = F*(x),

ahol

lim P{y () = x|n() =k} =Ilim
t—>m >

F o= o [ n—Fla.
0

5 Il Osztdly Kozleményei VII/2
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A staciondrius folyamat. Ha feltessziik, hogy az el6z6 fejezetekben vizs-
galt folyamat kezdeti eloszlasat P{n(0) =k} = PiésP{y(0) = x|n(0)=k} =
=Fi(x) (k=0,1,...,m—1) valészinliségek hatarozzdk meg, akkor érvényes
lesz, hogy az {n(t), x(f)} valtozdpar eloszldsa minden idépontban megegyezik
a kezdeti eloszlassal, tovdbba fennall, hogy a (0,f) id6kozben -el6forduld
Ex — Eyy1 dtmenetek véarhatéo szama

. L myP;,
(42) My (t)_—m(qu—}—Pm;, t

és a (0, t) idokozben eléforduld E,— Ei-y atmenetek vérhatdo szdma

. muPy
A fenti tulajdonsagokkal rendelkezd {n(f), x(¢)} folyamatot staciondrius
folyamatnak nevezziik. A legtobb gyakorlati alkalmazasnal a stacionarius
folyamat jatszik fontos szerepet, azaz olyan folyamat, amelynél a kezdeti el-
oszlas hatdsa mar kikiiszobolodik €s id6ben valtozatlan torvények lesznek
érvényben. Most néhany tételt bizonyitunk be a staciondrius folyamatra nézve.

4. TETEL. Az dssztermelés vdrhato iddtartama (0, T) idékizben staciondrius
folyamat esetén
( —1) 1
( G

m-1
14 meu Z (mj 1)

BizonyiTAS : Esetiinkben fennall, hogy

T T

M{ | n(yat) = Min()at
0

0

wM

(44) M { fvr;(t) dt} =T

O~

és M{n(f)} =— B;, ahol Bi-ot (21) szolgiltatja.
Ezutan definidljuk a &(f) valdszinliségi valtozot a kovetkezdképpen
-1, ha H<m
-} 1o
I 0, ha n()=m

5. TETEL. Staciondrius folyamat esetén a kezeld (0, T) idokozben javitdssal
toltott idejének vdrhato érteke

m-1
T mauZ( )C
(45) M||E@at| =T BEETr
-+ a‘ué j C

Jj=0
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BizonyiTAs : Fenndll, hogy
T T
M| [e@ai} = [ME@)at
0 0O

és ME(W)} =P =1} =P{n(®) <m}=1—P;,, ahol Py-t (28) szolgal-
tatja.

6. TETEL. Jeldlje staciondrius folyamat esetén egy ledllé gép vdrakozdsi
idejének eloszldsfiiggvényét G..(x) és vdrhato értékét I'n. Ezekre fenndll, hogy

m-1

(46) G (x) = kz_jpk_l Fira(x) % Fouoi-1(%) + Puc1 Fo(x),

ahol F,(x) jeloli az F(x) eloszldsfiiggvénynek énmagdval valé n-szeres kon-
volucidjdt (Fo(x)=1, ha x =0 és Fy(x)=0, ha x<0) és ha o< oo, akkor
1— 1 ' '02—}—“2_ «
m53(m—1)1 2e 1—e
J‘:_U’ J Cj
BizoNnyiTAs : Annak a valoszinfisége, hogy stacionérius folyamatnal egy
gépledllds éppen E,— Ei.; dtmenet legyen

kP; __ kP P,
D kP Bi
k=0

Ha egy adott idopontban Ej;— E,-: atmenet torténik és k=m 1gy nincs
varakozasi id6, mig ha k=1,2,...,m—1, Ggy a vdarakozdsi idd 0Ossze-
tevédik az éppen folyo javitas befejezéséig tartd idobol (Fi-1(x) az eloszlas-
fliggvénye) és a kordbban ledllt m—k—1 gép javitdsanak id6tartamabol
(Fm-r1(x) az eloszlasfiiggvénye). Ennek figyelembevételével adédik (46).

Ha tekintetbe vessziik, hogy #(¢f) <m feltétel mellett a ¢ idépontban
folyamatban 1év6 javitas befejezéséig eltelt id6tartam eloszlasfiiggvénye F*(x) és

©

(47) Fn=(m—e-+

02+a2

deF*(x)z 5

0
akkor a I, varhat6 értékre konnyen adédik, hogy

m~-1 2 2 )
=2 Pis [" f +<m—k—1>aj-
k=1

2
Innen B, (6) és P,._; (5) alakjdnak figyelembevételével az adddik, hogy
o o*+ «
(48) Fm_‘(m—"l)a_!_(l_Pm—l)[ 2¢ —‘1___81:'7

amely megegyezik (47)-tel.

B*
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1. MEgJEGYZES. Targyaldsunk sordn egyediil G.,(x) meghatirozasanal
hasznaltuk fel azt a feltételt, hogy a kezeld a javitasokat a ledllasok sorrendjé-
ben végzi el. A tobbi eredmény [, ért€két is beleértve, fiiggetien attol, hogy
a gépek javitisa milyen sorrendben torténik.

2. MEGJEGYZES. A. J. HINCSIN [6] munkajidban kozolt gondolatmenetét
kovetve azt nyertiik volna eredményiil, hogy a vdarakozasi id6 véarhatd értéke

(49) I’,ﬁ,:(m—l)a—%(l—Pm-l),

amely példaul fiiggetlen a javitdsi idd szordsatol. Erre HINCSIN a  kovetkezd
meggondolassal jut: Staciondrius esetben a gépledllasok idGegységre esé var-
hato szama a (40) képlet szerint 1—P,. Tehat egy gép lealldsainak varhato
. 1_"P:1 ......
szama ———
m
dési id6 kovet, rendre 17, «, 1/u varhato értékkel, tehat

1—Pr .., 1
_m l[m +“+‘1_¢A

—1

és innen adodik (49). Ez [%.-mel csak abban a specidlis esetben egyezik
meg, ha F(x) exponencidlis eloszlast kovet. HINCSIN itt lényegében véletlen
szamu valoszinfiségi véltozd 0Osszegének varhatd értékére vonatkozo ismert
A. WaLD-féle képletet alkalmazza, ambar jelenleg nem teljesiilnek az ehhez
sziikséges feltételek (vo. A. N. KOLMOGOROV és ]. V. PROCHOROV [9]).

3. MEGJEGYZES. Abban az esetben, ha m — o ¢s u= 24 m, ahol 4 pozi-
tiv allando, fennall Ae < 1 esetben, hogy

B L Me—o®) ]_L (L)
Pm—l_(] l(l) nl(l_/:a) ) 2¢ 1 no m '

Pn-1 fenti alakjanak tekintetbevételével az adddik, hogy

(50) hm Fm = llm Fg;l 5 ZI“ O--_I“ (¢

—_—
m—> 0 m—>m 1—ic 2e

amely hatarérték megegyezik A. J. HINCSIN |7] ismert eredményével.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Matematikai Kutato Intézete
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