NEMSZIMMETRIKUS KOZEPERTEKEK
HOSSZU MIKLOS (Miskolc)

1. §. Bevezetés

Az x,y (valés) mennyiségek (kvaziaritmetikai) kozépértékének nevezziik
azt az

") M =3I+ O FM) =510+ 0)

alakban felirhaté M(x, y) kétvéltozds (valos) fiiggvényt, ahol ¢« f(f) kolcso-
nosen egyértelmii leképezés és ¢« ¢(¢) ennek az inverze. A rovidség kedvéért
az (1) alatti kapcsolat fennallasara (a szokastdl eltérben, de a félreértés veszélye
nélkiil) hasznalhatjuk azt a kifejezést, hogy M izomorf a szdmtani kozéppel.
M(x, y) nyilvan szimmetrikus :

M(x’ y)zM(y, X).

Nemszimmetrikus (kvazilinedris) kozépértéknek nevezziik a stilyozott
szamtani kozéppel izomorf m(x, y) kozépértékeket :

2 mxy)=9lpf)+efM, fm)=pf)+49f), pF+g=1.

A szimmetrikus, folytonos M(x, y) kozépértékek jellemz6 tulajdonsagai-
nak megallapitasa (a kozépértékek elméletének axiomatikus megalapozédsa) utdn
felmeriilt a megfeleld kérdés a nemszimmetrikus kozépértékekre vonatkozdan
is.* AcztL JANOs [2] a folytonos intern m(x,y)=x-y (p, ¢ >0) kvazilinearis
kozépértékeket a kovetkezd tulajdonsdgokkal tudta jellemezni:

3) (x-y)(u-v)=(x-u)-(y-v) (biszimmetria) ;

“) x-x=2x (reflexivitds, vagy idempotencia) ;
B) xu>y-u és u-x>u-y, ha x>y (szigori monoton ndvekedés).
Hasonlé tulajdonsagok jellemzik a tobb valtozora értelmezett kdzépértékeket is.
AczeL eredményét FUuCHs LAszLO [3] kiterjesztette rendezett algebrai rend-
szerekre és extern (pg > 0) kozepekre is, (5)-0t az enyhébb

G)) X-ufy-u é u-x=Fu-y, ha x==y (leoszthatosag)

1 A kozépértékek elméletérol részletesebb tajékoztatast nyijt az [1] alatti cikk. A szog-
letes zardjelben l1évo szamok a dolgozat végén talalhatd irodalomjegyzékre utalnak.
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kovetelménnyel helyettesitve. AczEL JANOsnak [1] sikeriilt a (3) és (4) helyett a
6) (x-y)-2=(x-2)-(y-2) (jobboldali autodisztributivitas)
tulajdonsédggal is jellemeznie a kétszer differencialhaté kvazilinedris koze-
peket. Minthogy a szimmetrikus esetben C. RYLL-NARDZEwski [7] (illetve
B. KNASTER [5] a (3)-ra val6 visszavezetéssel) mar tudta hasznalni (6)-ot a
folytonos kvaziaritmetikai kézepek jellemzésére, ezért AczeL JAnos [1] (P. 145.)
felvetette a problémat, hogy megtartva (6)-ot, mas modszerekkel lehetne-e
enyhiteni a kétszeres differencidlhatosdg kovetelményét, azaz kimondta azt a
sejtést, hogy az autodisztributivitds (6) fiiggvényegyenletének folytonos és
leoszthaté megoldasa sem lehet altaldnosabb mint (2).

Egy el6z6 [4] dolgozatomban kétoldali autodisztributivitas, tehdt (6)
mellett a
(7) z2-(x-y)=(z-x)-(2-y) (baloldali autodisztributivitas)

egyenlet fennallasat is megkovetelve, a kétszeres differencidlhatosdg kovetel-
ményét enyhitettem egyszeres differencidlhatdsdgig, e dolgozatban pedig, a
3. §-ban latni fogjuk, hogy akkor csupan a folytonossig is elég.

Eléz6leg azonban a 2. §-ban n¢hany algebrai érvényii tételt fogunk be-
bizonyitani, melyek egész altalanos feltételek mellett lehet6vé teszik az auto-
disztributiv miivelettel biro struktirdk vizsgalatanak visszavezetését csoportok
vizsgalatira, és kovetkezményként a két kiilonboz6 oldali autodisztributiv
torvény : (6) és (7) fiiggetlenségét mutatjdk, még csoportokra visszavezethet
autodisztributiv struktirdk esetén is. Itt latni fogjuk az autodisztributiv miive-
lettel biré kvézicsoportok és az Abel-féle kvazicsoportok [6] (illetve csoportok)
kozti Osszefiiggést is.

2. §. Csoportok autodisztributiv izotépjai

Valamely G—a, b, ... csoport (&ltalaban strukttra) izotopjanak nevezziik
azt az A= x,y,... halmazt, melyen értelmezve van egy x-y miivelet
(x,y,x-y€A), amely az ab csoportmiivelettel a kovetkezé kapcsolatban all:
®) h(x-y)=(fx) (&), z(ab) = (ya)- (),

ahol &+~ f& g& hE az A halmaznak (kvazicsoportnak) a G csoportra valo
kolcstnosen egyértelmil leképezései, illetve ¢,, y ezek inverz leképezései:

) foa=gypa—hya—a, fre=e (a €@,
ahol e a G egységeleme.

Az A strukturat jobbrdl autodisztributiv rendszernek nevezziik, ha fennalj
(6), s megfelelden baloldali autodisztributiv rendszerrl beszéliink, ha (7)
€rvényes.
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1. TETEL. Ahhoz, hogy a G csoport (8), (9)-cel értelmezett A izotopja
Jobbrdl autodisztributiv rendszer legyen, sziikséges és elegendd, hogy x-y
idempotens legyen : '

(10) X-X=X, hx=(fx)(gx),
tovabbd w =fy a G-nek olyan automorfizmusa legyen, melynek a G egység-
elemén e-n kiviil nincs tibb fixpontja:
(1) mw(ab)=wawb, m=fy,
(12) ma=Fa, ha a==e,
és oa-=(mwa)'a kimeritse G-t: 6G= G.
Dualizalassal hasonld tétel érvényes baloldali autodisztributiv rendszerekre

2. TETEL. Ahhoz, hogy egy G csoportnak legyen kétoldalril autodisztributiy
izotopja, a (11), (12) és 0G =G fenndlldsa mellett sziikséges és elegendd,
hogy G Abel-féle legyen.

3. TETEL. Ahhoz, hogy egy kétoldalrdl autodisztributiv A kvdzicsoport-

nak a (8), (9) alatt értelmezett G izotopja csoport legyen, sziikséges és elegendd,
hogy létezzek legaldbb egy u € A elem, amellyel fenndll :

@3) (x-9)- (@ 1) = (x-4)- ()
bdarmely x,y,v € A esetén. Ekkor érvényesek a :
(13) ya=(pa)-u=1u-ypa (a€ Q)
dsszefiiggések, és a 2. tétel szerint sziikségképpen kommutativ G egységeleme:
(14) e—=hu=fu=gu.

BizonyiTAs.

1. Az altalanossag sérelme nélkiil feltehetd, hogy (8) és (9,)-gyel egyiitt
9.) fre=e

is mindig teljesiil. Ugyanis ellenkezd esetben, ha

ferC#é’,
akkor

® h(x-y)=fxgy--[(f)c](cgy) =fix gy
alapjan vehetd f, és g, az f és g helyett, s ekkor mar teljesiil
fire=(fyre)ct=ccl=e.
Minthogy a G csoport barmely izotopja kvazicsoport, hiszen (8) folytan az
x-y=y(fxgy)=2 (x,,2€4)
egyenlet mind x, mind y-ra egyértelmiien megoldhato, azért (10) nyilvanvald
(6) alapjan, ha ott 2=y = x-et helyettesitiink:
(x-x)-x={(x-x)-(x-x);
s ebbdl a leoszthatésdg miatt mar kovetkezik (10).

6 Il Osztdly Kiozleményei VII'2
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Tegyiik fel, hogy az ab csoportmiivelettel a (8) egyenlet alapjan 6ssze-
fiiggd x-y jobbrdl autodisztributiv. Minthogy ekkor fennall

h{(xy)- 2] =hl(x-2)-(y-2)},

Jx-ygz=f(x-2)gy-2),
Fx(fxgyygz=fz(fxg2)lgx(fyg2)]

ezért

azaz bevezetve az
(15) o= fy, grfy==
jelolést, és
X=gqaq, y=1b, z==1pe
-t helyettesitve,
w(ab)=wa:Tb
is fennall. Ha itt a=—=e, akkor (15) és (9,) szerint
mwb=wme:tb= b,
tehat valéban érvényes (11).
(12) teljesiilését (10) alapjan tudjuk belatni. Ugyanis (10) szerint
gx=(fx)"(hx),
melybdl az fy =, vagyis az f=wh 0sszefiiggés felhasznalasaval
gx—(whx) 'hx
kovetkezik. Minthogy a «-gya=oca kdlcsonbsen egyértelmii leképezés, ezért
oG—(Q
és
(wa) ‘a==(wb)'b, ha a==b.
(15) és (9.) alapjdn azonban G egységeleme: e az a <~ wa automorfizmus-
nak fixpontja, tovabba az el6zéek szerint
w(@b)y3=ab’!, ha a==b,
azaz c—ab '-gyel
mc==c¢, ha c=Fe,
azért az a <> wa automorfizmus egyetlen fixpontja e.
Végiil meg kell gy6zodniink, hogy az 1. tétel feltételei valoban elég-
ségesek is. E végbdl tekintsiik
x-y=y(fxgy)
-t, ahol =7y G-nek valamelyik egyetlen fixponttal bird automorfizmusa,
a~ya tetszoleges, mig
fx=whx, gx=-(whx)'hx=ohx

igy mar egyértelmiien meghatarozott, kolcsondsen egyértelmii leképezést 1étesitd
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fiiggvények, hacsak 0G= G. Ha 0G = G nem teljesiil, akkor x«-gx kép-
tartomanya G-nek csak egy része, tehat x-y leoszthatd ugyan, de nem inver-
talhaté y-ra nézve.
A jobboldali autodisztributivitas teljesiilese tehat (a (6) alatti egyenlet
mindkét oldalara a /i leképezést alkalmazva) az
fx-y)gz=f(x-2)g(y-2),
vagyis az
Tr(fxgy) gz2=1y(fxg2) g x(fy€2),
mas jeloléssel az
®(agy)b=w(ab)gx[(fy)0]
egyenlet fenndlldsaval egyenértékii. Minthogy azonban w G-nek automorfizmusa,
és
gx=(whx)'(hx), gya=(wma)'a,
ezért csupdn

(wa)o[(0hy)  hy] b=(0a) (@ b) {o [(f) 6]} (/) b,

[w(why)] 'ohy=(0b)(wb)  (wfy) ' fy

fenndllasat kell igazolni; ez viszont az w =fy, vagyis az f—=wmh Osszefiiggés
felhasznédldsaval mér rogton adodik:

(@fy)  fy=(ofy) " 1,

s ez teljéssé teszi az 1. tétel bizonyitasat.

azaz

2. Az 1. tétel alapjan A akkor és csak akkor jobbrdl autodisztributiv
rendszer, ha fennall (10)—(12) és oG = G. Teljesen hasonld modon a bal-
oldali autodisztributivitishoz sziikséges és elegenddé (10), tovabba

(11 o(ab)=oaob, 0—=8&%
(12 oa==a, ha a-kfe

és oG = G. Kimutatjuk, hogy ez egyenértékii azzal, hogy a G Abel-féle. (10)
teljesiilése mindig elérhetd

gx—(fx) 'hx
-szel. Minthogy (10) alapjan €rvényes
(16) sa=gya-(fza) a—(wa)'q,
ezért (12°) teljestil, hiszen

-1
oa=(ma) a==a, ha a=kEe,
azaz
mwa==e, ha a=e.

6%
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frjuk at (11")-t is (16)-nak megfelelden :
(mab)'ab—=(wa) 'a(wb)'b.
igy az (wb)'—-d jeloléssel, egyszerii szamolas utan a (11')-vel egyenértékii
d(ma)'a=(ma) 'ad,
azaz (16)-ot is figyelembe véve a
(va)d -—=doa (a,d € Q)
egyenletet nyerjitk. Minthogy végiil az .
a<>0a-=gya
leképezés invertalhato, ¢ = oa-val azt kaptuk, hogy (10)—(12) teljesiilése esetén
(11") egyenértékii
cd=-dc (c,d€ Q)
-vel, vagyis azzal, hogy G Abel-féle.
Még csak azt kell megmutatni, hogyha (az altalanossag sérelme nélkiil)

9. fre=-e
teljesiil, akkor egyszersmind
ve=gye=e¢e

is fennall. Tekintsitk ugyanis (10) alapjan
gza=—(fza)'a
-t €s helyettesitsiink itt a- =e-t, akkor valdban latjuk, hogy érvényes
_ gye=(me)'e=—e,
s ezzel a 2. tétel bizonyitdsa teljes.

3. Tekintsiik a kétoldalrél autodisztributiv A kvazicsoport G izotopjat,
ahol az izotopizmus a

8. y@b)y=qa-ypb (a, b € G; ya,pa,ypa € A)
Osszefiiggés alapjan all fenn. Nyilvan G is kvazicsoport, vagyis az
ab==¢

egyenlet egyértelmiien megoldhaté mind @, mind b-re vonatkozdlag. Ahhoz,
hogy G csoport legyen, a kovetkezoknek kell még teljesiilni:

a7 ae==ed==q (a € 0),
(18) (ab)c= a(be) (a,b,c € Q).
Mint az eléz6kben, itt is vehetjiik az altalanossag sérelme nélkiil

fre=gze—e
-t, azaz a (14)-gyel egyenértékii
(19 re—=ge—=ye—=u
-t, ugyanis ha ez nem teljesiilne, akkor lehetne ¢, v, y helyett mas leképezé-
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seket venni, melyek A-hoz ugyanazon G izotdpot rendelik, és teljesitik (19)-et
is. Ezt nem is fogjuk részletezni, hanem rogton attériink a (17)—(18) egyen-
letek olyan atirdsara, mely az x-y miiveletre vonatkozo kritériumot tartalmaz.
Az Aatalakitdsok sordn a (8,) alatti értelmezésen ¢és (19)-en kiviil csak azt
hasznaljuk fel, hogy x-y kétoldalrol autodisztributiv kvazicsoportot alkotod
miivelet, kovetkezOleg idempotens, s ezért érvényes rd specidlisan

(20) (x-)-x=x-(y-x)
is. Ezt szem elbtt tartva, rogton 1atjuk, hogy (17) egyenértékii
(13) _ ya=(pa)-u=u-ya

-val. Vizsgaljuk ezutan a (18)-bol egyszerii atalakitasokkal nyert, vele egyenértékii

g(ab)-vpc—(pa)- ¥ (bc)
egyenletet, és ,szorozzuk meg*“ az egyenlet mindkét oldalat jobbrol és balrol
u-val. igy az autodisztributivitas és (8,), (20), (13) figyelembevételével az

u-({ly(@d)]-uj-[(we)-ul) = {(u-ga)-[u- o)},
u-{[x(ab)]-[(we)- uli =[(u-ga)- x(bo)] - u,
u-i{(ra)- (o) [(wo) - ul} = {(u-ga) - [(9b) - (O} - u,
[(u-ga)-(u-pb))-{[u-(po))-uj—{u-[(pa)-u]} - {{(¢b)- u] - [(we) - ul},
N-ga)- xb)-{u-[(po)-uly— [(u-ga)-ul-{(xb) - [(we) - ul},
s végiil mas jelolésekkel az
(x-y)-(u-v)y=(x-u)-(y-v)

egyenletet nyerjiik, tetszbleges x, y, v € A esetén.

Megjegyzések

1. Az 1. tétel bizonyitdsdban ez mar szdba keriilt, de még egyszer lerog-
zitjiik, hogyan lehet egy G csoport 9sszes jobbrél autodisztributiv izotopjait
megadni. Tekintjiik mindazon o automorfizmusokat, melyeknek egyetlen fix-
pontja e, és melyeknél oa = (wa) 'a-ra teljesiil 6G = G; w-t felbontva tetszs-
leges médon az f, y leképezések szorzatara, az f,h:;g’l, tovabba a (10)
alapjan nyert gx=(fx)"'hx leképezések szolgiltatjdk az Osszes kivant A
izotopokat. v

2. Az 1—2. tételek felhaszndlasival egyszerli példat szerkeszthetiink
csupan egyik oldalrol autodisztributiv miiveletre, melynek még tovabbi ked-
vez6 tulajdonsaga is lehet (pl. leoszthatdsdg). Ehhez csupdn egy olyan nem-
kommutativ csoportot kell megadni, melynek van olyan automorfizmusa,
amely csak az egységelemet hagyja vdltozatlanul. Ilyen csoport a kovetkezd?*:

2 A kozolt pelda Erpos Jen6tOl ered, érte e helyen is kdszonetet mondok.
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Legyen G mésodrangti szabad csoport, melynek elemei egy és csak
egyféle modon irhatok fel redukalt alakban két szabad generdtor: a és b

atb™Ma ™. .a™ et (i, mi= 1, 42, k=1,2,...)
alaku hatvanyszorzataiként, mikozben az egységelem:
e:an: bo
b

s megallapodunk abban, hogy n, és m, lehet O is.
G nyilvan nem kommutativ, mert pl. ab == ba a redukalt feliras egyértelmii-
sége miatt, tovabba

o@"b"ad"b™. . )=a b, .., me=¢
olyan automorfizmus, mely csupan az egységelemet hagyja véitozatlanul?

3. A 3. tétel azt mutatja, hogy az autodisztributivitds fiiggvényegyenleté-
nek megoldasat a biszimmetria fiiggvényegyenletére valo visszavezetés utjan is
megkaphatjuk, feltéve, hogy kvazicsoport tulajdonsagokat is megkoveteliink.
A kovetkezd §-ban ezt a visszavezetést fogjuk latni, s6t annyival dltalanosab-
ban, hogy az x-y=2z egyenlet megoldhatdsidga helyett is csak a kétoldali
leoszthatosagot kivdnjuk meg.

3 A példa nem bizonyitja a két kiilonbdz6 oldali autodisztributiv torvény fiiggetien-
ségét folytonos vagy kvazicsoportot alkoto miivelet esetén (mert itt 6 G == G).
Egy egyszerii példa csupan jobboldalrél autodisztributiv, leoszthaté (kovetkezbleg
nem biszimmetrikus) miiveletre
x-y=(wx)(0))'y (x,y€G),
ahol éppen hx==yx = x-et valasztottuk, mig fx == wx a G-nek olyan automorfizmusa, mely
az egységelem kivételével egy elemet sem hagy valtozatlanul, pl. specidlisan az a, b elemek
altal generalt szabad csoporton
w(a‘nl bml .. .) J— a—n,b— "y cen
Valoban, igy
s (x-y)-z=0l(©x) (@) y](w2) 'z
(x-2)- (- =00 (02) 2@ (©2) 2] (0))(02) 'z
azonosak, mig pl.
(ab)-(a-b)y=a'ba2p’,
s ezzel szemben
(ab-a)-(ab-b)--aba>ba>b.

Suerman K. Stein [8] bebizonyitotta, hogy minden véges kvazicsoport, amely egyik
oldalrol autodisztributiv, sziikségképpen biszimmetrikus. Ebbo! az kovetkezik, hogy véges
kvazicsoporton a két kiilonbozé oldali autodisztributiv torvény nem fiiggetlen egymastol,
hanem egyikiik kovetkezménye a masiknak. Az itteni példa cafolja Suerman K. Steinnek azt
a (levélben kozolt) sejtését, hogy a biszimmetria kévetkezménye lenne az autodisztributivi-
tasnak nem véges rendszereken is. Nem véges kvazicsoporton a sejtés tovabbra is nyitott
kérdés. ' '
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3. §. A kétoldali autodisztributivitas fiiggvényegyenletének
megoldasa

4. TETEL. Egy I intervallumon értelmezett bdrmely kétoldalrdl autodisztribu-
tiv folytonos és leoszthaté x-y mivelet (x,y, x-y € I) izomorf a silyozott szdm-
tani kozéppel. Mds szoval az
(6) (x-3)-z2=(x-2)-(y-2) |
) z:(x- )= (2-x)-(z-y) |
fiiggvényegyenlet rendszer legdltaldnosabb folytonos és leoszthato megolddsa
az [ intervallum felett

(2) x-y=o[pfx)+qf»)], p+g—1 (x,y, x-yel)
ahol f(x) fetszdleges topoldgikus (folytonos, szigorian monoton) fiiggvény,

melynek inverze ¢(x), fovdbbd p,q tetszéleges dllandék a p+q =1, pq =50
megszoritdssal.

(x,y,2€1)

BizonyiTAs. Kimutatjuk, hogy fennall

3 (x-3)-(@-v)=(x-u)-(y-v) (X, y, u, v €1),
s ebbOl mar a bevezetésben idézettek [2—3] alapjan kovetkezik a tétel allitasa.
Ha x,y,u, illetve y, u és v koziil van két megegyez6, akkor (3) nyilvan-
valoan fennall (7), illetve (6), és a leoszthatdsag folytan bel6le kovetkezd
reflexivitds miatt. Elég tehat (3)-at tetszlegesen rogzitett paronként kiillonbozo
X,y és u, illetve y, u és v esetére igazolni. E végbdl pedig tekintsiik a
(21) (x3)-(u-2)=(x-u)-(y-¢2), ze(y, u)
egyenlettel értelmezett leképezést, ahol x,y és u paronként kiilonbozok, és a
hatarozottsdg kedvéért z-t tigy valasztottuk, hogy y és u kozé essen; ez nem

sérti az altalanossdgot, mert ha pl. u esne y és z kozé, akkor teljesen hasonld
okoskodast lehetne végezni az

(x-3)-(u-2)=(x-Cu)-(y-2), u€(y, 2)

egyenlettel értelmezett u «—z-vel stb.

(21) nyilvan egyértelmiien meghatdrozza a z«-e&2 leképezést barmely y
és u kozé esd z esetén. Ugyanis

e@=xy) -2,  BR)=(x-u)(y-2)
az (y-u) intervallum folott olyan topologikus (szigortian monoton, folytonos)
fiiggvények, melyekre (6) és a reflexivitds folytdn érvényes
«()=801),  e)=p5Q);

Bolzano-tétele szerint tehat z-hez y és u kozott tartozik egy (a szigord mono-
tonitds miatt pedig csak egy) f==¢2 ugy, hogy teljesiil «(2)==£(f). (3) tehat
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igazolva lesz, ha igazoljuk

(22) §2==2, Z€@, 1)
fennallasat. E célbol kimutatjuk, hogy z<«-&z automorfizmus:

(23) e(z-1)=(s2)-(¢b), : z, te(y, u),
melynek az y, u pontok fixpontjai:

(24) £y =17, su=u.

Ez utdbbi nyilvdnvald ¢ (21) alatti értelmezése, a jobboldali autodisz-
tributivitds és a reflexivitds miatt. A (23) is egyszeriien kovetkezik a baloldali
autodisztributivitasbol és a baloldali leoszthatdsaghol az

(x-u)-[y-e@-O Cc-9)-[u-(2-Dl=[(x-9)-(@-2)]-[(x- ) (- D] =
= [Ce-uw)-(-e2)] - [(x- 1) - (p-et)] == (x- 1) - [y - (e2- 1))

egyenléség sorozat elejének és végének Osszehasonlitdsaval.

Két esetet lehet megkiilonboztetni:

1. x-y intern: x-y€(x,¥);

2. x-y extern: x-y€(x,y), ha x=Fyp.

E két cset koziil az egyik (és csakis egyik) feitétlen fenndll tetszbieges
x, y €l mellett, x-y szigorii monotonitisa és a reflexivitdsa miatt. Ugyanis,
ha x-y mindkét valtozdban egy irdnyban monoton, akkor x-x=x miatt csak
novekedd lehet, s ekkor tetszbleges x <y esetén fennall

X=xx<x-y<y=y-9,
és hasonlo érvényes y-x-re is; ha viszont x.y az x és y valtozéban nem
egy irdnyban monoton, pl. x-ben novekedd és y-ban csokkend, akkor
X PL<X-X=X<Y=Yy-y<y-X

érvényes barmely x <y mellett, és hasonlo igaz akkor is, ha x-y az x-ben
ogyod és y-ban novo.

Az elsd esetben képezziik az

»u,y-uu-y, y-ou, @uw-u...
szamok § halmazat olyan torvényszeriiség szerint, hogy a madr értelmezett
tagokat paronként ,0sszeszorozzuk®, és ezt az eljarast transzfinit indukciéval
folytatjuk, a torloddsi pontokat is a halmazhoz csatolva. S-en (23), (24),
tovabba x-y és ez folytonossdga miatt mar érvényes (22):
ey=y, eu-=u, ey -u)y=—ey-eu=y-u, sU-y)y=su-ey=u-y,...

Ezutdn csak azt kell kimutatni, hogy S= (y, u). Ertelmezése szerint S tartal-
mazza Osszes torlodasi pontjait, azért csak azt kell belatni, hogy S mindeniitt
stirit az (y, u) intervallumon. Tételezziik fel ennek ellenkez6jét, hogy létezik
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olyan (y,, 0,)(3 < i) részintervallum, melynek nincs S-sel kozos része ; ekkor
véve S-ben az y,-nél kisebb elemek fels6 hatarat y.(€ S)-t és az u,-nél nagyobb
elemek alsd hatarat u,(€ S)-et (mely nyilvan 1étezik), olyan (3., ws) (3, =F u)
intervallumot nyeriink, melyek belseje S-t6l idegen, és hatarpontjai S-beliek..
Igy viszont indirekt feltevésiikkel ellentmondasba keriiliink azaltal, hogy

Yo < Yo Uy < Uy,
holott p,-1, € S.

Az extern eset is lényegében hasonld moédon intézhetd el, ha észre-
vessziik, hogy folytonos, szigortian monoton, reflexiv, extern miiveletnek mindig
létezik olyan inverze, amely mar intern. Mint emlitettiik, x.y akkor extern,
ha az x és y valtozoban nem egy irdnyban monoton. A hatdrozottsag kedvéért
legyen x-y pl. az x valtozoban novekedd és y-ban fogyd. Minthogy akkor
x < y-nal fennall

X-y<X<Yy-¥
s ugyancsak x > y-nal hasonloan

X-P>x>y-,
ezért Bolzano-tétele értelmében mindkét esetben barmely rogzitett x és y-hoz
van oly z, hogy a

z2y=x, Z=X%Y

egyenlet z megoldasa értelmezi a folytonos, mindkét véaltozoban egy iranyban
szigorian monoton x#*y inverz miiveletet, melyre nézve nyilvan érvényes

(23) e(zxt)=—=(e2) % (&)
is. Hasonlot lehet mondani x-y masik oldali inverzérél, abban az esetben,
midbn ez az x valtozdban fogy, és y-ban nd. '

lly moédon tehdt (22) bizonyitdsa ugyanigy fejezhet6 be, mint az intern
esetben.

Ezaltal a 4. tétel bizonyitdsa teljes.
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