
NEMSZIMMETRIKUS KÖZÉPÉRTÉKEK 
HOSSZÚ MIKLÓS (Miskolc) 

1. §. Bevezetés 

Az X, y (valós) mennyiségek (kváziaritmetikai) középértékének nevezzük 
azt az 

f(M) = \ f ( x ) + \ f ( y ) (1) M(x, y) = cp 

alakban felírható M(x,y) kétváltozós (valós) függvényt , ahol t+~+f(t) kölcsö-
nösen egyértelmű leképezés és <p(f) ennek az inverze. A rövidség kedvéért 
az (1) alatti kapcsolat fennállására (a szokástól eltérően, de a félreértés veszélye 
nélkül) használhat juk azt a kifejezést, hogy M izomorf a számtani középpel . 
M(x, y) nyilván szimmetrikus : 

M(x,y) = M(y, x). 
Nemszimmetr ikus (kvázilineáris) középértéknek nevezzük a súlyozott 

számtani középpel izomorf m(x, y) középértékeket : 

(2) m(x,y) = 4>[pf(x) + qf(y)], f(m)=pf(x) + gf(y), p + q = 1. 

A szimmetrikus, folytonos M(x,y) középértékek jellemző tu l a jdonsága i -
nak megállapítása (a középértékek elméletének axiomatikus megalapozása) után 
felmerült a megfelelő kérdés a nemszimmetrikus középértékekre vonatkozóan 
is.1 ACZÉL JÁNOS [2] a folytonos intern m(x,y) = x-y (p,q> 0) kvázil ineáris 
középértékeket a következő tulajdonságokkal tudta jellemezni : 

(3) (x-y)-(u-v) — (x-u)(y-v) (biszimmetria) ; 

(4) x • x = x (reflexivitás, vagy idempotencia) ; 

(5) x-u>y-u és u-x> u-y, ha x > y (szigorú monoton növekedés) . 

Hasonló tula jdonságok jellemzik a több változóra értelmezett középértékeket is . 
ACZÉL e r e d m é n y é t FUCHS LÁSZLÓ [3] k i t e r j e s z t e t t e r e n d e z e t t a l g e b r a i r e n d -

szerekre és extern (pq > 0) közepekre is, (5)-öt az enyhébb 
(5') х - и ф у - и és и - х ф и - у , ha x-=j=y ( leoszthatóság) 

1 A középértékek elméletéről részletesebb tá jékoztatás t nyújt az [1] alatti cikk. A szög-
letes zárójelben lévő számok a dolgozat végén található irodalomjegyzékre utalnak. 
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követelménnyel helyettesítve. ACZÉL jÁNOSnak [1] sikerült a (3) és (4) helyett a 

(6) (x • y) • 2 = (x • z) • {y • z) ( jobboldali autodisztributivitás) 
tula jdonsággal is jellemeznie a kétszer differenciálható kvázilineáris köze-
peket. Minthogy a szimmetrikus esetben C. RYLL-NARDZEWSKI [7] (illetve 
B. KNASTER [5] a (3)-ra való visszavezetéssel) már tudta használni (6)-ot a 
folytonos kváziaritmetikai közepek jellemzésére, ezért ACZÉL JÁNOS [1] (P. 145.) 
felvetette a problémát, hogy megtartva (6)-ot, más módszerekkel lehetne-e 
enyhíteni a kétszeres differenciálhatóság követelményét, azaz kimondta azt a 
sejtést, hogy az autodisztributivjtás (6) függvényegyenletének folytonos és 
leosztható megoldása sem lehet ál talánosabb mint (2). 

Egy előző [4] dolgozatomban kétoldali autodisztributivitás, tehát (6) 
mellett a 

(7) z-{x-y) = (z-x)- (z-y) (baloldali autodisztributivitás) 

egyenlet fennállását is megkövetelve, a kétszeres differenciálhatóság követel-
ményét enyhítettem egyszeres differenciálhatóságig, e dolgozatban pedig, a 
3. § - b a n látni fogjuk, hogy akkor csupán a folytonosság is elég. 

Előzőleg azonban a 2. § - b a n néhány algebrai érvényű tételt fogunk be-
bizonyítani, melyek egész általános feltételek mellett lehetővé teszik az auto-
disztributív művelettel bíró struktúrák vizsgálatának visszavezetését csoportok 
vizsgálatára, és következményként a két különböző oldali autodisztributív 
törvény: (6) és (7) függetlenségét mutatják, még csoportokra visszavezethető 
autodisztributív struktúrák esetén is. Itt látni fogjuk az autodisztributív műve-
lettel bíró kvázicsoportok és az Abel-féle kvázicsoportok [6] (illetve csoportok) 
közti összefüggést is. 

2. §. Csoportok autodisztributív izotópjai 

Valamely G = a, b, . . . csoport (általában struktúra) izotópjának nevezzük 
azt az A = x, y, ... halmazt, melyen értelmezve van egy x-y művelet 
(x, y, x • y £ A), amely az ab csoportmüvelettel a következő kapcsolatban á l l : 

(8) h(x-y) ----- ( f x ) (gy), у (ab) = (<pa)-ffb), 

ahol § "-^/S, g h S. az A halmaznak (kvázicsoportnak) a G csoportra való 
kölcsönösen egyértelmű leképezései, illetve <p,ip,y ezek inverz leképezései : 

(9) fcpa = gipa = hya = a, fye = e {a £ G), 

ahol e a G egységeleme. 

Az A struktúrát jobbról autodisztributív rendszernek nevezzük, ha fennáll 
(6), s megfelelően baloldali autodisztributív rendszerről beszélünk, ha (7) 
érvényes. 
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1. TÉTEL. Ahhoz, hogy a G csoport ( 8 ) , (9)-cel értelmezett A izotópja 
jobbról autodisztributív rendszer legyen, szükséges és elegendő, hogy x • y 
idempotens legyen : 
(10) x - x = x, hx = (fx)(gx), 
továbbá or = f y a G-nek olyan automorfizmusa legyen, melynek a G egység-
elemén e-n kiviil nincs több fixpontja: 
(11) co(ab) = coacob, со = f y , 
(12) coa=\=a, ha a=)=e, 
és o a = (соa) xa kimerítse G - t : o G - = G . 

Dualizálással hasonló tétel érvényes baloldali autodisztributív rendszerekre 

2. TÉTEL. Ahhoz, hogy egy G csoportnak legyen kétoldalról autodisztributív 
izotópja, a (11), (12) és о G G fennállása mellett szükséges és elegendő, 
hogy G Abel-féle legyen. 

3. TÉTEL. Ahhoz, hogy egy kétoldalról autodisztributív A kvázicsoport-
nak a (8), (9) alatt értelmezett G izotópja csoport legyen, szükséges és elegendő, 
hogy létezzék legalább egy u^A elem, amellyel fennáll: 

(3) (x -y ) - (« -r ) = ( x - « ) . ( y . r ) 
bármely x, y,v £ A esetén. Ekkor érvényesek a 

(13) уа = (сра)-и — и-гра (a £ G) 

összefüggések, és a 2. tétel szerint szükségképpen kommutatív G egységeleme : 

(14) e = hu—fu=gu. 

BIZONYÍTÁS. 

1. Az általánosság sérelme nélkül feltehető, hogy (8) és (9 t)-gyel együtt 
(9.) fye = e 
is mindig teljesül. Ugyanis ellenkező esetben, ha 

fye = c^e, 
akkor 
(8) h(x-y)=fxgy [(fx)c~1](cgy) fxg,y 
alapján vehető f és g1 az / és g helyett, s ekkor már teljesül 

f y e = (fye)c1==cc1=e. 
Minthogy a G csoport bármely izotópja kvázicsoport, hiszen (8) folytán az 

x-y = y(fxgy) = z (x, y, z £ A) 

egyenlet mind x, mind y-ra egyértelműen megoldható, azért (10) nyilvánvaló 
(6) alapján, ha ott z = y = x-et helyettesítünk: 

(x • x) • x — (x • x) • (x • x) ; 
s ebből a leoszthatóság miatt már következik (10). 

6 III. Osztály Közleményei VII 2 
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Tegyük fel, hogy az ab csoportmüvelettel a (8) egyenlet alapján össze-
függő x-y jobbról autodisztributív. Minthogy ekkor fennáll 

h[(x-y)-z) = h[(x.z)-(y-zj\, 
ezért 

f(x-y)gz=f(x-z)g(y-z), 

f / Á f x g y ) g z = [ f / ( f x g z ) ] [gx(fygz)], 
azaz bevezetve az 

(15) со- f x , g x f y = -c 

jelölést, és 
x = ff a, y = %p b, z. = ipe 

-t helyettesítve, 
со (ab) - со a er b 

is fennáll. Ha itt a = e, akkor (15) és (92) szerint 

со b = соелЬ = erb, 
tehát valóban érvényes (11). 

(12) teljesülését (10) alapján tudjuk belátni. Ugyanis (10) szerint 

gx = (fxy1(hx), 

melyből az f x = "J, vagyis az f=coh összefüggés felhasználásával 

gx = (cohx)~1 hx 

következik. Minthogy a<-+gya = oa kölcsönösen egyértelmű leképezés, ezért 
oG- G 

és 
( с о а у ' а ф ^ о Ь у ' Ь , ha а ф б . 

(15) és (9o) alapján azonban G egységeleme : e az a <-»• coa automorf izmus-
nak fixpontja, továbbá az előzőek szerint 

co(ab l)y=ab ha а ф б , 
azaz с = a / f 1 - g y e i 

coc=\=c, ha сфе, 

azért az a <-+coa automorfizmus egyetlen f ixpontja e. 
Végül meg kell győződnünk, hogy az 1. tétel feltételei valóban elég-

ségesek is. E végből tekintsük 

x - y = x ( f x g y ) 
-t, ahol со = f x G-nek valamelyik egyetlen fixponttal bíró automorfizmusa, 
a ^ x a tetszőleges, míg 

f x — со h x, gx = (со h x)"1 h x = oh x 

így már egyértelműen meghatározott, kölcsönösen egyértelmű leképezést létesítő 
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függvények, hacsak nG = G. Ha oG = G nem teljesül, akkor x ^ - * g x k é p -
tartománya G-nek csak egy része, tehát x-y leosztható ugyan, de nem inver-
tálható y-ra nézve. 

A jobboldali autodisztributivitás teljesülése tehát (a (6) alatti egyenlet 
mindkét oldalára a h leképezést alkalmazva) az 

f(x-y)gz=f(x-z)g(y-z), 
vagyis az 

ÍZ i f x g У) gz—fz {fxgz) g y (Jygz), 
más jelöléssel az 

co(agy)b = w (a b) g y [ { f y ) b] 

egyenlet fennállásával egyenértékű. Minthogy azonban си G-nek automorf izmusa, 
és 

gx=(со h x)'1 (h x), gya = (со a)1 a, 
ezért csupán 

{соa) со [(соby) 1hy\b = (со а) (со b) [со ( ( f y ) b]) ' ( f y ) b, 
azaz 

[со (со h y)} 1 coli y = (со b) (со by1 (со f y ) " 1 f y 

fennállását kell igazolni ; ez viszont az co=fy, vagyis az f=coh összefüggés 
felhasználásával már rögtön adódik : 

s ez teljessé teszi az 1. tétel bizonyítását. 

2. Az 1. tétel alapján A akkor és csak akkor jobbról autodisztributív 
rendszer, ha fennáll (10)—(12) és oG = G. Teljesen hasonló módon a ba l -
oldali autodisztributivitáshoz szükséges és e legendő (10), továbbá 

(11') o(ab) = oaab, o=gy, 

(12') г г а ф й , ha а ф е 

és со G =-- G. Kimutatjuk, hogy ez egyenértékű azzal, hogy a G Abel-féle. (10) 
teljesülése mindig elérhető 

gx = (fx)1hx 

-szel. Minthogy (10) alapján érvényes 

(16) a a=g y a = (fya) la = (со a)1 a, 

ezért (12') teljesül, hiszen 

о a = (со a) '1 а ф a, ha a =\=e, 
azaz 

со а ф е , ha а фе. 

6 * 
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ír juk át ( l l ' ) - t is (16)-nak megfele lően: 

(со ab) 1 ab = (со a) 1 а (со b)lb. 

így az (cob)'1 - d jelöléssel, egyszerű számolás után a ( l l ' ) - v e l egyenértékű 

d (со a) 1 a = (со a) la d, 
azaz (16)-ot is figyelembe véve a 

(oa)d daa (a,d£G) 

egyenletet nyerjük. Minthogy végül az 

a**oa=gya 

leképezés invertálható, c = aa -va \ azt kaptuk, hogy (10)—(12) teljesülése esetén 

(11') egyenértékű 
cd=dc (c,d£G) 

-vei, vagyis azzal, hogy G Abel-féle. 

Még csak azt keli megmutatni , hogyha (az ál talánosság sérelme nélkül) 

(92) fye e 

teljesül, akkor egyszersmind 

cje=gye = e 

is fennáll. Tekintsük ugyanis (10) alapján 
g'/a = (fya)la 

-t és helyettesítsünk itt a e-t, akkor valóban látjuk, hogy érvényes 

gye = (coé)~l e = e, 

s ezzel a 2. tétel bizonyítása teljes. 

3. Tekintsük a kétoldalról autodisztributív A kvázicsoport G izotópját, 

ahol az izotópizmus a 

(82) y (a b) = cç a -xpb (a,b £ G ; ya, cpa, ipa £ A) 

összefüggés alapján áll fenn. Nyilván G is kvázicsoport, vagyis az 

ab = c 

egyenlet egyértelműen megoldható mind a, mind b-re vonatkozólag. Ahhoz, 
hogy G csoport legyen, a következőknek kell még teljesülni : 
(17) ae = ea = a (a € G), 

(18) (ab)c=a(bc) (a,b,c£G). 
Mint az előzőkben, itt is vehetjük az ál talánosság sérelme nélkül 

fye = gye = e 
-t, azaz a (14)-gyel egyenértékű 

(19) ye = cpe=ifie = u 
-t, ugyanis ha ez nem teljesülne, akkor lehetne cp, ip, y helyett más leképezé-
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seket venni, melyek A-hoz ugyanazon G izotópot rendelik, és teljesítik (19)-et 
is. Ezt nem is fogjuk részletezni, hanem rögtön áttérünk a (17)—(18) egyen-
letek olyan átírására, mely az x-y műveletre vonatkozó kritériumot tartalmaz. 
Az átalakítások során a (8L.) alatti értelmezésen és (19)-en kívül csak azt 
használjuk fel, hogy x-y kétoldalró! autodisztributív kvázicsoportot alkotó 
művelet, következőleg idempotens, s ezért érvényes rá speciálisan 
(20) (x-y)-x = x-(y-x) 
is. Ezt szem előtt tartva, rögtön látjuk, hogy (17) egyenértékű 
(13) ya = (сра) - и = и - гра 
-val. Vizsgáljuk ezután a (18)-ból egyszerű átalakításokkal nyert, vele egyenértékű 

<p(ab) • ipc = (cpá) • ip(bc) 
egyenletet, és „szorozzuk meg" az egyenlet mindkét oldalát jobbról és balról 
y-val. így az autodisztributivitás és (8,), (20), (13) figyelembevételével az 

и • ({Mab)] • и} • [(у/с) • и]) = {(и • ера) • [и • у(йс)]}• и, 

" • ЫаЬ)] • [(у/с) • «]} = [(и • сра) • у(Ьс)] • и, 
и • {[(гра) • (ipb)} • [(у/с) • и)} = {(« • сра) • [(cpb) • (у/с)]} • и, 

[(п • сра) • (и • уib)} • {[и • (у/с)] • и) = {и • [(сра) -a}}- {[(cpb) • а] • [(у/с) • и]}, 
. К" • < f a ) - Z b ] - { u - [ (ус) • и]} - [(и -сра)- и] • {(уЬ) • [ (ус) • и]}, 

s végül más jelölésekkel az 

(x-y)-(u-r) = (x • и) • (у • v) 
egyenletet nyerjük, tetszőleges x, y, v £ A esetén. 

Megjegyzések 

1. Az 1. tétel bizonyításában ez már szóba került, de még egyszer lerög-
zítjük, hogyan lehet egy G csoport összes jobbról autodisztributív izotópjait 
megadni. Tekintjük mindazon ш automorfizmusokat, melyeknek egyetlen fix-
pontja e, és melyeknél oa = (coa)Лг-га teljesül oG = G; r«-t felbontva tetsző-
leges módon az f , у leképezések szorzatára, az f , h = y x , továbbá a (10) 
alapján nyert gx = (fx)'lhx leképezések szolgáltatják az összes kívánt A 
izotópokat. 

2. Az 1—2. tételek felhasználásával egyszerű példát szerkeszthetünk 
csupán egyik oldalról autodisztributív műveletre, melynek még további ked-
vező tulajdonsága is lehet (pl. leoszthatóság). Ehhez csupán egy olyan nem-
kommutatív csoportot kell megadni, melynek van olyan automorfizmusa, 
amely csak az egységelemet hagyja változatlanul. Ilyen csoport a következő- : 

2
 A közölt példa E R D Ő S J E N Ő Í Ő I ered, érte e helyen is köszönetet mondok. 



2 1 4 H O S S Z Ú M. 

Legyen G m á s o d r a n g ú szabad csoport , melynek elemei egy és csak 
egyféle módon írhatók fel redukál t a lakban két szabad gene rá to r : a és b 

aníb"ha"2b'"\. .a"kb'"k (nh m,= ± 1, + 2 , . . . ; к = 1, 2 , . . . ) 

alakú hatványszorzataiként , miközben az egységelem : 

e = a° = b 

s megá l l apodunk abban , hogy n, és mk lehet 0 is. 
G nyilván nem kommutat ív , mert pl. ab=\=ba a redukál t felírás egyér te lmű-

sége miatt, továbbá 
/ "í t"ii Tic, im» \ -n, i—m, 

co(a b 'a b 2.. .) = Û b me — e 

olyan au tomorf izmus , mely c supán az egységelemet hagyja változatlanul.3 

3. A 3. tétel azt mutat ja , hogy az autodiszt r ibut ivi tás függvényegyenle té -

nek megoldásá t a b isz immetr ia függvényegyenle tére való visszavezetés út ján is 

megkapha t juk , feltéve, hogy kvázicsoport tu l a jdonságoka t is megkövete lünk. 

A következő § - b a n ezt a visszavezetést fogjuk látni, sőt annyival á l t a lánosab-
ban, hogy az x-y = z egyenlet mego ldha tósága helyett is csak a kétoldali 
leoszthatóságot kívánjuk meg. 

3 A példa nem bizonyítja a két különböző oldali autodisztributív törvény független-
ségét folytonos vagy kvázicsoportot alkotó művelet esetén (mert itt о G =j= G). 

Egy egyszerű példa csupán jobboldalról autodisztributív, leosztható (következőleg 
nem biszimmetrikus) műveletre 

x-y = (cox)(coy)~1y (x,y£G), 

ahol éppen h x = ^ % x = x-et választottuk, míg f x сох a G-nek olyan automorfizmusa, mely 
az egységelem kivételével egy elemet sem hagy változatlanul, pl. speciálisan az a, b elemek 
által generált szabad csoporton 

Valóban, így 
(x • y) • Z = b,[(o,x) (<vy)_1y] (coz) l z 

és 
(x • Z) • (У • Z) = 0>[(мX) {ojZ) ' z j o,[(o>y)(o)Z) 1 Z| ' {(oy)(coz) ' Z 

azonosak, míg pl. 
0ab)-(a-b) = alba-b 

s ezzel szemben 
(ab • a) - (ab • b) -aba~~ba~-b. 

S H E R M A N К . S T E I N [8] bebizonyította, hogy minden véges kvázicsoport, amely egyik 
oldalról autodisztributív, szükségképpen biszimmetrikus. Ebből az következik, hogy véges 
kvázicsoporton a két különböző oldali autodisztributív törvény nem független egymástól, 
hanem egyikük következménye a másiknak. Az itteni példa cáfolja S H E R M A N К . STEiNnek azt 
a (levélben közölt) sejtését, hogy a biszimmetria következménye lenne az autodisztributivi-
tásnak nem véges rendszereken is. Nem véges kvázicsoporton a sej tés továbbra is nyitott 
kérdés. 
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3. § . A kéto ldal i autodisz tr ibut iv i tás f ü g g v é n y e g y e n l e t é n e k 
m e g o l d á s a 

4 . TÉTEL. Egy I intervallumon értelmezett bármely kétoldalról autodisztribu-

tiv folytonos és leosztható x • y müvelet (x, y, x • y £ / ) izomorf a súlyozott szám-

tani középpel. Más szóval az 

<6) (x-y)-z = (x-z)-(y-z) j 

(7) z-(x.y) = (z-x).(z-y) \ 

függvényegyenlet rendszer legáltalánosabb folytonos és leosztható megoldása 

az I intervallum felett 

(2) x-y = cp[pf(x) + qf(y)], p + q = 1 (x, y, x • y £ / ) , 

ahol f(x) tetszőleges topológikus (folytonos, szigorúan monoton) függvény, 
melynek inverze ' / (x), továbbá p, q tetszőleges állandók a p + q == \ , pq 
megszorítással. 

BIZONYÍTÁS. Kimutatjuk, hogy fennáll 

(3) (x • y) • (w • i ) = (x • л) • (y • r) (x, у, и, V С / ) , 

s ebből már a bevezetésben idézettek [2—3] alapján következik a tétel állítása. 
Ha x, у, u, illetve у, и és v közül van két megegyező, akkor (3) nyilván-

valóan fennáll (7), illetve (6), és a leoszthatóság folytán belőle következő 
reflexivitás miatt. Elég tehát (3)-at tetszőlegesen rögzített páronként különböző 
x, у és u, illetve у, и és v esetére igazolni. E végből pedig tekintsük a 

<21) (x-y).(u-z) = (x-u)-(y-sz), z £ (у, u) 

egyenlettel értelmezett leképezést, ahol x, у és и páronként különbözők, és a 
határozottság kedvéért z-t úgy választottuk, hogy у és и közé essen ; ez nem 
sérti az általánosságot, mert ha pl. и esne у és z közé, akkor teljesen hasonló 
okoskodást lehetne végezni az 

(x -y ) • (u-z)=(x-Çu) • (y • z), и £ (у, z) 

egyenlettel értelmezett u ^ Ç z - v e 1 stb. 
(21) nyilván egyértelműen meghatározza a z ^ - * r z leképezést bármely y 

és и közé eső г esetén. Ugyanis 

a(z) = (x-y)-(u-z), ß(z) = (x-u)-(y-z) 

az (y -u ) intervallum fölött olyan topológikus (szigorúan monoton, folytonos) 
függvények, melyekre (6) és a reflexivitás folytán érvényes 

«0') = /%)- a(a)=ß(u); 
Bolzano-tétele szerint tehát 2-hez у és и között tartozik egy (a szigorú mono-
tonitás miatt pedig csak egy) t = sz úgy, hogy teljesül a(z)=ß(t). (3) tehát 
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igazolva lesz, lia igazoljuk 

(22) sz = z, zí(y,u) 
fennállását. E célból kimutatjuk, hogy z+~+sz au tomorf izmus : 

(23) s(z-t) = (sz)-(at), z, t P (y, u)y 

melynek az y, a pontok fixpontjai : 

(24) s y = y , e u = u . 

Ez utóbbi nyilvánvaló а (21) alatti értelmezése, a jobboldali autodisz-
tributivitás és a reflexivitás miatt. A (23) is egyszerűen következik a baloldali 
autodisztributivitásból és a baloldali leoszthatóságból az 

(x-u)-[y-s(z-t)] = ( x - y ) - [ u - ( z •/)]== [ (*•?) • (« •* ) ] • [ (* • 01 = 
= [(x •u)-{y• sz)] • [(x • u) • (y • at)] (x • и) - [у • (az • at)] 

egyenlőség sorozat elejének és végének összehasonlításával. 
Két esetet lehet megkülönböztetni : 

1. x - y intern: x - y £ ( x , y ) ; 

2. x - y extern: x - y ( £ ( x , y ) , ha x=}=y. 

E két eset közül az egyik (és csakis egyik) feltétlen fennáll tetszőleges 
x, y £ / mellett, x-y szigorú monotonitása és a reflexivitása miatt. Ugyanis, 

ha x - y mindkét változóban egy irányban monoton, akkor x - x = x miatt csak 

növekedő lehet, s ekkor tetszőleges x < y esetén fennáll 

x = x - x < x - y < y = y - y , 

és hasonló érvényes y - x - r e i s ; ha viszont x - y az x és y változóban nem 
egy irányban monoton, pl. x -ben növekedő és y -ban csökkenő, akkor 

x - y < x - x = x < y = y - y < y - x 

érvényes bármely x < y mellett, és hasonló igaz akkor is, ha x - y az x -ben 

ogyó és y -ban növő. 
Az első esetben képezzük az 

y,u,y-u,u-y, y• (y• и), (y-u)-u, ... 
számok 5 halmazát olyan törvényszerűség szerint, hogy a már értelmezett 
tagokat páronként „összeszorozzuk", és ezt az eljárást transzfinit indukcióval 
folytatjuk, a torlódási pontokat is a halmazhoz csatolva. S-en (23), (24), 
továbbá x - y és az folytonossága miatt már érvényes (22) : 

ay = y, au = u, a(y • u) = ay • au = y • u, s(u • y) = su • ay = и • у, ... 
Ezután csak azt kell kimutatni, hogy S = (y,u). Értelmezése szerint 5 tartal-
mazza összes torlódási pontjait , azért csak azt kell belátni, hogy 5 mindenütt 
sűrű az (у, u) intervallumon. Tételezzük fel ennek ellenkezőjét, hogy létezik 
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olyan 0>i, Ui)(j>i < «О részintervallum, melynek nincs S-sel közös része ; ekkor 
véve S-ben az y,-nél kisebb elemek felső határát y2(Ç S)-t és az «j-nél nagyobb 
elemek alsó határát u2(£ S)-et (mely nyilván létezik), olyan (y.2, u2) (y2=j=«2) 

intervallumot nyerünk, melyek belseje 5- tő l idegen, és határpontjai 5-beliek. . 
így viszont indirekt feltevésükkel e l lentmondásba kerülünk azáltal, hogy 

У-2 < У г • и* < «2, 
holott y>-u.,£ S. 

Az extern eset is lényegében hasonló módon intézhető el, ha észre-
vesszük, hogy folytonos, szigorúan monoton, reflexív, extern műveletnek mindig 
létezik olyan inverze, amely már intern. Mint említettük, x -y akkor extern, 
ha az x és y változóban nem egy irányban monoton. A határozottság kedvéért 
legyen x-y pl. az x változóban növekedő és y -ban fogyó. Minthogy akkor 
x < y-nal fennáll 

x • y < x < y • y, 
s ugyancsak x > y-nal hasonlóan 

x • y > x > y • y, 
ezért Bolzano-tétele értelmében mindkét esetben bármely rögzített x és y -hoz 
van oly z, hogy a 

z • y = x, z = x*y 
egyenlet 2 megoldása értelmezi a folytonos, mindkét változóban egy i rányban 
szigorúan monoton x * y inverz müveletet, melyre nézve nyilván érvényes 
(23') s(z*t)= (rz)*(et) 
is. Hasonlót lehet mondani x - y másik oldali inverzéről, abban az esetben, 
midőn ez az x változóban fogy, és y-ban nő. 

Ily módon tehát (22) bizonyítása ugyanúgy fejezhető be, mint az intern 
esetben. 

Ezáltal a 4. tétel bizonyítása teljes. 
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