VALOS SZAMOK ELOALLITASARA SZOLGALO
ALGORITMUSOKROL

(Székfoglal eldadds, elhangzott 1957. mdjus 31-én)
RENY! ALFRED

1. §. Klasszikus algoritmusok és altalanositasaik

Valos szamok el6allitdsara szamos kiilonboz6 algoritmus ismeretes'. Fel-
sorolunk néhdnyat a legnevezetesebbek koziil. A leghasznalatosabb a fizedes-
tortkifejtés, illetve ennek kézenfekvo altalanositdsa, a g-adikus kifejtés. Ha
g = 2 egész szam, minden valos szam eldallithato
=, &(x
(1a) x = &(x)+ > ‘(,;)

k=1 q

alakban, ahol &,(x) egész szdm és &(x) a 0,1,...,g—1 szamok egyike
(k=1,2,...). Jelolje [z] a z szdm egész részét, (2) pedig z tortrészét’. Az
&.(x) ,jegyeket“ a kovetkezd algoritmus szarmaztatja:
(1b) &(x) = [x], ro(X) = (x),

a(@)=lgr.a(¥)),  n@=grn.x) (1=12..).
Az (1b) altal definialt (la) eldallitis minden x-re egyértelmii®. &.(x)-et x
g-adikus kifejtése p-edik ,jegyének®, r,(x)-et pedig n-edik ,maradékanak®
nevezziik. Nyilvanvalo, hogy az r,(x) maradékok az &,(x) jegyek segitségével
a kovetkezOképpen fejezhetdk ki:

(1¢) r,,(x):’_\w_‘i%g (n=10,1,..).
k=:1

Fennall tovabba az

(1d) r.(x) =:(q"x)
oOsszefliggés is.

1 Az Enzyklopddie der Mathematischen Wissenschaften-ben kiilon cikk foglalkozik
ezzel a kérdéssel (1. {1]).

2 A [z]egész szamot a []=z<[z]-+ 1 {eltétellel definidljuk, (z)-t pedig a
(2) = z — |z] Osszefliggés segitségével, amibol kovetkezik, hogy 0 =(z) <1.

k
3 Az (1b) alatti algoritmus egyértelmi, az x - — alaku racionalis szamok eseté-
q

ben is (k és | =0 egész szamok), és ez esetben x véges elballitasat adja.

1 L Osztily Kozleményei VI 3—4
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A g-adikus kifejtés kézenfekvO altalanositasat képezik az un. Cantor-
féle kifejtések. Ha q., qa, ..., q., ... egész szamok ‘egy rogzitett sorozata és
=2 (n=1,2,...), minden x valds szam egyértelmilen eldallithato

2a X a0+ w0
(2a) ¢ )+i'=‘1 s O

alakban, ahol az &,(x) ,jegyeket“ és az r.(x) ,maradékokat* a kovetkezd
algoritmus szdrmaztatja :

&(x) = [x], ro(x) = (x),
&)= [gurna ()], () =(gra(x)) (n=1,2,...)
Az r.(x) maradékok az &.(x) jegyek segitségével a kovetkezOképpen fejez-
het6k ki:

(2b)

C'Dﬂ 8n+k(x)
2c ra(x) = n=0,1,...).
( ) ( ) % gni1qns2 - - - Qnix ( )

A masik legismertebb eljards a Ildnctortkifejtés. Minden x valos szam egyér-
telmiien eld6allithato

(3a) X == &(x) + 1

1
gz(x) 4.
alakban, ahol az &.(x) ,jegyeket* és az r.(x) ,maradékokat“ a kovetkezd
algoritmus szolgaitatja :

&(x) +

H)=[x], .r(x)=—(x),
£u(X) == [E:]Tﬁ] , ra(x)= (rw,,:](x—)) (n=1,2,...).

Az r.(x) maradékok az &.(x) jegyek segitségével a kovetkezdképpen fejez-
het6k ki :

(3¢) ra(X) =

(3b)

1

1

Erra(X) I -

Egyéb, kevésbé ismert eljarasok az 1. és 2. faju Engel-féle kifejtések, az un.
Liiroth-féle kifejtések, az Engel- és Liiroth-féle kifejtéseket altalanositd Perron-
féle algoritmus, tovabba az tun. Cantor-féle szorzatelddllitdsok (lasd {[2]).
TieTzE [3] vizsgédlta a felig-szabdlyos Idnctirtkifejtéseket, STRATEMEYER [4]
a vdltakozo eldjelii Engel-féle sorokat és Cantor-szorzatokat. Talalkozunk az
irodalomban masfajta, gyokvondsokat tartalmazo eljarasokkal is (lasd pl. [5)).
lgen figyelemremélto ilyen eljards BoLyal FARKAS algoritmusa* ([6], [7]), amely,

Entl (x) +

4 Az Bovval Farkas ,algoritmusa“ elnevezését Farkas Gyuira vezette be (lasd [7]).
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bar eredetileg csak trinom egyenletek gyokeinek elballitasara szolgélt, tetszo-
leges valos szamok eldallitasdra hasznalhato algoritmussd bovithetd ki a
kdvetkezOkeppen :

Legyen m >1 egész szam, akkor tetszOleges x valos szam elddllithato az.

m

"

(42) X =&(x)—1+ l/ e,(x)+ng(x)+Vss(x)+-~

alakban, ahol &(x) egész szam, &#.(x) a 0,1,...,2"—2 értékeket veheti fel
€s az s.(x) ,jegyeket“ és az r.(x) ,maradékokat* a kovetkez§ algoritmus.
szolgéltatja :
(4b) &(x) == [x], ro(x) = (x),

&)= [T+ 1 1)) =1}, r(X)= (1 +rea(x))"—1) (n=1,2,...).
Az r.(x) ,maradékok“ az &,(x) ,jegyek” segitségével a kovetkez6képpen fejez-
heték ki:

"

(4c) ra(x)=—1+4 l/ Eap1 (X) meg )+ Vsn+3 (xX)+---.

A felsorolt algoritmusok altalanositdsaval, ill. az ezeket felolel6 altalanos.
elmélet kidolgozasaval B. H. BissINGER [8] és J. EVERETT [9] foglalkoztak®.
BISSINGER a lanctortek kovetkez$ altalanositasat vizsgélta: Legyen x tetszd-

leges valos szam é€s :
52 & () — [x], )= (),
b1 () =9 (@], Tn () =@ @)  (1=0,1,..),
ahol a ¢(y) fiiggvény a kovetkezd feltételeknek tesz eleget’:
¢(y) monoton csokkend és folytonos a O<y=1 intervallumban,
¢(1) =1, lim ¢ (y) =+ =,

‘ P)—9() |

ha O<py <y =1,
¥i— B

tovabba

1——")@;)_;’)(%))261‘»1, ha 0<pyi<p.<¢(-f(2),
3TN |

ahol y—f(x) az x=¢(y) fiiggvény inverze.
5 EvererT tobbek kozott Borvar Farkas algoritmusanak fentemlitett altalanositasaval

is foglalkozik.
¢ Bissinger feltételeit tole kissé eltéré modon fogalmazzuk meg a késoébbiekkel valo

1
konnyebb dsszehasonlithatosag kedvéért. Ha ¢ (y) = —, Bissincer algoritmusa specidlis esete~
y .

ként a lanctortalgoritmust nyerjiik.

1*
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Bebizonyitotta, hogy e feltevések mellett x eldaflithato az
(5b) X = &(X) +1 (&) +f(2(x) + - --)
végtelen , f-lanc“ alakjaban és ugyanakkor
{5¢) r(xX) = f (841 (x) + f (Fna(x)+---) (n=0,1,...).
A Bissinger-féle elddilitdsban az #,(x) jegyek az 1,2, ... értékeket vehetik fel;
akarhogy adunk is meg egy #,&, ... természetes szamokbdl &ll6 végtelen,
szamsorozatot, létezik egy és csak egy x valos szdm a (0, 1) intervallumban,
amelyre &,(x) =g, (n=1,2,...). Akdrhogy adunk meg egy természetes sza-
mokbdl allo véges &, ¢, ..., &y sorozatot, létezik egy és csak egy x valds
szam a (0, 1) intervallumban, amelyre &,(x) ==&, (n==1,2,..., N) és rx(x) =0.
EVERETT a g-adikus tortek hasonlé modon vald altaldnositasaval foglal-
kozott. Legyen ¢(y) a 0=y =1 intervallumban definidlt monoton ndvekvs
és folytonos fiiggvény, amelyre’ ¢(0)= 0, ¢(1)=:p, ahol p =2 egész szam
&5 ([‘(y_w)—fﬁ(yl)
y~z_y1
és definialjuk az #,(x) jegyeket és az r,(x) maradékokat a kovetkezoképpen:

&)(X) = [X], I'(.(X) = (X),

>1, ha 0=y <y, =1. Legyen x tetszéleges valos szam

(6a)

&nes (X) = [ (ru(X))], rea(x) = (@(r.(x)))  (n=0,1,...).
Akkor x el6allithatd
(6b) x = &(x) + f (& (x) -+ fex) +----)

végtelen f-lanc alakjaban, ahol y-=—=f(x) az x=¢(y) fiiggvény inverze.
Ugyanakkor

(6¢) ra(X) = f(&ae1(x) + f (8102 (X) + - --).
Az Evereft-féle algoritmusokndl az ¢.(x) jegyek a O, 1,..., p—1 értéket
vehetik fel és barmely olyan ¢,s, ... végtelen szamsorozathoz, amelyben

& a0,1,..., p—1 szamok egyikével egyenld (n=1,2,...) és az &, sorozat-
ban végtelen sok (p —1)-t6l kiilonbozé szam fordul el6, egy és csak egy
olyan x (0 =x<1) valds szam ftartozik, amelyre &,(x)=¢, (n=1,2,...),
tovabba barmely a 0, 1,..., p—1 szdmokbol képzett véges &, &,, ..., v szdm-
sorozathoz megadhatd egy és csak egy olyan x szam (0 = x < 1), amelyre
g(x) =8 (k=1,2,...,N) és ry(x)==0F

“ Everert feltételeit tdle eltéré formaban fogalmazzuk meg, a késdbbiekkel valé

konnyebb Osszehasonlithatésag kedvéért. Everert a <ﬁy_g);—_<p(}ﬁ)/ -1 feltéte! helyett vala-

Ya—W
mivel enyhébb, de bonyolultabb feltételnek eleget tevd ¢ fiigvényekke! is foglalkozott.
® Az Evererr-féle algoritmusosztaly tartalmazza a g¢-adikus {orteket (¢(y)= gy)
tovabbd a Bovvar Farkas-féle algoritmust is (p(y) (1 -Fy»)"—1).
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A 3.8§.-ban BisSINGER €s EVERETT algoritmusait tartalmazé altalanos
algoritmusosztalyt vezetiink be. Ellentétben BISSINGER é€s EVERETT targyalas-
modjaval, a monoton novekvo és csokkend ¢ fiiggvényekhez tartozé algorit-
musokat egységesen targyaljuk. Az altalunk targyalt algoritmus-tipus monoton
novekvd ¢ (y) esetében annyiban altalanosabb az Everefi-félénél, hogy nem
kotjik ki, hogy ¢(1) egész szam; nalunk ¢ (1) lehet tetszleges egynél
nagyobb valos szam, illetve lim ¢ (y) lehet 4 ~ is. A monoton csokkend ¢

y-»1
esetében az altalunk targyalt algoritmus-tipus annyiban altalanosabb, mint a
Bissinger-féle, hogy nem kotjik ki, hogy lim ¢(y)= - =<, hanem megen-
y—>0

gedjiik, hogy ¢ (0) véges legyen. Ennek kovetkeztében targyalunk olyan (a
BISSINGER és EVERETT altal targyaltaktol 1ényegesen kiilonbozd) algoritmuso-
kat, ahol az ¢, jegyek értékei nem irhatok el6 egymastol fiiggetleniil (meg-
engedett értékkészletiikon beliil sem). Ezen Iényeges altalanositas mellett az
egyszeriiség kedveért bizonyos szempontbol erdsebb megszoritasokat alkal-
mazunk, mint BISSINGER €s EVERETT, amennyiben feltessziik, hogy ¢’ () léte-
zik (egy legfeljebb megszamlalhato, a (0, 1) intervallum belsejében nem tor-
16d6 pontsorozat pontjaitol eltekintve) és (szakaszonként) folytonos. Ez a meg-
szoritds elejthetd volna, azonban a 4. §-ban szereplo tételben uigyis még erd-
sebb megszoritasokra van sziikség iink.

A 2, §-ban a klasszikus algoritmusokra vonatkozd 1smert statisztikus.
tételeket soroljuk fel. Dolgozatunk f6 célja e statisztikus tételek (BOREL,
RAikOv a g-adikus tortekre, KuzmiN, LEVY, HINCSIN és RYLL-NARDZEWSKI a
lanctortekre vonatkozo tételei) az altalunk targyalt altalanos algoritmus osz-
taly algoritmusaira valo kiterjesztése. E tételt a 4. §-ban fogalmazzuk meg.
Eredményeink az emlitett, a klasszikus algoritmusokra vonatkozo tételeket
specialis esetként tartalmazzak. Az 5.§ egy konkrét, a klasszikus algorit-
musoktol kiilonbozd algoritmus-tipussal, az un. g-adikus kifejtésekkel fog-
lalkozik (¢ nem egész szam).

A 6.§-ban az invaridns mérték létezésére vonatkozolag tesziink néhany
megjegyzést. A 3., ill. 4. §-ban kimondott tételek bizonyitdsat a 7—9. §§-ok
tartalmazzak. A 10. §-ban néhany példan konkretizaljuk az elmondottakat.

2.8§. A klasszikus algoritmusokra vonatkozo statisztikus tételek
és ezek targyalasa az ergod-elmélet alapjan

A két legfontosabb algoritmusra, a g-adikus kifejtésre és a lanctortki-
fejtésre vonatkozdlag igen érdekes statisztikus jellegili tételek ismeretesek.
BOReL [10] kimutatta, hogy majdnem minden x-re az (1b) alatti #(x) (n=-
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=1,2,...) szamsorozatban a 0, 1, ..., g—1 szamok kozul mindegyik :I—sﬁrii-

séggel fordul eld’. E tétel megfeleldje lanctortekre R. O. KuzmiN [11] és P. LEvy
[12], [13], [14] tétele, mely szerint majdnem minden x-re a (3b) alatti &.(x)
(n==1,2,...) szamsorozatban a k szam loéZ log Igfk_:—]g)
eld (k=1,2,...). BORrEL tételét dltaldnositotta Raikov [15], aki kimutatta, hogy
ha g(x) [0, 1]-ben L-integrdlhato és 1 periddust periodikus fiiggvény, akkor
majdnem minden x-re

siiriiséggel fordul

L
n-1

(7a) lim - Zg(q"‘x):jg(t)dt.

> M1 =
0

Mas alakban kifejezve
. 1
R -
(Tv) fim - 3 () =_J g(nat.

0

Lanctortekre A. Ja. HINcSIN([17], [18], [19]) a kovetkezd tétel bizonyitotta be. Ha
0=g()< Ct"*, ahol C>0 és 0 >0, ha £=1, akkor ha &.(x) jeloli az x
szam lanctortkifejtésének n-edik jegyét, majdnem minden x-re fenndll, hogy

{8a) Hm ]—Sg(s-(x)) W " g r(r+2)
n>0 N fror] k é g lOg2 .

HiNcsIN vizsgdlatainak kiinduldpontjat az képezte, hogy R. O. Kuzmin [11]
(lasd még [19]) bebizonyitotta GAUSs egy sejtését, mely szerint, ha F.(y) (0 =
=y =1) jeloli azon x pontok (0 = x < 1) halmazanak mértékét, amelyekre
7a(x) <y, ahol r,(x) jeloli x lanctortkifejtésének n-edik maradékat, akkor

: _. log(1+y)
(Sb) 1ltl—>rnm Fn(y) - log 2 i
HINCSIN  tételét eldszor P. LEvy [12], [13], [14], majd C. RYLL-NARDZEWSKI
([20], [21], lasd tovabba [22]) messzemenden Aaltaldnositottdk. RYLL-NARDZEWSKI
‘bebizonyitotta, hogy ha g(f) tetszéleges L-integralhaté fiiggvény (O, 1)-ben

% Nemrégiben sikeriilt BoreL tételét Cantor-féle sorokra kiterjesztenem ([16]). A leg-
utébbi idoben Erpoés Pilal és Sztsz Péterrel egyiitt az Engel-féle sorokra is talaltunk
hasonlé statisztikus tételeket.
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és r.(x) x lanctortkifejtése n-edik maradéka, akkor majdnem minden x-re

i
LS 1 g@t)dt
) m o 2 g Togz ) Tt -
0

(8c) tartalmazza a (8a) és (8b) tételeket specidlis esetként.

RiESz FRIGYES volt az els6, aki a szébanforgéd problémakodrnek az ergo-
dikus elmélettel valé Osszefiiggésére felhivta a figyelmet (1. [23]) és igy tobbek
kozOtt ramutatott arra, hogy BOREL tételele, s6t, Ralkov tétele is a BIRKHOFF
féle ergodikus tétel specialis esetei. A BIRKHOFF-tétel RiESz FRIGYES altal adott
altalanositdsa, mint ismeretes, a kovetkezOképpen hangzik: Legyen £2 egy
absztrakt tér, & e tér részhalmazaibdlallo o-algebra, p pedig egy B elemeire
definidlt o-véges mérték. Legyen 7 az £2 tér dnmagdra valdé mérhetd leképe-
zése, amelyr6l nem tessziik fel, hogy egy-egyértelml. Ha T mértéktarto,
abban az értelemben, hogy barmely E ¢ $-re, ha T™'E jeloli E teljes ere-
detijét a T leképezésnél, akkor u(T 'E)=-u(E), tovabba ha g(x) integ-
ralhaté az £2 téren, akkor a

n-1

(%) lim 3 g (Thx) = g* ()

L k=0
hatarérték €2 majdnem minden x elemére iétezik. Ha tovabba T felbonthatat-
lan, (mas kifejezéssel: metrikusan ftranzitiv, vagy ergodikus) vagyis, ha E
egy olyan halmaz, amelyre 7 'E = E, akkor u(E)==0, vagy u(E) =0, ahol
E az E halmaz kiegészité halmazat jeloli, akkor g"(x) £2-an majdnem mindeniitt
allandd, mégpedig

(9b) ywimmikmw.

Marmost a g-adikus tortek esetében legyen £2 a [0,1] intervallum, & ezen
intervallum mérhetd halmazainak oOsszessége és u a kozonséges Lebesgue-
mérték, tovabba legyen Tx =(gx) (¢ = 2 egész), akkor a Birkhoff-tétel fenti
alakjanak Osszes feltételei teljesiilnek, és mivel T%x = (g*x)==ri(x), tehat
Raikov tétele azonnal kovetkezik, tekintve, hogy a Tx= (g¢x) transzformacio
felbonthatatlansdga konnyen belathatd K. KNopp egy tétele [24], (vagy H.
STEINHAUS egy tétele [25]) alapjén.” A lanctortek esetében a helyzet valami-
vel bonyolultabb. Ha ugyanis £2, # és u az el6z0 jelentéssel birnak és

1
Tx (?), akkor T nem mértéktartd. RyLL-NARDZEWSKI vette €szre, hogy ez

10 Annak oka, hogy az ergodikus elmélet és a Borei-, ill. Rakov-tételek kapcsolatat
el6zoleg nem vették észre, valosziniileg az, hogy Riesz el6tt az ergodikus elmélet csupan
egy-egyértelmit 7 transzformaciokkal foglalkozott.
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a nehézség athidalhato, ugy hogy a [0,1] intervallumon bevezetjiik a
1 ofdx
“log2 ) 14x

E

r(E)=

1
ij mértéket, ugyanis erre a mértékre nézve a Tx:~ (*{) transzformécio mar

1
mértéktartd. llyenmaddon, figyelembevéve, hogy a 7Tx — (x) transzformacio
felbonthatatlan (lasd [22] és [24]) kovetkezik (8¢).”

3. §. Egy altalanos algoritmus-osztaly

Kozvetlen célunk egy a valos szamok eldallitasara szolgalo olyan alta-
lanos algoritmus-osztaly vizsgdlata, amelybe tartozé algoritmusokra hasonlo sta-
tisztikus tételek érvényesek, mint a g-adikus tortekre, ill. a lanctortekre és egy
olyan daltalanos tétel bebizonyitasa, amely az emlitett BOREL—RAIKOV, illetve
KUzMIN—HINCSIN—LEVY—RYLL-NARDZEWSKI-tételeket specidlis esetként tartal-
mazza. E célbdl csak olyan algoritmusokkal foglalkozunk, amelyeket egy T
transzformacio iteralt alkalmazasa szdrmaztat, hasonloképpen, ahogy Tx = (gx)

I
a g-adikus eléallitast és Tx - (l) a lanctorteldallitast szarmaztatja. Az ilyen

algoritmusokat homogennek nevezziik, ellentétben azokkal, amelyeknél minden
1épésnél mas-mas 7). transzformaciot alkalmazunk, mint pl. a Cantor-soroknal; az
ilyen algoritmusokat inhomogénnek nevezziik ; ezekre egy mas alkalommal még
vissza kivanok térni. Meg szeretnénk tovabba tartani az emlitett klasszikus
eloallitasoknak azt a sajatsagat, hogy minden valds szamhoz egész szamok
(jegyek) egy végtelen sorozatat rendelik hozza. Nem kotjiik ki azonban azt,
ami a g-adikus kifejtésnél és a lanctortalgoritmusnal teljesiil, hogy a kozelitd
értékek mindig raciondlis szamok legyenek. E feltétel mar a BoLval FARkAs-
féle algoritmusnal sem teljesiil, amely egyébként az aitalunk targyalt osztalyba
tartozik, és amelyet a Tx = ((1-+x)" —1) transzformacio szarmaztat.”

E kovetelményeknek megfelel a kovetkezé &ltalanos algoritmustipus,
amely tartalmazza BISSINGER €s EVERETT algoritmusait is. Legyen ¢(y) egy

1S, Hartvan  ([22)) ramutatott arra, hogy (8c) akkor is igaz, ha g(x)==0 és
1
C o(x
0
12 Azt, hogy a kozelitd értékek racionalisak legyenek, mar csak azért sem indokolt
nélkiilozhetetlen feltételnek tekinteni, hiszen a kozelitd értékeket mindig potolhatjuk (és
numerikus szamolas esetén tgyvis mindig potoljuk) egy kozel esd racionalis szammal.
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a 0 <y 1 intervallumban értelmezett nemnegativ fiiggvény és definialjuk az
£.(x) egész értékii fiiggvényeket és az r,(x) valos értékii fiiggvényeket
(—><x<+=~; n=0,1,...) a kovetkezd algoritmussal

(10) &fx) =[x}, ro(x¥) = (),
& (X) = [¢ (D)), 11 (x) = (¢ (1. (X)) (n-=0,1,...).
Nyilvanvalo, hogy ha ¢(x)=¢x (¢:-~2, 3, ...), akkor a g-adikus torte-

ket, ha ¢(x)— 7](’ a lanctorteket kapjuk specialis esetként. Az &,(x) sza-

mot nevezzitk x n-edik jegyének, r.(x)-et pedig x n-edik maradékéanak.
Mivel a fenti algoritmust a 7x=-(g(x)) transzformacio szarmaztatja ezt az
az algoritmust roviden a Tx=-(¢(x)) transzformdciohoz tartoz¢ algoritmusnak
fogjuk nevezni. Kérdés marmost, hogy milyen feltevéseket kell tenniink ¢-re
nézve, hogy az ¢,(x) (n =0,1, ...) szdmsorozat az x szamot egyértelmiien meg-
hatarozza.

Be fogjuk bizonyitani, (7. §. 1. TETEL), hogy ha ¢(y) eleget tesz a ko-
vetkezd A) feltételnek, tovabba vagy a B) vagy a B’) feltételnek, akkor az
&.(x) szamsorozat meghatarozza az x szamot.”

A) ¢’(y) folytonos és monoton novekvdé a O <y < 1 nyilt intervallum-
ban™,

tovabba, vagy

B) ¢(0)=0 ¢és ¢ (0)=14i,>1,
Vagy
B) g(DN=1 és ¢ (1)=—4 =—1.

Vegyiik észre, hogy A)-bdl és B)-bol kovetkezik, hogy ¢(y) monoton ndvekvo,
A)-b6l és B’)-bol, hogy ¢(y) monoton csokken6é (0,1)-ben.” (A B) esetben
¢(1) lehet + = is, a B’) esetben ¢(0) lehet 4 =.)

Az A) és B), vagy A) és B’) feltételek teljesiilése esetén x a kovetkezd-
képpen éllithato eld. Jelolje y — f(x) az x = ¢(y) fiiggvény inverzét, amely a
B) esetben a (0, ¢ (1)), a B) esethen az (1, ¢(0)) (nyilt) intervallumban egy-

13 Mint mar emlitettiik, az A) és B), ill. B’) feltételek enyhithetdk volnanak.

1 Elegendd volna feltenni, hogy ¢'(y) egy legfeljebb megszamlalhatd, (0,1) belseje-
ben nem torlodo pontsorozat pontjaitol eltekintve differencialhatd és ¢’(y) szakaszonként
folytonos.

e (x)(n 1,2,..)) a B) esetben o(1)-nél kisebb nemnegativ egész szam (vagyis
€,(x), ha (1) egész szam, a 0,1, ..., p(1)— I értékeket, ha ¢(1) nem egész, a0,1,..., [p(1)]
értékeket veheti fel, mig ha ¢(1) <4 ~, barmely nemnegativ egész értéket felvehet). A B’)
esetben ¢, (x) (n 1,2,...) a ¢(0)-ndl kisebb pozitiv egész szam (tehat ha ¢(0) egész,
£,(x) lehetseéges értékei 1,2, ..., ¢(0)—1, mig ha ¢(0) nem egész, ¢, (x) lehetséges értékei
L2, ..., le); ha 9(0) -, ¢ (x) barmely pozitiv egész szamot felvehet.)
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¢értelmiien definialt folytonos, monoton és folytonosan differencialhaté fiigg-
vény. Terjessziik ki f(x) definici6jat a kovetkezdképpen: A B) esetben, ha
@(1) < + oo, legyen f(x) = 41, ha x> ¢(1). A B’) esetben, ha ¢ (0)< + oo,
legyen f(x) =0, ha x> ¢ (0). Definidljuk a K.,(2, 2, ..., 2») fiiggvényeket a
kovetkezOképpen: Legyen

Ky(20) = 2,
Ka(zo5 215 -y 20) = Ku-1(20, 21 v, Znegy 21+ (20))-

Akkor nyilvan'

(11a)

Kl(z()) 21) == 2y +f(21),
(llb) Kz(zo: 21, 22) :Zo+f(zl +f(ze)),
Ki(2y, 21, 20, 25) = 20+ [z, + f(2o -+ f(25)),

s.i. t.
Legyen most

(11¢) k() = Kn(£0(X), &(X), - ., &n(X)) (n=0,1,..)
és nevezziik k,(x)-et az x szadm n-edik kozelito értékének. Akkor tehat

k, (x) = so(x),
ki(x) = &(x) + 1 (&:(x)),
(11d) k.:' (%) = 2(x) + f(&:(x) + f(e:(x))),

ki (x) = &y(x) + (&, () + f&2(x) + -+ f(8n(X))- - ).
Konnyen beldthatd, hogy
(1te) s(k(x))=@e(x), ha k=0,1,..., 1,
(kivéve azt az esetet, amikor f(x) monoton csokkend, és &(x) =1, amikor
(11e) csak k& = n—2-re érvényes, €s &, 1(kn(X)) = &,-1(x)+1).
Be fogjuk bizonyitani, hogy minden valds x-re
{12) lim &, (x)=x,

n-»w

vagyis x mindig el6allithatd az
(13)  x=a()+fe )+ fleal)+ - +f(En) + e () +--))-)

alakban, tehat egy veégfelen f-ldnc alakjaban. (Megszamlalhat6 sok x-re r,(x)
n valamely értékére (0)-val lesz egyenld; ez esetben a (13) eloallitast , véges“-
nek nevezziik.).

16 f(x) a fentiek értelmében a B) esetben a 0=x < -} oo, a B’) esetben az
1 = x < +~occ intervallumban van értelmezve és igya K, (29, ..., 2,) fliggvény a —oc < 2,< o0,
tovabba a B) esetben0 =z, <+4oc (/- 1,2,..., n),aB)esetbenl =z, <400 (/ - 1,2,...,n)
értékre van definialva.
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Nyilvanvald, hogy a tdrgyalt algoritmus-osztdly tartalmazza a g¢-adikus
algoritmuson (¢(y) = qy) és a lanctortalgoritmuson (rp(y)'= %) kiviil a

Bolyai Farkas-féle algoritmust is ¢(y) = (14+))" —1. Az els6 és harmadik
esetben ¢(y)-ra az A) és B), a masodik esetben az A) és B’) feltétel telje-
siil. Algoritmus-osztalyunk tartalmazza tovdbba a BISSINGER- és EVERETT-féle
algoritmusok jorészét is.

Megemlitiink egy igen egyszerii algoritmust, amely a targyalt osztalyba

tartozik, de amellyel eddig nem foglalkoztak. Legyen ¢(y)—- %, ahol

0 < e <1 tetszbleges, akkor barmely x valés szam eldallithato az

(14a) X == 8y(X) F @& (X) + e (x) + - - @ sn(x) - -
alakban, ahol #(x) egész szam és #,(x) a 0,1, ..., [—(IZ—J szdmok valamelyike
(n==1,2,...). Bevezetve a g== —li— jelolést, az eldallitast az

&(xX) = [x], ry(x) =(x),
ens1 (X) = [Bra (O] rar(x) = (@ra(x))  (1=0,1,..)

algoritmus szolgaltatja. Ha = g = 2 egész szam, akkor (14a) x g-adikus
eldéllitdsat adja, ha azonban g nem egész, akkor egy ujfajta algoritmust nye-
riink, amelyet $-adikus algoritmusnak neveziink.”

Nevezziik az olyan &, &, ..., & véges szamsorozatokat, amelyekhez van
olyan x valés szam (0 = x < 1), hogy

£ (X) == & (k=1,2,...,n),

(14b)

ahol az &(x)-eket a (10) altal definidlt, a 7Ty == (¢(y)) transformaciéhoz tartozo
algoritmus definialja, a ¢(y)-hoz tartoz6 algoritmusra nézve kanonikus szam-
sorozatoknak.

Megjegyzend6, hogy altalaban nem minden, az & (x)-ekre megengedett
értékekbdl alkotoit szamsorozat lesz kanonikus. A g¢-adikus és a lanctort-
algoritmus, tovdbba a BISSINGER és EVERETT altal targyalt algoritmusok
kivételesek e tekintetben. A g-adikus algoritmus (¢ = 2 egész) esetében minden
&,&,...,& sorozat kanonikus, ha ¢ egész és 0 =& = g— 1 (k== 1,2,..., n);

I Megjegyzendd, hogy ebben az esetben i-nél nagyobb x szamok esetében lehetne
a 3-adikus eldallitast a kdvetkezoképpen is definialni:
(14¢) x--a e 4 a’”lei(’,_lr{w e £<1a’[ +egt e e A-ae, A

1
8= -— -~ 10 esetében (14c) x a tizesalapu szamrendszerben valo elballitasat adja.
o .




276 RENYI A,

lanctortek esetében &, ¢, . . ., &, kanonikus, ha &, ¢, .. ., & természetes szamok.™
Mis algoritmusok esetében bonyoliitabb a helyzet: pl. a g-adikus algoritmus

esetében, ahol ]7 == = —1—5;] -, &, &, ..., &, akkor és csak akkor kanonikus,

ha & csak a O vagy 1 értéket veszi fel, és ha &= 1, akkor &4,-=0; tehat ez
esetben erfs fiiggés all fenn egy kanonikus sorozatban az &; szamok kozott.

4. §. Statisztikus tételek altalanos algoritmusokra

A 3. §-ban bevezetett altalanos algoritmusra, a g-adikus és a lanctort-
algoritmusra ismertekhez hasonlo statisztikai tételt azon feltétel mellett fogunk
bebizonyitani, ha ¢(y) az A) és B), ill. A) és B’) feltételek mellett rendelkezik
a kovetkez6 tulajdonsaggal is:

C) Barmely n = 1-re és barmely x-re (0 == x < 1), bevezetve a

(15) H.(x, t) K K,,(O (), . . -, &u(X), &(x) -+ 1)
jelolést
V\ax H.,(x,t)
1l<i
(16) 'th Ho(x, 1) = =0
N=t.

ahol C nem fiigg sem n-16l, sem x-t6l. Ezen kiviil feltesszitk, hogy ha a B)
feltevés teljesiil, akkor ¢(1) egész szam vagy ¢(1)=- -- ~, ha pedig a B’
feltevés teljesiil, akkor ¢(0) egész szam vagy ¢(0) = ~. Ez a feltétel biz-
tositja, hogy barmely nemnegativ egész szamokbdl képezett &, &,, ..., & soro-
zat kanonikus, hacsak a B) esetben O =&, < ¢ (1) ill. a B’) esetben 1=g.< ¢(0)
(k==1,2,...,n). Ez esetben igaz a kovetkezo tétel: bdrmely g(x) a [0, 1]
infervallumban [L-integrdlhato fiiggvenyre és majdnem minden x-re létezik a

n-1

(17a) lim ,]1 ;g(n (x))=-M(g)

hatdrérték, ahol M(g) csak a g(x) fiiggvénytol fiiggo véges dllando. Lélezik
tovdbbd olyan v(E) mérték az I - (0,1) mferva[[umon amelyre v(I)-= 1 és

amelyre nézve Ty = (¢ (y)), mértéktarto, tovabbd ,?, W(EY=1r(E)=Cu(E), ahol

18 Ha racionalis szam lanctortkifejtését vizsgaljuk, akkor n valamely ertékére r, (x)= 0

lesz. Ez esetben a kovetkezd konvencié segit. Legyen li"—«}—:&c,l—*— oa]=~ o0, (+x) 0,

0
vagyis tekintsiikk -{~-oco-t természetes szamnak és lehetséges jegynek. Ez esetben tehat az
£1,8,...,&, szamsorozat akkor kanonikus, ha &, &, ..., ¢, vagy mind (véges) természetes
szamok és &, >1, vagy ha & = -+ ~, akkor g ,==...:=¢, =+ x tovabba ez esetben

& 1oL
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w(E) a Lebesgue-meérték és C a (16)-ban szerepld dllando. A v mérték segit-
ségével M(g) az

3

(17b) M(2) == | g(x) dr

alakban fejezhetd ki.

Ezt a tételt olymdédon bizonyitjuk be, hogy kimutatjuk, hogy a C) fel-
tevés mellett a (0,1) intervallum barmely E mérhetd részhalmazdra

(18a) %y(E)gy(T‘kE)i Cu(E) (k—1,2,..),

ahol T" a T transzformacio k-adik hatvanyat jeloli és u a Lebesgue-féle
mérték. llyenmodon ez esetben a fortiori

1 n-1

(18b) 7{2,47"“5) = Cu(E) (n-1,2,..),
k-0

és igy alkalmazhaté DUNFORD és MILLER nevezetes tétele ({26], [27]), amely

szerint (18b)-bol kovetkezik, hogy a

n-1

(i9) lim 2 X g(Th) = ()

hatarérték barmely g(x) integralhato fiiggvényre majdnem minden x-re létezik.
Be fogjuk bizonyitani, hogy feltevéseinkb6l az is kovetkezik, hogy 7Tx == (¢(x))
felbonthatatlan. Mivel, ha Tx == (@(x)) ~ r,(x), akkor T*x =r(x) (k- 2,3,..)),
tehat (19)-bél kovetkezik, hogy a (17a) baloldalan alid hatarérték majdnem
minden x-re létezik. Tx felbonthatatlansagabol jolismert modon kovetkezik,
hogy g*(x) (majdnem mindeniitt) atlando.

Nyilvanvald, hogy a C) feltevés teljesiil, ha ¢(x) = @x, ahol p’_—_%>l

egész szam; ez esetben ugyanis H,(x,t)=¢". Tehat, ha —({—:p’? 2 egész,

tételiink specialis eseteként nyerjilk Raikov (ill. BOREL) tételeit. Ha 8 nem
egész, tételiink feltételei nem teljesiilnek (ui. ¢(1) nem egész) azoban be lehet
bizonyitani, hogy a tétel allitisa ez esetben is igaz. E kérdésre masutt kiva-
nunk visszatérni, azonban a kovetkezd §-ban részletesen targyalunk egy esetet,

V5—1

az ¢ = ——— .
Z¢ 5 esetet
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5.8§. A p-adikus algoritmusrél

Vizsgaljuk meg kozelebbrdl a g-adikus algoritmust abban az eset-

ben, ha —:57:(;: VS;I Az ¢« = ng_l szamrol a kovetkezOkben min-
dig azt fogjuk felhasznalni, hogy az « 4 «*== 1 egyenletnek tesz eleget. Mivel
[8] =1, ez esetben &, (x) (n=1,2,...) csak a O és 1 értékeket veheti fel.
Bebizonyitjuk, hogy ez esetben az &,(x) szdmsorozatban majdnem minden
x-re az 1 szam siiriisége (),zSTOVE) -~ 0276393... és igy O siriisége

J, = STOVS == (,723607." Ebben az esetben explicit alakban megadhato a

Tx transzformaciora invarians meérték :

V(E):J.g(x)dx,

ahol
3/5+5 /5—1
(20) ( ) T , ha 0<x<-»2——,
o(x)= . _
5—;][5, ha v—52-_—1<x<1.

Megijegyzend6, hogy a targyalt esetben az &.(x) (n=:1,2,...) fiiggvé-
nyek, mint a [0, 1] intervallumban a Lebesgue-mérték segitségével képezett
valoszinliségi mez6n definialt valdsziniiségi valtozok, Markov-féle ldncot alkot-
« a* . ,
i OJ’ vagyis ha az x sza-
mot a (0, 1) intervallumban taldlomra (egyenletes eloszlassal) valasztjuk és
£.(x) —1, akkor bizonyosan &.1(x) ==0, mig ha &.(x) =0, akkor &,.1(x) a 0 és
1 értékeket «, ill. « feltételes valdsziniiséggel veszi fel, fiiggetieniil attdl,
hogy mik voltak &(x), ..., &-1(x) értékei. A d, és J;, szamok ennek a Markov-
lancnak a stacionér allapotdhoz tartozo valoszinfiségek és igy a

nak, amelynek atmenet-valosziniiségeinek matrixa (

0y = Oyt -+ 0,
@) J, ==
egyenletrendszernek tesznek eleget, amit konnyen verifikalhatunk, figyelembe-
véve, hogy ¢,= —— és 0= R
/5 «)/5

Allitasunk a kovetkezoképpen lathaté be: osszuk fel a (0,1) intervallu-
mot a (0, «) és («, 1) részintervallumokra, legyenek ezek [, és I,. Osszuk fel

19 Ezf mas uton Erpds PAL és Szusz Peter is bebizonyitottak.
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az I intervallumot a (0, ¢*) és (¢, «) részintervallumokra, legyenek ezek /,
és I» és legyen [, =1,. Legyen

Iy =0, &), Ip=(c &), In= (%, @), Iyy= (¢, ¢ + &), Iy =(a+a’, 1).

Ha mar Iy, fee, ..., Ly, definidlva vannak, akkor, mint teljes. indukcioval be-
lathato, az /.. intervallumok mindegyike vagy e, vagy «"*!' hosszusagu.
Az [, intervallumokat ugy kapjuk, hogy az «" hossziisdgu /.. intervallu-
mokat felbontjuk egy «"*! és egy «"** hossziisagt részintervallumra, az ¢!
hosszlisaguiakat valtozatlanul hagyjuk. Az F, szam (az n-edrendii intervallu-
mok szdma) nyilvanvaloan a 2, 3,5,8, ... Fibonacci-féle szamsorozat n-edik
tagja. Marmost #.(x)=0, ha x egy «" hossziisdgn n-edrendil intervallumba
esik és &,(x) =1, ha x egy «*' hosszisagu n-edrendii intervallumba esik.
Ebbdl azonban leolvashatd, hogy ha &.(x) értéke adott, e feltétel mellett az
&un(X) valtozdk (k==1, 2, ...) sztochasztikusan fiiggetlenek az &(x), ..., &.-1(x)
valtozoktol. A mondottakbol egyszerii kozvetlen bizonyitast nyeriink arra, hogy

(22) lim p(e(x) = 0) = 5ji és lim p(e.(x)==1)= >— V‘

ahol u(s.(x)=1i) az &(x)=1i feltételnek eleget tevd x (0§x<1) szamok
halmazanak Lebesgue mértékét jeloli (i-—0,1). Ugyanis az n-edrendil, «*
hosszisagu intervallumok szama nyilvan F,,_, az ¢"*! hossziisagtiaké F,_» és igy

(23) p(Ea(x) = 0) = F 1", (e, (x)==1)==F,2e",
ahol
V5 W R aVE 1 YEW
24) Fn_‘5+3 5( 5+1J+5 18L5(1 V5) (n-1.2,..)

(23)-bol és (24)-bdl (22) konnyen kovetkezik.

llyenmodon az a tény, hogy a O, ill. 1 jegy siirlisége majdnem minden
x szam kifejtésében d,, ill. d,, a nagy szamok er0s torvényét jelenti Markov-
lancokra (lasd (23]). Markov-lancokrdl 1évén szd, ez esetben a centralis hatar-
eloszlastétel is érvényes, vagyis G.(y)-nal jelolve azon x szdmok (0=x <1)
halmazanak mértékét, amelyekre

s+ &)+ - +e(x)—nd,
(25) TEYs

1
<y, ahol D== 5/5

azt kapjuk, hogy
Yoo
(25b) lim G.(y) = -— |e 2 dt
n»>0 /

(lasd [29], 583. o. 19. feladat). Hasonloan targyalhat() a p-adikus algoritmus

$zamos mas egyszerii algebrai egyenletnek eleget tevd « = — szam esetében is.

g
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Tetszbleges ¢-ra (0 < e < 1) igaz, hogy ha g(x) L-integralhato [0, 1]-
ben, akkor

n-1

(26) im 1 S g09) = Mulo)

majdnem minde x-re létezik és M.(g) nem fiigg x-t6l. Ennek bizonyitasdval
azonban itt nem foglalkozunk.

Ha

(1, = =2 egész szam, akkor (26) RAIKOV mdr emlitett tételére®
. F5—1
redukalédik. Ha ¢ =-—~—, akkor

Do

26b)  Ma(g)— gfolj ( (1 J‘g(x)a'x‘) »,L *17_0@ ‘TEZ ."g(x)dx) .

[}

20 Meg kell jegyezniink ezzel kapcsolatban. hogy Raikov tételének ismeretes egy masik
— analitikus szempontbdl kézenfekvobb — altalanositasa is. Azt, hogy a 3"x (n- 1,2,...)
szamsorozat (3 > 1) majdnem minden x-re mindeniitt siirii mod I, a (0, 1) intervallumban,
még P. Fatou, azt, hogy e sorozat majdnem minden x-re mod 1, egyenletes eloszlasu,
Harpy és Lirtiewoop és WEevyL mutattdk meg. Ebbol kovetkezik, hogy
1

1 u—jl ' .
(27a) lim — > g((3" x) - J g(x)dx,
n>o N L—:’()
W]

ha g(x) Riemann-integralhaté fiiggvény. M. Kac., R. Saiem és A. Zvomunp kimutattak [30],
hogy (27a) akkor is igaz, ha g(x) az L2-osztalyba tartozik és 1 periodusu, hacsak g(x)
Fourier-soranak egyiitthatdira teljesiil a

(28a) D@+ b - 0(

hk=n

1
oz n;‘) ha n->~

feltétel, ahiol ¢ > 0. Ernds PiL [32] élesitette ezt a tételt, amennyiben kimutatta, hogy ele-
gendd feltenni (28a) helyett, hogv

a; 9 9. [ l
(28b) N (a? - b)) - 0(7_,), ha n -,
= (loglog n)***

ahol ¢ > 0 (lasd még l. F. Koksma [31] munkajat is). Az aitalunk targyalt esetben nincs
sziikség g(x) Fourier-egyiitthatéira vonatkozé megszoritisra, s6t még arra sem, hogy
g(x)€ L? legyen. Bebizonyithatd, hogy

1 , ,
(27b) lm;;[g((X))fg((ﬂX)) 4+ 2@ C (B3I Ma(g),

n-»
minden g(x) L-integralhaté fiiggvényre majdnem minden x-re fennall, azonban Mea(g) altala-

1

. 1
ban nem azonos 'g(x)dx—szel. Ha — = =2 pozitiv egész szam, akkor a (27a) és (27b)
. o
0
baloldalan all6 Osszegek azonosak és mindkét allitas Rakov tételére redukalodik.
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6.8. Az invarians mérték létezésérol

KézenfekvOen felmeriil a kérdés, hogy az Aaltalunk targyalt Tx=— (¢(x))
transzformaciokhoz megadhato-e olyan » mérték a [0,1] intervallum mérhetd
halmazain, amely ekvivalens u-vel, a Lebesgue-mértékkel (vagyis, w(E)=0,
akkor és csak akkor, ha »(E) =:0) és amely 7-re invarians. Az invaridns mérték
|étezésének kérdése egyike a mértékeimélet alapvetd problémainak (lasd pl.
[33]). A kolcsonosen egyértelmil 7T-transzformaciok esetére vonatkozolag Y. N.
DowkeRr [34], [35], [36], [37], az é&ltalanos esetre vonatkozolag COTLAR és
RicABARRA [38] és CALDERON [39] értek el figyelemreméltd eredményeket.

A mi esetiinkben, ha a C) feltétel teljesiil, tételtinkb6! korollariumként
adddik az invaridns mérték exisztencidja. Legyen ugyanis E(x) az E mérhet6
halmaz karakterisztikus fiiggvénye, vagyis

E v1, ha x¢E,
=10, ha x¢E

Ez esetben

1 .
X n-1

A n-1
[l S EC@]dx— 4 3 w(E)
J AN k=0 n i
0
és mivel 0= E(x) =1, LEBESGUE tételébdl és 2. TETELiinkb6l kovetkezik,
hogy ha

1 n-1

ru(E) =~ 2 (T E),

k=0
akkor

lim r,(E) = »(E)

minden E mérhetd halmazra létezik. Mivel »,(E) n minden értékére mérték,
tehat »(E) nyilvan végesen additiv és nemnegativ halmazfiiggvény. A 8. §-ban

be fogjuk bizonyitani, hogy C) feltételbdl kovetkezik, hogy LC‘“ (E)=uw(T"E)=

= Cu(E) és ennélfogva LC‘” (EY=r(E)=Cu(E) és igy »(E) ekvivalens u(E)-
vel. Ebbdl azonban konnyen kovetkezik, hogy »(E) o-additiv, tehat r(E)
is mérték. Ha ugyanis E\, E,,..., E.,... a (0,1) intervallum mérhetd rész-

@
halmazainak diszjunkt sorozata és® E — > E,, akkor » véges additivitasa

n=1

folytan

N-1

r(E)= 3 r(E)+ z(’% Ek) (N-=1,2,...).

2t 3Ey az En (n=-:1,2,...) halmazok egyesitését jeloli.

2 1II. Osztaly Kozleményei VII'3—4
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[eo]

Oé't'(ZEk)§Cy(2Ek)—>O, ha N— oo,
=

k=N
tehat

@©

v(E)y=2v(Ex),

k=1
amit bizonyitani akartunk. Azt, hogy »(E) invaridns T-re nézve, konnyen
belathatjuk, hiszen

Vn(T—lE) _ n;i— 1 Pt (E)_LEIEZ,

tehat elvégezve az n— oo hataratmenetet, nyerjiik, hogy
v(TE)=v(E).

Nyilvanvalé az is, hogy ha [ a teljes (0,1) intervallum, akkor »(/)=1.
Konnyen belathatd, hogy T »-re nézve is felbonthatatlan, ugyanis, ha T'E=E,
akkor vagy u(E)=0, vagy u(E)==0, és mivel » abszolut folytonos u-re
nézve, tehat »(E)==0, vagy v(E)==0. llyenmodon a 2. TETEL allitisa most
utélag mar BIRKHOFF tételb6l is kovetkezik; persze azt, hogy a invarians
mérték létezik, csak a 2. TETEL segitségével lattuk be, vagyis BIRKHOFF
tételébol a 2. TETELt csak akkor tudjuk levezetni, ha el6zlleg mar mds titon
(a Dunford—Miller-tétel segitségével) a 2. TETELt bebizonyitottuk. Mas a
helyzet persze, ha egy konkrét algoritmusra a » invaridns mértéket effektive
meg tudjuk konstrudlni. Ez azonban aitaldban igen nehéz feladat. Pl a
@-adikus algoritmus esetében, ha (e=L

4
eleget, az invaridns mértéket viszonylag egyszeriien megtaldlhatjuk, azonban
tetszOleges «-ra az invarians mérték megtaldldsa nehéznek tiinik.

Még csak azt jegyezziik meg, hogy az emlitett mértékelméleti problémat
meg is lehet forditani. Ahelyett, hogy a T transzformaciobol indulunk ki és
keressiik azt a » mértéket, amely 7-re invaridns, kiindulhatunk egy » mértékbol
és kérdezhetjiik, hogy mely Tx = (¢(x)) transzforméacidra invaridns. E kérdésre
mas alkalommal kivdnunk visszatérni.

egyszeril algebrai egyenletnek tesz
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7.8§. Az eléallithat6sag bizonyitasa

Legyen ¢(y) a 0 <y <1 intervallumban értelmezett nemnegativ fiiggvény.
Tegytik fel tovabba, hogy ¢(y) az alabbi A) és B) vagy A) és B) feltételek
egyikének tesz eleget:

A) ¢’(y) folytonos és monoton névekvé a 0 < y < 1 nyilt intervallumban,
B) p(0)=0 és ¢’ (0)=4,> 1;

B)ge(l)=1és ¢'(1)=—4, =—1.

Nyilvdn az éltaldnossadg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 0 = x < 1.

Legyen r,(x)=x és definidljuk az r.(x) és &.(x) szamsorozatokat a kovet-
kez6képpen :

Funs () =@, 801 () =[p(ru()] (1 =0,1,..).
Jelolje y = f(x) az x = ¢(p) fiiggvény inverzét. A B) esetben, ha M = lim1 @(X)

(M= oo is lehetséges) f(x) a O0=x<M intervallumban van értelmezve,
ott0 = f(x) <1, tovébbé J'(x) nemnegativ, monoton csokkend és folytonos fiigg-

vény és f'(x) = /T < 1. A B’) esetben, ha M= 1im ¢(y) (M =+ oo is lehet-
0 y—>0

séges) f(x) az 1 = x< M intervallumban van értelmezve, ott 0 = f(x) <1,

f (1)— =—1, —1<f(x)<0, ha 1<x<M,f(x) monoton ndvekvd és

folytonos.
Definidljuk a H.(x, ) fiiggvényeket (0 =x<1,0=¢=1) a kovetkezo-
képpen :

(20) Ha(x, 1) — & d LR0,61(2), 01 () 20(3) 1),
ahol K.(z,, 21, ...,2.) (11.a) altal van definidlva, tovabba legyen

ko(x) = K.(0, &(x), . . ., &.(x)).
Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

1. TETEL: Ba’rmély x-re 0=x<1)
lim &, (x) = x.

n->o

BizonyiTAs: Konnyen belathato, hogy
(30) X =K. (0, &1(x), . . ., €u-1(X), &:(X) + ru(x)),
és igy, mivel
(31) ko(x) = K. (0, &1(X), . . ., &a-1(X), &.(X)).

2%
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(29) szerint

ry (7)
(32) x—ko(X)= [ H.(x,t)dt.

o
Marmost
(33) H,(x, 1) = jf_llf’(Kn-j(«?j(x), oo 8 (X) 1))
Vizsgaljuk elészor a B) esetet. Mivel 0 = f'(x) = 71— <1, (33) szerint
(34) O:fHdnt)é(;Jg

0

és igy (32)-bdl
(35) 0§x—m@ﬁ4%)muﬁ4%J,
tehat
(36) lim &, (x) = x.

Vizsgaljuk most a B) esetet. Ha f'(1) = —4, <—1, akkor |f'(x)| = }l <1
1

és igy a bizonyitds ugyaniigy megy mint a B) esetben. Ha 4, =1, akkor vala-
mivel finomabb meggondolasokra van sziikség. Legyen x, az a pont, amelyre
X,+1=¢(x,). Mivel ¢(x) monoton csokkend, x-1 monoton novekvd,
¢(0)>0-+1 és 1=9g(1)< 141, tehat ilyen x, egy és csak egy létezik,
0<x <1, xo, =f(x,-+1), és ha x,<x<1, akkor ¢(x)<x-+1. Marmost
vizsgaljuk a

(37) l‘.f = K“i/' (’FJ'(X): s ey & (X) + T)
szamsorozatot, ahol O <r< 1. Ha j= 2 és f; = x,+ 1, akkor
(38a) If @)l =1f + 1)

Ha azonban ¢ < x,+ 1, akkor
tr =)+ = 1+f(x+ 1) =14x,

és igy

(38b) S G-I =1 (1)

Tehat mindenképpen

(38¢) fEG-0f @ =1f(o+1) =y<L

Mivel (32) szerint

(39a) x—ky(x) =r.(x)H.(x, T), ahol 0 < 7 <r.(x),
tehat (39a), (33) és (38c) szerint.

(30b) k) = 72,

vagyis (36) ez esetben is teljesiil.
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8.§. Az altalanos statisztikai tétel bizonyitasa

E §-ban megtartjuk az el6z6 § definicidit és jeloléseit, igy tobbek
kozott feltessziik, hogy ¢(¥) a 7. §.-ban tett feltevéseknek tesz eleget. Vezes-
siik be tovabba a kovetkezd feltevést:

Max H.(x, )|

=i=t - - Qs
C) W:C (O;;XCI,H 1,2,...),
0=t=1

ahol C sem x-t6l, sem n-t61 nem fiigg. Be fogjuk bizonyitani a kovetkezd
tételt :

2. TETEL: Ha a ¢(y) fiiggvényre teljesiilnek az A) és B) felfevések és
¢ (1) egész szdm vagy ¢(1) = oo, vagy teljesiilnek az A) és B’) feltevések és ez
esetben ¢ (0) egész szdm vagy ¢(0) = + oo, tovdbbd teljesiil a C) feltevés, és g(x)
tetszéleges a [0, 1] intervallumban Lebesgue-szerint integrdlhato fiiggvény, és
n{x) (k=0,1,...) (10) dltal van definidlva, akkor majdnem minden Xx-re
létezik a

n-1

(40) lim - 3 g(r(9) — M(2)

hatdrérték és nem fiigg x-tol.

BizonyiTAs : Feltehetjiik, hogy 0 = x < 1, vagyis, hogy é&(x)=0. Jelol-
jon &, egy tetszoleges n-tagn &.=(&, &, ..., ) kanonikus sorozatot; &,
kanonikus voltabdl kovetkezik, hogy a (K.(0, &, ..., &), Ku(0,&,...,&+1)
intervallumba nem esik se K,(0,#,...,&.), se K.(0,&,...,&+1) alaku
szam, ahol & =(s&t,...,&) &,-t6l kiilonbozbd kanonikus sorozat, vagyis a
kiilonboz6 &, = (¢, ..., &) kanonikus sorozatokhoz tartozd (K.(O, ¢, ..., &),
Ka(0, ¢y, ..., &, 1)) intervallumok idegenek. Ennélfogva

(41) 2 K0, 81, . 80+ 1)— KO, €1y )] =1,

ahol az Osszegezés az Osszes n-edrendii &,—= (¢, ..., &) kanonikus soroza-
tokra vonatkozik. Legyen Tx=(¢(x)) (0 = x < 1). Akkor Tx a (0, 1) inter-
vallumnak egy onmagdra valé mérhetd leképezése. Jelolje T'E az E hal-
maz teljes eredetijét a T leképezésre nézve, vagyis legyen T 'E azon x sza-
mok oOsszessége (0 = x < 1), amelyekre Tx € E. Akkor nyilvdnvaloan, ha /.,
az (a, b) intervallum és u(E) jeloli E Lebesgue-mértékét,

(42)  w(T )= Ku(0, 81, ..., 80+ b) — Ku(O, &1, . . ., 840!,

E?L

ahol az osszegezés az oOsszes n-edrendit kanonikus &, = (¢, ..., &,) soroza-
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tokra terjesztendd ki. (41)-bél
(43) 2 Min [H,(x(8,), )| = 1= 2 Max |H.(x(&), )],
¢, 0=t=t o=t=1

¢, o=t=
tovabba (42)-bsl
(#4) (0—a) 2 Min |H(x(8:), Dl=e(T"1o)=(b—a) 2 Max [H(x(&:), 1),
Cp == no o

ahol x(&,) egy olyan szam, amelyre
Sk(X(gn)):&c (k:],2,...,n).

(liyen x=x(6.) létezik, mivel &,= (s, &2, ...,&,) feltevésiink szerint kano-
nikus.) A C) feltevés szerint tehat (43)-bol és (44)-bdl kovetkezik, hogy

45) & HE) (T E) = Cu(E)

hacsak E [0, 1] egy részintervalluma. Ebb6l azonban nyilvanvaléan kovetkezik,
hogy (45) akkor is fennall, ha E tetszleges véges vagy megszamlalhat6 sok
idegen intervallumb6! all6 halmaz és igy abban az esetben is, ha E tetszo-
leges mérhetd halmaz.

Ennéifogva a Tx leképezésre teljesiil a DUNFORD-MILLER-tétel feltevése és
igy tetszbleges g(x) integrdlhato fiiggvényre a (40) baloldalan all6 hatarérték
létezik €és egy T-re invaridns g*(x) mérhetd fiiggvénnyel egyenls. A kovet-
kezd §-ban kimutatjuk, hogy T felbonthatatlan (metrikusan tranzitiv) és ilyen-
modon kell, hogy g*(x) majdnem mindeniitt egy M(g) allanddval legyen
egyenld. FATOU lemmajabol konnyen kovetkezik, hogy ez az allando véges
kell, hogy legyen, ugyanis (45) szerint

1 1

(46) J1g(T*x)dx = C [lg(9]ax.

9.§. 7T felbonthatatlansdganak bizonyitasa

3. TETEL: Ha ¢(y) eleget tesz a 2. TETEL feltevéseinek, akkor a Tx =
= (p(x)) leképezés felbonthatatlan, vagyis ha T 'E—E, ahol E a (0, 1) inter-
vallum mérhetd rész halmaza, akkor E vagy O mértékii, vagy 1 mértekii.

BizonviTAs : Tegyiik fel, hogy E mérhets, T'E—=FE és u(E)=—0>0.
Ki fogjuk mutatni, hogy ez esetben u(E)=1. KNOPP tétele szerint elegendd
kimutatni, hogy megadhatd intervallumoknak egy olyan § halmaza, hogy bar-
mely (a,b) (0 =a<b=1) intervallum el6allithaté véges vagy megszamlal-
hatd sok 9-hez tartoz6 idegen intervallum egyesitéseképpen és barmely /€ §-re
w(El)= du(l), ahol />0 nem fiigg /-t6l.
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Ez a kovetkezOképpen Ilathatdé be: Legyen [,=(K.(0,¢&1,..., &),
K,(0,¢,...,8+1))=(a, b), ahol &,= (e, ..., &) kanonikus sorozat. Akkor ha

{\ 1, ha x¢€E,
0, ha x¢E

€és x=x(8,) olyan szdm, amelyre &(x)=¢ (k=1,2,...,n), akkor

E(x)=

b 1
1 WEL)=|| E@) dx! = [ EG) | Hatx, )ldy,

e 0
€s igy

P) s P

(48) w(EL)Z Min |Hi(x,3)|-0 = & Max | Hi(x,3)] = a) dx |= (),
tehat
(49) wER) 9,

ull,) — C

Mivel az [, intervallumok Osszessége az 1. TETEL szerint rendelkezik a KNOPP
tételében szerepld tulajdonsaggal, ezzel a 3. TETELt bebizonyitottuk. Ezzel
egyben a 2. TETEL bizonyitdsa is teljessé valt.

10. §. Néhany példa

Vizsgdljunk most meg néhany példat, amelyekben az el6bbiekben be-
bizonyitott tételek alkalmazhatok.

1. Legyen ¢(y)=g¢qy, ahol q¢ > 1 egész szam; ez esetben 2. TETELiink
alkalmazhaté és specidlis esetként nyerjilk a g¢-adikus kifejtéseket és igy
BOREL, ill. RAIKOv tételeit.

2. Legyen (p(y)=—Jl)—, akkor teljesiil az A) és B’) feltevés és ¢(0)=

=+ oo, tovabba mivel

[(n(oyzly---yzn)= 1 ’
21+ Zad--
) 1
T
De(x) ... 1 L s lieE e g
ha ) jeloli x= i k-adik kozelité tortjét (k=
Qk &1 (x)‘l— 1

& (x) +m—
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=1, 2,...), akkor egy jolismert képlet szerint (lasd [19])

Pu-1(X) (£a(X) + 1) + Pu-2(x)
Ga-1(X) (& (X) + 1) 4 gu2(x) ’

tehat, mivel p.1(X)qn-2(X)—gu-1(X)Pu2(x) == (—1)" 7, kapjuk, hogy

(50) Ka(0,60(x), . . ., &a(xX)+1)=

B (=)'
(51) L e PN €S TN € N e )

Ennéifogva, ha 0=t=1
i e 1
0 GrEEE@F DT = Y = e TR

vagyis a C) feltevés teljesiil C=—=4-gyel, ugyanis

gue1(X) (Ea(x) + 1)+ gu-2(%) T: 1 1 "4

Gn-1(X) € (X) + Gn-2(%) ( g (x) - D20 ) T

gn-1(%)
Ennélfogva a (0, 1) intervallum barmely E mérhet részhalmazara
(53a) wW(TTE) = 4u(E) (n=1,2,..)).
Valojaban ennél tobb igaz, ugyanis (44)-bdl és (52)-bol kovetkezik, hogy
(53b) wW(TTE)=L,uw(E) (n=1,2,..)),
ahol
(54) L > 5@
=1 g
V4

Itt F.(q) azon i racionalis szamok szamat jeloli, amelyekre 1 =p =g, p

és ¢ relativ primek, és amelyek ,n-emeletes” lanctort alakjaban allithatok eld,
vagyis amelyek

P 1
q

én

alakuak (¢, =1 is megengedett!). S. HARTMAN [22] megmutatta indirekt titon
(az invaridns »(E) mérték segitségével), hogy az (54) altal definidlt L, sorok
konvergensek és

(55) Ln é 2 (ﬂ — l, 2, .. .).

Aldbbiakban HARTMAN egyenlétlenségére egy kozvetlen bizonyitast adunk,
melynek alapgondolata KuzmIntdl szarmazik. (1. [19]).
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Legyen &, azon {;— raciondlis szamok halmaza(g =1, 1 =p=gq,pésq

relativ primek), amelyek el6allithatok n-emeletes lanctort alakjaban, és legyen

56 DY (x) == 0=x<1;2>1).
(56) (x) pZ (q+px) ( )
—qE /
Pocs p___ 1 _ s ey ;
Ha p € &Fo41, akkor 7 —k-{—%_ ks 7 ahol S € &,, tehat
P (e N 3 1 RS ('A)(/ )
G7)  Pua()= =i, = ((ks+1)+sx)y ; (/<+><)A P\ =)

T F

8

Legyen most 4 =2, akkor

oo}

)()_“’1(1 Jdt 1( 1)72-
©8) ) =g+ (1+x)2+ P TR TR S T
Mivel tovabba

o~ 2 2
5 > 2
(59) = (k+X) . 1 1+x
+ k+x
tehat teljes indukcioval kovetkezik n minden értékére
| ) 2 =x=1
(2 (X)_1+x 0=x=1),

és igy

> 5@ pero)<2.

-1 q
Ezzel (55)-6t bebizonyitottuk. Bizonyitdsi moddszeriink tobbet is kiad. Ha
ugyanis 4 > 1 tetszoleges, akkor

[o+]

RYTE ST dt\iv 1 _ A
(60) Y (x)i%(qﬂ)l = (1+x)k+ T R s e "

Ennélfogva (57) szerint

(61) PP (x)= (711)

és altalaban

(62) o) = %)
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Tehat, ha O<e =1
(63) #0030 = (1 i) ,
=1 g . &
és igy, mindkét oldalt &"-'+é-val (0 < J < 1) beszorozva és ¢ szerint 0-tol 1-ig
integrdlva kovetkezik, hogy a

(64)

S 1 C))
= q(log g)"”
sor konvergens, ha 0 >0 (n=1,2,...). Ez némi felvilagositast nyujt F.(q)
nagysagrendjére vonatkozolag.

3. Vizsgdljuk most az aitalanositott Bolyai—Farkas-féle algoritmust.
Ez esetben @(y)=(1+p)"—1, és igy az A) és B) feltevések teljesiilnek
és @(1)=2"—1 egész szam. Vizsgdljuk meg a C) feltevés teljesiilését: Ez
esetben

m R 1

Max H(x, ¢ m
oMax H.(x, 1) s,+]/ RTINS e
Min Hn(X, t) II m
0o=t=1
sj+l e RE ey
Mivel 4T¢ =%, ha0<b=cés a=0, tehit
a+b
Max H,,(x ) n NG ) . . .
o=t=1 m m"_-/ l=— Tt e
Min H.(x, 1)~ H( +sT+—1 =Tt 2
0=t=1 :

tehat a C) feltevés, C — 2-vel teljesiil.
4. Bemutatunk egy algoritmust, amely nem tartozik a targyalt kategoriakba.

Legyen cp(x)=é. Akkor ¢(x)-re nyilvan teljesiil az A) feltevés. A B) fel-

tevés nem teljesiil, mivel ¢'(0)=—1 ennek ellenére az 1. TETEL allitasa
ez esetben is érvényes.”

2 Altalaban igaz az, hogy az 1. TeTeL allitasa akkor is érvényes, ha az A) feltétel,
és ha a B) feltétel helyett a kovetkezd gyengébb feltetel teljesiil: B*) ¢ (0) =0 és ¢’ (0) — 4,=1.
Ugyanis 4, =::1 esetben (32)-bol | X — kea(x)| <" n, ahol y—f'(1) < 1és V,az e, 6,...,¢,
szamok kozott a 0-tol kiilonbozok szamat jeldli. Ha tehat lim V =4 oc, akkor llm k, (x)=--x;

n
H-~>» O

V, azonban csak akkor nem tart - oc-hez, ha x véges f-lanccal allithaté elo hlszen egyéb-
kem barmely k-hoz van olyan s nemnegativ egész szam, amelyre ¢,  (x)=1; ellenkezd
esetben ugyanis r (x) <7, (x) <...<f(1) volna, és igy léteznék 0 < 5= hm r,‘+s(x) =f{1)

és Kkielégitené a £==¢() egyenletet. Mivel § < ¢(§), ha § >0, ez lehetetlen ‘amivel alli-
tasunkat bebizonyitottuk.
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Ha x kozonséges lanctorteldallitasa
1

1
1

Sy + oo
akkor az & szamok a kovetkezOképpen hatdrozhatok meg :

X =

s+
S+

1"1=32:"°:€s1—120y331232,

Eg 41 == s 49 == == &y 451 == 0, Eopps, ™= S,

s.i.t. Az & sorozatban a O jegy siiriisége eggyel, a tobbi jegy siiriisége pedig
zérussal egyenld, azonban a zérustdl kiilonbozd &. jegyek sorozataban létezik
(k+ 1)
k(k+2)
Ezek az allitdsok kovetkeznek a tirgyalt algorltmus és a kbzonséges lanctort-
kifejtés kozti fentemlitett Osszefiiggésbol, de levezethettk HOPF egy dltalanos

a k szam (k=1,4...) relativ siirlisége és 1 log

-vel egyenld.

ergodikus tételébol is, annak figyelembevételével, hogy a Tx — ( ) transz-

i . Tdx . Cn .
forméciora nézve a 1'(E)=J — nem korldtos mérték invarians. Mivel

F

k+1
2

dx (k1) .
f =198 121 (k=1,2,...)
l\+1
és y
dx
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0

az emlitett allitdis HopF ergodikus tételébdl (|40]; nem egy-egy értelmii leké-
pezésekre ldsd [23]) valoban kovetkezik.
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