A HILBERT-TER NORMALIS TRANSZFORMACIOINAK
GYENGEN KONVERGENS SOROZATAIROL

(Székfoglalo eldadds, elhangzott 1957 mdrcius 22-én)
SZOKEFALVI-NAGY BELA

1. BEVEZETES. A kovetkezdkben jelentsen  Hilbert-teret, amelynek a
dimenzidja,
b =dim 9,
tetszbleges végtelen (megszamlalhatd vagy nem megszamlalhato) kardindlis.
szam lehet.
Jeloljiik B-vel a $ tér korlatos linedris transzformécidinak a halmazat.
B maga is metrikus linedris tér, amelyben a metrikat a transzformaciok nor-
maja altal értelmezziik. Az e metrikdval kapcsolatos konvergencia- €s kor-
nyezetfogalmon kiviil mds konvergencia- és kornyezetfogalom is fontossaggal
bir a B halmaz vizsgdlatiban; a kovetkezOkben az in. gyenge konvergenciardl
és topologiardl lesz szo.
Mint ismeretes, a B, € B sorozat (n=1, 2, ...) akkor konvergdl gyengén
B egy B eleméhez, jelben
Bn - B)

ha § barmely f, g elempdrjira fennall a

konvergencia. B egy B, elemének egy gyenge kirnyezetén pedig B mindazon
B elemeinek halmazat értjiik, amelyekre

((Bf:, g)—(Bofi, &) < ¢ ((=1,...,m,
ahol & adott pozitiv szam, fi,...,f ., &1, ...,2» pedig véges sok adott elem
H-bol; roviden mondva ez By-nak a

R(Bo; fis oo [us G1soees Gns €)

- kornyezete. Az ezen kornyezetfogalom altal szdrmaztatott topologia a B ter
gyenge topologidja.

Ha Ga® tér elemeinek egy részhalmaza, jeloljikk G-sal ennek a gyenge
topolégia értelmében valé lezarasat; G-ba tehat B azon ,pontjai“ tartoznaks
amelyeknek barmely gyenge kornyezetébe esik ©-nek legalabb egy pontja ©
tehat G-nek és az € gyenge torlodasi pontjai halmazdnak az egyesitése).
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Jeloljiik tovabba G-vel az G-bdl kivalaszthatd gyengén konvergens {B,} soro-
zatok limeszeinek a halmazat. Nyilvanvalo, hogy
azonban altaladban
GRS

(v.6. [3], 383; itt lényeges, hogy &-rol feltettiik, hogy végtelen dimenzios,
mert véges dimenzios euklidesi tér esetében itt mindig egyenloség van).

A kovetkezbkben B-nek bizonyos specidlis részhalmazait fogjuk tekinteni:

Cr, Cr, G4, Cp.
Gr a B tér egységgombje, azaz § mindazon T linearis transzformdcioinak a
halmaza, amelyekre || 7|| =1 (ezek a  tér un. kontrakcioi). Specialis kon-
trakciok az U unitér transzformaciok, az O = A = | feltételnek eleget tevd A
onadjungalt transzformacidk, és az E (ortogondlis) projekcidk. Ezek halmazait
jelolje rendre G, €4, Cg. Nyilvan
G'TQ@[', 6T264;GF

Mind az €,, mind az Cg halmaz nyilvanvalo értelemben az C, egység-
gomb feltiletén“ fekszik (kivéve Cp egy pontjat, a O projekciot). Az Cr
halmazrol pedig éppenséggel konnyen kimutathatd, hogy pontjai az Cr egy-
séggdmbnek csupa ,sz€1s6“ pontjai, ti. ha egy U unitér transzformacio el6allit-
hatoé az

U=iT\+(1—V)T,

alakban, ahol 77, 7, kontrakcidk, és 0 <4 <1, akkor sziikségképpen
I,—=T,=U. ‘

Ugyanigy konnyil kimutatni, hogy az ¢, halmaz pontjai pedig az G,
halmaznak csupa széls6 pontjai.

Annal meglep6bb az a HALMOS-t0l [2] szdrmazd tétel, amely szerint az
¢ halmaz gyenge lezdrdsa az egész egységgombbel, az € halmazé pedig
az egész (. halmazzal egyenld:

) Cp=Cr, Cr==_Ca.
E dolgozatban megmutatjuk, hogy a gyenge topolégidban vald lezards

helyett elég itt a gyengén konvergens sorozatok limeszeivel valo lezarast
venni, azaz igaz az is, hogy

(2) Gl*:GTy éE:(S‘A.

Minthogy az 3 _
CrcCr, CkcCy

relaciok nyilvanvaloan igazak, azt kell csak megmutatnunk, hogy minden T
kontrakciohoz talalhato unitér transzformacioknak olyan {U;} sorozata, amely
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gyengén T-hez tart, és minden A€ €, transzformaciohoz talalhato projekcidk-
nak olyan {Ej} sorozata, amely gyengén A-hoz tart:

(3) U ~T, FEi—A4A (k — o).

Az els§ relacid nem vonja maga utdn, hogy U, négyzete T négyzetéhez
tart, stb., azonban latni fogjuk, hogy az {U.} sorozat valaszthato ugy is,
hogy U, barmely pozitiv egész kitevdjii hatvanya 7 megfeleldé hatvanyahoz
tartson gyengén, mégpedig az Osszes hatvanyokra nézve egyenletes modon.
Analég allitast fogunk bebizonyitani kontrakciok egyparaméteres féicsoport-
jaira. A masodik reldciot ugyancsak altalanosabb alakban bizonyitjuk be,
amelyben az egyetlen A transzformdcio helyébe a 4 valés paramétert6l mono-
ton mddon fiiggd A(A) transzformacié lép.

Allapodjunk meg a kovetkez6 értelmezésben: Fiiggjenek a B, By, B,, ... (€3)
transzformacidk egy (absztrakt) p paramétertdl. Akkor mondjuk, hogy B, p-re
nézve egyenletes médon gyengén tart B-hez, ha minden pozitiv &-hoz és min-
den f, g € $ elemparhoz taldlhatd olyan, p-t61 nem fiiggd &, index, hogy k = &k,
esetében minden p paraméterértékre alljon :

\(Bu(p) ], ©)—(B(D)f, g)| <.

Allitasaink a kovetkezok :

I. A 9 Hilbert-tér minden T kontrakcidjdhoz taldlhato © unitér transz-
formdcidinak egy olyan {Ux} sorozata, hogy minden régzitett n természetes
szdmra

Uy-=T" (k — o),
egyenletesen n-re nézve. Az U, transzformdcick vdlaszthatok ugy, hogy egy-
mdssal mind unitér-ekvivalensek legyenek.

Il. Legyen T(s) (s=0) a » tér kontrakcioibol dllo egyparaméteres fél-
csoport, amely s-tél gyengén folytonosan fiigg (T(s) — I, ha s—0). Ekkor
taldlhato $> unitér transzformdcioibol dllo egyparameteres, erdsen folytonos fél-
csoportoknak olyan {U(s)} sorozata, amelyre

Us(s) = T(s), (k— <),
s-re nézve egyenletesen. Az Uy (s) félcsoportok vdlaszthatok ugy, hogy egymds
kbozt mind unitér-ekvivalensek legyenek.

lIl. Legyen A(Z) (—o< =1 = o) a H tér korldtos dnadjungdlt transz-
formdcidja, amely a i paraméternek monoton nivekvé, jobbrol folytonos fiigg-
vénye, A(— <)=0, A(+ =)= Alim A(A)=1. Taldlhato ekkor hasonlo
tulajdonsdgti, de projekcidértekii fiiggvényeknek (tehdt in. spektrdlseregeknek)
olyan {E; (&)} sorozata, amelyre

Ei.(i) — A(X) (k)

3 Nil. Osztaly Kozleményei VII'3—
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A-ra nézve egyenletesen. Az E.(A) spektrdlseregek vdlaszthatok egymdssal
unitér-ekvivalenseknek.

A (3) alatti allitasok koziil a masodik ebbdl A(4)-nak pl. a kovetkezd
valasztasaval adodik:

AW =0 (4<0), AA=A O=i<1), AX)=I] @A=1).
A (3) alatti allitasok értelmében léteznek specidlisan olyan {U.}, {E:}
sorozatok, amelyekre

1 1
Uk_A?[’ Ek-ﬂ—z—[.

De ekkor
. ] * 1 1 NI |
. 1 SRy
rer= (3]

ami azt bizonyitja, hogy sem az inverzképzés, sem a négyzetreemelés nem
folytonos miiveletek a gyenge konvergencidra vonatkozolag. Hogy ezek nem

s ey

sal mar HALMOS [2] ramutatott,

2. Az 1—IIl. TETELEK BIZONYiTASA. Kezdjiikk az . tétel bizonyitdsaval.
Legyen tehdt T a $ tér egy kontrakcidja. Egy elébbi tételiink szerint [4]
létezik egy, altalaban bdévebb §’ Hilbert-térben egy olyan U’ unitér transzfor-
macio, amelyre érvényes a kovetkezd osszefiiggés :

4 T'f=PU"f (f€9H; n==0,1,2,..),
ahol is P’ a © altérre valo (ortogonalis) vetités operatorat jelenti. Megkivan-

~

hato, hogy -t az U"f (f€ $; n=0, + 1, + 2,...)alaka elemek kifeszitsék;
ebben az esetben nyilvanvaloan

(5) dim § = N,-dim § = X,-d = b;

itt ujra felhasznaltuk azt, hogy a d kardinalis szam végtelen.
Legyen Q a 9 térnek egy olyan altere, amelyre

®) dim (5 © Q) =,

és jeloljitk Q-val, ill. Q-vel a Q-ra val6 vetités operatorat H-ban, ill. H'-ben.
Minthogy
QEHd,

azért

QP =Q';
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ennélfogva (4)-bol kovetkezik, hogy
(M QT"f=QU"f (fe€H; n=0,1,...).
(5)-bol és (6)-bol kovetkezik, hogy

dim (& &Q)—dim (H S Q).
Ennélfogva létezik $'-nek $-ra vald olyan v izometrikus leképezése, amely a
két tér kozos L) alterének elemeit invaridnsan hagyja, a Q-ra merfleges

Hef, H9L0 altereket pedig egymasra képezi le. Mint konnyen belathatd,
ekkor

TQQr!1=Q (H-ban).
Legyen

)] cUrct=U (H-ban);
U a © tér unitér transzformacioja.
(7)-b6} kovetkezik, hogy a & tér minden g elemére
QT”Qgi QlUleg:T—lQUIt’ng:QUIng,
hiszen a Q elemei invariansok r-ra és c!-re vonatkozolag. Ennélfogva
9) QT"Q=QU"Q (n—=0,1,...).

Ezen elOkészitd meggondoldsok utdn tekintsiik a O tér egy felbontdsat
megszamlalhatéan végtelen sok, paronként ortogonalis B, altér vektori
Osszegére :

H=LSPDPD-. .,
a {; alterek mindegyikének a dimenzidja legyen ugyanaz, mint a O téré,
azaz d-vel egyenld. llyen felbontds létezése kovetkezik abbdl, hogy b végtelen
kardinalis szam lévén, N,-d = D.

Legyen

Q=D D¥s. (h=1,2,...).
Ekkor :

dlm(@eDA): dim (SB]H.] ‘;_B'\BIHQEB- . ) — No * D ==0D.

Az el6z0k szerint tehat ¥ minden értékére létezik egy olyan U; unitér transzfor-
maci6ja a § térnek, amelyre

(]0) QkT”QL:' QkU)?Qk (k=],2,...; nr;0,1,2,...);

Q. jelenti a Q,.-ra valo vetités operatorat $-ban. (8) folytan az U, transzfor-
maciok egymassal unitér-ekvivalensek. Bevezetve az

Si(n)y=T"—Ux
jelolést, (10)-et igy is irhatjuk:
QiSi(n) Qu = 0.
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Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

S(n) =+ [Qx + (U= Q] S () [Qu 4 (= Q)] =
= QiSi(n) (I — Q) + (I — Qx) Si(m) Qi + (I — Qi) Si(n) (1 — Qu),

tehat tetszésszerinti f, g € H elemekre

(Se(m) £, 8) = (QuSk(m) (I — Q) £, &)+ (Sk(n) Qu f, ({— Qi) &) -+
+ (S (I— Q) f; I—Q0)g)
Minthogy .
an 1S = 1T + Ukl =2,
kovetkezik ebbdl, hogy

1(Se(n) f,9)! = 2 {1 (I— Q) fllllgi + | fIlliT— Qo) g |+ 11 (I — Qo) FII [ (I— Qi) &1}
Az ‘

10— QasiE =1 3 Pifit= D P

Osszefiiggésbol lathatd, hogy ha k— oc, akkor (/—Ci)f—0, és ugyanigy
{I—Q,)g — 0. Ennélfogva elég nagy k-ra n-tol fiiggetleniil érvényes:
(S f, g) <.

Ezzel az 1. tétel bizonyitdsat befejeztiik.

A [l. tétel bizonyitdsa analdg modon torténhet. Felhasznaljuk azt az
elébbi eredményiinket [4], hogy a 7(s) félcsoport elballithatd a kovetkezd
alakban:

T)f=P U (s)f (feD, s=0),
ahol U’(s) egy er6sen folytonos, egyparaméteres, unitér csoport egy alkalmas &’
térben, H' 2 H; ahol is megkdvetelhetd, hogy H’ minimalis legyen abban az érte-
lemben, hogy az U'(s)f (f€H, —o <s< oo) alakn elemek -t kifeszitsék.
U’(s)-nek mint s fliggvényének folytonossaga miatt -t ekkor a raciondlis s
paraméterértékekhez tartozé U’ (s) f elemek is kifeszitik, amib&l kovetkezik, hogy

dim 9 = N,-d=1.

Ezek utan ugyanagy okoskodunk, mint fentebb, csupan Uj szerepét Ui(s),
Sx(n) szerepét pedig Si(s)= T(s)—Ux(s) veszi &t és felhasznaljuk a nyil-
vanvalé || Si(s)|| = 2 egyenldtlenséget.

A 1Il. tétel bizonyitdsat NEUMARK egy tételére alapozzuk (v.6. [4]),
amely szerint A(4) eldallithatd az

A f=PE N (f€H, —oc <A< oo)
alakban, ahol { E" (1)} kozonséges (projekciokbol ailo) spektralsereg. valamely

i

Y térben, £ 2 H. Megkovetelhets, hogy " minimalis legyen abban az érte-
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lemben, hogy az E’'(A)f (f€H, — > < /i< =) alaka elemek kifeszitsék ;
E’(A)-nak mint 4 fiiggvényének jobbrol valo folytonossaga miatt elég itt a
racionalis 4 értékekre szoritkozni, amibdl ujra az kovetkezik, hogy

dim & = N,b =b.

A Dbizonyitas soran fellepd Si(4) — A(4)— Ex(4) transzformaciokra nyilvan
érvényes: |[Sk(4)|| =2, és igy a bizonyitds az el6bbiekhez hasonlé modon
fejezheté Dbe.

3. SZUBNORMALIS TRANSZFORMACIOK. Az [l tétel kozvetlen folyomanya,
hogy minden S¢€ ¥ transzformdciohoz taldlhaté olyan, korlatos normdlis
transzformaciokbol allo {N.} sorozat, hogy minden rogzitett természetes n
szamara alljon :

(12) Ni = S" (k— ).
(Csupan N,=||S||Ux veendd, ahol {U,} az I. tétel szerint a T:f%-”S
kontrakciohoz megadhatd unitér transzformacio-sorozat.) (12)-bdl kbvetkeiik,
hogy : '

N}:ll N S*n (k—> '30),

de nem kovetkezik az is, hogy
(]3) IV}:m N;: _\S*msn (k—> ‘)c), .-

mert a gyenge konvergencidnak nincs multiplikativ tulajdonsaga. Ez nem
zarja ki eleve annak a lehetdségét, hogy az {N,} sorozat specialis valasztasa
esetén (13) is kielégiil. Kideriil azonban az, hogy ez csak bizonyos, tovabbi
feltételt teljesitt S transzformaciok esetében lehetséges. Ez a feltétel az, hogy
S szubnormdlis legyen, azaz hogy létezzék korlatos normalis N’ folytatisa
valamely tagabb %’ térben.’ Bebizonyitjuk ugyanis a kovetkez6 tételt:

IV. A korldtos linedris S transzformdciohoz akkor és csakis akkor taldl-
hato korldtos normdlis transzformdcick olyan {N,} sorozata, amely a (13)
feltételnek minden nem negativ egész m, n kitevore eleget tesz, ha az S transz-
Sformdcio szubnormdlis. Ebben az esetben az Ny transzformdcick vdlaszthatok
ugy, hogy egymdssal unitér-ekvivalensek legyenek.

BizoNyiTAs. Eloszor azt tegyiik fel, hogy S szubnormalis, azaz hogy
van korlatos normalis N’ folytatdsa valamely ' < § térben. Feltehetjiik, hogy
-t az ‘

N™ N™f (feH; my n=0,1,...)

! Eszerint minden korlatos normalis transzformacié egyben szubnormalis is (vehetd
ekkor ' = 9, N' = §). Létezik azonban szubnormalis transzformacié, amely nem normalis
is egyben (v0. HaLmos [2]).
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alakt elemek kifeszitik, ugyanis, N’ normalis lévén, ezeknek az elemeknek a
halmaza N’-re és N'"-ra nézve invaridns és tartalmazza $-t (m = n=0).
Ha © igy van megvdlasztva, akkor dimenzidja nyilvdan N,-0=0». Ha f, g € §,
akkor
(8™S"f,0)=(S"f,8" )=~ (N"[,N" ) =(N""N"f,9);
ebbol! lathato, hogy
S"S"f=P'N™N"f (fe9H; myn=0,1,..),

ahol P’ a % altérre valo vetités operatora $’-ben. Ebbol az osszefiiggésbol
kiindulva ugy okoskodhatunk tovabb, mint az I. tétel bizonyitasaban. Az
okoskodas soran talalkozunk a 9 tér

Si(m,n)=8" S" —N" N

alakd transzformdcidival, ahol az N;-k (minden k-ra) egymassal unitér-ekvi-
valensek; nyilvanvald, hogy

Selm, ) = IS N
ez a becsles k-tol fiiggetlen, de m-t6l és n-tol fiigg. Az

Si(m, n) — (k— o)

konvergencia bizonyitasa ugyamgytortemk mint fentebb az Si(n) — O (k— o)
konvergenciaé, csakhogy most ez a konvergencia m-re és n-re nézve Aaltala-
ban nem egyenletes. Ha azonban | S" = 1, akkor || N|| = 1,* és igy ||Sk(m, n)|| = 2,
kovetkezésképpen ekkor a (13) konvergencia m-re és n-re nézve egyenletes.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az S transzformacié szubnormalis volta
elégséges feltétel.

Most térjiink at e feltétel sziikségességének a bizonyitdsara. Feltessziik,
hogy létezik a D tér korlatos normalis transzformdcioinak olyan {N} sorozata,
amely a (13) feltételt kielégiti minden nemnegativ egész m, n kitevOpdrra.
Legyen g,,g:,,..., 8 véges sok (nem sziikségképpen kiilonbozd) elem H-bol;
felhasznalva N, és N} felcserélhetdségét, kapjuk hogy

»

(578" g, ) = lim X (N Nigy,g)—

i=0 =0 k> /=0 j=t

*llm(\ NI\ g;,_Nk g1J

h>o \j=0

I
s N
=lim j| .,
k> || j=0

9

Nf’g; =0.

Ebb6l azonban HaLMOS és BrRam [1, 2] egy tétele szerint kovetkezik, hogy S
szubnormalis.

2 Vo. [1], 3. lemma.
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4. PoziTiv DEFINIT FUGGVENYEK. Befejezésiil roviden mutassunk ra arra,
hogy a [4] dolgozat ,f6tétele“ az el6bbiekhez hasonlo kovetkezményeket von
maga utadn. E tétel egy I ,x-félcsoporton“ értelmezett, pozitiv definit, ope-
ratorértékii  7(5) fiiggvényre vonatkozik, amelyre T(¢)=/ (¢ a I’ egység-
eleme), és azt Allitja, hogy ez a [’ valamely tagabb £’ Hilbert-térben vaio
D(§) ,eldallitasanak“ az eredeti $ térre valé projekcidja. Hogy e &’ térdimen-
zigjarol biztosithatd legyen, hogy nem magasabb a $ tér dimenzi6janal, d-nél,
ki kell szabnunk még valami tovabbi feltételt:

Szeparabilitas feltétele. Létezik /-nak egy megszamlalhato
[, részhalmaza azzal a tulajdonsaggal, hogy /' minden ¢ eleméhez talalhatd
I', elemeibdl alkotott olyan {e.} sorozat, amelyre

lim sup C,, < oc,®
és
TEenn) = T(Een) (n— <),
ahol & 5 I'-nak tetszésszerinti elemei.
E feltétel mellett érvényes a kovetkezd tétel:

V. Létezik I'-nak a $ tér korldtos linedris transzformdcicival valo, egy-
mdssal unitér-ekvivalens elédllitdsainak olyan {D.(£)} sorozata, amelyre
a)  Di(®) —T®) (k — o0),
b) D@ =Ce
a gyenge konvergencia &-re nézve egyenletes minden olyan részhalmazdn I'-nak,
amelyen C; mint & fiiggvénye korldtos.

A bizonyitds az elobbi tételéhez teljesen hasonléan végezhetd el.
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3 C¢ (E€T) jelentésére nézve utalunk a [4] dolgozatra.
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