SZTOCHASZTIKUS HALMAZFUGGVENYEKROL. II.
(EGY UJ SZTOCHASZTIKUS INTEGRAL)

PREKOPA ANDRAS

Bevezetés

Jelen dolgozat targya a [13] dolgozatban bevezetett sztochasztikus halmaz-
fiiggvényekre vonatkozd integral elméletének a felépitése.

A valoszinfiségszamitdsi irodalomban t6bb kiilonbozd tipusti sztochasz-
tikus integral ismeretes. Torténetileg az els6 N. WIENERtOl [16] szarmazik.
A staciondrius sztochasztikus folyamatok elméletében fellépd sztochasztikus
Riemann- és Stieltjes-integralokat A. N. KoLMoGORov [9], [10] vezette be-
1940-ben. Az utobbihoz hasonld integralt a funkciondlis analizisben is hasz-
nalnak Onadjungalt operatorok spektralis eldallitasanal. Egy fiiggetlen novek-
ményii folyamatokkal definidlt sztochasztikus Stieltjes-integralt vezetett be
K. Ito 1951-ben [8].

Mindketttt altalanositotta konyvében [5] J. L. DooB. Az eddig felsorolt
sztochasztikus integrdlok esetében az alaptér, amelyben integralunk, a szam-
egyenes valamilyen halmaza. S. BOCHNERtS!l [1] szarmazik egy olyan szto-
chasztikus integral, amelyben absztrakt alaptér szerepel, azonban a véletien
értékil halmazfiiggvény dltaldban csak végesen additiv és ezért az absztrakt
Lebesgue-integral elmélete nem Altalanosithatd erre az esetre. Az e dolgozat-
ban bevezetett integral altalinos egyrészt abbdl a szempontbdl, hogy absztrakt
alaptérben integralunk, mdsrészt az integralban felléps valdsziniiségi valtozok
momentumairo! semmit sem tesziink fel, ellentétben az 6sszes korabban beve-
zetett sztochasztikus integralokkal, amelyekben valamilyen p-edrendil momen-
tumok létezésére mindig sziikség van, ahol p = 1. A specidlitisa abban van,
hogy a mértéket helyettesité &£(A) halmazfiiggvény olyan tulajdonsagu,
hogy diszjunkt halmazokhoz fiiggetlen valésziniiségi valtozokat rendel hozza.
Viszont éppen ez az a tulajdonsdg, amely lehetdvé teszi az I. FEJEZET 1.
§-aban definialt integral A&ltaldnos feltételek mellett vald exisztencidjanak és
szamos tulajdonsdganak a bebizonyitasat.

Az (1.3) integradl a Lebesgue-integral altaldnositisa és a legtébb tulaj-
donsag, amellyel a Lebesgue-integral rendelkezik, itt is érvényes.

Az egyes tételek megfogalmazdsanal nem voltam tekintettel arra a tri-
vidlis altalanositasra, hogy elég, ha valamilyen tulajdonsag csak majdnem
mindeniitt teljesiil. Ezeket az altalanositisokat ugyanis mindeniitt bizonyitas
nélkiil ki lehet mondani.
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Az egész elmélet a teljesen additiv £(A) (A€S) sztochasztikus halmaz-
fliggvényeknek azon a tulajdonsagan alapul, hogy az {F(x, A), A€ 8} eloszlas-
fliggvény-halmaz (feltételesen) kompakt.

A gyakorlati alkalmazdsokra szerz6 kés6bbi dolgozataiban kivan vissza-
térni.

Alapfogalmak és jelolések

A [13] dolgozat elején bevezetett fogalmakat és jeloléseket teljes egé-
szében atvessziik. Végig az egész dolgozatban §(A) egy H halmaz bizonyos
részhalmazaibol alkotott S o-gyiiriin értelmezett teljesen additiv halmazfiigg-
vényt jelent. H egy tetszéleges elemét h-val jeloljiik. Csupan a IlI. FEjEZET-
ben beszéliink egyszerre tobb olyan sztochasztikus halmazfiiggvényrél, amelyre
integralunk és a IV. FEJEZETben egy-két allitds bizonyitdsanal nincs sziiksé-
giink arra, hogy 8§ o-gyiirli, elegendd, ha csak gyiirii.

Ha azt mondjuk, hogy egy ¢(h) fiiggvény integralhatd, akkor — hacsak
mas megjegyzést nem tesziink — mindig a §(A) (A€S§) teljesen additiv hal-
mazfiiggvényre vonatkoz6 integrdlhatésigra gondolunk. Ha egy fiiggvényt
integralhatonak neveziink, akkor természetesen eleve feltessziik, hogy a szo-
banforgd fiiggvény mérhetd.

Csupan egy uj fogalmat kell bevezetniink, amely a [11] dolgozatban’
nem fordult el6 és ez a kovetkezd: azt mondjuk, hogy egy X€§ halmaz
0-halmaz a &£(A) (A€S) teljesen additiv halmazfiiggvényre vonatkozolag, ha
minden Y € X$ halmazra &£(Y)—0. '

1. FEJEZET -
AZ INTEGRAL DEFINICIOJA ES EXISZTENCIAJA

1. §. Definiciok

A térgyalds egyszeriisitése céljabol bevezetjikk a kovetkezé “definiciokat:

1. DEFINICIO: Egy kétiranyban végtelen {y.} szdmsorozatot osztépont-

sorozatnak neveziink, ha <y ((k=0,+1,12,..), lim pr=oc,
k>

lim y==—o0 és sup (Ye1— i) < oo. Az osztépontsorozatok egy {y{"} soro-
k> -0 k
zatat osztopont-kettdssorozatnak fogjuk nevezni.

2. DEFINICIO: Egy {3{"} osztopont-kettBssorozatot végteleniil finomnak
neveziink, ha

lim sup (yeh—p?) =0.

n—>o Kk
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Legyen ¢(h) egy a H térben értelmezett, az '8 o-gylirlire nézve mér-
hetd, valos értékii fiiggvény és {y.} egy osztopontsorozat. Tekintsiik a kovet-
kezd végtelen sort

3]

1.1 2 E(AH)Y),

ahol A€S, H.={h:y: = @(h) < ysn1}. A H, halmazok diszjunktak és 9sszegiik
egyenlé H-val.

A {H,} halmazrendszert az {y:} osztépontsorozat és a ¢(h) fiiggvény
altal meghatarozott felosztdsnak fogjuk nevezni.

Be fogjuk bizonyitani, hogy ha minden elég finom osztépont-sorozatra
a fiiggetlen val6szinliségi valtozokbdl allé (1. 1) sor minden sorrendben 1
valoszintiséggel konvergal és {y{"} az osztépontok egy végteleniil finom ket-
tossorozata, akkor az

1.2 (A= X yEAHY)
k=-w

sorozat sztochasztikusan konvergal egy valoszinfiségi valtozohoz. Ezt a hatar-
értéket, amely nyilvan fiiggetlen az {){"} sorozat specialis valasztasatol, a
@ (h) fiiggvény A halmazon vett integraljdnak nevezziik és a kovetkezoképpen

jeloljiik:
(1.3) Jcp(h)i(dA).

Az (1. 3) integral definici6jdbol kovetkezik, hogy ha ¢(#) mérhets, és
|@(h)| integralhatd az A € § halmazon, akkor ugyanez érvényes a ¢(h) fiigg-
vényre is. Valdban, |@(h)| akkor integrathaté, ha minden elég finom {y:}
osztdpontsorozatra a

2 wEAH),  — 2y E(AHY)
kiyp=0 Eiy <0

sorok minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergdlnak. Amasup Prr1—pr)<oe
feltétel miatt a masodik sor akkor és csak akkor konvergdl minden sorrend-

ben 1 valdsziniiséggel, ha ugyanez érvényes a

> wE(AH)

k:yk<0

sorra (vO. a 345. oldalon all6 megjegyzéssel).
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2. §. Két segédtétel

A [13] dolgozatban szerepel a kovetkez6 halmazfiiggvény

(1.4) W(T, A) = Var.(A4) (A€s§),
ahol
(1.5) «(T, B)y= Itslu<pT1 1—f(t, B)| (B€S)

és T tetszOleges, de rogzitett pozitiv szam. A [13] dolgozat 3.2 TETELének
bizonyitasa kozben addédott az az eredmény, hogy minden pozitiv T-re az
(1. 4) halmazfiiggvény véges (tehat egyuttal korlatos) mérték az § o-gyiiriin.
A tovabbiakban ez a mérték alapvetd szerepet fog jatszani, elsd segédtéte-
liink erre és egy vele szorosan osszefiiggd halmazfiiggvényre vonatkozik.

1.1 TETEL: Minden rigziteft AC$ halmazra
(1. 6) lim W(T, A)=0,

T->0
azaz W(T, A) folytonos a T=0 pontban (W(0, A) ugyanis nyilvdnvaléan 0).
Igaz tovdbbd az is, hogy minden A €8 halmazra az ,a“ szdmtol fiiggd

(1.7) Var, @(A), #(a, B)==P(|&(B)|>a) (B€S)
fiiggvény folytonos az a= oo helyen, azaz
(1.8) - lim Var,y(A)=:0.

BizonviTAs: Legyenek Bi,...,B, az AS o-gyiirithdz tartozé diszjunkt
halmazok. A [13] dolgozat 3.4 TETELe szerint minden pozitiv ¢-hoz talalhato
olyan J >0, hogy

(1.9) —logif(t,C)| =¢ |arg f(£, O)| = &'
hacsak |¢{| = d. Soroljuk a B, ..., B, halmazokat két csoportba, aszerint, hogy

arg f(t, Bx) > 0, illetve arg f(t, B;) = 0. Ekkor (1.9) szerint (ha &< 2—3?—)

N arg f(t, B)) = arg f(t, B) = ¢,

At
k

_2” argf(f, Bh) = — argf(t, BN) = ¢,

(1. 10)

ahol a X', ill. X osszegezés az elsd, ill. masodik csoportba tartozd halma-
zok indexeire vonatkozik, B, ill. B” pedig az els6, illetve masodik csoportba
tartoz0 halmazok osszegét jelenti. (1. 10) szerint

(1.11) > jarg f(¢, By)| = 2,
k=1

1 arg z alatt itt csak a fiiggvény foértékét értjiik: —a < arg z2=n.
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hacsak |#| = d. Masrészt (1. 9)-bol az is kovetkezik, hogy
(1.12) —log|f(t, B)|=¢  (B—B+B"),
hacsak [f| = d. (1.11) és (1. 12) felhasznalasaval kapjuk, hogy

kZ:Il—f(z‘, By)| =}§i1—e"‘*‘g“t’ "\ f(t, By)||=
(1.13) éké:Il_eiargf(t,Bk)I_}_kgrl(l——v(f,Bk)|)é

= 2larg /(t, B)|— X log |£(t, B =
= 2s—log |f(t, B)| = 3e.
Alkalmazva az

~

(1. 14) = fu — ()| at ;io J dF(x)
|ac|$l

egyenitlenséget, amelyben F(x) egy tetszbleges eloszlasfiiggvény, f(f) ennek
karakterisztikus fiiggvénye és a pozitiv szam (vo. [13] 295. old.), (1. 13)-bél
kovetkezik, hogy

(1. 15) ézp(]g(&)b ;);2—0 Ju—f(t By)| dt = 30¢,

hacsak %>%. Ezzel tételiink mdsodik allitdsat igazoltuk.

A tétel elsé allitasa ebbdl, [13] 3.8 TETELEDO] és az

=1t B :, | <1—ewx>dF<x B’“)i =|t|

| xdFx, Bk)l 4

lel=a

(1. 16)
+ 2 [ eare, By +2P(EBY > a)

lel=a
egyenlotlenségb6l adddik, ahol a tetszbleges pozitiv szam. Ezzel az 1. 1 TETELt
bebizonyitottuk.

A kovetkezd tételre elsdsorban az (1.3) integral exisztencidjanak bizo-
nyitdsanal lesz sziikség.

1.2 TETEL: Legyen Cf (k—1,2,...; n=1,2,..) az AS (A€S)
o-gylirii olyan halmazrendszere, melyre teljesiil, hogy C; o CP=0, ha i==k
(n=1,2,..) és 0 (k=1,2,...; n=1,2,...) olyan, valds szdmokbdl dll6
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kettdssorozat, melyre lim sup |0Y°| —0. Ez esetben

n—>0 k
1.17) D2 ECM 0P => 0,
<
ha n— oo,

BizonyiTAs: Rogzitett n mellett az (1.17) sor minden sorrendben 1 va-
l6sziniiséggel konvergal, mert a ZE(C;,”)) sor minden sorrendben 1 valo-

sziniiséggel konvergl és a df” szamok korlatosak. Egy (1. 16)-tipusii egyen-
l6tlenség felhasznalasaval a kovetkezdkre jutunk

l1— [;. [0, ¢y = ;“ [T—f(td, G| =
= |t 3|0

J. xdF(x, C\”)| +

[z =a

+5 2y | PR o)+

e =a

(1. 18)

+2 2 PG > a),

ahol a pozitiv szam. A [13] dolgozat 3.8 TETELe szerint van olyan K, >0

szam, hogy
| J xdF(x, C{")

@] = a

N\ =K
; =

N | XdF(x, ) = K.

ko |r|=a

Feltehetjiik, hogy K, = 1. Az 1.1 TETEL szerint ¢ megvalaszthato oly médon,
hogy (1. 18) jobboldalan a harmadik tag kisebb, mint &(¢ = 1). Ezutan n-et

olyan nagynak valasztjuk, hogy |0{"| = -—- =1 (k=1,2,...). Ekkor az (1. 18)

egyenl6tlenség jobboldalan allo osszeg nem nagyobb, mint e(|¢|+£/241).
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

3. §. Az integral exisztenciaja

Most visszatériink eredeti célunkhoz, az (1. 3) integral exisztenciaprob-
lémdainak vizsgéalatdhoz. Bebizonyitjuk, hogy fenndll az
1. 3. TETEL: Legyen ¢(h) egy az S o-gyiiriire nézve mérhetd, valds értéki
fiiggvény és A € § egy halmaz. Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ >0 szdm, hogy
minden {yx} osztépontsorozatra, melyre sup (Yus1— ) =9, az (1. 1) sor min-
k

den sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergdl. Ebben az esetben létezik az (1. 3)
integrdl. Specidlisan minden korldtos és mérhetd ¢(h) fiiggvény integrdlhato.
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BizoNviTAs: Legyen {3’} az osztépontok egy végteleniil finom kettds-
sorozata. Egyesitsiik az {)%"} és {)i"} sorozatokat és jeloljiik az egyesitett
sorozatot {z;}-val® (k—=0, =1, +2,...). Definidljuk az L; halmazokat a
kovetkezbképpen: L; = {h:2; = @(h) < zj..1} és tekintsiik a kovetkezd kifejezést

2 WEAH)— 29 EAH") —

(1.19) —2 2 (" —z)ELA)—
JtL,CHY
—2 2 O —2)5LA).
gL cHM

A jobboldalon &ll6 6sszegekben az yi” —z; és yi" —z; szamok az 1. DEFINICIO

értelmében korlatosak, s6t, ha of) —y"—z;, akkor az {y"} kettdssorozat
végteleniil finom volta miatt

lim sup max |o0}p|=0.

n>m  k j:ngH(n)
Alkalmazva az 1.2 TETELt, azt kapjuk, hogy az (1.19) kiilonbség sztochasz-
tikusan O-hoz tart, ha n, m-— oo,

Mivel a Cauchy-féle konvergenciakritérium teljesiil, kovetkezik, hogy
van olyan valdsziniiségi valtozo, melyhez az (1. 19) kifejezés baloldalan &lio
elsd tag sztochasztikusan konvergal. Am ez a val6sziniiségi véltozo fiiggetlen
az {J") kettBssorozat specialis valasztasatél, amint az a megszokott médon
igen egyszeriien beldthat6. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

MEGJEGYZES: Egyszeriien beldthatd, hogy ha az (1.1) 6sszeg minden
elég finom osztopontsorozatra minden sorrendben 1 valosziniiséggel konver-
gdl, akkor ugyanez fenndll tetszéleges osztopontsorozatra is. Ez és még tobb
mas allitds, mely targyaldsunkban eld fog fordulni, abbol a ténybdl kovet-
kezik, hogy ha egy fiiggetlen valdsziniiségi valtozokbol allo

®
2 &
k=1
sor minden sorrendben 1 val6sziniiséggel konvergal, akkor ugyanez érvényes a
@©
,‘Z: ¢ &

sorra is, ahol ¢, tetszbleges, korlatos, valds szamsorozat.?
Most levezetiink egy egyenl6tlenséget, amely alapvetd szerepet jatszik
bizonyitasainkban. Ezt fejezi ki az

2 Az n-t6l és m-t6l vald fiiggést. a rovidség kedvéért nem irjuk ki.
3 Ez beldthaté példaul az un. harom sor tétel segitségével.

6 1l Osztdly Kézleményei VII'3—4
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1. 4. TETEL: Legyen (h) olyan mérheté fiiggvény, melyre teljesiil, hogy
lg(h)| = K< oo. Ekkor g(t, A)-val jelolve a ¢(h) fiiggvény A (A € 8) halma-
zon vett integrdljdnak karakterisztikus fiiggvényét, fenndll az

IT—g(t, A)| = W(K, A)
egyenldtlenség.

BizoNYiTAs: Valasszunk egy végteleniil finom {y{"} osztépont-ketts-

-sorozatot és jeldlje {H;E")} a megfeleld felosztissorozatot. Ha a
2 WEAH)
valdsziniiségi valtozo karakterisztikus fliggvényét g.(f, A)-val jeloljiik, akkor
azt kapjuk, hogy
=gt Al = 2| 1—f(t)", AR =

k
= D2 Wty AH) = 2 W(tK, AH") =
k K

= W(tK, A).
Elvégezve az n— oo hatdrdtmenetet, a keresett egyenldtlenségre jutunk. Q.e. d.

4. §. Az (1.3) integral létezésének egy sziikséges
feltétele
Ebben a §-ban a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

1.5. TETEL: Ha egy o(h) mérhetd fiiggvény integrdlhato az A€ $§
halmazon, akkor minden olyan a., b, sorozatpdrra, melyre Q..; < a,, b,;1 > b,

(n=12,..)) és lima,=—o0, limb,= o, az
(1. 20) WA= | 9(DE@A), A= [h: A, an = p(h) < b,)
An

sorozat 1 valosziniiséggel konvergdl. Ez esetben

(1.21) e E@A)y —1im y(AL).

A

BizoNyiTAs: Feltehetjiik, hogy sup [@.1—a.| < oo, sup (brr1— b,) < o0, 2, <0,

b,>0 (n=1,2,...). Egyesitsiik ezt a két sorozatot egy {y.} osztdpont-
_sorozatta €s vizsgaljuk a
(1.22) 2 (a—g(h)) E(dA)

" AH, .
sort, amelyrél még nem tudjuk, hogy konvergens; itt {H.} az {y.} osztd-
pontsorozathoz €s a ¢(h) fiiggvényhez tartozd felosztast jelenti. Az (1.22) sor
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n-edik tagjanak a karakterisztikus fiiggvényét f,.(f)-vel jelolve, az 1.4 TETEL
kovetkeztében fenndll az

(1.23) 1—fu(t)| = W(dt, AH,)
relacio, ahol 0 = sup (Jus1—ya). (1. 23)-bol kovetkezik, hogy
(1. 24) D 1—f )] = W(dt, A).

i

Eszerint az (1.22) sor minden sorrendben 1 valésziniiséggel konvergél. Atirva
az (1.22) sort a ,
2(At)— 2 | g(h) E@A)

n ” AHn -
alakba* és figyelembe véve az 1.3 TETELt, lathato, hogy az (1.20) tipusu
sorozatok 1 valosziniiséggel konvergédlnak.

Most bebizonyitjuk az (1.21) relaciot. Jelolje n(A) az 7(A,) sorozat
hatarértékét. Valasszunk egy olyan {35} végteleniil finom osztépont-kettds-
sorozatot, melyre teljesiil, hogy {y%"} tagjai kozott {3$”} tagjai mind el6-
fordulnak és {yV} = {y.). Ha {H{"} jelenti a megfeleld felosztassorozatot,
akkor, az el6bbieket felhasznéalva, kovetkezik, hogy minden rogzitett N-re

(1. 25) > | g E@a) = ().
" At

Masrészt a

(1. 26) S| 00— pm)E@a)
" AHWD

sor n-edik tagjanak karakterisztikus fiiggvényét f(f)-vel, az Osszeg karak-
terisztikus fiiggvényét pedig f(f)-vel jelolve, az 1.4 TETELDSl kovetkezik,
hogy

(1.27) 1—fPM) = 21— = WYt A),

ahol 0™ = sup (¥, — ). (1. 27)-bél, figyelembe véve az 1. 1 TETELL, kovet-

kezik, hogy f™(f)==>1, ha N— oo. Amde (1.25) alapjan az (l.26) (N-t6l
fliggd) sorozat sztochasztikusan konvergal az

Jo@ @ —n)

valosziniiségi valtozohoz. Ez utobbi tehat 1 valosziniiséggel 0. Q. e. d.

4 Ez nyilvanvaléan megteheté. A 2.4 téteLnek itt fethasznalt specidlis esete trivialis.

6*
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Il. FEJEZET
AZ | ¢(h) £(dA) INTEGRAL TULAJDONSAGAI
A

1. §. Az integral elemi tulajdonsagai

A rendszeres targyalds céljabol elészor kimondjuk a kovetkezd két,
nyilvdnvaldan igaz tételt.

2.1 TETEL: Ha a ¢(h) mérhetd fiiggvény integrdlhato az A€ § halma-
zon, akkor ce(h) is integrdlhato ugyanott és

@1) [eq® $@) —c g 5(dA).

2.2 TETEL: Ha a ¢(h) mérheté fiiggveny integrdlhato az A, €S és
A, € & halmazokon, ahol A A,=0, akkor integrdlhato az A,-+ A, halmazon
is és
2.2) ] @ (h) E(dA) = | ff(h)E(dA)pr(h)E(dA)-
e

A+4, A,

Az integral definici6jabodl kitiinik, hogy ha egy ¢(h) korlatos fiiggvény
allando az A,, A4,, ... halmazokon, ahol A;€¢§ (i—=1,2,...), AiA;=0, ha
id=k és p(h)=¢;,, ha K€ A; (i—=1,2,...), akkor

2.3) o () E@A) = X g §(A), A= A,
J =1 k=1

A

A jobboldalon allé végtelen sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel kon-
vergdl. Bebizonyithatd, hogy a (2. 3) relacié és a jobboldalon all6 sor konver-
genciajara tett megjegyzés nem korldtos integrathaté ¢(h) fiiggvény esetén is
fennall, ha még feltessziik, hogy ¢(h) az A;+ A, -+ --- tipustt halmazokon'is
integralhatd, ahol i, i, ... tetszleges, természetes szamokbol ailo sorozat.

2.§. A hatarozatlan integral teljes additivitasa

Ebben a §-ban a kovetkezd tételt bizonyitjuk be.

2.3 TETEL: Legyen ¢(h) egy az & o-gyiirii minden halmazdn integrdl-
hato fiiggvény. Ekkor az

. 4) n(A)= | p(h) E(dA)

halmazfiiggvény teljesen additiv.
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BizonyiTAS: A (2.4) halmazfiiggvény additiv volta a 2.2 TETELDbOI
kovetkezik. Masrészt az integral definiciojabdl nyilvanvald, hogy diszjunkt
Aj, A, ... halmazokhoz fiiggetlen 1(A,)), 5,(A), ... valdsziniiségi vdltozok tar-
toznak. Csupan azt kell tehat bebizonyitanunk, hogy

(2.5) Y (Z A;;) — > (A
k=1 k=1
Tekintsitk eldbb a korlatos fiiggvény esetét és tegyiik fel, hogy
lp(h)| = K. Legyen By, B,, ... az & o-gyiirii egy olyan nem-n6vekvé halmaz-
sorozata, melyre lim B,==0. f.(f)-vel jeldlve az 1(B,) valosziniiségi valtozo

n—» 0

karakterisztikus fiiggvényét, az 1.4 TETEL szerint fennall a kovetkez6 egyen-
16tlenség .

(2.6) 1—f.(H)) = W(KL, B,).

Mivel W(t, A) minden pozitiv f-re véges mérték az $ o-gyiiriin, kovetkezik,
hogy

2.7 lim W(Kt, B.)=0.

n—> o

Felhasznalva [13] 2.1 TETELét, a (2.6) és (2.7) relaciokbol allitasunk Ile-
olvashato.

Most ratériink a nem-korlatos fiiggvények esetére. Legyen §;=D;S§,
ahol D;=={h:—i=g(h)<i}. Jelolje R a kovetkezd tipusii halmazokbdl
alkotott gyiiriit

A=A, +---+ A, A €S, k=12, ...,r).
Az elbbbiek szerint r,(A) teljesen additiv az & gyfiriin. Ha ugyanis A,, A, .."
az & gytrii egy diszjunkt halmazokbdl all6 elemsorozata, —= D A€R,
k=1

akkor valamilyen i-re A€ $; és igy minden k-ra A, € 8. Amde 1 teljesen
additiv az §; gyuriin, tehat

W)= (4.

k

=

Most bebizonyitjuk, hogy az 1 halmazfiiggvény kiterjeszthetté az S(R)=3§
a-gyiriire (vo. [13] 233. old.) Tekintsiink egy diszjunkt, &-hez tartozé halma-
zokbdl allé B,, B,, ... sorozatot. Bebizonyitjuk, hogy a

(2.8) z\-: n(By)

sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergal. Ez bizonyitani fogja a
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kiterjesztés elvégezhetoségét (vo. [13] 3.2 TETEL). Legyen
Ci = (Di1—D,) B;.-g") (i < i1, KD < kgi’l, rs=12,..)°

Mivel |p(h)| =i 41, ha heC, — ch x0), kovetkezik, hogy
(2.9) n(C,) = ;1 n(Ci,x)

és a (2.9) sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergal. Masrészt

¢(h) integralhaté a C—= ZC halmazon is, tehat az 1.5 TETEL szerint (az

a,——i,—1, b, —1,+1 sorozatokat valasztva)

(2.10) n(C)= ;1 7(C.).

A (2.9) és (2. 10) relaciokat egybevetve, azt kapjuk, hogy a
2.11) Z:Z;n(a-rkg"’)

sor 1 valosziniiséggel konvergdl. Most bebizonyitunk egy lemmat.

LEMMA: Ha egy fiiggetlen valosziniiségi vdltozokbol dllo
(2. 12) ; g En
sor (ebben a sorrendben) 1 valdsziniiséggel konvergdl, tovdbbd minden
L<iy<--- 6s ky<k,<--- Indexsorozatpdrra a

(2.13) 2 2 E0
r=1s=1

sor 1 valosziniiséggel konvergdl, akkor a (2. 12) sor minden sorrendben 1 valo-
sziniiséggel konvergadl.

BIZONYITAS: Jelblje fx(t) a & valoszinliségi valtozo karakterisztikus
fliggvényét. Feltevésiink szerint a

[T 70)

végtelen kettGssorozat minden f-re és minden indexsorozatparra konvergens,
ami nyilvan csak tugy lehet, ha minden #-re

2 2 1—=fult)] < ==.
=1 k=1
Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

5 Az s index esetleg csak véges sok természetes szamot fut be.
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Alkalmazva a LEMMAt a & == 1;(Ci) valdsziniiségi valtozokra, kovetkezik,
hogy a

o] ©

(2- 14) ZZ ] (Cz'k)

=1 k=1
sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergdl. Mivel az 1.5 TETEL
szerint

@©

{2.15) 7(Bx) = 2 7(Ca),

i=l1
kovetkezik, hogy a (2. 8) sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal.
Jelolie 1*(A) (A €8) az 1(A) (A €R) halmazfiiggvény kiterjesztettjét és
legyen B¢ S. Jelolje tovabbad By a kovetkezd halmazt
By=1{h:B, —N=g¢(h)<N}.

Az 1.5 TETEL szerint
(2. 16) lim [ p()E@A) — | g (h)E@A).
~® gy B

Masrészt X
(2.17) 7 (B) = lim 3" (By) == lim (Bx) = Aljgam }}| ' @(h)E(d A).
A (2.16) és (2.17) relaciok szerint ’
7 (B)= | ¢ ¥ 4),
amivel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

3. §. Az integral tovabbi tulajdonsagai

A kozonséges Lebesgue-integral két tulajdonsidga nem vihetd at szo-
szerint erre az esetre. Az egyik az, hogy ha y(h) integralhaté fiiggvény és
¢ (h) olyan mérhet6 fiiggvény, amelyre |¢(h)| = y(h), akkor ¢ (/) is integralhato-

Erre ellenpélda a kovetkezé. Legyen H a természetes szamok halmaza
és § az ennek valamennyi részhalmazabo! alkotott o-algebra. Definialjuk a £(A)
halmazfiiggvényt a kovetkezOképpen:

(2.18) B(A) = X (—1yi
hea h
Konnyen belathato, hogy a
Ww(@2h—1)=2h
w(2h)y=2h
fliggvény integralhaté az egész H halmazon, de a

(2.20) eh)—h  (h=1,2,..)

(2.19) (h—1,2,..)
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fiiggvény nem integralhato ugyanott, bar nyilvan O < ¢ (h) = (k) minden h-ra.
Hasonlé példa adhaté arra, hogy bar a ¢, és ¢, fiiggvények integrdlhatok egy
bizonyos halmazon, de az 0sszegiik nem.

Legyen H és § ugyanaz, mint az eldbb, és definialjuk a ¢, (h), ¢.(h)
fiiggvényeket a kovetkezbképpen

\ . (2h) = (—1)"2h,

(2.21) o@h—1)—(1y2n, =12
(¢:(1)=0,

(2.22) @, (2h) = (—1)"*12h, = (h=1,2,...).
?¢2(2h+ 1) == (—1)"124,

Ekkor ¢, (h) -+ ,(h) a paros szamokon eltiinik, a pdratlan szamokon pedig
az integralja nem létezik, mert az integralt definidld Osszeg nem abszolut
konvergens.

Latjuk tehéat, hogy a Lebesgue-integral e két tulajdonsaga még konstans
értékii £(A) halmazfiiggvények esetén sem teljesiil. Ezek helyett olyan tételeket
fogunk bebizonyitani, melyeknek itt felléps, ujszerii feltételei a Lebesgue-
integral esetében trividlisan teljesiilnek. Ugy tiinik azonban, hogy a 2.4, 2.7
és 2.8 TETELek az altalunk bevezetett (3.1) integral vératlanul j6 tulajdon-
sagait fejezik ki. Ezzel kapcsolatban emlékeztetiink a [13] dolgozat V. fejeze-
tére, ahol szerzd egy példat adott pozitiv és negativ részekre fel nem bonthato
sztochasztikus halmazfiiggvényre (4. példa). A kovetkezd tétel két fiiggvény
Osszegének az integraljara vonatkozik, a 2. 7 és 2.8 TETELekhez tovabbi eld-
készités sziikséges.

2.4. TETEL: Ha a ¢,(h) és ¢,(h) fiiggvények egy A € S halmaz minden
mérhetd részhalmazdn integrdlhatok, akkor ugyanez érvényes a o,(h)+ ¢,(h)
fiiggvényre is €s

@2) )+ 0)EA) = [ g.(0)EE@A) + | gu(0)E(@A)

BizonyiTAs: Legyen { » egy végteleniil finom osztopont-kettssorozat
és {H"} a g.(h)--g¢.(h) figgvény altal meghatarozott megfeleld felosztas~
sorozat. Tekintsiik a kovetkez6 sort

kz-i()’i”)’_&(A H™)— J ¢ (h)E(dA)— J @, (h)E(d A)) _

(2.24) AR AR

= 3 an)— 3 [ pmzan— 3 [ g.meaa).

AHP AHM
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A jobboldalon all6 masodik és harmadik sor a 2.3 TETEL szerint minden
sorrendben 1 valosziniiséggel konvergdl és a ¢,(h), ill. ¢,(h) fiiggvény integ--
raljat adja az A halmazon. A baloldalon &ll6 sorrél még nem tudjuk, hogy
konvergens-e. Legyen {2} egy végteleniil finom osztépont-kettssorozat,
tovabba {L™} a ¢, (h), (MY} pedig a ¢.(h) fiiggvény altal meghatarozott
felosztassorozat és jelolje () a (2.24) formula baloldalan allo sor k-adik
tagjanak karakterisztikus fiiggvényét. Mivel

WEHAHD) — | gu(EAA) — | ¢.(h)E@A) =
AR AI.{,("‘)

— lim st. }yEAHM)— D 2 AHP LY —

m—>

(2.25) — D AEAHD MY =

— hm St. Z (yin) _Zi,)z)_zyiz))g(A H}EM)LSM)M;S"I)),

m—> 0 s, r

tovabba az utolsé 6sszegben |p” — 2" — 2| = 4, ahol &, = sup (Y —pi")..
k

kovetkezik, hogy
11—/ (t)] = W(dat, AH).

Innen osszegezés utjan a

(2. 26) hZ N—fM(t)] = W(dat, A)

formuldra jutunk. Ez egyrészt bizonyitja, hogy a (2.24) baloldalan allé sor,
tehat a jobboldalon allo elsé sor is minden sorrendben 1 valésziniiséggel
konvergal. Masrészt az n— oo hatdrdtmenetet elvégezve és figyelembe véve:
az 1.1 TETELt, azt kapjuk, hogy a (2. 24) kifejezés jobboldaldn &ll6 sor szto-
chasztikusan O-hoz tart, vagyis fenndll a (2. 23) formula. Az elébbi okosko-
dast az A halmaz egy tetszbleges mérhetd részhalmazéra elvégezve, azt talal-
juk, hogy a ¢.(h)+ ¢.(h) fiiggvény ezen a halmazon is integrdlhaté. Q. e. d..

4. §. Két segédtétel
2.5 TETEL: Ahhoz, hogy egy ¢(h) fiiggvény integrdlhato legyen az

A €S halmaz minden mérhetd részhalmazdn, sziikséges és elegendd, hogy
minden {y.} osztdpontsorozatra teljesiilion a

(2.27) D W(ty, AH) <
k=-

reldcio, ahol {H,} a @(h) fiiggvény dltal meghatdrozott megfeleld felosztds..
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BIZONYITAS: Az elegeﬁdéség az 1.3 TETELbOl kozvetleniil adodik.
A sziikségességet indirekt uton bizonyitjuk. Ha a (2.27) osszeg végtelen,
akkor talalhatok olyan By € AH:S (I=1,2,. Ik;k=1,2, ...) halmazok,

hogy

(2. 28) : | A_f Z‘l‘|1¥f(fyh, By)| = oo.
Legyen K = sup (Pre1—y5) és jeldlje fu(f) az
229 [ e®E@D—nEB) — | (p()—p) E@A)

valOsziniiségi valtozo karakterisztikus fiiggvényét. Az 1.4 TETEL szerint.

(2300 . [1—fu(t)] = W(KY, Bu).
(2. 30) szerint ]
@3 3 A0l <,
~ tehat a o | _
(2.32) 2 > h: l(fcp(h)s(dA)—yk§(3k1>)

sor minden sorrendben 1 valoszmuseggel konvergal. Amde ugyanezzel a
tulajdonsaggal rendelkezik a '

em . 33 [emzan

sor is, hiszen @(#) az A halmaz minden mérheté részhalmazan integralhato,
tehat alkalmazhaté a 2.3 TETEL az AQ o-gyliriire. Eszerint a

w

(2. 34) _ > Z Vi §(Bu)

k=-w0Il=
sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal, ami ellentmond (2. 28)-
nak. Q.e.d. :

2.6 TETEL: Legyen g(h) és w(h) két nem-negativ, mérhetd fiiggvény.
Tegyiik fel, hogy ¢(h) = (h) és y(h) integrdlhaté az A€ § halmaz minden
mérhetd részhalmazdn. Ez esetben minden {y.} (y,=0) osztdpontsorozatra és
mmden t-re fenndll a

(2. 35) Z W(fyk,‘ALk) = 2 Wity AH)

egyenlotlenseg, alzol {Ly} a cp(/z) {H.} pedig a w(h) fiiggvények dltal meg-
hatdrozott felosztds. ' .
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BizONY{TAS : Mivel

Li={h:y: = @(h) < Pru1},

(k=0,1,2,..),
={h:yp.=v(h) < yen},
kovetkezik, hogy
(2. 36) ' ZHAQZLL (j=0,1,2,..),
K=
(2.37) HiL,—0, ha k>jJ.

Ezeket felhasznalva, a kovetkezokre jutunk

Ms

W(;t, AH)= ZZ W(y,t AH, LL)-—

7=0 k=0

ANy
1l
=)

!
JB
M

W(y,t AH, L,)—Z Z W(y;t, AH; L) =

=0 j=k

W(pit, AH;Ly) = V W(ykt, A Z;H,-Lk) =
=

I k=

T
<
i
<

s
Me
Ma

2
I
S

J-

I
I [\43

W(y)\f A LA)

ami éppen allitdsunkat fejezi ki.

5. §. A majoralt fiiggvényre vonatkozo tétel és a nagy
Lebesgue-tétel analogonja

E fejezet 3. §-anak elején lattunk arra példat, hogy ha egy fiiggvény-
nek van egy adott halmazon integralhatd majordnsa, ebb6l még nem kovet-
kezik, hogy a fiiggvény integralhatd. Az integralhatdsidgra vonatkozd pozitiv
allitdis bebizonyitdsdhoz sziikségiink van ugyanarra a feltételre, amely a
2.4 TETELben szerepelt. Allitisunkat tartalmazza a

2.7 TETEL: Legyen g (h) egy mérhetd, w(h) pedig egy, az A€ S halmaz
minden $-hez tartozo részhalmazdn integrdthato fiiggvény, melyre |¢(h)| =y (h).
Ekkor @(h) is integrdlhato az A halmaz valamennyi $-hez tartozo rész-
halmazdn.

BizoNYiTAs: Legyen B € AS. Jelolje B, (ill. B,) a B halmaznak azt a
~részhalmazat, amelyen ¢(h) =0 (ill. ¢(h)<0). A 2.5 és 2.6 TETELekbOI
kovetkezik, hogy ¢(h) integralhatdo a B, és B, halmazok mindegyikén, tehat
a 2.2 TETEL szerint ezek Osszegén is integralhato. Q.e. d.




356 PREKOPA A.

Most bebizonyitjuk az un. nagy Lebesgue-tétel analogonjat.

2.8. TETEL: Legyen ¢, (h) (N=1,2,...) egy mérhetd fiiggvenyekbol
dllo sorozat, melyre leljesiil, hogy |g,(h)|=(h), ahol yw(h) egy A€S
halmaz minden mérhetd részhalmazdn integrdlhato fiiggvény. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy létezik a (p(h)~—lvim ¢y(h) hatdrérték. Ekkor a ¢ (h), ¢(h)

fiiggvények is integrdlhatok az A halmaz minden mérhetd részhalmazdn és
(2.38) | @ (h) E(@A)=> | p(h) E(d A).
A A

BizonyiTAs: A ¢ (h) és ¢(h) fiiggvények integralhatosagara vonatkozé
allitdis a 2.7 TETELbO! kovetkezik. A 2.6 TETEL szerint elegendd a ¢(h)=0,
g, ()=0 (N=1,2,...) esettel foglalkoznunk.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor ¢ () =M< oo (N=1,2,...)-
Jeldlje Ay az A halmaznak azt a részhalmazat, amelyen ¢.(h) =9, ahol
0>0. Ha az '

ll'cp,vw)&(dA)

valosziniliségi valtozd karakterisztikus fiiggvényét f, (f)-vel jeloljiik, akkor, az
1.4 TETEL felhasznaldsdval a kovetkezOkre jutunk

1—fv(@®)] = W(ot, Ay) + W(Mt, A— Ay) =

Rogzitett ¢ mellett eldészor megvalasztjuk o-t oly moédon, hogy (2.39) jobb-
oldalan az els6 tag kisebb legyen, mint &2, Ez az 1.1 TETEL szerint meg-
tehet6. Ezutdn N-et olyan nagynak valasztjuk, hogy a masodik tag is kisebb
legyen, mint ¢2. Ez is megtehetd, hiszen W korldtos mérték az § o-gyfiriin
és lim ¢x(h) =0 miatt lim Ay=0. Eszerint minden t-re
N> No©

limfy(t)=1,

N>
ami éppen az ailitast fejezi ki.

Vizsgaljuk most az 4ltaldnos esetet. A ¢ (h) fiiggvény felbonthaté a

kovetkezbképpen

Py (h) = ¢Q(h) + 92 (h),
ahol
O (h)= ¢y(h), ha o (h)=M,
‘ 10 egyébként,

PR () = ¢ () —¢P (1)
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€s M egy késdbb meghatdrozando konstans. Jeldlje fO(¢), ill. f@(¢) az

(40 () @A), il |(p\>(h)E(dA)

valOsziniiségi valtozd karakterisztikus fiiggvényét és foglalkozzunk az utobbival.

Legyen {){"} egy végteleniil finom osztopont-kettéssorozat, melyre {y"}
S, (LR a ¢F(h) fiiggvény altal meghatarozott megfelel felosztas-
sorozat és jelolje fua(f) a

2 W E(ALS:
valdszinliségi vaitozd karakterisztikus fiiggvényét. Nyilvdnval6, hogy
(2. 40) @ =&,

ha n— oc. Jeldlje {H:} az (W} = {y.) osztopontsorozat és a w(h) fuggvény
altal meghatarozott felosztast, tovdbbéa K a kovetkezo szamot: K= sup (Ver1— yx)-
k

Ha M =1, akkor a 2.6 TETEL felhasznalaséval azt kapjuk, hogy

11— 2] = Z WO ALY = D woiht AL =
1

e CES
= > WOPK+DLALYY= D WK+ Dt AH).
RS kiy 2= ’
Eszerint
(2. 41) N—fPOl= 2 WK+ 1)t AH).
yk‘

Rogzitsiik ¢ értékét és valasszuk M-et oly nagynak, hogy a (2. 41) egyen-
l6tlenség jobboldalan allé tag kisebb legyen, mint /2. Rogzitett M mellett
N-et elég nagynak valasztva, fenndll az

N—0l< 5
egyenlttlenség. Ha gy, mint az el6bb, f,.(f) jeloli az
| ¢ hE@A)
A

valdsziniiségi valtozd karakterisztikus fliggvényét, akkor, f.(f) =L (f)f2(1)
és igy az el6bb rogzitett ¢ értékre fennall az

I—fx(® = 1= O+ T—f (D) <&
relacio. Q. e.d.
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6.§. A nem-negativ halmazfiiggvény esete

Ha a £(A) sztochasztikus halmazfiiggvény valdsziniiségi valtozdi nem-
negativak, akkor az integralt kozelitd Osszeg nem csupdn sztochasztikusan,
hanem 1 valosziniiséggel is konvergdl a megfelelé integralhoz. Igaz az is,
hogy ha ¢(h) integralhaté az A € S halmazon, akkor integrdlhaté ennek min-
den mérhet6 részhalmazdn. Az el6bbi allitdst specialis esetként tartalmazza a
nagy Lebesgue-tétel analogonjdnak most bebizonyitandd erésebb alakja.

2.9 TETEL: Ha minden B €8 halmazra &(B) =0, fovdbbd ¢, (h) (N=
=1,2,...), ¢(h) és Y(h) olyan fiiggvények, melyekre

lim g ()= g (1)

és y(h) integrdlhato az A € & halmazon, akkor ugyanez érvényes a ¢ (h) (N=
—1,2,...) és ¢(h) fiiggvényekre is és

lim Ai'%(h)&(dA) — [gwyE@a).

BizoNyiTAs: Elegend6 a ¢(h)—0 és ¢, (h)=0 (N=1,2,...) esetet
vizsgainunk. Legyen &> 0 és vezessitk be a kovetkezd jelolést
Ay={h:A, ¢.(h)=¢}.
Ekkor

| ¢ DE@A) — [ ¢, (N @AY+ | ¢, (WE@A) =

A AN A-Ay

(2. 42) = | w(h)EA) +5E(A).

Felhaszndlva a 2. 3 TETELt és [13] 4.2 TETELét, (2. 42)-bol kovetkezik, hogy
lim | ¢ (h)E(dA)=0.
N0 [i

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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Ill. FEJEZET
ABSZOLUT FOLYTONQS HALMAZFUGGVENYEK

1. §. Definici6 és unicitas

Egy az § o-gyiiriin értelmezett 1(A) teljesen additiv halmazfiiggvényt
abszolut folytonosnak neveziink a &£(A) teljesen additiv halmazfiiggvényre
vonatkozolag, ha van olyan ¢(h) mérhetd fiiggvény, hogy

@3.1) n(A)— Affﬁ(h)&(dA)

minden A € § halmazra. Ezt a kapcsolatot a kovetkezOképpen jeloljik: 7 << é&.
El6szor bebizonyitjuk, hogy a & és 1 halmazfiiggvények egyértelmiien
meghatarozzdk a ¢(h) fuggvényt. Ezt fejezi ki a

3.1 TETEL: Ha ¢,(h) és ¢,(h) két mérhetd, minden A € § halmazon a &
teljesen additiv halmazfiiggvényre nézve integrdlhato fiiggvény és

3.2) _|‘(/J1(h)§(dz4) =;\“¢~.’(h)§(dA) (A€3),

1
akkor van olyan E, a & halmazfiiggvényre nézve 0-halmaz, hogy
¢ () =q,(h), ha he€e H—E.
BizonviTAs: Tekintsiik a v (h) = ¢,(h)—q,(h) fiiggvényt. (3. 2) szerint
minden A€ $ halmazra

(3.3) JvmEaa —o.

Ennek a reldcidnak a teljesiilése nyilvan csak a £(A) (A € 8) valdsziniiségi valtozok
valosziniiségi viszonyaitdl, pontosabban a (§(A,), ..., E(A.)) (A €S,..., 4, €8)
vektorok eloszlasaitol fiigg és nem fiigg attol, hogy milyen eseménytérben
reprezentdljuk Oket. Tekintsiikk az eredeti {2 eseménytér Onmagaval vald
Descartes-féle szorzatdt a megfeleld szorzat valdszinliségi mértékkel. Jelolje a
szorzatteret 2 == Q, X Q,= {01, M)} (w, € £,, m, € L2,). Legyen

E(A) =5 (o, ), A) =E(m, A),
.Ez(A) - Ez(((’)ly (02)1 A) = E((')z; A)’
Nyilvanvalé, hogy az A,,..., 4., By, ..., B, $-hez tartoz6 halmazok tetszo-

leges megvalasztasa mellett a (§,(A.), ..., &(An), (B, ..., &(B.)) vektorok
fiiggetlenek. Ebb6l kovetkezik, hogy a '

(3.5) S(A) = &(A)—E&(A)  (A€d)
halmazfiiggvény teljesen additiv és &(A) minden A € § halmazra a O pontra

3. 4)
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nézve szimmetrikus eloszlassal rendelkezik. Igaz tovabba az is, hogy
3.6)  [wE@A) = [wh)E @A) — [wR)EWA) —~0—0=0.
A A A

1
N
’(3 7) AxC Axi (N: 1,2,.. )

Legyen {3{"} az osztopontok egy végteleniil finom kettéssorozata és {H:"}

a megfeleld, (k) Aaltal meghatarozott felosztdssorozat. Ekkor, rogzitett N
mellett

(3.8) 2 WEAH)y=>0,
k

Jelolje Ax € § azt a halmazt, ahol = = |¢(h)! = N. Nyilvanvald, hogy

ha n— oc. Azt kaptuk tehat, hogy a (3.8) Osszegre teljesiil a nagy szamok
torvénye és igy (vo. [6] 22. §) "

: PE(Ax H))
(3.9 lim M[ (" Es(Ax Hi ,]:0.
-9 = 14 (" E(ANHM)Y

Mivel az Ay halmazon %é |ly(h) = N, kévétkezik, hogy

) (n) B v(n) 2
0= lim ZM[ (s ff(A“H" ) o];
1+ (V& (AvH")Y
y (2 -

= ot lim ZM[ Gldebr j

N' wro % 14+ & (AN H"))
Ismét a nagy szamok torvényét alkalmazva, kovetkezik, hogy rogzitett N
mellett
(3.11) DE(AVHM)=>0,

k

n->o Kk

n>o k

(3. 10)

ha n—oc. Amde a (3.11) osszeg minden n-re &(Ax)-nel egyenld, tehat
£(Ay)=0. Eszerint, ha L azt a halmazt jelenti, amelyen (h)==0, akkor

(3.12) . 5(L) = lim &(Ax)=0.

Legyen B¢ LS. Mivel (3. 12) szerint

(3- ]3) §;;(B)+§3(L—B)=O,

tovabba &,(B), &(L— B) fiiggetlenek és O-ra nézve szimmetrikus eloszlasuak,
kovetkezik, hogy &(B)=—0. Igy a E&(B) =E(B)—&(B) relacié és a &(B),
&,(B) valdsziniiségi valtozok fiiggetlensége miatt kell, hogy & (B)= const,
legyen. Mivel & (B) ugyanolyan eloszlasu, mint &(B), kovetkezik, hogy (vissza-
térve az eredeti eseménytérre és az eredeti valosziniiségi vaitozokra) van olyan
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w(B), az LS o-gyiiriin értelmezett, teljesen additiv, szamértékii halmazfiiggvény,
melyre :
(3. 14) EB)=u(B) (B€LS).

Mivel tudjuk, hogy
(3.15) Jwihyu@A)y= | w(h)@a) —0  (AeLs),
R A

a Radon-integralra vonatkozd jOlismert tételek szerint van olyan E € LS§, u-re
(ill. &-re) nézve O-halmaz, hogy

(3. 16) w(h) =0, ha heL—E.
Ez az £ halmaz kielégiti a tételben megszabott kovetelményeket. Q.e. d.

2.§. Az abszolit folytonossag tranzitivitasa

Ugyantgy, mint a szamértékii halmazfiiggvények esetében, az abszolut
folytonossag itt is tranzitiv tulajdonsag. Ezt fejezi ki a

3.2 TETEL: Ha &(A), n(A), L(A) az § o-gyiiriin értelmezett teljesen
additiv halmazfiiggvények és C<€n, <€ &, akkor 5 <&
BizonyiTAs : Legyen
(A= g(h) @A), S(A) = [ w(h) n(dA)  (A€S),
A A

¢és tegyiik fel eloszor, hogy ¢(h) és w(h) korlatosak. Valasszunk egy vég-
teleniil finom {3\”} osztopont-kettéssorozatot és jelolie {H\’} a megfeleld,
w(h) altal meghatarozott felosztassorozatot. Definidljuk a w, (), ¢.(h) fiigg-
vényeket a kovetkez6képpen

W ()=, ha heH" (k=0,-1,+2,..;n=1,2..),

@u(ft) == () . (h) (n==1,2,..).
Feltételeinkbdl kovetkezik, hogy
(3.17) S (AHP)=> (A).

-
Masrészt .
‘2: y;{n) ) (A H}in)) __ Zy;fl) ‘ ([(/l) E(a’A) ==
’ Ko )
(3.18) = X A g i@ = | g ) wa(h) E@A) ~
" 11{?” ke l;,(c")

J . (h) E(d A).

v Il Osztaly Kozleményei VII3—4
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A.(3.17) és (3.18) relaciokbol kovetkezik, hogy
(3.19) E(A) = | g(h) w(h) E(dA).
A

Nézziik most azt az esetet, amikor a ¢(h) és (h) fiiggvények nem
feltétleniil korlatosak. Jelolje Axy a kovetkezO -halmazt: '

Avi= th: Algp(W) = 50, W) = 57, —N = g (R)w(k) < N}

M,N—-1,2,...).
Mivel a g(h), w(h) fiiggvények korlatosak az Axy halmazon, tehat alkalmazva
az eldbbieket az Axy & o-gyiiriire, specidlisan azt kapjuk, hogy

(3. 20) c(Axy) = | p(h) w(h) E(dA).

Ay
Az Axy halmazok definiciojabol kovetkezik, hogy Axw < Axw:1. Ha
Ax = lim A~y, akkor, mivel az Ay halmazon ¢(h) ¥ (k) korlatos, alkalmazva

M>w

a 2.3 TETELt az Ax§ o-gyiiriire, kovetkezik, hogy

(3.21) (A= [ 9t (W £(dA)

Jelolje B azt a halmazt, ah-(;l @(h)w(h)=0. Ekkor lim Ax=—=A—B8,
lim{(Ay) = {(A—B), tehit az 1.5 TETEL felhasznalasaval (3. 21)-bl azt
;;;;}uk, hogy

(3.22) L(A—B)= | 9(0) () K@)

Amde egyszeriien belathatd, hogy {(B)=0, tehat végiil azt kapjuk, hogy
(3-23) - 2A) =g p(h) EdA).
A
Ezzel a 3.2 TETELt bebizonyitottuk.
Ha a (3.1) relacié altal definialt ¢(#) fiiggvényre bevezetjiik a

s

jelolést, akkor nyilvanvalo, hogy
d(mpt1)  dy | diy

(3. 25) 4~ dE Tar’
ahol 1,(A), 1,(A) teljesen additiv és £(A)-ra nézve abszolut folytonos halmaz-
fiiggvények. A 3.2 TETEL azt allitia, hogy ha iétezik 25 & 4% akkor

dr; dE’
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létezik "—; is és a (3.23) relacio szerint

d:

di  do dy

dE T dr,  dE

MEGJEGYZES: A sztochasztikus halmazfiiggvények esetére a Radon—

Nikodym-tétel nem &ltalanosithaté szdszerint. Legyen pl. H a [0, 1] intervallum,
§ az ennek Lebesgue-szerint mérhet6 részhalmazaibol alkotott o-gyiirli. Ha
E(A) és n(A) (A€ 8) két teljesen additiv halmazfiiggvény, melyek karakterisz-
tikus fiiggvényei

(3. 26)

2 2
eim(A)bm (A)%, in. -m 1,‘)%

€ ,

ahol m(A) az A halmaz Lebesgue-mértéke, akkor a &£(A):= 0 relaci6 maga
utdn vonja, hogy 1n(4)=0. Ennek ellenére nem talalhaté olyan ¢(h) figg-
vény, melyre

WA= | g EWA)  (Acs).

IV. FEJEZET
A VARHATO ERTEKRE ES A SZORASRA VONATKOZO TETELEK

1. §. Altalanos megjegyzések
Ha £(A) egy & gytriin értelmezett additiv halmazfiiggvény és minden
A € § halmazra létezik az
@1 M(A)- M(E(A))

varhato érték, akkor M(A) nyilvz’in additiv szamértékil halmazfiiggvény. Ugyanez
érvényes a

4.2) D*(A) -~ D*(E(A))

szorasnégyzetre is, amennyiben az létezik. A (4.1) és (4.2) szamértékii
halmazfiiggvények teljes additivitdsanak a bizonyitasa azonban mar mélyebb
segédeszkozoket igényel. Erre vonatkozik a

4.1 TETEL: Ha E(A) egy & gyiiriin értelmezett teljesen additiv halmaz-
fiiggveny és M(E(A)) (ill. D*(E(A)) létezik minden A € & halmazra, akkor a
(4. 1) (ill. (4.2)) szdmértékii halmazfiiggvény teljesen additiv.

BizonyiTAs: Legyen A;, A,,... az & gyiri egy diszjunkt halmaz-

sorozata, melyre A= > A, € & DooB egy tétele szerint ([5] 339. old.
k=1

T*
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THEOREM 5. 2)

k

M(3(A)) = Ll M(E(A)),
tehat ‘
4. 3) M(A)= zl M(A).

Lassuk most a szorasra vonatkozd allitds bizonyitasat. Feltehetjiik, hogy
M(B)- -0 minden B €& halmazra. DOOB el6bb idézett tételebdl az is kovet-
kezik, hogy ' _

lim M UI_E(A)—: £(An) } —0.

=0 k=1 B

Mivel
E(A)— ;1 E(A) = E(B.1),

k=

ahol B, = A, tehat

k=n

(4. 4) lim D*(B..1) == lim D*(€(B..1)) - O.

H>»0 n-»m

Masrészt
D¥(A)== ; D*(A.) + D*(Buyy),

ahonnan allitasunk leolvashato. Q. e. d.

1. MEGJEGYZES: Abbdl, hogy egy & gyiiriin értelmezett és S(R)-re
kiterjeszthetd halmazfiiggvényre az M(§(A)) (A € &) varhat6 értékek léteznek,
nem kovetkezik, hogy a kiterjesztett halmazfiiggvény valdsziniiségi valtozoi is
véges varhatd értékkel rendelkeznek. Egy egyszerii példa erre a kovetkezd,
fiiggetlen valdsziniiségi valtozokbol allo sor (R a természetes szamok véges
halmazainak gyiirtije). Legyen

(4. 5) p(h _n
1——
n

akkor &, minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergal, tehat a £(A) -

. n~1
= ME.(A € &) halmazfiiggvény kiterjeszthets $(R)-re. Amde

)E\
M@E) -1 (n=-1,2,..)),

tehdt X M) = ~ és igy M(.‘_' &)=~

n=1\ n=1
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2. MEGJEGYZES: Lehetséges az is, hogy a $(A) és M(A) (A€ &) hal-
mazfiiggvények mindegyike kiterjeszthetd, de S(R)-en a kiterjesztett halmaz-
figgvény valosziniliségi valtozoi nem feltétleniil véges varhato értékiiek. Ismét

24}

egy fiiggetlen valosziniiségi valtozokbol alio D', végtelen sort tekintve, le-

)

=2

gyen &, Osszetett Poisson-eloszlasu, karakterisztikus fiiggvényeének a logarit-
musa legyen a kovetkezd

‘ 1
N e e 1), ahol O

(k=
Kl(log k) ¢

I, +2,..;n=1,2,...)

oo

Ekkor a > &, minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal (vo. [5] 115.

=2

old. THEOR_EM 2.7 (I)) és az Osszeg karakterisztikus fiiggvénye

S & 1 1
AN it e N 2
€=, abol G o G ki Tog? ki —1°

o4

Amde M@E)-0(n-:2,3,..) ¢ésa l &, osszeg varhatd értéke nem létezik,

mert

‘_\_:\k CI;: hd ]

P} = log® k —1 —
aminek éppen az abszolut varhato értéket kellene megadnia. Igy a
EA)=- 2 & (AES)
h

—
s
<.

<,

sztochasztikus és az
M(A) —M(E(A) =0

szamértékli halmazfiiggvény kiterjeszthetd S(&R)-re, de a kiterjesztett halmaz-
fiiggvény valdsziniiségi valtozoi nem mind véges varhato értékiiek.

3. MEGJEGYZES: Ha E(A) (A € &) kiterjeszthetd S(R)-re és &*(B) véges
varhato értékkel rendelkezik minden B € §(R) halmazra, akkor a 4.1 TETEL-
bol kovetkezik, hogy M(A) (A € &) is kiterjeszthetd S(&R)-re és

M*(B) -~ M(£'(B)) (B € $(R)),
ahol M* az M szamértékii halmazfiiggvény Kkiterjesztettje.

4. MEGJEGYZES: Ha £(A) (A€ &) teljesen additiv halmazfiiggvény,
tovabba minden A € & halmazra 1étezik a D*(A4) = D*(§(A)) mennyiség és ez
M(A)-val egyiitt mint halmazfiiggvény kiterjeszthetd S(&R)-re, akkor &(A) is
kiterjeszthetd S(R)-re és
(4.6) D(E(B)) = D™(B), M(E'(B)): -M*(B) (B¢ §(&)),
ahol D™, ill. M” a [¥, ill. M halmazfiiggvény Kiterjesztettje.
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BizonyiTas : Tekintsiik a §(A) — M(A) teljesen additiv halmazfiiggvényt.
Ez [13] 3. 11 TETELe szerint kiterjeszthetd S(&R)-re. Jelolje &M azoknak a B
halmazoknak az Gsszességét, amelyekre (4. 6) fennall. A fiiggetlen valoszinii-
ségi valtozokbol all6 végtelen sorokra vonatkozo j6lismert tételekbol (vo. [5]
108. old. THEOREM 2.3) egyszeriien kovetkezik, hogy I monoton osztaly.
Mivel & S M, kovetkezik, hogy M -=8(R) (v6. [7] 27. old. THEOREM).

2.§. Az (1. 3) integral varhato értékére és szorasara vonatkozo tételek

Most ratériink az (l. 3) integral varhatd értékének és szdrasanak a vizs-
galatara.

4.2 TETEL: Legyen £(A) (A € §) teljesen additiv halmazfiiggveny. Tegyiik
fel, hogy minden B¢ $ halmazra létezik az M(B)- M(E(B)) vdrhato érték és
van olyan < valdsziniségi vdltozo, hogy § minden A, ..., A, diszjunkt hal-
mazrendszerére

D 1E(A) =5
k=1
Ez esetben korldtos q(h) fiiggvényre léteznek az
(4.7 n(B) - | p(h)E(dA)
B
valosziniiségi vdltozok vdrhato értékei és

(4.8) MGIB) | p(yM@A),

ahol a jobboldalon Radon-integrdl dll.

BizonviTAs : Allitisunk a Lebesgue-féle korlatos konvergencia-tétel fel-
hasznélasaval igen egyszeriien belathato.

4.3 TETEL: Legyen £(A) (A € §) teljesen additiv halmazfiiggvény. Tegyiik
fel, hogy minden B€$ halmazra létezik a D(B) -- D(§(B)) szords és ¢(h) olyan
fiiggvény, melyre létezik a (4.8) jobboldaldn dllé6 Radon- és a kovetkezd

| ¢*(h) D*(d A)

B
Lebesgue-integrdl. Ez esetben léteznek az M(n(B)), D*(5(B)) mennyiségek és
fenndll a (4.8) és a

(4.9) D((B) - | ¢*(h) D*(dA).
R
reldcio.
BizoNYiTAs : Valasszunk egy {y”) osztopont-kettbssorozatot és legyen

VHOY a ¢(h) fiiggvény altal meghatdrozott megfeleld felosztassorozat. Kony-
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nyen beldthato, hogy a
(4. 10) L= 2 yWEBH")
k

sorozat négyzetes kézépben konvergens. Mivel ilyen értelemben (O valoszinii-
ségii halmaztdl eltekintve) a sorozat csak egy valosziniiségi valtozohoz tart-
hat, kovetkezik, hogy ez a hatarérték 1 (B). Ebb6l azonban az is kovetkezik,

hogy

@1 M(c) — M(i(B)),

M(E) — M(3(B)),
Felhasznalva azt, hogy a S(BH™) (k- 0, + 1, +2,...) valosziniiségi val-
tozok fliggetlenek, kovetkezik, hogy

(4.12) D*(G) = ME)—MG) — X O D* (BH),

ha n-— o<,

ahonnan a (4. 9) relacié leolvashato. A (4. 8) relacid ekvivalens (4. 11) elsd
soraval. Q.e.d.

Hasonlé formulat lehetne levezetni a harmadik centrdlis momentumra,
ugyanis fiiggetlen valdsziniiségi valtozok esetében ezek is Osszeadddnak.
Mivel ennek nincs kiilonosebb jelentésége, ezt a kérdést nem targyaljuk.

V. FEJEZET
A KARAKTERISZTIKUS FUNKCIONAL

Jelolje B a H térben értelmezett, S-re nézve mérhetd és egy S(A) tel-
jesen additiv halmazfiiggvényre nézve majdnem mindeniitt’ korlatos ¢ (/) fiigg-
vények terét. $ Banach-tér, ha egy fiiggvény normdjan az abszolut értékének
valédi maximumat értjitk. Tekintsiik a & térben értelmezett

G. 1) L(f)-=M [exp (if)' q,(h)g(dA):)J

funkcionalt. Ezt a $(A) halmazfiiggvény karakterisztikus funkciondljdnak nevez-
zitk. A 2.8 TETEL szerint az L(g) funkcional folytonos.

A karakterisztikus funkcionall, mint a Fourier-integral altaldnositasat,
KoLMOGOROV [11] vezette be 1935-ben. Valosziniiségszamitasi alkalmazds cél-
jabol LE Cam [3] vezette be sztochasztikus folyamatokra 1947-ben és ugyan-
csak ebben az évben S. BOCHNER [1] véletlen értékii additiv halmazfiiggvé-
nyekre. Az altalunk definidlt (5. 1) funkciondl sem nem 4ltaldnositdsa sem
nem specidlis esete az eldébbieknek. Ha £(A) realizacidi teljesen additiv hal-
mazfiiggvények, akkor (5.1) specidlis esete a KOLMOGOROV altal definialt

> V6. 340. old.
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karakterisztikus funkcionalnak. A BOCHNER altal bevezetett fogalom definicidja
lényegesen eltér az el6bbitdl.

Az (5.1) karakterisztikus funkcional ismeretében ismerjiikk a £(A) (A € §)
valosziniiségi valtozok valosziniiségi viszonyait. Ezt fejezi ki pontosabban az

5.1 TETEL: Az L(¢) funkciondl teljesen meghatdrozza az £ esemény-
térben annak a legkisebb o-gyiiriinek az elemein értelmezett valoszmusegez‘
amelyen a £(A) (A € §) valdsziniiségi vdltozok mérhetik.

Bi1zoNYiTAS: Legyen A,, A,, ..., A, az § o-gylirli n tetszbleges halmaza.
Megmutatjuk, hogy L(¢) meghatirozza a &(A,), ..., &(A,) valosziniiségi val-
tozok egyiittes karakterisztikus fiiggvényét. Definidljuk a kovetkezd fiiggvé-

nyeket :
Vb, ha h€EA,
(/’f);(h) = 0

Nyilvanvalg, hogy
M[exp I(tl(.&(Al) + e ‘lf tu :E(Au)] —

eayébkent, (k=1,2,..., n).

(5.2) = Mlexpi [, (WE@A)],
) H

ahol ‘

(5. 3) Yty ..., t“(h)ﬁ ,‘ ‘[1,{(/1)

tehat, ha t,,...,f. befutjdk a valos szamokat, L(g,...,t.(h)) megadja a
£(A), .., &(A,) vektor Kkarakterisztikus fliggvényét. Ezek az 1n. véges-
dimenzios eloszlasok mar meghatarozzak a valdsziniiséget a szobanforgd
o-gylirin. Q.e.d.
Ha léteznek az | @(h)e(d A) valdsziniiségi valtozok n-edik momentumai
H

minden ¢ () € & fliggvényre, akkor az

(5.4) L.ty M| [mian)

funkcionalt a £(A) (A € 8) halmazfiiggvény n-edik momentumanak nevezziik.
(5. 1)-bdl sorfejtéssel belathato, hogy

. L w-1 Lu 1 .n L;l /
(6.5 Le=1+iLig D (n_(f‘;), +in )R (),

ahol

(5. 6) L.(f) - M(* | g (h)¢ (dA)

PH

és R.(y) olyan funkcinal, melyre R.(y)/ = 1.



SZTOCHASZTIKUS HALMAZFUGGVENYEKROL, 11, 369

Most felirjuk néhany egyszerii sztochasztikus halmazfiiggvény-tipus ka-
rakterisztikus funkciondljat. Mindegyik esetben eleve feltessziik, hogy a szo-
banforgo halmazfiiggvény teljesen additiv.

1. Poisson-tipusti halmazfiiggvények. Ez esetben
(5.7) f(t, A= 0e"n (A €S),
ahol Z(A) az § o-gyiriin értelmezett véges mérték. Egyszeriien belathato, hogy

. 8) L((p):exp; | @rm—nya@a!.

' H J

2. Osszetett Poisson-tipusti halmazfiiggvények. Ez esetben
(.9) ftb ) —exp | X CAE D] (A¢3)
' k=1 :
ahol Z;,Z,,... valos szamokbdl alld additiv félcsoport, tovabba Ci(A)
(k=1,2,..)) és . '
(5.10) ' C(A) = Ci(A)
L=1

véges mérték az § o-gyliriin. Egyszeriien belathato, hogy

(5.11) L(g)-- exp ;;1 (e’“’f"’"‘)—l)Cz.-(dA)s-
T )

3. Laplace—Gauss-tipustt halmazfiiggvények. Ez esetben
1240 A

(5.12) C f@ A)=e E (A€S8),

ahol M(A) teljesen additiv szamértékii halmazfiiggvény, D*(A) pedig veges
mérték az § o-gyiriin. A karakterisztikus funkcional — amint az a 4. 3 TETEL
alapjan kozvetleniil is adodik, — a kovetkezd alaki

it M (A - -

(5.13) L) =exp )it | ¢(M@A)—5 | @)D @A),
CoH " )
ahol a jobboldalon az exponensben Radon-, illetve absztrakt Lebesgue-integ-
ral all.
Az (5. 1) karakterisztikus funkcionalt lehetne altaldnosabban a & halmaz-
fliggvényre nézve a H halmazon integralhatd fiiggvények terében értelmezni.
Ez a tér azonban altaldiban nem lesz Banach-tér.
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