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(EGY ÚJ SZTOCHASZTIKUS INTEGRÁL) 

P R É K O P A A N D R Á S 

Bevezetés 

Jelen dolgozat tárgya a [13] dolgozatban bevezetett sztochasztikus halmaz-
függvényekre vonatkozó integrál elméletének a felépítése. 

A valószínűségszámítási i rodalomban több különböző t ípusú sztochasz-
t ikus integrál ismeretes. Történetileg az első N. WiENERtől [16] származik. 
A stacionárius sztochasztikus folyamatok elméletében fellépő sztochasztikus 
Riemann- és Stieltjes-integrálokat A. N. KOLMOGOROV [9], [10] vezette be 
1940-ben. Az utóbbihoz hasonló integrált a funkcionál is analízisben is hasz-
nálnak önadjungál t operátorok spektrális előállításánál. Egy független növek-
ményű folyamatokkal definiált sztochasztikus Stieltjes-integrált vezetett be 
K. Ito 1951-ben [8]. 

Mindkettőt általánosította könyvében [5] J. L. DOOB. Az eddig felsorolt 
sztochasztikus integrálok esetében az alaptér, amelyben integrálunk, a szám-
egyenes valamilyen halmaza. S. BOCHNERÍÓI [1] származik egy olyan szto-
chaszt ikus integrál, amelyben absztrakt alaptér szerepel, azonban a véletlen 
értékű halmazfüggvény általában csak végesen additív és ezért az absztrakt 
Lebesgue-integrál elmélete nem általánosítható erre az esetre. Az e dolgozat-
ban bevezetett integrál általános egyrészt abból a szempontból, hogy absztrakt 
alaptérben integrálunk, másrészt az integrálban fellépő valószínűségi változók 
momentumairól semmit sem teszünk fel, ellentétben az összes korábban beve-
zetett sztochasztikus integrálokkal, amelyekben valamilyen p -edrendü momen-
tumok létezésére mindig szükség van, ahol р Ш L A speciálitása abban van, 
hogy a mértéket helyettesítő 2(A) halmazfüggvény olyan tu la jdonságú, 
hogy diszjunkt halmazokhoz független valószínűségi változókat rendel hozzá. 
Viszont éppen ez az A tulajdonság, amely lehetővé teszi az I. FEJEZET 1. 
§ - á b a n definiált integrál általános feltételek mellett való exisztenciájának és 
számos tula jdonságának a bebizonyítását. 

Az (1 .3 ) integrál a Lebesgue-integrál ál talánosítása és a legtöbb tulaj-
donság , amellyel a Lebesgue-integrál rendelkezik, itt is érvényes. 

Az egyes tételek megfogalmazásánál nem voltam tekintettel arra a tri-
viális általánosításra, hogy elég, ha valamilyen tu la jdonság csak majdnem 
mindenütt teljesül. Ezeket az általánosításokat ugyanis mindenütt bizonyítás 
nélkül ki lehet mondani . 
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Az egész elmélet a tel jesen addi t ív | ( A ) ( A £ f ) sz tochaszt ikus ha lmaz-

függvényeknek azon a tu l a jdonságán a lapul , hogy az {F(x, A), A £ S} e loszlás-

függvény-ha lmaz (feltételesen) kompakt . 

A gyakorlat i a lka lmazásokra szerző későbbi do lgoza ta iban kíván v i s sza -
térni. 

Alapfogalmak és jelölések 

A [13] dolgozat elején bevezetett foga lmaka t és jelöléseket tel jes e g é -
szében á tvesszük. Végig az egész do lgoza tban £(A) egy H ha lmaz b izonyos 

részhalmazaiból alkotott S o - g y ü r ü n értelmezett tel jesen addi t ív h a l m a z f ü g g -

vényt jelent. H egy te tszőleges elemét Л-val jelöljük. Csupán a III. FEJEZET-
ben beszé lünk egyszerre t öbb olyan sz tochaszt ikus ha lmazfüggvényről , amelyre 
integrálunk és a IV. FEjEZETben egy-két áll í tás b izonyí tásánál n incs s züksé -
günk arra, hogy S a - g y ű r ü , e legendő, ha csak gyűrű . 

Ha azt m o n d j u k , hogy egy cp(h) f üggvény integrálható, a k k o r — h a c s a k 
más megjegyzés t nem teszünk — mind ig a § ( 4 ) ( 4 £ $ ) tel jesen addi t ív ha l -

mazfüggvényre vonatkozó in tegrá lhatóságra g o n d o l u n k . Ha egy függvény t 

in tegrálhatónak nevezünk, akkor természetesen eleve fel tesszük, hogy a s z ó -

banfo rgó függvény mérhető . 
C s u p á n egy ű j foga lmat kell bevezetnünk, amely a [11] do lgoza tban 

nem fordul t elő és ez a köve tkező : azt m o n d j u k , hogy egy A + S halmaz 
0 -ha lmaz а §(A) ( 4 + S ) tel jesen addi t ív ha lmazfüggvényre vonatkozólag , ha 
minden Y Ç X B ha lmazra S (Y) = 0. 

1. F E J E Z E T 

AZ INTEGRÁL DEFINÍCIÓJA É S EXISZTENCIÁJA 

1. §. Definíciók 

A tárgya lás egyszerűsí tése cél jából bevezet jük a következő def in íc iókat : 

1. DEFINÍCIÓ: Egy ké t i rányban végtelen {yk} számsoroza to t osztópont-
sorozatnak nevezünk, ha У к < У м {k = 0, + 1, + 2 , . . . ) , l i m y A = — , 

k-t со 
lim yk = — — és sup (yk+1—yk)<oo. Az osz tópontsorozatok egy {>>in)}soro-
k-t - со к 
zatát osztópont-kettőssorozatnak fog juk nevezni . 

2. DEFINÍCIÓ : Egy {yl'0} osz tópont-ke t tőssorozato t végtelenül finomnak 
nevezünk, ha 

lim sup ô f â - j £ l ) ) = = 0 . 
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Legyen <p(h) egy a H térben értelmezett, az S a -gyürűre nézve mér-
hető, valós értékű függvény és {yk} egy osztópontsorozat. Tekintsük a követ-
kező végtelen sort 

(1.1) E УЛ(АЪ), 
Tc=- со 

ahol Hk = {h\yk ^ cp(h) < уш). A H k halmazok diszjunktak és összegük 
egyenlő Я-va l . 

A {Hk} halmazrendszert az {y k } osztópontsorozat és a y(h) függvény 
által meghatározott felosztásnak fogjuk nevezni. 

Be fogjuk bizonyítani, hogy ha minden elég finom osztópont-sorozatra 
a független valószínűségi változókból álló ( 1 . 1 ) sor minden sorrendben 1 
valószínűséggel konvergál és [ytf az osztópontok egy végtelenül finom ket-
tőssorozata, akkor az 

со 
(1.2) Vn(A)= E yk4(AH(?) 

4 = - с о 

sorozat sztochasztikusan konvergál egy valószínűségi változóhoz. Ezt a határ-
értéket, amely nyílván független az {y£'l)} sorozat speciális választásától, a 

y(h) függvény A halmazon vett integráljának nevezzük és a következőképpen 
jelöljük: 

(1.3) \y№(dA). 
à 

Az ( 1 . 3 ) integrál definíciójából következik, hogy ha <p(h) mérhető, és 
\cp(h)\ integrálható az A £ S halmazon, akkor ugyanez érvényes a y(h) f ü g g -

vényre is. Valóban, |gt>(ó)| akkor integrálható, ha minden elég finom {yk} 
osztópontsorozatra a 

EyiMAH,), —E Ум %(AHk) 

sorok minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergálnak. Ám a sup ( y M — y k ) < » 
feltétel miatt a második sor akkor és csak akkor konvergál minden sorrend-
ben 1 valószínűséggel, lia ugyanez érvényes a 

2 у,Л(АНк) 
4: i / fc<0 

sorra (vö. a 345. oldalon álló megjegyzéssel). 
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2. § . Két s e g é d t é t e l 

A [13] do lgoza tban szerepel a következő ha lmazfüggvény 

( 1 . 4 ) W(T, A) = V a r a ( A ) (A £ S), 

ahol 

( 1 . 5 ) cc(T,B)= sup \ \ - f ( t , B ) \ ( ß £ S ) 

és Г te tszőleges, de rögzített pozitív szám. A [13] do lgoza t 3 . 2 TÉTELének 
bizonyí tása közben adódot t az az e redmény, hogy minden pozitív Г - re az 
( 1 . 4 ) ha lmazfüggvény véges (tehát egyúttal korlátos) mérték az I « - g y ű r ű n . 
A tovább iakban ez a mérték a lapvető szerepet fog játszani , első segéd té te -
lünk erre és egy vele szorosan ö s sze függő ha lmazfüggvényre vonatkozik. 

1. 1 TÉTEL : Minden rögzített A £ S halmazra 

( 1 . 6 ) Hm W(T,A) = 0, 
t* о 

azaz W(T, A) folytonos a 7 = 0 pontban ( W ( 0 , A) ugyanis nyilvánvalóan 0 ) . 
Igaz továbbá az is, hogy minden A é S halmazra az „a" számtól függő 

( 1 . 7 ) Var M a ) (A) , р ( а , В ) = P ( | § ( 5 ) | > a ) ( B t S ) 

függvény folytonos az a oo helyen, azaz 

( 1 . 8 ) lim VarM(a)(A) = 0. 
a* oo 

B IZONYÍTÁS: Legyenek Bx,...,Br az A S « - g y ű r ű h ö z tar tozó d i sz junk t 
ha lmazok. A [13] dolgozat 3 . 4 TÉTELE szerint minden pozitív í - h o z ta lálható 
olyan ô > 0, hogy 
( 1 . 9 ) - log j / ( / , C ) | a r g / ( f , C) | s g,1 

hacsak | / | Ш à. Sorol juk a Bx,...,B, ha lmazokat két csopor tba , aszerint , hogy 

a r g / ( f , Bk) > 0, illetve a r g / ( / , В,.) Ш 0. Ekkor ( 1 . 9 ) szerint (ha 

X a r g / ( / ő í c ) = a r g / ( / , B')^s, 

(í. io) X , 
- X a r g / Ú > F к) = — a r g / ( f , В") Ш f , 

к 
ahol а X ' , ill. X " összegezés az első, ill. második csopor tba tar tozó h a l m a -
zok indexeire vonatkozik, B' , ill. В " ped ig az első, illetve másod ik csopor tba 
tartozó ha lmazok összegét jelenti. (1. 10) szerint 

r 
( 1 . 1 1 ) X ! a rg / (A Bu)\ Si 2s, 

к=I 

1 a rg z a la t t itt c sak a függvény föé r t éké t é r t jük : — л < a r g z л. 



S Z T O C H A S Z T I K U S H A L M A Z F Ü G G V É N Y E K R Ö L . I I . 3 4 3 

hacsak Másrészt ( 1 . 9 ) - b ő l az is következik, hogy 

(1.12) —log \f(t,B)\^s (B = B'+B"), 

hacsak (1. 11) és (1. 12) fe lhasználásával kap juk , hogy 

Z 1 1 -At, Bk)I = Z \ l - e i a r s n t ' B k ) !/(/, Bu)11 
k— 1 k=1 

(1.13) Z 1 1 • - e ' a r g m + Z (1 • - 1 Ж Bk)\) =i 

^ Z | a r g / ( / , 4 ) | - Í > g I fit, Bk) I 
k=I A—1 

g 2 s — l o g | / ( / , ß ) | s í 3«. 
Alkalmazva az a 

( Ы 4 ) 1 1 - / ( 0 | J dF(x) 

и = 4 

egyenlőt lenséget , amelyben F(x) egy tetszőleges e losz lás függvény, f ( t ) ennek 
karakter isz t ikus függvénye és a pozitív szám (vő. [13] 295. old.), (1. 13)-ból 
következik, hogy 

a 

( 1 . 1 5 ) Z P ( | £ ( 4 ) I > y ) ^ - ^ - Z J 1 1 - f i t , Bk)I dt - 30«, 

—a 

hacsak — > - É . Ezzel tételünk másod ik áll í tását igazol tuk. 

A tétel első állí tása ebből , [13] 3 . 8 TÉTELéből és az 

|1 - f i t , Bk) I 
(1.16) 

(1 —e^)dF(x, Bk) Ul j xdF(x, Bk) j-
И = » 

+4 
^ 2 

J X2dF(X, Bk) + 2P(\l(Bk)\>a) 
\A= a 

egyenlőt lenségből adódik , ahol a tetszőleges pozitív s zám. Ezzel az 1. 1 TÉTELÍ 
bebizonyí tot tuk. 

A következő tételre e l sősorban az ( 1 . 3 ) integrál ex isz tenciá jának b izo-
nyí tásánál lesz szükség. 

1 . 2 T É T E L : Legyen Cf (k = 1 , 2 , . . . ; л = 1 , 2 , . . . ) az AS, {A£S) 
o-gyürü olyan halmazrendszere, melyre teljesül, hogy Cf'Cíf = 0, ha i=fk 
(л = 1 , 2 , . . . ) és ők1' (k= 1 , 2 , . . . ; л = 1, 2 , . . . ) о/уал, valós számokból álló 
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kettőssorozat, melyre lim sup 1 = 0. Ez esetben 
il —• со к 

( 1 . 1 7 ) X T ( C K L ) ) 4 L > = > 0 , 
к 

ha п-*оо. 
BIZONYÍTÁS: Rögzített n mellett az (1. 17) sor minden sorrendben 1 va-

lószínűséggel konvergál, mert а Х%(СкП )) sor minden sorrendben 1 való-
k 

színüséggel konvergál és a d[n) számok korlátosak. Egy (1. 16)-típusú egyen-
lőtlenség felhasználásával a következőkre jutunk 

! i - J l m t \ tí,i))| SÍ 2 1 1 - f ( t i ï \ c t ) \ Ü 

(1 .18 ) k W= a 
+ 

+ | x m \ x2dF(x,CÍn)) + 
\xt ~ a 

•2XPmCln))\>a), 
к 

ahol a pozitív szám. A [13] dolgozat 3 . 8 TÉTELe szerint van olyan K „ > 0 
szám, hogy 

V 
к I 
Y J xdF(x, CKN)) Ф KA, 

I 

X j x2dF(x, C f ) Ф K... 
r |So 

Feltehetjük, hogy K a ^ l . Az 1.1 TÉTEL szerint a megválasztható oly módon, 
hogy (1. 18) jobboldalán a harmadik tag kisebb, mint e(s Ф 1). Ezután «-et 

olyan nagynak választjuk, hogy ( £ = 1 , 2 , . . . ) . Ekkor az (1. 18) 

egyenlőtlenség jobboldalán álló összeg nem nagyobb, mint s ( | / | + 7 /2 + 1). 
Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 

3. § . Az integrál e x i s z t e n c i á j a 

Most visszatérünk eredeti célunkhoz, az (1 .3 ) integrál exisztenciaprob-
lémáinak vizsgálatához. Bebizonyítjuk, hogy fennáll az 

1. 3. T É T E L : Legyen cp(h) egy az $ o-gyiiriire nézve mérhető, valós értékű 
függvény és A f $ egy halmaz. Tegyük fel, hogy van olyan д > 0 szám, hogy 
minden {yk} osztópontsorozatra, melyre sup (y , i + i—y k ) Ф ő, az (1 .1) sor min-

k 
den sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Ebben az esetben létezik az ( 1 .3 ) 
integrál. Speciálisan minden korlátos és mérhető <p(h) függvény integrálható. 
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BIZONYÍTÁS: Legyen {YR} az osz tópontok egy végtelenül f inom ket tős-
sorozata . Egyesí tsük az {>4"'} és {y£m)} sorozatokat és jelöljük az egyesítet t 

sorozatot {Zfc}-val2 (£ = 0, + 1 , + 2, . . . ) . Def iniá l juk az L, ha lmazokat a 

köve tkezőképpen : Z., = {h : z3- Ш y(h)< Zj+1} és tekintsük a következő kifejezést 

2 tfL) - 2 я г ° ) = 
к к 

( 1 . 1 9 ) = 2 2 ' 
к j:L<ZH\n) 

J j— к 
~Z Z (yîn)-zMLjA). k i:L.CZH<m> J i— к 

A jobbolda lon álló összegekben az y í " ' — z j és ук
п) — Zj s zámok az 1. DEFINÍCIÓ 

ér te lmében korlátosak, sőt, ha ót'/ = yt]—Zj, akkor az {yln)} ket tőssorozat 
végte lenül f inom volta miatt 

lim s u p max | d * ^ | = 0 . 
n-MD к ; ; t c / , ( " ) J 1— к 

Alkalmazva az 1 . 2 TÉTELÍ, azt kapjuk , hogy az (1. 19) kü lönbség sz tochasz-
t ikusan 0 -hoz tart, ha п,т-+о°. 

Mivel a Cauchy-fé le konvergenciakr i tér ium teljesül, következik, hogy 
van olyan valószínűségi változó, melyhez az (1. 19) kifejezés baloldalán álló 
e l ső t ag sz tochaszt ikusan konvergál . Ám ez a valószínűségi változó függe t len 
az Ы и ) } ket tőssorozat speciá l is választásától , amin t az a megszokot t módon 
igen egyszerűen belátható. Ezzel a tételt bebizonyítot tuk. 

MEGJEGYZÉS: Egyszerűen belátható, hogy ha az (1. 1) ö s szeg minden 
elég f inom osz tópontsoroza t ra minden so r rendben 1 valószínűséggel konver-
gál , akkor ugyanez fennáll tetszőleges osz tópontsoroza t ra is. Ez és m é g t ö b b 
m á s állítás, mely t á rgya lásunkban elő f o g fordulni , abbó l a tényből követ-
kezik, hogy ha egy függet len valószínűségi vál tozókból álló 

œ 

2 s* 

A—1 

sor minden so r rendben 1 valószínűséggel konvergál , akkor ugyanez érvényes a 
m 

2 a Sa-
A - = l 

sorra is, ahol ck te tszőleges, korlátos, valós számsorozat . 3 

Most levezetünk egy egyenlőt lenséget , amely a lapvető szerepet játszik 
b izonyí tása inkban. Ezt fejezi ki az 

2 Az л-től é s m- tő l való függés t a röv idség kedvéér t nem ír juk ki. 
3 Ez be lá tha tó pé ldáu l az ún. há rom s o r tétel segí tségével . 

6 III. Osztály Közleményei VH/3-4 
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1.4. T É T E L : Legyen (p(h) olyan mérhető függvény, melyre teljesül, hogy 
\<p(h)\ + К< ос. Ekkor g(t, A)-val jelölve a (p(h) függvény A (A £ $) halma-
zon vett integráljának karakterisztikus függvényét, fennáll az 

)-g(t,A)\^ W(tK, A) 
egyenlőtlenség. 

BIZONYÍTÁS: Válasszunk egy végtelenül finom { y { f ) osztópont-kettős-
sorozatot és jelölje {Hl") a megfelelő felosztássorozatot. Ha a 

ZyÍ4(AHiy 
к 

valószínűségi változó karakterisztikus függvényét gn(t, A)-val jelöljük, akkor 
azt kapjuk, hogy 

11 -gn(t, а) I ^ 211-f(ty(:\ л и::) I + 
к 

+ 2 mty(f\ A Hl") - 2 W(tK, A Hl") = 
к к 

= W(tK, A). 
Elvégezve az л —• határátmenetet, a keresett egyenlőtlenségre jutunk. Q. e. d . 

4. §. Az (1.3) integrál létezésének egy szükséges 
feltétele 

Ebben a § -ban a következő tételt bizonyítjuk be : 

1.5. T É T E L : Ha egy <p(h) mérhető függvény integrálható az A(ê 
halmazon, akkor minden olyan an,bH sorozatpárra, melyre a„+1 < an, bn+í> bn  

(л = 1 , 2 , . . . ) és l ima„ = — » , lim 6 , , = со, az 
n-> CD W -+- 00 

(1. 20) гДА„) = j <p№(dA), An ={h:A, an ^(Л) < 
4* 

sorozat 1 valószínűséggel konvergál. Ez esetben 

(1.21) J <p(Á) £(í/A) = lim //(A„). 
Я - H D 

B I Z O N Y Í T Á S : Feltehetjük, hogy sup \an+i—an\< ° O , s u p ( 6 M + I — b n ) < <»., Û n < 0 , 

И П 
ô„ > 0 (л = 1 , 2 , . . . ) . Egyesítsük ezt a két sorozatot egy {yn} osztópont-
sorozattá és vizsgáljuk a 

(1.22) 2 ) (yn-<p(h))ï(dA) 
n AHn 

sort, amelyről még nem tudjuk, hogy konvergens; itt \Hn} az {yn} osztó-
pontsorozathoz és a cp(h) függvényhez tartozó felosztást jelenti. Az (1 .22) sor 
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л-edik tagjának a karakterisztikus függvényét /„( /)-vei jelölve, az 1 . 4 T É T E L 

következtében fennáll az 

( 1 . 2 3 ) \\-fn(t)\^W(öt,AH„) 

reláció, ahol d = s u p ( y H + i — y n ) . (1 .23)-ból következik, hogy 

(1 .24 ) W(őt,A). 
n 

Eszerint az (1. 22) sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Átírva 
az ( 1 . 2 2 ) sort a 

Zyn(AHn)-Z I\ 9(h) l(dA) 
n " ÀHn 

alakba 4 és figyelembe véve az 1 . 3 T É T E L Í , látható, hogy az (1 .20 ) t ípusú 
sorozatok 1 valószínűséggel konvergálnak. 

Most bebizonyítjuk az (1 .21 ) relációt. Jelölje i](A) az гД4„) sorozat 
határértékét. Válasszunk egy olyan {yív )} végtelenül finom osztópont-ket tős-
sorozatot, melyre teljesül, hogy {y!f+ 1 )} tagjai között {y íT} tagjai mind elő-
fordulnak és { y l 0 } • = {yn}- Ha {Hí10} jelenti a megfelelő felosztássorozatot, 
akkor, az előbbieket felhasználva, következik, hogy minden rögzített TV-re 

(1 .25 ) 2 í <p(h) WA) = 4(A). 
n
 a h ™ 

П 
Másrészt a 

(1-26) 2 í №-9(hj)KdA) 
n 

sor л-edik tagjának karakterisztikus függvényét / í A ) ( / ) -vel , az összeg karak-
terisztikus függvényét pedig f{N)(t)-ve 1 jelölve, az 1 . 4 T É T E L Ö Ő I következik, 
hogy 

(1.27) j 1 - f N \ t ) < У 11 -/<*>(/) j =§ W(ô{N)t, A), 
n 

ahol ô m = sup ( Y L + I — Y ' 1 ) - (1. 27)-böl, f igyelembe véve az 1. 1 T É T E L Í , követ-
n 

kezik, hogy f(N\t)=>\, ha T V - * - . Ámde (1 .25 ) alapján az ( 1 . 2 6 ) (TV-től 
függő) sorozat sztochasztikusan konvergál az 

I \>(h)UdA)-rl(A) 
À 

valószínűségi változóhoz. Ez utóbbi tehát 1 valószínűséggel 0. Q. e. d. 

4 Ez nyilvánvalóan megtehető . A 2. 4 TÉTELnek itt fe lhaszná l t speciá l is ese te tr iviál is . 

6 * 
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II. FEJEZET 

AZ I cp(h)ïfdA) INTEGRÁL TULAJDONSÁGAI 
A 

l . § . Az in tegrá l e l e m i t u l a j d o n s á g a i 

A rendszeres tárgyalás céljából először kimondjuk a következő két, 
nyilvánvalóan igaz tételt. 

2. 1 T É T E L : Ha a <p(h) mérhető függvény integrálható az A ' £ § halma-
zon, akkor ccp(h) is integrálható ugyanott és 

( 2 . 1 ) \ccp(h)WA) = c\<f(h.)ï,(dA). 
À À 

2 . 2 T É T E L : Ha a у (h) mérhető függvény integrálható az A, £ S és 

Аг£§> halmazokon, ahol A, A, = 0, akkor integrálható az A, ф А 2 halmazon 
is és 

( 2 . 2 ) I H h ) W A ) = \ < F № { d A ) + \ c p m { d A ) . 
•4,+A, А, Л, 

Az integrál definíciójából kitűnik, hogy ha egy c p ( h ) korlátos függvény 
ál landó az A , A , . . . halmazokon, ahol A ( L ( / = 1 , 2 , . . . ) , A , A A = 0 , ha 
/ ф А és cp(h) = ( f i , ha h £ A, ( / = 1 , 2 , . . . ) , akkor 

Г СО со 

(2. 3) у (Л) 2(Í/A) = 2 Ti 2(A,), A = 2 A -
J i—1 A —l 

A 

A jobboldalon álló végtelen sor minden sorrendben 1 valószínűséggel kon-
vergál. Bebizonyítható, hogy a (2. 3) reláció és a jobboldalon álló sor konver-
genciájára tett megjegyzés nem korlátos integrálható <p(h) függvény esetén is 
fennáll, ha még feltesszük, hogy cp(h) az А.̂  + А ф t ípusú halmazokon is 
integrálható, ahol iui2, . . . tetszőleges, természetes számokból álló sorozat. 

2. § . A h a t á r o z a t l a n in tegrá l t e l j e s a d d i t í v i t á s a 

Ebben a § - b a n a következő tételt bizonyítjuk be. 

2 . 3 T É T E L : Legyen <f(h) egy az I o-gyürű minden halmazán integrál-
ható függvény. Ekkor az 

( 2 . 4 ) n(A)^\cf(h)g(dA) 
À 

halmazfüggvény teljesen additív. 
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BIZONYÍTÁS : A ( 2 . 4 ) halmazfüggvény additív volta a 2 . 2 TÉTELből 
következik. Másrészt az integrál definíciójából nyilvánvaló, hogy diszjunkt 
A,, A,, . . . halmazokhoz független r\(Aj), t](A2), ... valószínűségi változók tar-
toznak. Csupán azt kell tehát bebizonyítanunk, hogy 

( 2 . 5 ) ' / ( 2 А | = 2 / К А ; ; ) . 
U = I ! k—A 

Tekintsük előbb a korlátos függvény esetét és tegyük fel, hogy 
\<f(h)\^K. Legyen ß , , ß 2 , . . . az $ a-gyürü egy olyan nem-növekvő halmaz-
sorozata, melyre l i m ő „ = 0. /„(f)-vel jelölve az it(Bn) valószínűségi változó 

>1 ->- CD 
karakterisztikus függvényét, az 1 ,4 TÉTEL szerint fennáll a következő egyen-
lőtlenség 

( 2 . 6 ) \\-Mt)\^W(Kt,Bn). 

Mivel W(t, A) minden pozitív t-re véges mérték az I o-gyürün, következik, 
hogy 

( 2 . 7 ) lim W(Kt, B,,) — 0. 
n 0Э 

Felhasználva [13] 2 . 1 TÉTELét, a ( 2 . 6 ) és ( 2 . 7 ) relációkból állításunk le-
olvasható. 

Most rátérünk a nem-korlátos függvények esetére. Legyen $>í = DíS>, 
ahol Di=-{h:—i^<p(h)<i}- Jelölje Sí a következő típusú halmazokból 
alkotott gyürüt 

A = Ah + — +A,r, A,kí$,k ( £ = 1 , 2 , ...,r). 

Az előbbiek szerint r;(A) teljesen additív az Sl gyürün. Ha ugyanis A , , A 2 , . . ' 
œ 

az cR gyürü egy diszjunkt halmazokból álló elemsorozata, A = 
k=1 

akkor valamilyen i-re A £ S£ és így minden £-ra Ak £ á j . Ámde ij teljesen 

additív az S £ gyűrűn, tehát 

к—1 

Most bebizonyítjuk, hogy az /; halmazfüggvény kiterjeszthető az $(,$.) = S 
rj-gyűrüre (vö. [13] 233. old.) Tekintsünk egy diszjunkt, Sí-hez tartozó halma-
zokból álló 5 , , B2, . . . sorozatot. Bebizonyítjuk, hogy a 

(2 .8 ) Z n m 
к-1 

sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Ez bizonyítani fogja a 
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kiterjesztés elvégezhetőségét (vő. [13] 3 . 2 TÉTEL). Legyen 

Cijp = (A,.+i - Dir) Bkp (ir < ir+x, kf < , r, s = 1 , 2 , . . .).5 

CD 

Mivel |9>(Л)| ^ / , - + 1 , ha h £ C r = Х ^ ф К következik, hogy 

(2-9) V ( C J = X r i ( C U ) ) 
S=1 

és a (2 .9 ) sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Másrészt 
CD 

<Р(Л) integrálható a C = ^ C % r halmazon is, tehát az 1 . 5 T É T E L szerint (az 

ar = — /,- — 1, br = ir + 1 sorozatokat választva) 
(2 .10) * í ( C ) = 2 4 ( c r ) . 

7—1 

A (2. 9) és (2. 10) relációkat egybevetve, azt kapjuk, hogy a 

(2 .11) X X ' Á Q J P ) 
7 = 1 

sor 1 valószínűséggel konvergál. Most bebizonyítunk egy lemmát. 

L E M M A : Ha egy független valószínűségi változókból álló 
со со 

(2 .12) X X S* 
i— I к -I 

sor (ebben a sorrendben) 1 valószínűséggel konvergál, továbbá minden 
h<i2< ••• és A, < A, < - - - indexsorozatpárra a 

œ со 

(2 .13 ) Х Х Ъ Х 
r=l " 1 

sor 1 valószínűséggel konvergál, akkor a (2. 12) sor minden sorrendben 1 való-
színűséggel konvergál. 

BIZONYÍTÁS: Jelölje fik(t) а íik valószínűségi változó karakterisztikus 
függvényét. Feltevésünk szerint a 

I I T l M f t ) 
1 = 1 S = 1 

végtelen kettőssorozat minden t-re és minden indexsorozatpárra konvergens, 
ami nyilván csak úgy lehet, ha minden f-re 

Í=1 k=l 

Ezzel a lemmát bebizonyítottuk. 
5 Az s index eset leg csak véges sok te rmésze tes számot fut be. 
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Alkalmazva a LEMMÁt a = rfCn) valószínűségi változókra, következik, 
hogy a 

<2.14) ÈÊv(Cik) 
i= 1 4 = 1 

sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Mivel az 1 . 5 TÉTEL 
szerint 

<2.15) n i ß k ) = 2 n (Cik), 
i= 1 

következik, hogy a (2. 8) sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. 
Jelölje r*(A) (A £ $) az rt(A) (A £ $ ) halmazfüggvény kiterjesztettjét és 

legyen В £ §>. Jelölje továbbá ß.v a következő halmazt 

Bn = {h: B, — N ^ y ( h ) < N j. 

Az 1. 5 TÉTEL s ze r in t 

<2.16) lim f <p(h)l(dA)= f y(h)t(dA). 
N-+ ш B}f „ 

Másrészt 

<2. 17) tf(B) = Hm T f ( B N ) = lim i](BN) = lim |' y(h)í(dA). 
N-+-CO N->со jV->co ù , . 

А (2. 16) és (2. 17) relációk szerint 

i f ( ß ) = f y (A) | ( r fA) , 
в 

amivel a tétel bizonyítását befejeztük. 

3. §. Az integrál további tulajdonságai 

A közönséges Lebesgue-integrál két tulajdonsága nem vihető át szó-
szerint erre az esetre. Az egyik az, hogy ha ip(h) integrálható függvény és 
<p(h) olyan mérhető függvény, amelyre \y(h)\ g -/(Л), akkor y(h) is integrálható-

Erre ellenpélda a következő. Legyen H a természetes számok halmaza 
és S az ennek valamennyi részhalmazából alkotott cr-algebra. Definiáljuk a | ( A ) 
halmazfüggvényt a következőképpen: 

(2 .18) Ш ) = E ( - l ) í , + 1 i -
h g А П 

Könnyen belátható, hogy a 
xp(2h—1) = 2Л 

<2-,9> i/j(2h) = 2h (h = \,2,...) 
függvény integrálható az egész H halmazon, de a 

( 2 . 2 0 ) </>(Л) = Л (Л = 1 , 2 , . . . ) 
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függvény nem integrálható ugyanott , bár nyilván 0 < </ (Л) ^ ip(h) minden Л-га. 
Hasonló pé lda adha tó arra, hogy bár a (p, és <p2 függvények integrálhatók egy 
b izonyos halmazon, de az összegük nem. 

Legyen Hé s S ugyanaz , mint az e lőbb, és def iniá l juk a cpjh), (p.,(h) 
függvényeket a következőképpen 

l cp,(2h) = (—l)'l2A, 
( 2 ' 2 , ) j <jfi(2A—1) = ( — \ ) h 2 h , U1 = \,2,...), 

i > 0 ) = o , 

( 2 . 2 2 ) j cp2(2h) = ( — l ) ' l + 1 2 h , ' (A = 1 , 2 , . . . ) . 

\<p.,(2h+ 1) = (—1)" + 1 2Л, 

Ekkor <p\(h) J- 9i(h) a pá ros számokon eltűnik, a párat lan számokon p e d i g 
az integrál ja nem létezik, mert az integrált def iniáló összeg nem abszolú t 
konvergens . 

Látjuk tehát, hogy a Lebesgue- in tegrá l e két t u l a jdonsága még k o n s t a n s 
értékű £(A) ha lmazfüggvények esetén sem teljesül. Ezek helyett olyan tételeket 

fogunk bebizonyí tani , melyeknek itt fellépő, ú jszerű feltételei a Lebesgue-
integrál ese tében triviálisan tel jesülnek. Úgy tűnik azonban , hogy a 2. 4, 2. 7 
és 2. 8 TÉTELek az ál talunk bevezetett ( 3 . 1 ) integrál várat lanul jó t u l a jdon-
ságai t fejezik ki. Ezzel kapcso la tban emlékeztetünk a [13] dolgozat V. fe jeze-
tére, ahol szerző egy példát adot t pozitív és negat ív részekre fel nem bon tha tó 
sz tochaszt ikus ha lmazfüggvényre (4. példa) . A következő tétel két függvény 
összegének az integrál jára vonatkozik, a 2. 7 és 2. 8 TÉTELekhez további e lő -
készítés szükséges . 

2 . 4 . TÉTEL: Ha a rpfh) és <p2(h) függvények egy A(S halmaz minden 
mérhető részhalmazán integrálhatók, akkor ugyanez érvényes a <pfh) + 'p,(h) 
függvényre is és 

( 2 . 2 3 ) | ' Ы А ) + ^ ( Л ) ) | ( < М ) = I' ( f l № ( d A ) + j <p.2(h)t(dA). 
А A .1 

BIZONYÍTÁS: Legyen {yi"'} egy végtelenül f inom osz tópont -ke t tőssoroza t 
és {HÍJ) a cpi(h) + <p2(h) f üggvény által meghatározot t megfelelő fe losz tás -
sorozat. Tek in t sük a következő sort 

è œ [ j P H A H l ? ) - J < P i № ( d A ) ~ J ? , (A)g (<M)) = 

( 2 . 2 4 ) " л я « ahm 

= é УкЧ(АНУ)- 2 [ъ(A)g(íM)— 2 I <P>№(dA). 
k = - со к =z - CD J к —- со J 

f { n ) AH\n ) 

к 
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A jobbolda lon álló másod ik és harmadik sor a 2. 3 TÉTEL szerint minden 
sor rendben 1 valószínűséggel konvergál és a (pfh), ill. <rfh) f üggvény in teg-
rálját a d j a az A ha lmazon . A baloldalon álló sorról m é g nem tud juk , hogy 
konvergens -e . Legyen {z(,m)} egy végtelenül f inom osz tópont -ke t tőssoroza t , 
t ovábbá { L f } a cpfh), {M(

s
m)} pedig a cpfh) f üggvény által meghatá rozot t 

fe losztássorozat és jelölje fk
n\f) a (2. 24) formula baloldalán álló sor £ - ad ik 

t ag jának karakter iszt ikus függvényé t . Mivel 

yfk(AH!'l))- j cpx{h)WA)- j <f,m(dA) 
AH<"' АЯ<"> 

= lim st. ] ( 4 H f ) - 2 k(A Hln)LÍm>)-
m-> со s 

(2. 25) - 2 z f 4 ( A H f M f f = 
Г 

= lim st. 2 ( y l É - z f - z f f U A H f l f ^ M f ) , 
Wl—• со s, r 

t ovábbá az utolsó összegben |y í n )—zim )—z (
r
m ) \ Ф d,„ ahol d„ = s u p ( y i + i — j í ' V 

következik, hogy 

\]-ff(t)\fW(0„t,AHÍ"]). 

Innen összegezés ú t ján a 

( 2 . 2 6 ) 2 11—y*n)(Öl = W(dnt, A) 
k = -œ 

fo rmulá ra ju tunk. Ez egyrészt bizonyít ja , hogy a (2. 24) baloldalán álló sor,, 

tehát a jobbolda lon álló első sor is minden so r rendben 1 va lósz ínűséggel 
konvergál . Másrészt az n —• °o határá tmenete t elvégezve és f igye lembe véve 
az 1. 1 TÉTELt, azt kapjuk , hogy a (2. 24) kifejezés jobbo lda lán álló sor sz to-
chasz t ikusan O-hoz tart, vagyis fennáll a (2. 23) formula . Az e lőbbi o k o s k o -
dás t az A ha lmaz egy tetszőleges mérhető részha lmazára elvégezve, azt ta lá l -
juk, hogy a (pfh) + fpfh) f üggvény ezen a ha lmazon is integrálható. Q. e. d.. 

4. § . K é t s e g é d t é t e l 

2 . 5 T É T E L : Ahhoz, hogy egy <p(h) függvény integrálható legyen az 
Af§> halmaz minden mérhető részhalmazán, szükséges és elegendő, hogy 
minden {yk) osztópontsorozatra teljesüljön a 

CO 
( 2 . 2 7 ) 2 W(tyk,AHk) < oc 

к = - со 

reláció, ahol | Hk) a </(/?) függvény által meghatározott megfelelő felosztás.. 
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BIZONYÍTÁS: AZ e legendőség az 1 . 3 TÉTELből közvetlenül adódik . 
A szükségességet indirekt úton bizonyít juk. Ha a (2. 27) összeg végtelen, 
akkor találhatók olyan Bk, £ AHk$ ( / = 1, 2, . . . , lk; k = 1, 2, . . . ) halmazok, 

hogy 

< 2 . 2 8 ) Z Z | L - / ( ^ , 4 , ) | = ~ . 
fc=-00 7 = 1 

Legyen / £ = sup (yA + i—y f c) és jelölje / , ( / ) az 
к 

( 2 . 2 9 ) f </(Л) 2 ( Í / A ) - Y , l(Bk!) = | (<У(Л)—yk) l(dA) 
*kl s k l 

valószínűségi változó karakteriszt ikus függvényét . Az 1 . 4 TÉTEL szerint 

( 2 . 3 0 ) I l - / w ( 0 | =§ W(Kt,Bkl). 

(2. 30) szerint 

( 2 . 3 1 ) z J ; i i - / w ( o i < ~ , 
к = -œ 1=1 

tehát a 

( 2 . 3 2 ) Z Z ( \<PÍh)WA)-ykl{Bki)\ 
k=-со 7=1 \ y J 

В kl 
sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál . Ámde ugyanezzel a 
tu la jdonsággal rendelkezik a 

00 h r 
( 2 . 3 3 ) Z Z ( P ( h ) H d A ) 

sor is, hiszen <р(Л) az 4 halmaz minden mérhető részhalmazán integrálható, 
tehát a lkalmazható a 2. 3 TÉTEL az A S o-gyűrűre . Eszerint a 

( 2 . 3 4 ) Z Z > № ' ) 

FC—-00 7 = 1 

sor minden sor rendben 1 valószínűséggel konvergál , ami el lentmond (2. 28)-
nak . Q. e. d. 

2 . 6 T É T E L : Legyen cp(h) és >p(h) két nem-negatív, mérhető függvény. 
Tegyük fel, hogy cp(h) g ip(h) és ip(h) integrálható az A £ S halmaz minden 

mérhető részhalmazán. Ez esetben minden {yk) (y„ 0) osztópontsorozatra és 
minden t-re fennáll a 

СО 00 

(2. 35) Z v V ( t y k , A Lk) g z W(tyk, A Hk) 
k=0 . k=0 

egyenlőtlenség, ahol \Lk) a cp(h), {Hk} pedig a >p(h) függvények által meg-
határozott felosztás. 
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BIZONYÍTÁS: Mivel 

Lk = {h:yk^cp(h)<yM], 
( * = 0, 1 , 2 , . . . ) , 

Hk={h:yk^y(h)<yk+1\, 

következik, hogy 

<2. 36) 2 H * £ 2 Lu U = 0, 1, 2, . . . ) , 
А=0 А=0 

(2 .37) HjLk = 0, ha k>j. 

Ezeket fe lhasználva, a következőkre ju tunk 

2 Щу-d AHj)=2Ê myjt, AHjLk) = 
j=0 j=О A—O 

= 2 2 W(yjt, AHjLk) = 2 2 W(yjt> AHjU) §= 
j—0 fc=0 k=0j=k 

ш 2 2 w(ykt, A HjU) = 2 A 2",ui = 
fc=0 j—1: к—О V j=k J 

= 2 W(ykt,ALk), 
k=0 

ami éppen ál l í tásunkat fejezi ki. 

5. §. A majorált függvényre vonatkozó tétel és a nagy 
Lebesgue-tétel analogonja 

E fejezet 3. § - á n a k elején láttunk arra példát , hogy ha egy f ü g g v é n y -
nek van egy adot t ha lmazon integrálható ma jo ránsa , ebből m é g nem követ-
kezik, hogy a függvény integrálható. Az in tegrá lha tóságra vonatkozó pozitív 
áll í tás bebizonyí tásához szükségünk van ugyanar ra a feltételre, amely a 
2. 4 TÉTELben szerepelt . Áll í tásunkat tar ta lmazza a 

2 . 7 TÉ TE L: Legyen cp(h) egy mérhető, ib(h) pedig egy, az A(j S halmaz 
minden i-hez tartozó részhalmazán integrálható függvény, melyre \<f (h)\ ^ f(h). 
Ekkor cp(h) is integrálható az A halmaz valamennyi i-hez tartozó rész-
halmazán. 

BIZONYÍTÁS: Legyen B^Ai. Jelölje Bx (ill. Bi) А В ha lmaznak azt a 
részhalmazát , amelyen <p(h) g 0 (ill. cp(h) < 0) . A 2. 5 és 2. 6 TÉTELekből 
következik, hogy <p(h) integrálható А В, és В., ha lmazok mindegyikén , tehát 
a 2. 2 TÉTEL szerint ezek összegén is integrálható. Q. e. d. 
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Most bebizonyítjuk az ún. nagy Lebesgue-tétel analogonját . 

2 . 8 . T É T E L : Legyen cpN(h) (N= 1 , 2 , . . . ) egy mérhető függvényekből 
álló sorozat, melyre teljesül, hogy \<pN(h)\ ^ i>(h), ahol W(h) egy 
halmaz minden mérhető részhalmazán integrálható függvény. Tegyük fel 
továbbá, hogy létezik a cp(h) = lim cpN(h) határérték. Ekkor a cpy(h), <p(h) 

N-+CD 
függvények is integrálhatók az A halmaz minden mérhető részhalmazán és 

(2. 38) I <py(h) S(dA) => I <p(h) f (<M). 
À A 

B I Z O N Y Í T Á S : A (py(h) és <p(h) függvények integrálhatóságára vonatkozó 
állítás a 2. 7 TÉTELböl következik. A 2. 6 TÉTEL szerint elegendő a (p(h) = 0, 
<pN(h) ^ 0 ( / V = 1 , 2 , . . . ) esettel foglalkoznunk. 

Először nézzük azt az esetet,' amikor <py(h) ^ M < оо (TV = 1 , 2 , )-
Jelölje Ayr az A halmaznak azt a részhalmazát, amelyen <jpv(A) = q, ahol 
о > 0. Ha az 

\cpN(h)l(dA) 
À 

valószínűségi változó karakterisztikus függvényét / V ( f ) -ve l jelöljük, akkor, az 
1 . 4 TÉTEL felhasználásával a következőkre jutunk 

11— / 4 0 1 ^ W(°t, A.v) + W(Mt, A — An) Ш 
(2. 39) ^ VH(ot, A) + W(Mt, A — An). 

Rögzített t mellett először megválasztjuk p-t oly módon, hogy (2. 39) jobb-
oldalán az első tag kisebb legyen, mint f/2. Ez az 1 .1 TÉTEL szerint meg-
tehető. Ezután N-et olyan nagynak választjuk, hogy a második tag is kisebb 
legyen, mint s/2. Ez is megtehető, hiszen W korlátos mérték az S o-gyürűn 
és lim <px(h) = 0 miatt limAjv = 0. Eszerint minden t-re 

X у со JV-> со 

l i m / л / / ) = 1, 
.V-+CD 

ami éppen az állítást fejezi ki. 
Vizsgáljuk most az általános esetet. A cpy(h) függvény felbontható a 

következőképpen 
<py(h) = <p<f>(h) + <pf)(h), 

ahol 

^(i ) ( Л ) = | < М Л ) ' h a TnW = M> 
л ' 0 egyébként, 

¥Hh) = Ty(h)-H>(h) 
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é s M egy később m e g h a t á r o z a n d ó kons tans . Jelölje Д!>(7), ill. / f (/) az 

j ill. | > § > ( Л ) | ( Л 4 ) 
À А 

valósz ínűségi változó karakter iszt ikus függvényé t és fogla lkozzunk az utóbbival . 
Legyen {y}n)} egy végtelenül f inom osz tópont -ke t tőssoroza t , melyre {y}"'} <= 

с {у'"+1)}, {Lui} a <ff (h) függvény által meghatá rozot t megfelelő fe losz tás-
sorozat és jelölje f f , (t) a 

к 

va lósz ínűség i változó karakter iszt ikus függvényé t . Nyilvánvaló, hogy 

< 2 . 4 0 ) f f ( t ) = > f f ( t ) , 

ha n —* » . Jelölje {Hk} az {yL} = osz tópontsoroza t és a y(h) f ü g g v é n y 
által meghatározot t felosztást , továbbá A a következő s zámot : K = s u p (yk+1—Ук). 

к 
Ha M Ш 1, akkor А 2. 6 TÉTEL felhasználásával azt kap juk , hogy 

1 1 - / ^ ( 0 1 ^ 2 W i y f t , ALkI) ê 2 Щуь-lit, AL(n\)^ 
к : ff m m b-.fjfii 

2 W ( y f ( K + \)t,A Z.!vl) ^ 2 W(yk(K+\)t,AHk). 
к : y'v ̂  m k:ykßrm 

Eszer in t 

( 2 . 4 1 ) 2 W(yk(K+\)t,AHk). 

Rögzí tsük t értékét és válasszuk Aí-et oly nagynak , hogy a (2. 41) egyen -
lőt lenség jobbolda lán álló tag k isebb legyen, mint ?/2. Rögzített M mellett 
N-e t e lég nagynak választva, fennáll az 

11 — / v ( 0 | < y 

egyenlőt lenség. Ha úgy, mint az előbb, f x ( t ) jelöli az 

\<px№(da) 
à 

valósz ínűségi változó karakter isz t ikus függvényé t , akkor , f x ( t ) — Д ' - Ч О / л Ч О 
és így az e lőbb rögzített t ér tékre fennáll az 

11 - M t ) I ^ 1 1 - f $ ( t ) ! +11 - f f ( t ) \ < ? 

reláció. Q. e. d. 
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6. § . A n e m - n e g a t í v h a l m a z f ü g g v é n y e s e t e 

Ha a £(A) sztochasztikus halmazfüggvény valószínűségi változói nem-
negatívak, akkor az integrált közelítő összeg nem csupán sztochasztikusan, 
hanem 1 valószínűséggel is konvergál a megfelelő integrálhoz. Igaz az is, 
hogy ha y(h) integrálható az A £ $ halmazon, akkor integrálható ennek min-
den mérhető részhalmazán. Az előbbi állítást speciális esetként tartalmazza a 
nagy Lebesgue-tétel analogonjának most bebizonyítandó erősebb alakja. 

2 . 9 T É T E L : Ha minden В halmazra U B ) = °> továbbá yN(h) (N== 
= 1,2,...), y (h) és ip(h) olyan függvények, melyekre 

Л"->СО 

\ y N ( h ) \ ^ H h ) ( N - 1 , 2 , . . . ) 

és 'У (h) integrálható az A £ S halmazon, akkor ugyanez érvényes a yN(h) (Af = 

= 1 , 2 , . . . ) és y(h) függvényekre is és 

Hm I'yy(h)Z(dA)== \ y(h)l(dA). 
Х-8-® A A 

BIZONYÍTÁS: E l e g e n d ő а у(Л) = 0 é s yy(h) ш 0 ( N = \ , 2 , . . . ) e s e t e t 

vizsgálnunk. Legyen « > 0 és vezessük be a következő jelölést 

AN = {h:A, yy(h) ^ f } . 

Ekkor 

\ y N № ( d A ) = \ y N m ( d A ) + í yN(hMdA) =§ 
.4 AN A-An 

( 2 - 4 2 ) s i |>(Ó)£(ÖA) + *£(A). 
ân 

Felhasználva a 2. 3 TÉTELÍ és [13] 4 . 2 TÉTELét, (2. 42)-ből következik, hogy 

Hm |V v (Ó)§(Í /A) = 0. 
N->- со д 

Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 
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III. F E J E Z E T 

ABSZOLÚT FOLYTONOS HALMAZFÜGGVÉNYEK 

l . § . Def in íc ió é s unic i tás 

Egy az S «-gyürün értelmezett /ДА) teljesen additív halmazfüggvényt 
abszolút folytonosnak nevezünk a §(A) teljesen additív halmazfüggvényre 
vonatkozólag, ha van olyan cp(h) mérhető függvény, hogy 

(3 .1 ) ri(A)=\<p№(dA) 
À 

minden A i§> halmazra. Ezt a kapcsolatot a következőképpen jelöljük : /; 
Először bebizonyítjuk, hogy a ; és // halmazfüggvények egyértelműen 

meghatározzák a r/ДЛ) függvényt. Ezt fejezi ki a 

3 . 1 TÉTEL: Ha <pA(h) és <p,(h) két mérhető, minden Ai§ halmazon a § 
teljesen additív halmazfüggvényre nézve integrálható függvény és 

(3 . 2 ) \ C P X ( H ) W A ) = \ C F L № ( D A ) ( A É &), 
a A 

akkor van olyan E, a £ halmazfüggvényre nézve O-halmaz, hogy 

<f>1(h) = <p2(h), ha h i H— E. 

BIZONYÍTÁS: Tekintsük А Т/ДЛ) =</>ДЛ)—<JT>2(/?) függvényt. ( 3 . 2 ) szerint 

minden A é S halmazra 

(3 .3 ) \ip(h)$(dA) = 0. 
a 

Ennek a relációnak a teljesülése nyilván csak a S(A) (A £ S) valószínűségi változók 
valószínűségi viszonyaitól, pontosabban a ( § ( A j ) , . . . , S(A„)) (A, £ $,..., an i <§) 

vektorok eloszlásaitól függ és nem függ attól, hogy milyen eseménytérben 
reprezentáljuk őket. Tekintsük az eredeti £2 eseménytér önmagával való 
Descartes-féle szorzatát a megfelelő szorzat valószínűségi mértékkel. Jelölje a 
szorzatteret £2 = £2X X £2, == {(<o], <y2)} (w, ç о , , <y2 é ß 2 ) - Legyen 

^ (Á) = ( Ф , , oj,), a) = £ (« , , A), 
( } §ДА) = U f a h , Ф A) = g(«z2, A), 

Nyilvánvaló, hogy az Au ..., Am, Bx,..Bn, S>-hez tartozó halmazok tetsző-
leges megválasztása mellett а ( ё Д А ф . . . , £ДАШ)), ( £ Д Д ) > . . . , £>(Bn)) vektorok 

függetlenek. Ebből következik, hogy a 

(3 .5 ) Ш ) = Ш ) - Ш ) (Ai S) 

halmazfüggvény teljesen additív és 1ДА) minden A i §> halmazra a 0 pontra 
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nézve sz immetr ikus eloszlással rendelkezik. Igaz továbbá az is, hogy 

<3. 6) Jj(h)ks(dA)= v»(A)g,(<M)— y(A)&(<M) = 0 — 0 = 0. 

Jelölje Ax ( $ azt a halmazt , a h o l - ^ r ^ \4>(h)\ tV. Nyilvánvaló, hogy 

( 3 . 7 ) ( 7 V = 1 , 2 , . . . ) . 

Legyen {yk j az osztópontok egy végtelenül f inom kettőssorozata és {Я[и)} 
a megfelelő, i/'(//) által meghatározot t felosztássorozat . Ekkor, rögzített N 
mellett 

( 3 . 8 ) 2 А ( Т т Я Г ) = > 0, 
к 

ha n - * ° o . Azt kaptuk tehát, hogy a ( 3 . 8 ) összegre teljesül a nagy számok 
törvénye és így (vö. [6] 22. §) 

(y^uashiyf 
(3. 9) lim 2 M 

1 + ( у Г £ , ( А л Я Г ) ) 
= 0. 

1 
Mivel az Алг halmazon - Я g j V(A)| ^ Я , következik, hogy 

0 = lim 2 Л / 

(3. 10) 

( Л ( А л - Я Г ) ) (,i)\\2 

1 
Я 4 lim 2 ^ 

1 + ( у 1 п ) 4 ( А . у Я Ф ) ) 2 

(£,(Ал-Я°' ,)У2 

1 +(£3 (ANHln))f 

Ismét a nagy számok törvényét a lkalmazva, következik, hogy rögzített N 

mellett 

( 3 . 1 1 ) 2 + ( Л У Я Г ) = - > О , 

ha ti—roc. Ámde a (3. 11) összeg minden n-re £3(Ax)-nel egyenlő, tehát 
1з(Адг) = 0. Eszerint, ha L azt a halmazt jelenti, amelyen ч/»(Л)=(=0, akkor 

(3. 12) &(L) = lim £3(A,v) = 0. 

Legyen ß £ L I . Mivel (3. 12) szerint 

( 3 . 1 3 ) £ 3 ( ß ) + s 3 ( L - ß ) = 0, 

továbbá £ 3 (ß) , £3(L — B) függet lenek és 0- ra nézve sz immetr ikus eloszlásúak, 

következik, hogy £ 3 (ß) = 0. így a £ 3 (ß ) = £ l ( ß ) — £ , ( ß ) reláció és a £ , (ß ) , 

£>(ß) valószínűségi változók függe t lensége miatt kell, hogy £,1(B) = const, 

legyen. Mivel + ( ß ) ugyanolyan eloszlású, mint £ (ß) , következik, hogy (vissza-

térve az eredeti eseménytérre és az eredeti valószínűségi változókra) van olyan 
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p(B), az Li а-gyűrűn értelmezett, teljesen additív, számértékű halmazfüggvény, 
melyre 

(3 .14) 1(B) = p(B) ( ß £ L S ) . 

Mivel tudjuk, hogy 

(3. 15) I i/j(h)fi(dA)=x \ f>(h)l(dA) = 0 ( 4 £ LS), 
a -à 

a Radon-integrálra vonatkozó jólismert tételek szerint van olyan £ £ / . § , ,«-re 
(ill. H-re) nézve 0-halmaz, hogy 

(3 .16) J ( h ) 0, ha Л £ L — E. 

Ez az E halmaz kielégíti a tételben megszabott követelményeket. Q. e. d. 

2. § . Az abszo lú t f o l y t o n o s s á g tranzi t iv i tása 

Ugyanúgy, mint a számértékíí halmazfüggvények esetében, az abszolút 
folytonosság itt is tranzitív tulajdonság. Ezt fejezi ki a 

3 . 2 T É T E L : На 2(A), r}(A), 2(A) az S o-gyürün értelmezett teljesen 

additiv halmazfüggvények és 2 <€ íj, rj <€ 2, akkor 2 <2 2-

BIZONYÍTÁS : L e g y e n 

t](A) = I c f f h ) l(dA), ç(A) = I 4>(h) r\(dA) (A £ $), 
à 1 

és tegyük fel először, hogy cp(h) és 4>(h) korlátosak. Válasszunk egy vég-
telenül finom {уГ) osztópont-kettőssorozatot és jelölje {HÍ"'} a megfelelő, 
•f(h) által meghatározott felosztássorozatot. Definiáljuk a if„(h), <p,,(h) függ-
vényeket a következőképpen 

ф ( Л ) - y f \ ha h £ HÍ"' (k= 0, ± 1 , ± 2 , . . . ; / ; = = 1,2, . . . ) , 

<P„(h) cp(h)yj„(h) (n = 1,2, ...). 

Feltételeinkből következik, hogy 

<3.17) 2 ^ " Ч ( А М Й ) ) = > Ь ( А ) . 
I; 

Másrészt 

2 //(А НГ) = 2У(>'1) I ч (h) l(dA) 

(3. 18) = 2 í № <f (/>) 2 (dA) = 2 [ '/ (Л) Ч'Лй) m A) 
'ahn анн 

= \ <fn(h)l(d А). 

III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i VII 3 — 4 
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A (3. 17) és (3. 18) relációkból következik, hogy 

( 3 . 1 9 ) k(A) = \<p(h)ip(h)k(dA). 
a 

Nézzük most azt az esetet, amikor а гу(Л) és ip(h) függvények nem 
feltétlenül korlátosak. Jelölje Av.v a következő ha lmaz t : 

Av* = {h : A,\<p(h)\ Ш ~ , I V(A)| S ~ , - N Ф cf(h) y(h) < N} 

(M,N = 1 , 2 , . . . ) . 

Mivel a (p(h),ip(h) függvények korlátosak az A*.«- ha lmazon, tehát a lkalmazva 
az előbbieket az A V A T S O-gyürüre, speciál isan azt kapjuk, hogy 

( 3 . 2 0 ) R(A.V.V) J (p(h) i[>(h) k(dA). 
áj\m 

Az A . V . V halmazok definíciójából következik, hogy AX M ^ A V J T + I • Ha 
AV -= lim A.V.V, akkor, mivel az A v halmazon <p(h)ip(h) korlátos, a lkalmazva 

.V—•со 
a 2. 3 TÉTELÍ az A v S A-gyürüre, következik, hogy 

(3. 21 ) C(Av) = f <f (h) VG) HdA). 
Tv 

Jelölje в azt a halmazt, ahol <у(Л) V (ó ) = 0. Ekkor lim Av = A — b, 

lim Ç(Av) = Ç ( A — В ) , tehát az 1 . 5 TÉTEL felhasználásával ( 3 . 2 1 ) - b ö l azt 
N—y со 
kapjuk, hogy 

( 3 . 2 2 ) C(A — ß ) = I <p(h)il>(/i)k(dA). 
а-в 

Ámde egyszerűen belátható, hogy Í(B) = 0, tehát végül azt kapjuk, hogy 

( 3 . 2 3 ) £ ( Á ) = f y ( A ) y ( A ) S ( < M ) . 
A 

Ezzel A 3. 2 TÉTELÍ bebizonyítot tuk. 

Ha a ( 3 . 1 ) reláció által definiált <f(h) függvényre bevezet jük a 

( 3 . 2 4 ) <p = ^ 

jelölést, akkor nyilvánvaló, hogy 

•о otc\ djrp + r^ dl]x dri2 
t-3- ж) dk'1' dk ' 

ahol /yÁA), r l2(A) teljesen addi t ív és £(A)-ra nézve abszolú t folytonos ha lmaz-

függvények. A 3 . 2 TÉTEL azt állítja, hogy ha létezik és , akkor 
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létezik is és a (3. 23) reláció szerint 

w- 2 6 ) - J J T = - j — Ф • 
öt d tj dí 

MEGJEGYZÉS: A sztochasztikus halmazfüggvények esetére a Radon— 
Nikodym-tétel nem általánosítható szószerint. Legyen pl. H a [0, 1] intervallum, 
S az ennek Lebesgue-szerint mérhető részhalmazaiból alkotott o-gyürü. Ha 
t (A) és ri(A) (A í §) két teljesen additív halmazfüggvény, melyek karakterisz-
tikus függvényei 

t2 t2  
g m(A)t-m(A)— jj| 

ahol m(A) az A halmaz Lebesgue-mértéke, akkor a 1(A) = 0 reláció maga 
után vonja, hogy /;(A) = 0. Ennek ellenére nem található olyan y(h) f ügg -
vény, melyre 

r;(A) = \<p(h)l(dA) (A Ç S>). 

IV. F E J E Z E T 

A VÁRHATÓ ÉRTÉKRE ÉS A SZÓRÁSRA VONATKOZÓ TÉTELEK 

1. § . Ál ta lános m e g j e g y z é s e k 

Ha £(A) egy olt gyűrűn értelmezett additiv halmazfüggvény és minden 
A í S halmazra létezik az 

(4 .1 ) M(A)= M(£(A)) 

várható érték, akkor M(A) nyilván additív számértékü halmazfüggvény. Ugyanez 
érvényes a 

(4 .2 ) D>(A) D2(£(A)) 

szórásnégyzetre is, amennyiben az létezik. A ( 4 . 1 ) és (4 .2 ) számértékü 
halmazfüggvények teljes additívitásának a bizonyítása azonban már mélyebb 
segédeszközöket igényel. Erre vonatkozik a 

4. 1 T É T E L : Ha £(A) egy & gyűrűn értelmezett teljesen additív halmaz-
függvény és M(£(A)) (ill. D~(£(A)) létezik minden А С Zt halmazra, akkor a 
(4. 1) (ill. ( 4 .2 ) ) számértékü halmazfüggvény teljesen additív. 

BIZONYÍTÁS: Legyen A , , A , , . . . az & gyürü egy diszjunkt halmaz-
ra 

sorozata, melyre А = DOOB egy tétele szerint ([5] 339. old. 
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THEOREM 5 . 2 ) 

M(ç(A))= Í M ( i ( A ) ) , 
i; 1 

tehát 
CO 

(4 .3) m(a)= V A Í ( A ) . 
k=1 

Lássuk most a szórásra vonatkozó állítás bizonyítását. Feltehetjük, hogy 
M(B) 0 minden В £ $ halmazra. DOOB előbb idézett tételéből az is követ-
kezik, hogy 

lim M l ç (A)— V S(A„) I = 0 . 
>!-*CO LI l- l ) 

Mivel 

zw— k= 1 
со 

ahol b„ = 2ak> tehát 

k=n 
(4 .4 ) lim D-(B„+i) lim Dfç(B„^)) 0. 

7/фСЭ îî->CO 

Másrészt 
n 

£у(а) = 2 Ö / A „ ) + DfB„+l), 
1=1 

ahonnan állításunk leolvasható. Q. e. d. 

1. MEGJEGYZÉS: Abból, hogy egy $ gyűrűn értelmezett és á(oi>)-re 
kiterjeszthető halmazfüggvényre az M(;(A)) (a £ <&) várható értékek léteznek, 

nem következik, hogy a kiterjesztett halmazfüggvény valószínűségi változói is 
véges várható értékkel rendelkeznek. Egy egyszerű példa erre a következő, 
független valószínűségi változókból álló sor (& a természetes számok véges 
halmazainak gyűrűje). Legyen 

n~ \ rí3 
( 4 . 5 ) . P / - 0 . r 

tv 
ю 

akkor 2 % n minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál, tehát a Í(A) 
• »1-1 

- 2 Ç»(A í ей) halmazfüggvény kiterjeszthető S(eR)-re. Ámde 
»g-t 

M(|„) = l (л= 1 , 2 , . . . ) , 
Œ T i ) 

tehát M(c„) = ix és így M 2„ = » . 
п=1 Y" -1 .' 
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2. MEGJEGYZÉS: Lehetséges az is, hogy a £(A) és M(A) ( 4 + 4 ) hal-

mazfüggvények mindegyike kiterjeszthető, de S ( 4 ) - e n a kiterjesztett halmaz-
függvény valószínűségi változói nem feltétlenül véges várható értékűek. Ismét 

œ 
egv független valószínűségi változókból álló ^ |„ végtelen sort tekintve, Ie-

gyen £„ összetett Poisson-eloszlású, karakterisztikus függvényének a logarit-

musa legyen a következő 

Z t í V ' - l ) , a h o . (*=±U±2,...;n- 1 , 2 , . . . ) . 

со 

E k k o r á i t , , minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál (vö. [5] 115. 

old. THEOREM 2. 7 (II)) és az összeg karakterisztikus függvénye 

2 С. ( e i M - 1 ), ahol G = 2 CL' = l . . . 
ÁrtTi \k\ log- к - - 1 

œ 

Ámde M(ç„) 0 (л 2, 3 , . . . ) és a G összeg várható értéke nem létezik, 

mert 

о log- 1 Ar — 1 
aminek éppen az abszolút várható értéket kellene megadnia. így a 

Ag.l 
sztochasztikus és az 

4 / ( 4 ) = M ( £ ( 4 ) ) : = 0 

számértékü halmazfüggvény kiterjeszthető §(<4)-ге, de a kiterjesztett halmaz-
függvény valószínűségi változói nem mind véges várható értékűek. 

3. MEGJEGYZÉS: Ha c ( 4 ) ( A + 4 ) kiterjeszthető S ( 4 ) - r e és é*(b) véges 
várható értékkel rendelkezik minden ß £ f ( 4 ) halmazra, akkor a 4. 1 TÉTEL-

ből következik, hogy 4f(A) ( 4 £ 4 ) is kiterjeszthető S ( 4 ) - r e és 

m*(b)- ще(в)) ( D ^ ( 4 ) ) , 
ahol M* az yW számértékű halmazfüggvény kiterjesztettje. 

4. MEGJEGYZÉS : Ha í(A) ( 4 £ 4 ) teljesen additív halmazfüggvény, 

továbbá minden A + 4 halmazra létezik a D - ( 4 ) = D J ( í ( 4 ) ) mennyiség és ez 

Af(A)-val együtt mint halmazfüggvény kiterjeszthető í ( 4 ) - r e , akkor t (A) is 
kiterjeszthető í ( 4 ) - r e és 

(4. 6) D 2 ( G ( ß ) ) = d*-(b), M (Г (Я)) =• M* (В) (В 6 1 ( 4 ) ) , 

ahol D*-, ill. M* a D2, ill. M halmazfüggvény kiterjesztettje. 
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BIZONYÍTÁS: Tekintsük a 2(A) — Af(A) teljesen additív halmazfüggvényt. 
Ez [13] 3 . 1 1 TÉTELe szerint kiterjeszthető í(cij)-re. Jelölje Ж azoknak а В 
halmazoknak az összességét, amelyekre (4. 6) fennáll. A független valószínű-
ségi változókból álló végtelen sorokra vonatkozó jólismert tételekből (vö. [5] 
108. old. THEOREM 2 .3 ) egyszerűen következik, hogy JÏÏI monoton osztály. 
Mivel e l á l l t , következik, hogy S>ll = S(át) (vö. [7] 27. old. THEOREM). 

2. § . Az (1 .3 ) integrál várható ér tékére é s s zórására v o n a t k o z ó téte lek 

Most rátérünk az ( 1 . 3 ) integrál várható értékének és szórásának a vizs-

gálatára. 

4. 2 T É T E L : Legyen 2(A) (A f í ) teljesen additív halmazfüggvény. Tegyük 

fel, hogy minden В f ê halmazra létezik az Af(ß) M(2(ß)) várható értékés 

van olyan £ valószínűségi változó, hogy I minden Ay,...,Ar diszjunkt hal-
mazrendszerére 

Z i k a o i ^ Ç -
k—l 

Ez esetben korlátos cp(h) függvényre léteznek az 

( 4 . 7 ) ц(В) \<p№(dA) 
a 

valószínűségi változók várható értékei és 

( 4 . 8 ) M ( 4 ( ß ) ) = \<p(h)M(dA), 
6 

ahol a jobboldalon Radon-integrál áll. 

BIZONYÍTÁS: Állításunk a Lehesgue-féle korlátos konvergencia-tétel fel-
használásával igen egyszerűen belátható. 

4. 3 TÉTEL : Legyen 2(A) (А f §) teljesen additív halmazfüggvény. Tegyük 
fel, hogy minden В f f halmazra létezik a D(B) = D(2(ß ) ) szórás és cp(h) olyan 
függvény, melyre létezik a ( 4 .8 ) jobboldalán álló Radon- és a következő 

I f(h)EL(dA) 
в 

Lebesgue-integrál. Ez esetben léteznek az M(>j(B)), Djtf ß)) mennyiségek és 
fennáll a (4. 8) és a 
(4 .9 ) D 4 , , ( ß ) ) = | > ( Л ) Я Ч < М ) . 

а 
reláció. 

BIZONYÍTÁS: Válasszunk egy jyl"') osztópont-kettőssorozatot és legyen 
{tf , !" j a 'p(h) függvény által meghatározott megfelelő felosztássorozat. Köny-
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nyen belátható, hogy a 

(4 .10) ^ Z y P t i B H D 
к 

sorozat négyzetes középben konvergens. Mivel ilyen értelemben (0 valószínű-
ségű halmaztól eltekintve) a sorozat csak egy valószínűségi változóhoz tart-
hat, következik, hogy ez a határérték /ДЯ). Ebből azonban az is következik, 
hogy 

M ( ? n ) - M (/ДЯ)), 
( 4 - 1 1 ) М/ -VDU " A 

Felhasználva azt, hogy a £ (В H,(и)) (А 0, + 1, + 2 , . . . ) valószínűségi vál-
tozók függetlenek, következik, hogy 

' ( 4 . 1 2 ) D2(Ç») -- M ( f ) - M-(:„) V (Д/>)2 О" ( Я Я Г ' ) , 
к 

ahonnan а (4 .9 ) reláció leolvasható. А ( 4 . 8 ) reláció ekvivalens (4. 11) első 
sorával. Q. e. d. 

Hasonló formulát lehetne levezetni a harmadik centrális momentumra, 
ugyanis független valószínűségi változók esetében ezek is összeadódnak. 
Mivel ennek nincs különösebb jelentősége, ezt a kérdést nem tárgyaljuk. 

V . F E J E Z E T 

A KARAKTERISZTIKUS FUNKCIONÁL 

Jelölje JÖ а Я térben értelmezett, S-re nézve mérhető és egy 2(A) tel-
jesen additív halmazfüggvényre nézve majdnem mindenütt ' korlátos cpfaí) függ-
vények terét. cB Banach-tér, ha egy függvény normáján az abszolút értékének 
valódi maximumát értjük. Tekintsük a áB térben értelmezett 

(5 .1 ) L ( / ) = M [ e x p ( i j ' ^ / O K t f A ) ) ] 

funkcionált. Ezt a 2(A) halmazfüggvény karakterisztikus funkciónáljának nevez-
zük. A 2. 8 TÉTEL szerint az L(<JO) funkcionál folytonos. 

A karakterisztikus funkcionált, mint a Fourier-integrál általánosítását, 
KOLMOQOROV [11] vezette be 1935-ben. Valószínűségszámítási alkalmazás cél-
jából LE САМ [3] vezette be sztochasztikus folyamatokra 1947-ben és ugyan-
csak ebben az évben S. BOCHNER [1] véletlen értékű additív halmazfüggvé-
nyekre. Az általunk definiált (5. 1) funkcionál sem nem általánosítása sem 
nem speciális esete az előbbieknek. Ha 2(A) realizációi teljesen additív hal-
mazfüggvények, akkor (5. 1) speciális esete a KOLMOQOROV által definiált 

Vö. 340. old. 
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karakterisztikus funkcionálnak. A BOCHNER által bevezetett fogalom definíciója 
lényegesen eltér az előbbitől. 

Az (5. 1) karakterisztikus funkcionál ismeretében ismerjük a 2(A) (A £ S) 
valószínűségi változók valószínűségi viszonyait. Ezt fejezi ki pontosabban az 

5 . 1 TÉTEL: AZ L(V/) funkcionál teljesen meghatározza az Í 2 esemény-
térben annak a legkisebb o-gyürünek az elemein értelmezett valószínűséget, 
amelyen a 1(A) (A £ S) valószínűségi változók mérhetők. 

B IZONYÍTÁS: Legyen A,, A.,,..., AH az §> O-gyürü n tetszőleges halmaza. 
Megmutatjuk, hogy L(<p) meghatározza a 2 ( A i ) , . . . , 2(A„) valószínűségi vál-
tozók együttes karakterisztikus függvényét. Definiáljuk a következő függvé-
nyeket : 

\ h, ha h £ Au, 
^<А>=|0 egyébkénti G - L2,..., n). 

Nyilvánvaló, hogy 

M[exp/( / I2(A 1) + - - -+Á,2(A„)] -

( 5 2 ) = M | e x p i j ^ , , ( A ) £ ( r f A ) J , 

ahol 
й 

( 5 . 3 ) („( / / ) = 2 0 , 
k-t 

tehát, ha befutják a valós számokat, L(<pfl,..., tn(h)) megadja a 
2(A,), . . , 2(A„) vektor karakterisztikus függvényét. Ezek az űn. véges-
dimenziós eloszlások már meghatározzák a valószínűséget a szóbanforgó 
o-gyűrűn. Q. e. d. 

Ha léteznek az | 9(h)'é(dA) valószínűségi változók л-edik momentumai 
h 

minden <f (h) £ á& függvényre, akkor az 

( 5 . 4 ) L ( Y ) M cf(h)l(dA)\ 

funkcionált a 2(A) (A £ S) halmazfüggvény л-edik momentumának nevezzük. 
(5. l)-böl sorfejtéssel belátható, hogy 

( 5 . 5 ) L < „ ) = 1 + I U ( 9 ) + R - ' L ß M + R F A 

ahol 

( 5 . 6 ) L ; , ( / ) = ML I \(h)l(dA)' 
vi h \ 

és R„(T) olyan funkcinál, melyre R (</)J A 1. 
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Most felírjuk néhány egyszerű sztochasztikus halmazfüggvény-t ípus ka-
rakterisztikus funkcionálját. Mindegyik esetben eleve feltesszük, hogy a szó-
banforgó halmazfüggvény teljesen additiv. 

1. Poisson-tipusú halmazfiiggvények. Ez esetben 

(5 .7 ) f(t,A) e W ' - o (A Ç I ) , 

ahol / ( A ) az S r;-gyürün értelmezett véges mérték. Egyszerűen belátható, hogy 

(5. 8) L(<p) = exp j f ( e - W - 1 )A(r/A) j . 
' 11 ! 

2. Összetett Poisson-tipusú halmazfiiggvények. Ez esetben 

í ш . 
(5. 9) f(t, A) = exp V C, (A) (ea* * - 1 ) (A £ I ) , 

f ;.=i ' 

ahol / . , , / . 0 , . . . valós számokból álló additív félcsoport, továbbá C.(A) 

(Ar= 1 , 2 , . . . ) és 
CD 

(5.10) C(A) = 2 C . ( A ) 

véges mérték az S a-gyűrün. Egyszerűen belátható, hogy 

(5. П ) L ( f f ) exp J 2 ) (e'kkV<h)—1)G(í/A)J . 
л 

3. Laplace—Gauss-tipusú halmazfiiggvények. Ez esetben 

(5.12) . f(t,A) r ' " " ' ' (A £ S), 

ahol Af(A) teljesen additív számértékü lialmazfüggvény, D-(A) pedig véges 

mérték az S O-gyürün. A karakterisztikus funkcionál — amint az A 4. 3 TÉTEL 

alapján közvetlenül is adódik, — a következő alakú 

( 5 . 1 3 ) L ( f f ) = exp J/ / I tp(h)M(dA) —Y ) ff4h)D2(dA)J, 
h h 

ahol a jobboldalon az exponensben Radon-, illetve absztrakt Lebesgue-integ-
rál áll. 

Az (5. 1) karakterisztikus funkcionált lehetne általánosabban a £ halmaz-
függvényre nézve a H halmazon integrálható függvények terében értelmezni. 
Ez a tér azonban általában nem lesz Banach-tér. 
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