TARTOZKODASI IDO PROBLEMAKROL
TAKACS LAJOS

Bevezetés

Tekintsitkk a [&(f),0 =t oo} sztochasztikus folyamatot, ahol a &(f)
valdsziniiségi valtozok értékkészletét valamilyen X absztrakt tér elemei alkotjak.
Legyen X= A+ B, ahol A és B rogzitett kozos pont nélkiili halmazok.
Tegyiik fel, hogy £(0) € A. Ekkor a {&(f)} folyamat novekvo ¢ értékekre valta-
kozva A és B allapotot vesz fel. Jelolje az egymdsutidni A allapotban valo

tartozkodasi id6tartamokat rendre §&,&,...,E&,... és a B allapotban valo
tartdzkoddsi id6tartamokat rendre i, 1., ..., fju, ... valosziniiségi valtozd.
Feltessziik, hogy a &, &, ..., &, ..\ 4y 2yy ooy 2, ... Nem-negativ fiiggetien

valdsziniiségi valtozok, amelyekre
P&, <x}=G(kx) és Pli.=x}- Hx) (n=12 ..

Megijegyezziik, hogy a fenti értelmezés szerint G(x) balrdl folytonos és H(x)
jobbrdl folytonos eloszlasfliggvény.
Ertelmezziik most a [y(f), 0 <t< | sztochasztikus folyamatot oly-
maodon, hogy
v 1, ha &{feB
D10 ha t)eA
Legyen

8@y = | z(u)du.

A 3(t) valdsziniiségi valtozé a (0, f) intervallum azon u pontjaibdl allo halmaz
mértéke, amelyekre &(u) € B. Kovetkezoleg «(¢)=—=¢— 3(¢) a (0, f) intervallum
azon u pontjaibdl alio halmaz mértéke, amelyekre 5(u)€ A.

A kovetkezOkben meghatarozzuk a @(¢) valdsziniiségi valtozo eloszlasat,
tovabba 3(f) aszimptotikus eloszldsat és M{3(f)} és D{a3(¢)} aszimptotikus
viselkedését, midén f— oo. Ezenkiviil tobb példat ismertetiink.

Hasonlé kérdésekkel Markov-ldncok esetén P.LEvy [11], A. N. KoLmo-
GOROV [10] és R. L. DoBrusin [4], [6] foglalkozott. A 3(f) eloszlaséat bizonyos
rekurrens folyamatok esetén szerz6 [14], [15], [16] munkaiban vizsgélta.
A jelenleg ismertetend6 eredmények legnagyobb része bentfoglaltatik szerzo
[18], [19], [20] munkaiban.
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A kovetkezd jeloléseket vezetjiik be. Legyen (,=§& +&-+---+&,
(n--123,..), =0 ¢s yu=ru-+n-F--+1.(n -0,1,2,...). Tovabba
legyen
P{d,<x}—=G.(x), ha n==1,2,...
és
Ply.=x}==H.x), ha n-~0,1,2,....

* Ekkor Hy(x)=—=1, ha x =0 és H,(x)--0, ha x< 0 és allapodjunk meg

abban, hogy G,(x)=1.
A 3(t) eloszlasfiiggvénye legyen

P{3(t) = x} = Q(, ).
Ekkor Ple(t) < x} -~ 1—2(t, t—x). Végiil legyen

[+4]

(== ..,xdG(x) és = "de(x),
O 0
tovabba

G- ’ (x—e)dG(x) és op— | (x—3) dH (x).

1. §. A p(t) eloszlasanak meghatarozasa
1. TETEL: A 3(f) valdsziniisegi vdltozo eloszldsfiiggvénye

(1) o, x):};H,,(x)[G,,(t-x)_Gu a(t—x).

BizonyiTAS: Adott x(0 = x =) esetén jelolje v azt a legkisebb ido-
pontot, amelyre «(t)- -{—x. Ekkor nyilvanvaloan &(r) € A. A T egyértelmiien
meghatdrozott valdsziniiségi valtozd. Most megmutatjuk, hogy

P{3(t) = x} — Plg(r) = x).

'Ugyanis ha tekintetbe vessziik, hogy « ()4 3(f)=¢ minden { ¢értékre

(0O=1t< ~) és «(f) és g(f) a {-nek monoton nemcsokkend fiiggvényei, akkor
konnyen belathatéak az alabbi azonossagok
By =xi=le() = e®)} ={r=t)={c(r) F3(r) =t =|3(1r) = x].
igy tehat felirhatd, hogy :
QU x)=-Pl{a) = x}-=P{3(r) < x},

vagyis £2(t, x) kiszamitasat visszavezettik P{gz(r) = x} meghatarozasara.
A B(7) = x esemény tobb egymast kizdr6 modon valdsulhat meg, még pedig
a = id6pont lehet az els6, masodik, ..., s.i.t ,A szakaszon“. Ha « az n-{ 1
-edik (n=-0,1,2,...) ,A szakaszon“ van, akkor 3(r)=y,.. igy tehat fel-
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irhato, hogy s(t)=- 5o+ 1+ -+, ahol » maga is valdsziniiségi valtozo.

Mivel a r valtozo értékét a 5,8, ..., &, ... valtozok értékei egyértelmiien
meghatarozzak, tehat fennall, hogy » fiiggetlen az 1y, 1, ..., tn, ... valto-
z0ktdl. Most P{r<n}=Pll, =i—x} (n=21,2,...), azaz Plr=n}=
- Gu(t—x)—G,(t—x), ha n- 0,1,2,.... Igy a teljes valosziniiségi tétel
szerint

P{e(t) = x}= X Plr=nPly, =x},

n oA

azaz 0 =< x < értékekre

Q(, x)— 5‘0 [G.(t—x)— Gusi (t— X)) Ho(X),

ami bizonyitand6 volt. Egyéb x értékekre (1) trivialisan igaz.

1. MEGJEGYZES: A fenti bizonyitasbol kideriil, hogy az 1. TETEL akkor
is fennall, ha nem tessziik fel, hogy a {&.} és {r,.} valtozdk fliggetlenek €s
egyforma eloszlasuak. Ehelyett elegendd annyit feltenni, hogy a 5. és y. és
a .1 és y, valtozéparok n- 1,2, ...-ra legyenek fiiggetlenek.

2. MEGJEGYZES: A j(f) valdsziniségi valtozé bizonyos ,B szakaszok“
hosszdnak osszegeként allithato eld, ahol az utolsé , B szakasz“ esetleg csonka.
Ennek dacira meglepd, hogy a 3(f) valtozo eloszlasat meghatarozo (1) képlet
nem tartalmazza ennek a csonka szakasznak az eloszlasat. Még meglepdbb,
hogy a 3(t) eloszlasanak kiszamitasa visszavezetheté véletlen tagszamua fiig-
getlen valdsziniiségi valtozok Osszege eloszlasanak kiszamitasara, ahol a tagok
szama fiiggetlen a valtozoktol, holott a J(f)-nek valosziniiségi valtozok Ossze-
geként valé eldallitisaban a tagok “szama fiigg maguktol a valtozoktol.

3. MEGJEGYZES: A P{3(t) = x)= P{3(t) = x} 0sszefiiggés fennallasa
meglepd, hiszen 8(t) = 3(f), sét 3(t) < 3(¢) is lehet.

4. MeGJEGvzes: Tekintsiik az {e(f), 3(f)) vektor valtozdk sorozatat
0 =t < o értékekre. Ez a valtozd sorozat a sik origdjabol elinduld bolyongo
pont pdlyajat irja le (vo. 1. abra). A bolyongd pont helyzete ¢ idépontban a
(0, 1) és (¢, 0) pontokat osszekotd egyenes szakaszon van, ugyanis e (t)-1- f(t) = L.
Ezen modellen egyszeriien lehet szemléltetni a 3(f) = x és 3(r) < x esemé-
nyeket. A 3(f) = x esemény azt jelenti, hogy a bolyongd pont eléri a (t—x, x)
és (f,0) pontokat Osszekotd egyenes szakaszt és a 3(v) = x, esemény pedig
azt, hogy eléri a (f—x, x) és (t—x,0) pontokat Osszekotd egyenes szakaszt
(v6. 2. &bra). Nyilvanvalo, hogy a bolyongé pont vagy mindkét egyenes
szakaszt eléri vagy egyiket sem, azaz fennall {3(f) = x}={3(7) = x}. Bar a
probléma vizsgalatira a fenti bolyongdsi modellt is alkalmaztam, mégis
elkeriilte figyelmemet, hogy az abrabol kozvetleniil leolvashatoé a két esemény
azonossaga. Erre a tényre RENY! ALFRED volt szives a figyelmemet felhivni.
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5 () : Bl
¢ ]
xj\ N §3> =
X,t ; x4 \
X1 alt) SXg ] 1 alt)
TR T M e :
1. abra 2. abra

5. MEGJEGYZES: Tekintsiik azt a specidlis esetet, amidon

\ l—e?*, ha x=0
G = I 0, ha x<0.

Ekkor
> i(t—x)]"
2) (1, x)- f‘f\_e ey [AUEX = J H,(x).

n=—~0

Ha {—x = a rogzitett érték, akkor
Q@+xx)—= D e (’HL') H,(x).
n=0 .

Az Q(a-+x, x) fiiggvény x-ben eloszlasfiiggvény és Laplace—Stieltjes transz-
formaltja

(3) . e—s* d_r ..(.2 ((I + X; x) e e,;.a“ " U"(s)l’
ahol

P(s)— | e dH(x).

1. PELDA: (V6. F. ]J. KARPELEVICS és V. A. USzPENSzKi] ([4] p. 296)).
Legyen {&(#), 0 =t < ~} Markov-folyamat két lehetséges allapottal A és B-vel.
Legyen annak a valdszinfisége, hogy &(f)€ A esetén a (f,f+ At) id6kozben
A— B atmenet torténik Adt-+o(dt) és ha &(f) € B, akkor annak a vald-
sziniisége, hogy a (f, {-+ 4t) idokozben B — A atmenet torténik w At o(At).
Ebben az esetben G(x)=1—e™* (ha x =0) és H(x)=1—e** (ha x = 0).
Tovabba #(s) — u/(u-+s). igy (3) szerint

@
‘ e¥d.2(a+x,x)—e "™
0 %
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és inverz transzformacidval

EN

’ — (ewv -
_(z(a—}-x’ x) R +V;~All(1 [W 11 (21//.(10}1) dyl ,
v ’

ahol /,(x) az els6 rendil imaginarius argumentumu Bessel-fiiggvény,
ao’ ,2)'.’j+l
RS T s N
0 =G
Ha a-=--t—x, akkor

Q, x):ew-r)[l 1 Y au(t—x) ‘ —‘;,' 1,(2V/‘.,u(t—x)_y)dyJ.

2. §. A 3(t) aszimptotikus eloszlasanak meghatarozasa

Lattuk, hogy fennall P{g(f)=x}- P{é(r)=x}, ha O0=x=1t ¢és a
@2(t) elballithatd véletien tagszamiu egyforma eloszlasu fiiggetlen valosziniiségi
valtozok osszegeként, ahol a tagok szama fiiggetlen a valtozoktol. Igy tehat
a p(t) valtozé aszimptotikus eloszladsanak meghatarozasara visszavezethetod
véletlen tagszamu fiiggetlen valdsziniiségi valtozok osszege eloszlasanak vizs-
galatira. Ezen az alapon tekintsiik a O = y < ~ értékekre a kovetkezOképpen
értelmezett nem negativ egészértékii », valdszinliségi valtozok sorozatat:
Wy <ny={L.=y} (n=1,2,3,...). Ekkor P{r,<n}=PL, =y} =1—G.(),
tehat
“ Py, =nj = Gu(y)—G.na(y) (n--0,1,2,...).
Tekintsiik most a

Xvy, = Not I+ -+,

Osszeget. Itt a r, valtozd fiiggetlen az vy, 1y, ..., a, ... valtozOktol, hiszen
vy €rtékét §, 5L, ..., L, .. . egyértelmilen meghatarozza. Legyen Py, = x} =
- (x,y). A teljes valdsziniiségi tétel szerint felirhato, hogy

D

Piy, =x}=2Plr,—nPly, =x

n=A}

azaz

) #(x,3) = 2, Ha()[Gu(3)— Gair (V)]
A fentiek szerint

(6) Q(t, x)= P(x, t—x)

és igy az Q2(f, x) aszimptotikus viselkedésének vizsgalata visszavezethetd a
&(x, y) aszimptotikus viselkedésének vizsgalatira. Ezen utobbira pedig fel-
haszndlhatjuk R. L. DOBRUSIN [5] tételét,
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6. MEGJEGYZES: Ahhoz, hogy a fenti visszavezetést alkalmazhassuk, ismét
elegend6 lenne csupan annyit feltenni, hogy a £, és y, és a §,.q és y, val-
tozd parok fiiggetlenek n=1, 2, .. .-re.

7. MEGJEGYZES: Tekintsiik a 4. MEGJEGYZES-ben emlitett bolyongasi mo-
dellt. Ennek segitségével ¥(x,y) ugy interpretilhatd, mint annak a valdszi-
niisége, hogy a bolyongé pont eléri az (y,x) és (y,0) pontokat osszekotd
egyenes szakaszt. Ez viszont nyilvadnvaloan megegyezik annak a valosziniisé-
gével, hogy a bolyongd pont eléri az (y, x) pontbol kiinduldé és monoton
csokkenve (~,0)-hoz tartd, egyébként tetszéleges gorbét. (Vo. 3. abra.)

B
%, Can S
e
Xyt
% L ‘ o/t)
& éz % $s

3. dbra

Nyilvanvalo, hogy #(f)-nek akkor és csakis akkor létezik aszimptotikus
eloszlasa, ha §, =&+ &+ - +& és yo— 1+ 7+ -+ 41 véltozéknak van
aszimptotikus eloszldsa midén n— oo. Erre nézve pedig sziikséges és ele-
gendd feltételt adott W. DOEBLIN [7] (V6. W. FELLER [8]). Kissé megszoritva
DoEeBLIN feltételeit és elhagyva néhany extrém esetet, fel fogjuk tenni, hogy a
H(x) és G(x) eloszlasfiiggvények kielégitik a kovetkezd (h,), (h.), (%), illetve
(£2), (gv), (g;) feltételek egyikét. llyenkor mindig létezik hatareloszlds. Elore-
bocsatjuk, hogy a kovetkezékben F,(x) (0<y<2,y==1) azt a stabilis el-
oszlasfiiggvényt jeloli, amelyiknek karakterisztikus fliggvénye

@

g2y = | ¢*dF.([x) —exp ;— I-45d (cos 12}: —isin —12—’: sign z’ (1 —7)$

- @

D(x) - l’;z:]”j [ e 2dy,

tovabba A és B véges pozitiv allandodk.

-
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A H(x)-re vonatkozo feltevések:
(h): og< oc. Ekkor a centralis hatareloszlastétel szerint fennall

lim P | X2 "¢

n—>®© { nl,'.? OB

(hy): lim [1—H(x)]x»»= B, ahol 1<y, < 2. Ekkor W. DOEBLIN {7] tétele

= x‘ = P(x).

szerint
1 )X" = X (
lin P g = = R
(hs): lim [1—H(x)]x:= B, ahol 0 <y, < 1. Ekkor W. DOEBLIN [7] tétele
szerint

im P e =¥ = ),

Ha tekintetbe vessziik, hogy P{1',,< ny=P{Z, = x}, akkor lathatjuk,
hogy w», aszimptotikus eloszldsdnak meghatarozasara visszavezetheté &, —
=&+ &+ -+ & aszimptotikus viselkedésének meghatdrozdsa. W. FELLER
[8] modszerét alkalmazva nyerjiik a kovetkez6 hatareloszlasokat.

A G(x)-re vonatkozo feltevések :
(g)): 0 < oc. Ekkor fennall

(g2): lim [1—G(x)|xv1= A, ahol 1 <y, <2. Ekkor

E
limP ———w——
Sy

(g:): lim [1—H(x)]x¥i= A, ahol 0 < y, < 1. Ekkor

limP ; l"é <x£ = F,,(x).-

Ha H(x) kielégiti a (h), (hy), (hs) feltételek egyikét és G(x) a
(£1), (g), (g5) feltételek egyikét, akkor R. L. DOBRUSIN [5] tételének alkaima-
zasaval azt nyerjiik, hogy létezik a kovetkezd hatareloszlas

7k kove
) tim P 2 <ol — P

8 Il Osztily Kozleményei VII3—4
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megfeleld M, 4, D, n allandokkal £s P(z). eloszlastiiggvénnyel. Az allandok és
a P(2) eloszlasfiiggvény konnyen meghatarozhatok az.emlitett tétel segitségé-
gével. Az 1. TABLAZAT tartalmazza a kiilonbozo feltevéseknek megfelel6 hatar-
eloszlasok alakjat. A tablazatban & és 1 fiiggetlen valdsziniiségi valtozok
Pl = x}=F, (x) és P{n = x} = F,,(x) eloszlasfiiggvénnyel.
igy tehat megmutattuk, hogy a fenti esetekben fennall a

im My + 2Dy, y) = P(2)

¥+
hatarérték megfeleld P(z) eloszlasfiiggvénnyel és M, 4, D, u allandokkal. Meg-
jegyezziik, hogy ha y. és 2 egy t paraméter fuggvenyex és lim y, = oc,

term

lim z,= 2, akkor az is fenndll, hogy

t—>o

®) lim B(My: + 2Dy, yi) = P(2),

t>om

ugyanis P(z) valamennyi esetben folytonos eloszlasfiiggvény. A (8) hatarérték
segitségével konnyen bebizonyithatjuk az alabbi tételt.

2. TETEL: Tegyiik fel, hogy H(x) kielégiti a (h,), (h,), (hs) feltételek egyi-
két és G(x) kielegiti a (g), (g,), (gs) feltételek egyikét. Ekkor a #(t) valo-
sziniségi vdltozonak létezik aszimptotikus eloszldsa, midon t— oo. A kiilon-
bozo feltéteieknek megfeleld hatdreloszldsokat a 1l. TABLAZAT tartalmazza.

A II. TABLAzAT-ban & és 1 fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, amelyekre
P{&=x} =F,(x) és P{n = x}=F,(x).

A 2. TETEL BIZONYITASA:
Az 1, 2, 4., 5., 6., 7. dliftds bizonyitdsa: Legyen (8)-ban

at _x( t )"
ARy «+p

és

7+ las) —

y =
Dy;
a megfelel6 D és u-vel. Ekkor lim y, = o és
t>m
. x(e+9)
}rlbn(lnz::Z: Davin -

(6) szerint

s .
'Q( (z+p‘+ (a_ﬂ)»JJ (;ye-l-ngyz,ye/
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I. TABLAZAT
H(x) | G(x) y M| A D 1 P(z)
312 5
1. n & ﬁ 1 1 i tp(—*—:)—:_-o—
a 2 ﬂ“a‘%—}— a"og
1 .
2. h Ela) sjap |1 1—Fy(—2)
- 1 & a ; (—;J 71 Y1
é 1
S i o1~ A n 1—Fy, (Z 'y‘)
RN
4. hy 5 = |1 'E)y“ s Fy.(2)
p 2
8 R
50 hy | g p>n ||| 1] £ {A)«n o 1— Fy,(—2)
a a
1y, __ g AVY
6. h nr Ly L e il
] & =1,2) || e 1 ) =
aQ
_ 7 T 1 _
| h &> ¥s < P ‘_Bi)y"’ - Fy(2)
. a =
1
8. | h 0| — L , ( i)
2| & A & 1— Fy,\z %J
=~ |1
9| By | & 0|— (’E)W Py Fy.(2)
@ 2
_ T 1
10. hg £ 0] — (E)V“’ e Fy,(d)
(lv b
! Y
N 4 n
Wi hy | & Y2> 7 0| - (g)y“ 7: Plgg = z}
7i=7 E: ({ 7
12. | hy g (i; 1,2) 0| — (%Jv 1 P %—g;z§
: 2
i By~ |7 el
13. hy &3 Y2 <P 0| — (%)% ,,: P {,75 Yo = z}

B*
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1. TABLAZAT

£ lm &2, 3 x
i i

.L) (a+1’),\ ‘:
) S

]H o, - 4o ‘
o L —(a 1;\ L
a8 T R E - )
e ) e
(t, xt) 1—F. '( ) (0, ~)
o 7i7 o (lz 7; ;)Tii
! =X ! L (—~.™)
t -3 __l((z+,'?' g ( eB - l W

o
ot - _
O x V) ‘ 1—Fy, {ALJI . ~)
| \ X
e e _
Q. t—xt™) Fﬁ,.((B‘_‘, ) S 0,~)
A\lgy,
i _ S .
(¢t f—xt") ! F., (B(}]) ‘ 0, ~)
! \_',‘ ,AXAA;.'\ : 0, ~
!.'(t,.\t ’ P By | O
B -
(t. tx) Pt | 2 ' l:A’ . 1)
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és (8) szerint
lim w(ﬁ e+ 2z Dy, ye) = P2)== P(%‘i;f ))

{>0 «
a megfelelo D és u allandokkal és P(z) eloszlasfiiggvénnyel.
A 3., 8, 11., 12. dllitds bizonyitdsa: Legyen (8)-ban

Y= t—xt"
és
xt"
2=,
© Dyt
Ekkor lim y,= o és
t>
[ x
) S ’5, ha ‘U <. 1
limzi=2z-—" X
> - o
ZD(]—X)’ ha ‘“—7].

(6) szerint
, Q(t, xt*) = &z Dy, y)
és
(o x
SP(E/)’ ha u <1
lim #(z Dyt y) = P)==y
[ Plpi) o w=t,

J

a megfeleld D allandoval és P(z) eloszlasfiiggvénnyel.
A 9., 10, 13. dllitds bizonyitdsa: Legyen (8)-ban

Ve =— xtll‘u
és
[_
Zy :**%)Tt .
Dy
Ekkor lim y, = > és
>
hm 2z =2-= A
t>wm o - Dx'“

(6) szerint
20, t—xt'™y = &(z, Dyi", y))
és

: ) 1
i #0373 = PO~ Pl |
a megfeleld D és pn allandokkal és P(z) eloszlasfiiggvénnyel.

8. MEGJEGYZES: Ha a fentieknél dltalanosabb feltevéssel éliink a {&.} és
{y.} valtozOkra vonatkozoan, mint azt az 1. MEGJEGYZES-ben emlitettiik,
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akkor is kifejezheté B(f) aszimptotikus eloszidsa a fenti moddon &, és y.

aszimptotikus eloszlasai segitségével.
1

2. PELDA. Tegyiik fel, hogy lim [1—G(x)]x~ =Aés hm [l—H(x)]|x2=

>0

Ekkor.a 2. TETEL 12. allitdsa szermt fennall

0 _, ha x=0
) 2 ) A
)] !Lrgp{ﬂ(t)th} = ;arc sin ]/Azx+ B(1—x)° ha 0<x<l
1 , ha x=1.

(9) bizonyitdsara megjegyezziik, hogy ;fz—:lz— esetén

14 /ﬁ;) -
2 0 , ha x<O.

Most a 12. allitisban a & és 1 valOsziniiségi valtozok helyettesithet6k
§= /28" és n==7t/27" valosziniiségi vdltozokkal, ahol & és #* fliggetlen
normdlis eloszldsti valtozok, amelyekre M{E"} = M{n*‘—O és D} =

=D{y=1. lgy a 12. allitast ;,:L esetre alkalmazva

2
Al/x
U _-
— By 1—x

A x
Jol ismert tény, hogy az n*/E" valosziniiségi valtoz6 Cauchy-eloszlasu, azaz

B 1—x
P3 = =x

l1mP{ﬂ(t)<tx} P%& =

1 1 .
=5 + 5 arc tg x. Tehat

sAV X arctg l/‘——z—arcsmvl/——/—‘—f————-—.
= 1—x A*x+ B*(1—x)
9. MEG]EGYZES, Ha az elébbi példaban specidlisan A = B, akkor (9)
szerint

|2

0 , ha x=0
(10) lim P = n,ﬁ,/garcsinl/’?c ha 0<x<1
f_12: BO=tx} =4 )
? 1 , ha x=1.

Ez az eredmény specidlis esetként tartalmazza P. LEvy [11] kovetkezd tételét.
(V6. W. FELLER [9] p. 252). Legyenek 0,,0;, ..., d, ... fiiggetlen valdszinii-

ségi valtozok, amelyekre P {d =1} - P {0, = —1} — . Legyen &(t) =0, +
+0,+ - +dyy, ahol 6, =0 és [f] jeldli f egész részét. A {E(f)} sztochasz-
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tikus folyamat egy bolyongd részecske palydjat irja le. Azt mondjuk, hogy a
rendszer ¢ idOpontban B Allapotban van, ha E(f) >0 és A allapotban, ha
&(f) =0. Esettinkben

. . . 1 (2/) 1 1

P £, =2 b =P{r, =2 ‘:—’-__( . )—‘T—Nﬁ:

=i =Pln =2 =5 ) 2/ ®
ha j— oo és igy -
lim [1— G ()] "2 = lim [1— H(x)] x> — 1/72r

Tehat teljesiii A= B és igy fennall (10).

3. PELDA: Elégitse ki G(x) a (g), vagy (g.) feltételeket és legyen
lim [1—H(x)]x'2= B. Ekkor a 9., illetve 10. allitisok szerint fennall

(11) lim P{ce(i)éxt'}:2¢(] 5—)—-1,
t>o . /

ha 0=x< oc.

A (11) eredmény specidlis esetként tartalmazza a kovetkezo tételt, amelyet
R. L. DoBRUSIN [6] bizonyitott be (V6. K. L. CHUNG és M. Kac [3]).
Tekintsiik a 2. PELDAban értelmezett {£(f), 0 =¢ < oo} sztochasztikus folya-
matot. Legyen ¢ eldirt poztiv egészszdm. Azt mondjuk, hogy a rendszer ¢ id6-
pontban A allapotban van, ha £(f)=0,1, 2, ..., c—1 és egyébként B allapot-

: . . 1 (2/)1
13 _ fy —. —
ban. Ebben az esetben M{&.}=c=c és P{1, ==2j} %7 1(/’)2‘-’1’ azaz
1

_ ~
lim[l—H(x)]x'-_—.]/.%, vagyis B=V%. fgy tehat (11)-bdl specialisan

) .
lim P {c(t) = x{%} — 2(p(§)—1,
t>m L

ha 0 = x < .
A 2. TETEL 1. allitasaszerint 63+ 05 < oo esetén fennail

St

s—>2 | =

12) lim Pg SRS o SN QU J e Tdy
e | VErea, | T

(+8)

A kovetkezo példdk ezen tétel alkalmazdsara vonatkoznak.

4. pELDA: Tekintsiink egy sorbandlldsi folyamatot egyetlen kiszolgalo
esetén. Tegyiik fel, hogy a személyek érkezési iddpontjai 4 eseménysiiriiségi
Poisson-folyamat eseményeit alkotjadk és a kiszolgalasi id6tartamok egyforma
eloszlasu fiiggetlen valosziniiségi valtozok R(x) eloszlasfiiggvénnyel. Legyen

-«
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o

o= | xdR(x), o= J.(x——g)“’dR(x) és ar(s)= | e dR(x). Jelolje () a

¢t idépontban sorban all6 személyek szamat, beleértve az esetleg kiszolgalas
alatt allo személyt is. Legyen E&(0)—=O0 és vizsgaljuk a {&(f), 0 =< o}
sztochasztikus folyamatot. Azt mondjuk, hogy a rendszer ¢ iddpontban
A allapotban van, ha &(f)==0 és B allapotban, ha &(t) > 0. Konnyen lathato,
hogy a {&(t)} folyamatra fennallnak az emlitett feltételek és igy alkalmaz-
hatjuk tételeinket. Most g(f) jeloli a (O, f) id6intervallumban kiszolgalassal
toltott idétartamot. Esetiinkben fenndll, hogy a G(x)-=1—e™, ha x=0 és

H(x) Laplace—Stieltjes transzformaltja w(s) — |e’~"-l'dH(x) egyértelmiien meg-
lJ

hatarozhatd, mint a w(s)= n(s+i—4ivy(s)) figgvényegyenlet w(oc)s==

feltételnek elegettevd analitikus megoldasa. (Vo. [17] 6. TETEL.) Ha Zlo< 1
akkor H(x) valodi eloszlasfiiggvény. A fiiggvényegyenlet segitségével konnyen
meghatarozhatjuk H(x) momentumait. lgy 8= o0(l—/io) és o§ ::(0;'—}—
+lg )/(1—i0)”. Tovabba nyilvanvaloan «= 1/4 és o), —1/2°. Ha io<1 és
0% < o, akkor a 2. TETEL 1. allitisa szerint fennall, hogy

P; Al — x:: L e'yT:dy
i Vl(@oJr@)f

V2 J

5. PELDA: Tekintsiink m fogyaszt6 gépet, amelyek valamilyen szolgal-
tatast (aram, gaz, viz stb.) egymastol fiiggetlentil szakaszosan vesznek igénybe.
Tegyiik fel, hogy minden egyes gépre Z.1f--o0(d4t) annak a valosziniisége,
hogy ha ¢ idépontban a gép miikoddik, akkor 74 Jf idépontban megsziinik a
milkodése és wdf--o(4f) annak a valdszinfisége, hogy ha ¢ idépontban a
gép all, akkor t4-_/t idépontban miikodik. Jelolje &(f) a f id6pontban miikodo
gépek szamat. Legyen §(0)==k, ahol k rogzitett egész szam (0 < k< m) ¢és
legyen A=-{0,1,...,k} és B=={k+1,k—+ 2, ..., mj. Konnyen lathato, hogy
a {E(H0=t< ~} folyamat kielégiti feltételeinket. Esetiinkben a &(f) jelenti
(0, t) idbkozben azt az id6tartamot, amely alatt a milkodd gépek szama meg-
haladja k-t. Végiil megallapodunk még abban, hogy azt mondjuk, hogy a
rendszer f idépontban E; allapotban van, ha &(f)==k. Most bebizonyitjuk a
kovetkezd tételt.

3. TETEL: Fenndll

| : s - i{ﬂ ) 1o
W m ‘/MA:‘O; "g‘ivﬁ.ﬂeﬂdy

II/\

A

(¢ +8)

-
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It
W
(14) «= (m—kubp,
és
1=
(15) p= (m—k)upP,’
ahol
‘my WA .
16 P;== =0,1,...,m
(16) . ( )(,,M),,, (J )
és
(]7) Sl\\./':;Plj—*—Pl—{—”.»{wPf (jf;(),],,,.,m).
Tovdabbd
2_ R+ R+ -+ R
(18) Ta (2” ’+2 (m—k)u P
es
2 RA)+R1++RA

(19) Op = p’(Z———p’) 2 (m—k)upPy ’
ahol

P, |k 5 P B
20 [ i S| = N > ]
(20) , Rk “:*/lpll//rl]‘—/\ =
és j=1,2,..., m-re

Ro ¢ '&“?ﬁj ]

(21) wo (m—ubP;, = (m—iDiP}]

BizoNyiTAs: Mindenekel6tt meghatarozzuk G(x) és H(x) Laplace—Sti-
eltjes transzformaltjait, amelyeket jeloljiink a kovetkezOképpen

[or]

A(s) = |erdG(x) és w(s)— |erdHX).
O ]

Erre a célra vezessiitk be a kovetkez6 atmenet valosziniiségeket

. PlE() = jEO) =k} =-P(t)  (G=0,1,...,m).
P;(t) kozvetleniil meghatarozhato. Jelolje P(f) annak a valosziniiségét, hogy
egy olyan gép miikodik ¢ idépontban, amelyik f— 0 id6pontban is miikodott
és jelolje Q(f) annak a valosziniiségét, hogy egy olyan gép miikodik 7 id6-
pontban, amelyik {—=0 id6épontban nem miikodott. Most

”Uzuli@+wﬂmm
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ugyanis P(0)=1 és fennall P(¢{+ dt)==P(t)(1—idt)4+ (1—P(t))udt +
+o(dt) azaz P'(t)+ (4+u)P(t)==1. Hasonldan nyerjiik, hogy

Q(t)y= %ﬂ; (1—e-wo),

Ezek segitségével konnyen felirhatd, hogy

@ po= 3 [¥)["H|iporn—pror leorn—eor .
jrtie=i \J J2

Jelolje most M(t) a (O,t) idokozben eldforduld Eix— Ex. atmenetek varhato

szamat és N(f) a (0,¢) idokozben el6forduld Ey.,— E. atmenetek varhatd

szamat. Konnyen adodik, hogy

M'(t) == (m—k)uPi(t)

és
N'(t) == (k+ 1)A P (t).
Tovabba felirhatd, hogy
je‘“dM(t) —(m—k) yJ.e""' Putydt— — T
) : =70
és

J e tdN(t) == (k+ l)lje“"’Pm(t)dt = —-—]1(;)(;[)}5;23) .

A fenti két egyenlet osszevetésébol azt kapjuk, hogy

(m—Kyu | e+ Pu(t)dt
23) 7(s) — o
L (k+ 1)d | e Pua(t)dt

(k+1)i e P(t)dt
24 W(s)= = .
L (k4 1)4 | e Pecs(t)dt
0

Ezek megforditisaval G(x) és H(x) egyértelmilen meghatirozhaté és igy az
1. TETEL segitségével @(¢f) pontos eloszlasat is megnatarozhatjuk. B(f) aszimp-
totikus eloszldsanak meghatarozdsdra alkalmazhatjuk a 2. TETEL 1. allitasat,
amelyhez csak e, 8, 0a és o; ismerete sziikséges. Ezek a kovetkezoképpen
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nyerhetsk « =—y'(0), a=7"(0)—[/ OF, 8= —¥(0) é 05=v"(0)—
—[¢¥'(0)]". Ezek kiszamitdsara vezessitk be a kovetkezd jeloléseket:

(25) ' Pj= }im Pi(t),
26) R~ J' [P(t)— Pl dt,
(27 S= ft[P (O—Pidt,

O
j=0,1,...,m-re. (22)-b6l konnyen adodlk, hogy a (25) alatti hatarérték
létezik és megegyezik (16)-tal. A (26) és (27) alatti hatarértékek szintén létez-
nek, mivel (25)-ben a konvergencia exponencialis jellegii. A fentiek szerint
felirhato, hogy

[estP(t)dt - Ps ' + R+ S;s+0(s),
o

ha s — 0. Ennek alkalmazasaval és (m—#k)u Py == (k- 1)AP. tekintetbe vé-
telével (23) és (24)-b6l azt nyerjiik, hogy :

— 1 +(k+ l)i.Rk+1—(ﬂl‘-k)MRk

“ (m—k)u P

(29) §— (m_k)éfi?)(ﬁ}i DiRen

(30) — (c‘ R‘ “J+ 2[(m—k()};ﬁ;)_f¢kpfl)lsk“]
és

31) ol ﬁ(m ,’_ 2[(m— k()’:SAk—);/;)jl),Sm]

Itt mar csak az R; és S; mennyiségek- ismeretlenek. Ezek meghatarozasara
vegyiik észre, hogy P;(t) (j=0,1,...,m) kielégiti a kovetkezd differencial-
egyenletrendszert

dI;jf(t) — D) — Dy (t) (J=0,1,...,m),

(32)

ahol

Di(t) = (j+ AP (t)—(m—j)uP;(t)

(nyilvanvaléan @D, (t) = @ (t)=0) és a kezdeti feltételek
1, ha j=k

PJ'(O)T",O, ha j==k.
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(32)-bol kovetkezik, hogy
| ®,0ydt - | @,s(t)dt + P—Py(0)
I 0

¢s ennek ismételt alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy
[+9) jr‘l
[(Dj(t)dt =D [Pi—Pi(0)].
Masrészt konnyen belathato, hogy

(33)  GHDIRa—(m—)uR — | OOt~ X [P—PO)
0
Innen specidlisan j=/k helyettesitéssel
(k+ DRy —(m—k)u R = R—1,
amely igazolja (14) és (15)-t.
(32)-bdl az is kovetkezik, hogy

[es]

[t (t)dt— | td; ((t)dt—R,
0 o
és ennek ismételt alkalmazasaval

[t;t)dt = —(Ri+ R+ -4 R).
: 0

Mivel
(k+1)iSu—(m—KyuSu = | 1 Du(t) dt = — (Ro+ Ry + -+~ + Ry,

tehat ezzel (18) és (19) is igazolast nyert. Végiil az R, ismeretlenek explicit
meghatarozdsa marad csak hatra. Ezek a (33) egyenletrendszer megoldasaval
nyerhet6k. Eszerint fennall

(J=01,...,k—1)

J

(I+I)ZRJ+I_(m j)A“R %1’!_] (j:‘k,k+1,.,m)
és nyilvanvaloan
(34) R()‘IT’R1+"'+RM=O-

Ha tekintetbe vessziik, hogy (j+ 1)AP;.1=(m—j)uP;, ugy a fenti kép-
let szerint fennall
% .
=0, 1,..., k—1

RJH_&_s (m—])‘up (J )
P P, ( P—1 (

(m—j)uP, /

(35)

k k41, ., m).
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Ha a (35) egyenletrendszer els6 j-szamu egyenletét Osszegezziik, megkapjuk
(21)-et. Végiil R, meghatdrozhatd (34) segitségével, vagy kozvetleniil is meg-
kaphatd (22) szerint. Mégpedig

1 m-k
®© : : u
B RT Y v 2
0

z

ahol z == @+ helyettesitéssel éltiink. Az integral kiszamitasaval nyerjiik
(20)-at.

10. MEGJEGYZES: A 2. TETEL valamennyi allitdsira kozvetlen bizonyitast
adtunk korabbi [18] és [19] dolgozatunkban. A 2. TETEL 1. dllitdsa bebizo-
nyithatdo F. J. ANSCOMBE [1] tétele segitségével is, amely véletlen szamu fiig-
getlen és egyforma eloszlasu valOsziniiségi véitozok Osszegének hatareloszla-
sara vonatkozik, ahol azonban a tagok szama fiigghet maguktdl a valto-
z0ktdl. Megjegyezziik, hogy lényegében hasonlé modszerrel RENYI A, [12] is
bebizonyitotta a 2. TETEL 1. allitasat.

F. J. ANScOMBE tétele némi valtoztatidssal azt mondja ki, hogy ha ¥,
Py o oey Fu, ... azonos eloszlasu fiiggetlen valosziniiségi valtozok, amelyekre
létezik a kovetkezd hatareloszlas

(36) TSL[']; Pg 191+19"2+ ‘b'r'lb—l— 191,,—‘,1(1 g x% :P(x),

ahol 0 <1 és »(0 =1{¢< o) nem negativ egész értékeket felvevd valoszinii-
ségi valtozok sokasdga, amelyek fiigghetnek a {%,} valtozoktdl, és amelyekre
tetsz6leges ¢ >0 esetén fennall

37) 1m1P)\~——C{<eg 1,

t>x
akkor

. Vo hA St —1a

(38) Ilg‘c P o5 ! = x{ = P(x).
A fentiek szerint nyilvanvald, hogy ha (37) helyett az erdsebb
(39) hmP} ” <e$~l

f>m

feltevéssel éliink, akkor fennall az is, hogy
3]‘}—19\_),—}— e —{-3,.'——(161‘}“
bcotlo =

Ha feltessziik, hogy ». fiiggetlen a {%,} valtozoktol, akkor R. L. DOBRUSIN
[5] tételébdl is kovetkezik (40).

(40) lim P)

t>o

= P(x).
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A 2. TETEL 1. dllitdsanak bizonyitasira a (38) tétel alkalmazhato, ha
feltessziik, hogy $.=—ean.—BE& és 1, jeloli a (0, f) id6kozben el6fordulo
A— B atmenetek szamat. Ekkor ugyanis

gt it ht e+ 9,

f)— o~ =
és v /t=>1/(e+p). Tovibba a centralis hatarértéktétel szerint fennall
P; 31+‘9l+ +‘97L éxszfl)(x).
n> —|— oty b ) n
Innen (38) szerint
G+ %2 G,
l+ + + f < _ (D(x),

lim P =
e [T
e+8
ami (41)-re vald tekintettel az 1. allitast igazolja.

Végiil megjegyezziik, hogy a 2. TETEL tobbi 12 allitasa ilyen moddon
nem bizonyithatd be, kivéve a 6. allitist A= DB specidlis esetben.

3. §. A 3(t) varhato értékének aszimptotikus viselkedése

Legyen rovidség kedvéért M {g8(t)} = B(f) és M{«(f)} = A(t). Nyilvan-
valdan A(f)- B(t)==t és igy A(f) aszimptotikus viselkedésének ismerete meg-
adja a B(f)-ét és viszont. Az (1) képlet szerint explicit alakban kiszamithato

(42) M (5} = [1— 20 )ax.

Ha bevezetjiik a

y(s)= [e=dG(x) & w(s)=|e=dH(x)
0 0
Laplace-Stieltjes transzformaltakat R(s) = O-ra ugy (42)-bdl konnyen nyerjiik,
hogy

o

(43) JewtdB(t) 1 /(3) [] S)Z}’g;]
és innen '
. ) -st . 1 1 _7(8)

0
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A (43) és (44) képletek segitségével _meghatarozhatjuk M{8(f)} és
M {«(t)} aszimptotikus viselkedését t — oc-re. Igy a kovetkezo tételeket nyerjiik:

4, TETEL: Ha a8 < oo, akkor

. M{s@));  »
(45) t]l»rg . edp-
Ha 8< oo és G(x) kielégiti (g;)-at, akkor
. M{p(f)}  Bsinay,
(46) tll:?n t  Ax

Ha e < o és H(x) kielégiti (h,)-at, akkor
M ()} ___asingzy,

0 i
Ha G(x) kielegiti (gs)-at és H(x) a (hs)-at, akkor
m MABO) BI(1—7) ﬂ
@ o pen AT —p) [ (O —pat ) " 7277
. M{st)} B o
(49) 3_1:2 ;o ATB’ ha 7=
és
j —_—
(50) lim Mle(®); Alr(l—y) ——

o 1 BI(—y)P(1—7+7)°
BizoNYiTAS: Szoritkozzunk valés s >0 értékekre. Ha G(x)-re fennall,
hogy « < oo, akkor
v(s)=1—es+o(s), ha s—0
és ha (y,) all fenn, akkor
v(8)=1—Al(1—y)s"+o(sm), ha s—0.
Hasonloan, ha H(x)-re fennall, hogy &< oo, akkor
Ww(s)=1—ps+o0(s), ha s—0,
¢€s ha (k) all fenn, akkor
W(s)=1—BI'(1—7y,)s-+o(s"), ha s—0.

Ezek segitségével valamennyi esetben meghatarozhatjuk ‘|.e‘s'dB(t) és.

(U
@

'.e's’dA(t) aszimptotikus viselkedését s — O-ra. Valamennyi esetben C/s*(u = 1)
0

alaku aszimptotikus kifejezést nyeriink s —O-ra. Mivel B(f) és A(f) a t-nek
nemcsokkend fiiggvényei tehat jol ismert Tauber-tipusu tételbdl kovetkezik,
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hogy B(f) illetve A(f) aszimptotikus alakja Ct#-1/I'(x). lly médon megkapjuk
a (45)—(50) képleteket.

A fentiekhez kapcsolddnak a kovetkezé eredmények. Vezessitk be a
kovetkezd valosziniiségeket Pp(f) =P{E() € B}=P{y(t)=1} és Pu(t)=-
=PlE({)€ A}-P{y(f)=1}. Nyilvanvaldan Pa(t)+ Px(f)=-1, valamennyi
t értékre. Most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.

5. TETEL: Ha « 4 8 < ~, akkor
t
51 H ! [P du= d
( ) fl»rgT 1;(11) v “‘JI‘P)-.

U

Ha ¢+ 3< < és F(x)= G(x)* H(x) nem rdcsos eloszlds-fiiggvény, akkor

; 8
(52) }1:1; Px(?) PR
BizONYITAS: Mivel Pp(f)==1—P.(t) tehat elegendd a megfelelé allita-
sokat Ps(f)-re bizonyitani. Jelolje F.(x) az F(x) eloszlasfiiggvénynek Onma-
gaval valo n-szeres konvoluciojat és legyen Fy(x)=1, ha x =0 és Fy(x) =0,
ha x < 0. Ekkor a [0, #] intervallumban el6forduld B--A atmenetek varhato
szama, ha feltessziik, hogy ¢=0 idépontban B-— A atmenet tortént,

M(t) = .}i F.(b).

n=H0

Most a teljes valosziniiségi tétel szerint felirhato, hogy

o !

G3)  Pa)= > [1—G(t—PdF.(0)— |1 —G(t—y)ldM(3).

77:!)0 0

Ha «4- < o<, akkor fennall
oM@ 1
(54) T TR

(S. TACKLIND [21]) és ha ¢+ 3 < o és F(x) nem racsos eloszlas, akkor vala-
mennyi f>0-ra:

MR —M@B 1
(35) }—1—12 h etp

(D. BLACKWELL [2]).
(51) bizonyitdsa. Fennall

t t t-x

| Pwdu= }” Ja- G(y))dy‘dM(x),

0 0 0
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¢s innen tetsz6leges 7-val (0 < = <{)

M(#t_'”lﬁl—o(y)] dy = %jm(u) du =« Mt(t) .

0
Ha most el6szor {— oo és azutdn ©— oo, akkor (54) szerint fennall, hogy
t
.1
hmT Pi(u)ydu—
t>o

O

1
a+p

ami egyattal (51)-et is igazolja.

11. MEGJEGYZES : (51) fenndlldsa (45)-bdl is kdvetkezik, ugyanis
t t

(56) M{BO—M{] 7 (@) du} = [ M { (W)} du — [P (4 () = 1}dus — | Pa(udu.
(52) bizonyitdsa: frjuk (53)-at a kovetkezd alakban

t/2 t

57) Pa(ty=|[1 — G (t— )] dM(») + | [1 — G (t—»)] dM (3).

t/2
Itt a jobboldal els6 tagja zérushoz tart, ha f— oo. Ugyanis

i ¢
0 éj/n—aa—y)]dM(y) = é[l—a(%ﬂ " (7

1
2
és itt (54) szerint

M@ 1

A

€s mivel ¢ < oo, tehat
Iimt[1—G@#)]=0
t>o

is fennall,

@

0=tl—GMOI = [xdG(x)—»0, ha t—o,
t

kovetkeztében. Az (57) jobboldaldn alld6 mésodik tagrél konnyen kimutathato,
hogy 1/(c-+@)-hez tart, ha tekintetbe vessziik (55) fennallasat. Igy (52) is
igazolast nyert.

12. MEGJEGYZES : Megemlitjiik, hogy [18] doigozatunkban bebizonyitot-
tuk, hogy oa- 03 < o= esetén fennall

. D8} o+
(58) N

9 II. Osztaly Kozleményei VII.3—4
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13. MEGJEGYZES: A (43) és (56) képlet tekintetbevételével azt nyerjiik,
hogy

Ebb6i a képletb6l kitiinik, hogy ha folyamatunkra vonatkozéan ismerjiik a
G(x) eloszlasfiiggvényt és a Pg(t) valosziniiségeket tgy (s) egyértelmiien
meghatérozhaté. Ha példaul
(1—e?, ha xz=0,
G(x)zgo , ha x<0,
akkor y(s)==4/(A+s) és igy

s|e Py(t)at
1[1(8): 1— 2 © .
i1 —s|ePy(t)at]

¥ (s) megforditdsaval H(x) egyértelmiien meghatarozhato.
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