
TARTÓZKODÁSI IDŐ PROBLÉMÁKRÓL 
TAKÁCS LAJOS 

B e v e z e t é s 

Tekintsük a [?(/), О Ф / < 00} sztochasztikus folyamatot, ahol a k(t) 
valószínűségi változók értékkészletét valamilyen X absztrakt tér elemei alkotják. 
Legyen X=A + B, ahol A és В rögzített közös pont nélküli halmazok. 
Tegyük fel, hogy ç(0) f A. Ekkor a {?(/)} folyamat növekvő t értékekre válta-
kozva A és В állapotot vesz fel. Jelölje az egymásutáni A állapotban való 
tartózkodási időtartamokat rendre £ . > , . . . , £ „ , . . . és а В állapotban való 
tartózkodási időtartamokat rendre i r l , . . . , riH, . . . valószínűségi változó. 
Feltesszük, hogy a £,, . . . , S„, . . . , rlu )r>, . . . , ÍJ,,, . . . nem-negatív független 
valószínűségi változók, amelyekre 

P { t „ < x } = G(x) és Р | / / ) 1 Ф х ) = H(x) ( « = 1 , 2 , . . . ) -

Megjegyezzük, hogy a fenti értelmezés szerint G(x) balról folytonos és H(x) 
jobbról folytonos eloszlásfüggvény. 

Értelmezzük most a { / ( t ) , O á t < « ] sztochasztikus folyamatot oly-
módon, hogy 

\ L ha é ( t ) f B 
X( )~ I 0, ha S ( t ) f A . 

Legyen 
t 

о 
A ß(t) valószínűségi változó a (0, t) intervallum azon и pontjaiból álló halmaz 
mértéke, amelyekre S,(u)fB. Következőleg a(t) = t—ß(t) a ( 0 , / ) intervallum 
azon и pontjaiból álló halmaz mértéke, amelyekre f A. 

A következőkben meghatározzuk a ß(t) valószínűségi változó eloszlását, 
továbbá ß(t) aszimptotikus eloszlását és M {ß(t)\ és D {/?(/)} aszimptotikus 
viselkedését, midőn /—»<x>. Ezenkívül több példát ismertetünk. 

H a s o n l ó k é r d é s e k k e l M a r k o v - l á n c o k e s e t é n P . LÉVY [ 11 ] , A . N . KOLMO-

GOROV [ 1 0 ] é s R. L. DOBRUSIN [4] , [ 6 ] f o g l a l k o z o t t . A ß(t) e l o s z l á s á t b i z o n y o s 

rekurrens folyamatok esetén szerző [14], [15], [16] munkáiban vizsgálta. 
A jelenleg ismertetendő eredmények legnagyobb része bentfoglaltatik szerző 
F 18], [19], [20] munkáiban. 
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A következő jelöléseket vezetjük be. Legyen £„ = £, f-£„ 
(л 1, 2, 3, . . . ) , r/o = 0 és y,t = //„ + г/, -j h (n 0, 1, 2, . . .). Továbbá 
legyen 

P{Ç„ < x} = G, f x ) , ha n = 1 , 2 , . . . 
és 

P { ^ .V} = Hn (x), lia л = О, 1, 2, . . . . 

Ekkor H f x ) 1, ha x ^ O és Я , (х) = 0, ha х < 0 és állapodjunk meg 
abban, hogy G f x ) 1. 

A ß(t) eloszlásfüggvénye legyen 

P ! A ( 0 = i x } <>{t,x). 

Ekkor P { « ( / ) < x } - 1 — & ( t , t — x ) . Végül legyen 
со со 

(i= I xdG(x) és I xdH(x), 
ii il 

továbbá 
со со 

of, j ( x — а / d G (x) és o'ß= I ( x — ß f d H (x). 

l.§. A fi(t) e l o sz lá sának m e g h a t á r o z á s a 

1. T É T E L : A ß(t) valószínűségi változó eloszlásfüggvénye 
со 

( 1 ) Q(t, x) = у H„(x)[Gft-x)-G,l+ft-x)]. 
1 1 = 0 

BIZONYÍTÁS: Adott X ( O ^ X ^ F ) esetén jelölje Т azt A legkisebb idő-
pontot, amelyre a ( r ) t — x . Ekkor nyilvánvalóan 2 ( r ) £ A. A r egyértelműen 
meghatározott valószínűségi változó. Most megmutatjuk, hogy 

Ugyanis ha tekintetbe vesszük, hogy a(t) + ß(t) = / minden t értékre 
( 0 s / < oc) és a(t) és ß(t) a /-nek monoton nemcsökkenő függvényei, akkor 
könnyen beláthatóak az alábbi azonosságok 

{ß(t) Ш x } = j « (r) 7 « ( / ) í == { t =£ / } = { ( f r ) + ß(r) = t\~{ ß(r) Ш x}. 
így tehát felírható, hogy 

Si(t, x) = P { ß ( t ) = x } = P { ß ( r ) Шх}, 
vagyis £2(t,x) kiszámítását visszavezettük P { ß ( r ) ^ x } meghatározására-

A ß(r) s x esemény több egymást kizáró módon valósulhat meg, még pedig 

a T időpont lehet az első, második, . . . , s. i. t „A szakaszon". Ha r az л-J - l 
-edik (л = 0, 1, 2, . . . ) „A szakaszon" van, akkor ß(r) = y„. így tehát fel-
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írható, hogy Á(T) = ;;„ + % \-riv, ahol v maga is valószínűségi változó. 
Mivel a r változó értékét a . . . , Ç„, . . . változók értékei egyértelműen 
meghatározzák, tehát fennáll, hogy v független az TJ,, rt.,,..., rin, ... válto-
zóktól. Most P{v< «} = P{Ç„ ^t—x} (n = 1 , 2 , . . . ) , azaz P { r = /i} = 
= G „ ( / — x ) — G„ + i ( /—x) , ha n 0, 1,2, . . . . így a teljes valószínűségi tétel 
szerint 

P { ß ( r ) + } = V P | = n) P < / N SI x } , 
11=0 

azaz 0 ^ x ^ / értékekre 
a) 

Q(t, x) = 2[G«(t-x) — Gn+t(t-xj\Hn(x), 
«=0 

ami bizonyítandó volt. Egyéb x értékekre (1) triviálisan igaz. 

1. MEGJEGYZÉS: A fenti bizonyításból kiderül, hogy az 1. TÉTEL akkor 
is fennáll, ha nem tesszük fel, hogy a {£,,) és {/;„} változók függetlenek és 
egyforma eloszlásúak. Ehelyett elegendő annyit feltenni, hogy a £„ és %„ és 
a -"„+i és •/,, változópárok n 1 ,2, . . .-ra legyenek függetlenek. 

2. MEGJEGYZÉS: A ß(t) valószínűségi változó bizonyos „B szakaszok" 
hosszának összegeként állítható elő, ahol az utolsó „B szakasz" esetleg csonka. 
Ennek dacára meglepő, hogy a ß(t) változó eloszlását meghatározó (1) képlet 
nem tartalmazza ennek a csonka szakasznak az eloszlását. Még meglepőbb, 
hogy a ß(t) eloszlásának kiszámítása visszavezethető véletlen tagszámú füg-
getlen valószínűségi változók összege eloszlásának kiszámítására, ahol a tagok 
száma független a változóktól, holott a ,Y(/)-nek valószínűségi változók össze-
geként való előállításában a tagok ' száma függ maguktól a változóktól. 

3. MEGJEGYZÉS: A P { / Í ( T ) ^ X } = P { , í ( / ) ^ x j összefüggés fennállása 
meglepő, hiszen ß(r) ^ ß(t), sőt ß(r) < ß(t) is lehet. 

4. MEGJEGYZÉS: Tekintsük az {«(/), ,Í(/)J vektor változók sorozatát 
0 ^ / < — értékekre. Ez a változó sorozat a sík origójából elinduló bolyongó 
pont pályáját írja le (vö. 1. ábra). A bolyongó pont helyzete t időpontban a 
(0, t) és (/, 0) pontokat összekötő egyenes szakaszon van, ugyanis a(t)-\- ß(t) — t. 
Ezen modellen egyszerűen lehet szemléltetni a ß(t) S Í és ß ( j ) ^ x esemé-
nyeket. A ß(t) ^ x esemény azt jelenti, hogy a bolyongó pont eléri a (t—x, x) 
és (t, 0) pontokat összekötő egyenes szakaszt és a ß(r) ^ x, esemény pedig 
azt, hogy eléri a ( t—x, x) és ( t—x, 0) pontokat összekötő egyenes szakaszt 
(vö. 2. ábra). Nyilvánvaló, hogy a bolyongó pont vagy mindkét egyenes 
szakaszt eléri vagy egyiket sem, azaz fennáll {/?(/) ^ x} = {/5(r) ^ x}. Bár a 
probléma vizsgálatára a fenti bolyongási modellt is alkalmaztam, mégis 
elkerülte figyelmemet, hogy az ábrából közvetlenül leolvasható a két esemény 
azonossága. Erre a tényre RÉNYI ALFRÉD volt szíves a figyelmemet felhívni. 
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T t-* L ct 
2. ábra 

5. MEGJEGYZÉS: Tekintsük âzt a speciális esetet, amidőn 

1 —e '-'\ lia x ü 0 
G(x) = 

i 0 , ha x < 0. 
Ekkor 

(2) £î(t, x) 
«=O 

Ha t—X = Ö rögzített érték, akkor 

£2(a + x, x) 

1—0 il! 

n\ 
H„(x). 

Az £2 ( a - f x , x) függvény x-ben eloszlásfüggvény és Laplace—Stieltjes transz-
formáltja 

(3) 

ahol 

j e-'-' d, £2 (a + x, x) = e *-[i-*Mlf 

!P(s) j e"*dH(x). 

1. PÉLDA: (VÖ. F . J . KARPELEVICS é s V. A . USZPENSZKIJ ( [ 4 ] p . 2 9 6 ) ) . 

Legyen {2(f), 0 ^ t < •>=} Markov-folyamat két lehetséges állapottal A és ß-ve l . 
Legyen annak a valószínűsége, hogy 2(f) f A esetén a (f, t + At) időközben 
A—-B átmenet történik kJt + o(Jt) és ha 2 (0 € B, akkor annak a való-
színűsége, hogy a ( t , t + Jt) időközben B—*A átmenet történik fiJt + o(Jt). 
Ebben az esetben G ( x ) = l — ( h a x ^ 0) és / / ( x ) = l — ( h a x s 0). 
Továbbá 'P(s) - u/(p + s). így (3) szerint 

e~axdx£2(a + x, x) e 
Aas 
1U+E 
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és inverz transzformációval 

£2 (a-fx,x) = rb 
. ç p-py 

0 
У ' = 

ahol / , (x) az első rendű imaginárius argumentumú Bessel-függvény, 

/ ( x ) ± 

Ha a = t — x , akkor 

i2(t,x) = e 1 +yxy(t-x) j I](2p.p(t-x)y)dy 

2. § . A / ( / ) a sz imptot ikus e l o s z l á s á n a k m e g h a t á r o z á s a 

Láttuk, hogy fennáll P { / ( / ) í i x ) P { / ( r ) ^ x } , ha O ^ x ^ f és a 
/ ( T ) előállítható véletlen tagszámú egyforma eloszlású független valószínűségi 
változók összegeként, ahol a tagok száma független a változóktól. így tehát 
a / ( / ) változó aszimptotikus eloszlásának meghatározására visszavezethető 
véletlen tagszámú független valószínűségi változók összege eloszlásának vizs-
gálatára. Ezen az alapon tekintsük a értékekre a következőképpen 
értelmezett nem negatív egészértékű vv valószínűségi változók sorozatát : 
{vy<n) = {£„ g= y) (n = 1, 2, 3 , . . . ) . Ekkor P { v y < n) = P{Ç„ ^ y ) = 1 - G«(y ) , 
tehát 

(4) P{vy = n} =-• G„{y)—G„+i(y) (n 0, 1 , 2 , . . . ) . 

Tekintsük most a 

X r t = % + ' i i 4 \-Пгу 

összeget. Itt a vy változó független az t^, ip, . . . , ) ] „ , . . . változóktól, hiszen 
Vy értékét £i, . . . , £ » , . . . egyértelműen meghatározza. Legyen P '/,-, á J t ) = 

Ф(х, y). A teljes valószínűségi tétel szerint felírható, hogy 

P {%,.„ ШХ} = Е Р \ = "IP ÍZ* ^ X}, 
,1=0 

azaz 

(5) Щх, y) = E H„ (x) [G,, (y) - G . , (y)j . 
n—0 

A fentiek szerint 
(6) Í2(t, x) =-• Ф(х, t—x) 
és igy az T2(/, x) aszimptotikus viselkedésének vizsgálata visszavezethető a 
Ф"(х, у) aszimptotikus viselkedésének vizsgálatára. Ezen utóbbira pedig fel-
használhatjuk R. L. DOBRUSIN [5] tételét. 
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6. MEGJEGYZÉS: Alihoz, hogy A fenti visszavezetést alkalmazhassuk, ismét 
elegendő lenne csupán annyit feltenni, hogy a £„ és y„ és a £„+, és / „ vál-
tozó párok függetlenek n= 1,2, . . . - re . 

7. MEGJEGYZÉS: Tekintsük a 4. MEGJEGYZÉS-ben említett bolyongási mo-
dellt. Ennek segítségével ~<F(x,y) úgy interpretálható, mint annak a valószí-
nűsége, hogy a bolyongó pont eléri az (y, x) és (y, 0) pontokat összekötő 
egyenes szakaszt. Ez viszont nyilvánvalóan megegyezik annak a valószínűsé-
gével, hogy a bolyongó pont eléri az (y, x) pontból kiinduló és monoton 
csökkenve (oc,0)-hoz tartó, egyébként tetszőleges görbét. (Vö. 3. ábra.) 

3. ábra 

Nyilvánvaló, hogy ,i(f)-nek akkor és csakis akkor létezik aszimptotikus 
eloszlása, ha = 2, + £, + 2« és / „ = rit -f- щ -| 1- цп változóknak van 
aszimptotikus eloszlása midőn »oo. Erre nézve pedig szükséges és ele-
gendő feltételt adott W. DOEBLIN [7] (Vö. W. FELLER [8]). Kissé megszorítva 
DOEBLIN feltételeit és elhagyva néhány extrém esetet, fel fogjuk tenni, hogy a 
H(x) és G(x) eloszlásfüggvények kielégítik a következő (Л,), (/г.,), (Л3), illetve 
(lf;)> (gд> (g:) feltételek egyikét. Ilyenkor mindig létezik határeloszlás. Előre-
bocsátjuk, hogy a következőkben Fy(x) (0 < y < 2 , у ф 1) azt a stabilis el-
oszlásfüggvényt jelöli, amelyiknek karakterisztikus függvénye 

СО , 

(fy(z) = j e,zrdFy(x) = exp j — | z | v ( c o s ^ — / sin sign z j / ' (1 — "/)( 
- Œ 

és 
x 

ф ( * ) = 7 ш f 
- СО 

továbbá A és В véges pozitív állandók. 
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A H(x)-re vonatkozó feltevések: 
( h f : op < oo. Ekkor a centrális határeloszlástétel szerint fennáll 

lim P ! X " ~ n f Í ^ * ! = ф ( х ) • 
„^0= I N'-Oß \ 

(hő): lim [1 — Н(х)]ху'- = в, ahol 1 < У , < 2 . Ekkor W . DOEBLIN [7 ] tétele 
Ж->00 

szerint 

n ->co 

(h3): lim [ 1 — H(xj\хУ? = В, ahol 0 < / 2 < 1. Ekkor W. DOEBLIN [7] tétele 
X ->C0 

szerint 

ti -усо 
Ha tekintetbe vesszük, hogy P{vy < n) = P{Çn x}, akkor láthatjuk, 

hogy vy aszimptotikus eloszlásának meghatározására visszavezethető Ç„ = 
= + & 4 + § » aszimptotikus viselkedésének meghatározása. W. FELLER 
[8] módszerét alkalmazva nyerjük a következő határeloszlásokat. 

A G(x)-re vonatkozó feltevések: 
( g f : o„<°c. Ekkor fennáll 

( r,-*- j 
l i m P " g x = 0 ( x ) . 

ш ' 
n -> cc 

(g-2): lim [1 — G(x) |x 1 ' = A, ahol l . < y y < 2 . Ekkor 
X—>-00 

í ) 
l i m P T T / v = * > = F V , ( X ) . 

1 1 Ф Г i 

(g , ) : lim [ 1 — Я(х)]x"« = A, ahol O c ^ c l . Ekkor 

Н т Р | - ^ Ф х [ = / ф ( х ) . ) 
у7 

На / / ( x ) kielégíti а (Л,), (Л2), (Л3) feltételek egyikét és G(x) а 
( g f , (go), (gs) feltételek egyikét, akkor R. L. DOBRUSIN [5] tételének alkalma-
zásával azt nyerjük, hogy létezik a kővetkező határeloszlás 

(7) 

8 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i V I I 3 — 4 
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megfelelő M, Я, D, fi állandókkal „és P(z) eloszlásfüggvénnyel. Az állandók és 
a P(z) eloszlásfüggvény könnyen meghatározhatók az említett tétel segítségé-
gévei. Az 1. TÁBLÁZAT tartalmazza a különböző feltevéseknek megfelelő határ-
eloszlások alakját. A táblázatban £ és r; független valószínűségi változók 

jc} = F7,(;c) és P{7) ^ X} = F7,(X) eloszlásfüggvénnyel, 
így tehát megmutattuk, hogy a fenti esetekben fennáll a 

lim Ф{Му> + z D y y ) = P(z) 
Î/XCD 

határérték megfelelő P(z) eloszlásfüggvénnyel és m,l,d,[i állandókkal. Meg-
jegyezzük, hogy ha yt és zt egy t paraméter függvényei és limy* = 0 0 , 

t-y со 
lim zt = z, akkor az is fennáll, hogy 
í->co 

(8) lim Ф(Му1 + ZtDyt, у,) = P(z), 
t-yœ 

ugyanis P (z ) valamennyi esetben folytonos eloszlásfüggvény. A (8) határérték 

segítségével könnyen bebizonyíthatjuk az alábbi tételt. 

2. T É T E L : Tegyük fel, hogy H(x) kielégíti а (Л,), (Л2), (h?) feltételek egyi-
két és G(x) kielégíti a (g,), (g.2), (g3) feltételek egyikét. Ekkor a ß(t) való-
színűségi változónak létezik aszimptotikus eloszlása, midőn t —*• °c. A külön-
böző feltételeknek megfelelő határeloszlásokat a II. TÁBLÁZAT tartalmazza. 

A II. T Á B L Á Z A T - b a n £ é s r; f ü g g e t l e n v a l ó s z í n ű s é g i v á l t o z ó k , a m e l y e k r e 

P { £ ^ x } = F 7 i ( j c ) é s P { T ? = g x } = F 7 2 ( ; c ) . 

A 2 . T É T E L BIZONYÍTÁSA: 

Az ]., 2., 4., 5., 6., 7. állítás bizonyítása: Legyen (8)-ban 

at _ j t 

У'-a + ß X\a + ß 
é s 

fit . [ t Y ß 

Zt = 
du 

a megfelelő D és /í-vel. Ekkor l imy, = ос és 
Í-+CO 

X(a + ß) 
' • о уусух • 

(6) szerint 
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I. TÁBLÁZAT 

H(x) G(x) 7 M л D P(z) 

1. ht gi £ a 1 1 i 
2" 

J «3,2Z \ 

{ | 0 4 a + « % 2 J 

2. hi gi 
£ a 1 

i 
A i A \7> 
a ( a J 

1 

Vi 
1 -Fyi(-z) 

3. hi g3 0 — 
ß 

A У1 X-F-Szë 

4. h2 gi 
£ a 1 

ë 

1 

V-2 
UAz) 

5. h-2 g-i 72>7I 
£ a 1 

i 
£ lA + 
a ( a 1 

1 

Vi 
1 -FyJ-z) 

6. h-i g-2 
Vi~V 

( / = 1 . 2 ) 
£ a 1 1 

1 

V 

[аВ^ч-РАЩ ^ J 

P l £ i 

7. h-2 g-2 Y-2<7I 
£ a 1 

( Y 

1 

7-2 
UAz) 

8. h-2 g3 
0 — 

ß 
A 7i 

1 - F J Z ^ J 

9. h; gl 0 — 

ë 

1 

7-2 
FyAz) 

10. h3 g-2 0 — 

ë 

1 

V-2 FyAA 

U. h3 gi V-2>7i 0 — 

ë 
Zi 
7-1 P ^ S Z } 

12. h3 gi 
Ví = У 

( / = 1 , 2 ) 0 — 

i 
/ ß p 
U J 

1 
' I T H 

13. gi У-2 < Vi 0 — 

i 
i В ) У 2  

U J 

71 
72 P | , 5 Z\ 

9* 
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II. TÁBLÁZAT 
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és (8) szerint 

a megfelelő D és ft állandókkal és P(z) eloszlásfüggvénnyel. 
A 3., 8., 11., 12. állítás bizonyítása: Legyen (8)-ban 

y, = t - x f 
és 

xf 
zt = . 

Dyj 
Ekkor lim у, = ос és 

Г / D ' 
hm Zt = z 
i - »oo I X 

t D(\-xY 
(6) szerint 

£2(t, x f ) = Ф(г> Dyt, yt) 
és 

ha < 1 

ha и =] . 

H 
Hm Ф(г< Dyj, yt) P(z) 
Í—»CO j 

X 

w' 
ha p < 1 

ha fi = 1, 
ID(1— x ) / ' 

a megfelelő D állandóval és P(z) eloszlásfüggvénnyel. 
A 9., 10., 13. állítás bizonyítása: Legyen (8)-ban 

.1 / д 
yt xt 

és, 

Dyi 
Ekkor lim у, = oc és 

t-y со 

lim гг z n
: . 

ï—• со /АХ" 
(6) szerint 

t - x t w ) = «Я(г. ű y f , y() 
és 

lim *P(ztD$,yt) = P(z)-- J 

a megfelelő D és ft állandókkal és P(z) eloszlásfüggvénnyel. 

8. MEGJEGYZÉS: Ha a fentieknél általánosabb feltevéssel élünk a {£„} és 
{/;„} változókra vonatkozóan, mint azt az 1. MEGjEGYZÉS-ben említettük, 
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akkor is kifejezhető ß(t) aszimptotikus eloszlása a fenti módon £„ és 

aszimptotikus eloszlásai segítségével. 
1 1 

2. PÉLDA. Tegyük fel, hogy lim [ 1 — G ( x ) j x 2 -=A és lim [1 — H ( x ) \ x 2 = B . 

Ekkor a 2. TÉTEL 12. állítása szerint fennáll 

0 

(9) lim P ( ß ( t ) s / х } = ( — a r c sin 
F—• CO J '•[ 

1 

A2x 

(9) bizonyítására megjegyezzük, hogy у 

A - x + ß 2 ( 1 - х ) ' 

J 

1 

ha x g O 

ha 0 < x < 1 

ha x g 1. 

M * ) 

esetén 

ha x g 0, 

ha x < 0. 

Most a 12. állításban a 2 és valószínűségi változók helyettesíthetők 
1 = л/21*° és rj = 7i/2rf2 valószínűségi változókkal, ahol 2* és if független 
normális eloszlású változók, amelyekre M{2*} = M{r f} = 0 és D{2*} = 

= D { / f } = l . így a 12. állítást esetre alkalmazva 

lim P{/?(0 = /x} jll 
2*- B1 1 - х I - p ! rf A < 

I \ R = ß 

Jól ismert tény, hogy az rfll* valószínűségi változó Cauchy-eloszlású, azaz 

2* 
< x 

1 1 
H arc tg x. Tehát 

2 л 

A_ 
ß 1 - х 1 

2 t A 
— arc tg -pr 
л s ß 1 - х 

arc sin 
л 

А х 
A2x + ß 2 ( l — x ) ' 

9. MEGJEGYZÉS. Ha az előbbi példában speciálisan A = ß , akkor (9) 
szerint 

0 , ha x A O 
I 2 -

(10) 1 1 т Р { ^ ( 0 ^ / х } = / — arc sin f x , ha 0 < x < l 
«-•со I 

f 1 , ha x g l . 

Ez az eredmény speciális esetként tartalmazza P. LÉVY {11] következő tételét. 

(Vö. W. FELLER [9] p. 252). Legyenek Ő,, D,, . . . , D„, . . . független valószínű-

ségi változók, amelyekre P {ő„ — 1} = = P {ő„ = — 1} = - y . Legyen 2 (0 = à„ + 

Ф А - j - fő[ t ] , ahol őc = 0 és [/] jelöli t egész részét. A {2(0} sztochasz-
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tikus folyamat egy bolyongó részecske pályáját írja le. Azt mondjuk, hogy a 
rendszer t időpontban В állapotban van, ha £(/) > 0 és A állapotban, ha 

£ ( 0 ^ 0 . Esetünkben 

L Í 2 / U P {£„ = 2/ ' | = P{//„ = 2/} = 

ha / —»• оо és így 
2яг 

lim [1 — G ( x ) ] x 1 / 2 = lim [1 — tf(x)] x 1 2 = 
2 
;т 

Tehát teljesül А — В és így fennáll (10). 

3. PÉLDA: Elégítse ki G(x) A (gj), vagy (g2) feltételeket és legyen 
lim [1—#(x)]x 1 / 2 = B. Ekkor a 9., illetve 10. állítások szerint fennáll 

(11) 

ha 0 

lim P {« (/) g x t 2 } = 2 Ф 
T ->- CD 

7t Bx i 
2 а 1 

-1, 

x< oj. 

A (11) eredmény speciális esetként tartalmazza a következő tételt, amelyet 
R. L. DOBRUSIN [6] b i z o n y í t o t t b e ( V ő . K. L. C H U N Q é s M . KAC [ 3 ] ) . 

Tekintsük a 2. PÉLDÁban értelmezett {£(/), 0 ^ / < °o} sztochasztikus folya-
matot. Legyen с előírt poztív egészszám. Azt mondjuk, hogy a rendszer t idő-
pontban A állapotban van, ha £(/) = 0, 1, 2, . . . , с—1 és egyébként В állapot-

ban. Ebben az esetben M{£„}= a = c és P{;J„ = 2 /} 
2 / — 1 1 / J 2 i j azaz 

lim [1 — H(x)] х - = / — , vagyis В = :т —. így tehát ( l l ) - b ő l speciálisan 

lim P { « ( 0 ^ xt~} 
t - > CD 

2 Ф 1 - - 1 , 

ha 0 x < <x>. 
A 2. TÉTEL 1. állítása szerint a'„-+ Op < esetén fennáll 

ßt 
\ ркч--

(12) lim 
а + ß { 1 Г 

n P . Ф Ф - ~ x / = -== е- 2 dy 
» ] ß2ol +a2olt y** i 

1 (u + ßf 
A következő példák ezen tétel alkalmazására vonatkoznak. 

4. PÉLDA: Tekintsünk egy sorbanállási folyamatot egyetlen kiszolgáló 
esetén. Tegyük fel, hogy A személyek érkezési időpontjai Я eseménysürűségű 
Poisson-folyamat eseményeit alkotják és a kiszolgálási időtartamok egyforma 
eloszlású független valószínűségi változók R(x) eloszlásfüggvénnyel. Legyen 
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(> J x ó / ? ( x ) , o;= I (x — o f d R ( x ) és : r ( s ) = j e'sdR(x). Jelölje 2(f) a 
о . û ti 

f időpontban sorban álló személyek számát, beleértve az esetleg kiszolgálás 
alatt álló személyt is. Legyen 2(0) = 0 és vizsgáljuk a {2(f), 0 ^ f < °o} 
sztochasztikus folyamatot. Azt mondjuk, hogy a rendszer f időpontban 
A állapotban van, ha 2 (0 ==0 és В állapotban, ha 2 (0 > 0 . Könnyen látható, 
hogy a {2(0} folyamatra fennállnak az említett feltételek és így alkalmaz-
hatjuk tételeinket. Most ß(t) jelöli a (0, f) időintervallumban kiszolgálással 
töltött időtartamot. Esetünkben fennáll, hogy a G (x) 1 — r h , ha х ш О és 

со 
H(x) Laplace—Stieltjes transzformáltja y ( s ) = | e~sxdH(x) egyértelműen meg-

o 
határozható, mint a ip(s) = n(s +/.—Яу(5)) függvényegyenlet y ( ° c ) = 0 
feltételnek elegettevö analitikus megoldása. (Vö. [17] 6. TÉTEL.) На Яр < 1, 
akkor H(x) valódi eloszlásfüggvény. A függvényegyenlet segítségével könnyen 
meghatározhatjuk H(x) momentumait. Így ß= p / ( l—Яр) és di= (% + 
+ Я р ! ) / ( 1 — T o v á b b á nyilvánvalóan a = 1 /Я és a i = 1 /Я2. На Яр < 1 és 
tfp < oo, akkor a 2. TÉTEL 1. állítása szerint fennáll, hogy 

,. ß(t)—Яpf I 1 Г Y 
lim P 1 g x - = - - \еЫу 

L + ( p J + pä)f * V2:T J 

5. PÉLDA: Tekintsünk m fogyasztó gépet, amelyek valamilyen szolgál-
tatást (áram, gáz, viz stb.) egymástól függetlenül szakaszosan vesznek igénybe. 
Tegyük fel, hogy minden egyes gépre Я J t - \ - o ( J t ) annak a valószínűsége, 
hogy ha f időpontban a gép működik, akkor t + Jt időpontban megszűnik a 
működése és uJt-fo(Jt) annak a valószínűsége, hogy ha f időpontban a 
gép áll, akkor f + J f időpontban működik. Jelölje 2 (0 a f időpontban működő 
gépek számát. Legyen 2(0) = k, ahol к rögzített egész szám (0 < к < m) és 
legyen a = {0, 1, . . . , k) és b = {k + 1, к + 2, . . . , m). Könnyen látható, hogy 
a {2(f) 0 á í f < 0 0 } folyamat kielégíti feltételeinket. Esetünkben a ß(t) jelenti 
(0, f) időközben azt az időtartamot, amely alatt a működő gépek száma meg-
haladja k-i. Végül megállapodunk még abban, hogy azt mondjuk, hogy a 
rendszer f időpontban Ek állapotban van, ha £(t) -=k. Most bebizonyítjuk a 
következő tételt. 

3. T É T E L : Fennáll 

\ i ! ; -
(13) lim P - „ g V « r T í j , 

/ / + t 12.-1 .1 
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Itt 

(14) 

és 

(15) 

ahol 

(16) 

és 

(17) 

Továbbá 

(18) 

és 

(19) 

ahol 

(20) 

es j - 1 , 2 , . . . , m-re 

(21) P , = 

% 
(m — к) и Pk 

(m—k)fipk' 

m\ .«'Я'" 

j> (« + /) 

^ = + + + 

ф = « 12 ^ + « P , + P , + 

0 = 0, 1 , . . . , 772) 

0 = 0,1,..., m). 

- ( - rk 
(m-k)fipk 

R o ± P + J • " I Rk 
(7/7 A") / ' PT 

P , 
P , 

« + Я 
£ y P ; _ у ф 

P k Á j — к 0 j 

Po + 
7-1 
V 

1 
T . i 

P , ' é u (m-i)llP; s (/77 —OA p 

BIZONYÍTÁS: Mindenekelőtt meghatározzuk G(x) és Я(Х) Laplace—Sti-
eltjes transzformáltjait, amelyeket jelöljünk a következőképpen 

CO OD 

•/(s) = I е - " í/G(.t) és / ( s ) = - I es,dH(x). 
о fi 

Erre a célra vezessük be a következő átmenet valószínűségeket 

P J 2 ( 0 y|£(0) £} P;(t) (y = 0 , l , . . . , m). 

РДО közvetlenül meghatározható. Jelölje P(t) annak a valószínűségét, hogy 
egy olyan gép működik t időpontban, amelyik / = 0 időpontban is működött 
és jelölje Q(t) annak a valószínűségét, hogy egy olyan gép működik / idő-
pontban, amelyik / = 0 időpontban nem működött . Most 

1 
P(t) 

(i + Я 
Д м + Я/г^+о*), 
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ugyanis P ( 0 ) = 1 és fennáll P(t + J t ) = P(t)(\—Mt) + (l— P(t))t*Jt + 
f-o(Jt) azaz P'(t) + (l-\-u)P(t) = \ . Hasonlóan nyerjük, hogy 

Ezek segítségével könnyen felírható, hogy 

<22) p , ( 0 = 2 ( k. )[m~k\[P(/)f[ 1 — P ( t ) f [Q( / ) ] л [1—Q</) l m fe is. 
il+Jr=J \ji)\ j2 1 

Jelölje most M(t) a (0, / ) időközben előforduló Ek—-Ek+i átmenetek várható 
számát és N(t) a ( 0 , / ) időközben előforduló EM-*Ek átmenetek várható 
számát. Könnyen adódik, hogy 

M'(t)^(m—k)gPk(t) 
es 

N'(t) = (k+\)kPM(t). 
Továbbá felírható, hogy 

CD СО 

J e-«dM(t) = (m-k)t*j e~s>Pk(t)dt= 

es 

J <r*dN(t) = (k+ \)l\e»PM(t)dt= ^ y r t t L • 

о 0 

A fenti két egyenlet összevetéséből azt kapjuk, hogy 

OD 

(m—k)p \e~stPH(t)dt 

(23) y(s) = 7 
l+(6+l)x \e^Pk+1(t)dt 

es 

(k+\)/.\e^Pk(t)dt 
<24) = 

\+(k+\)k\e-°>PM(t)dt 
ó 

Ezek megfordításával G(x) és H(x) egyértelműen meghatározható és így az 
1. TÉTEL segítségével ß(t) pontos eloszlását is meghatározhatjuk. / ( / ) aszimp-
totikus eloszlásának meghatározására alkalmazhatjuk a 2. TÉTEL 1. állítását, 
amelyhez csak a, ß, oi és a} ismerete szükséges. Ezek a következőképpen 
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nyerhetők « = — y'(0), a 2 = / ' ( 0 ) — [ / ( 0 ) j J , ß = — V'(0) és = 0)-
—[i/ / (0)f . Ezek kiszámítására vezessük be a következő jelöléseket: 
(25) Pj = lim Pj(t), 

t-у 00 

(26) R, \\Pßt)-P\dt, 
0 
CD 

(27) 
ô 

/ = 0, 1 , . . m - r e . (22)-ből könnyen adódik, hogy a (25) alatti határérték 
létezik és megegyezik (16)-tal. A (26) és (27) alatti határértékek szintén létez-
nek, mivel (25)-ben a konvergencia exponenciális jellegű. A fentiek szerint 
felírható, hogy 

œ 

\ег*Р£ t)dt = Pjs1 + Rj + + o(s), 
0 

ha s - i -O. Ennek alkalmazásával és (m — k)pPk = (£+ \)LPM tekintetbe vé-

telével (23) és (24)-ből azt nyerjük, hogy 

_ 1 +(£+ \)kRM-(m—k)fiR, 
(m — k)u P, 

(m—k),uR—(k+ 1 ) Я / ? т  
(m — k)uPk 

2[(m—k),ué 

Pk
 1 "V ' (m-k)uP, 

(28) 

(29) 

(30) o„ = а I D + a | + £ -

és 

Â2Rk À 2 [(m-k)t*Sk-(k+1 )kSk+l] 
(31) = | ( m — k ) u P k — 

Itt már csak az Rj és S, mennyiségek ismeretlenek. Ezek meghatározására 

vegyük észre, hogy Pj(t) ( j = 0, 1, m) kielégíti a következő differenciál-
egyenletrendszert 

(32) ^ = ф . ( 0 _ ф . 1 ( 0 ( / = 0 , 1 , . . . , m), 

ahol 

ФЛ0 = U + 1 W u (t) - (m - j ) u P j ( t ) 

(nyilvánvalóan Ф „ ( / ) = Ф l(t) = 0) és a kezdeti feltételek 

1, ha j = k 
pá 0) ' 0 , ha JÁ=k. 
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(32)-böl következik, hogy 
00 со 

\0j(t)dt = I 0j.i(t)dt + Pj — Pj(O) 
О Ö 

és ennek ismételt alkalmazásával azt nyerjük, hogy 
OD 

[ ф , - ( 0 < и = 2 [ A - 4 ( 0 ) ] . 
I) 

Másrészt könnyen belátható, hogy 
со 

(33) ( y + 1 ) / / ? „ , - (m - y > Я, I Ф,•(/)<" = 2 [Я - Я, (0) ]. 
о 

Innen speciálisan j = k helyettesítéssel 

(Ar+ \)RM-(m-k)uRk = %—\, 
amely igazolja (14) és (15)-t. 

(32)-ből az is következik, hogy 
CD CO 

I t0j(t)dt= \ t<Pj x(t)dt—Rj 
Ö 0 

és ennek ismételt alkalmazásával 

I t0j(t)dt = — ( Д . + Я ] H h Rj). 
ó 

Mivel 

(k + 1 )/.Sk+1-(m-k)fiSk = 1 1 ( J h ( t ) d t = — (R„ + P + ---+ RJ, 
о 

tehát ezzel (18) és (19) is igazolást nyert. Végül az R, ismeretlenek explicit 
meghatározása marad csak hátra. Ezek a (33) egyenletrendszer megoldásával 
nyerhetők. Eszerint fennáll 

I % (y = 0, 1 , . . . , к—1) 

(у + 1)ЯЯ,+] (m J)pRj = j { j = k k + h m „ > m ) 

és nyilvánvalóan 

(34) Яо + RiH Ь Я т = 0. 
На tekintetbe vesszük, hogy ( y ' + 1)ЯЯу+1 = (m— j)pPj, úgy a fenti kép-

let szerint fennáll 
% 

\ i m — 

(35) _ H Rí+, R, í (m-j)uP. 

(y' = L, Ar+ 1 , . . .,m). p» 1 в ^ 
(m-j)uP; 
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Ha a (35) egyenletrendszer első / - számú egyenletét összegezzük, megkapjuk 
(21)-et. Végül R0 meghatározható (34) segítségével, vagy közvetlenül is meg-
kapható (22) szerint. Mégpedig 

• / \m-k 

fa 
fa 

fait) 
fa 

1 dt 
1 

( 1 — 2 ) 4 1 - Ф 
и j" 
Tz -1 

dz, 
о о 

ahol z =e <u+xv helyettesítéssel éltünk. Az integrál kiszámításával nyerjük 
(20)-at. 

10. MEGJEGYZÉS: A 2. TÉTEL valamennyi állítására közvetlen bizonyítást 
adtunk korábbi [18] és [19] dolgozatunkban. A 2. TÉTEL 1. állítása bebizo-
nyítható F. J. ANSCOMBE [1] tétele segítségével is, amely véletlen számú füg -
getlen és egyforma eloszlású valószínűségi változók összegének határeloszlá-
sára vonatkozik, ahol azonban a tagok száma függhet maguktól a válto-
zóktól. Megjegyezzük, hogy lényegében hasonló módszerrel RÉNYI A. [12] is 
bebizonyította a 2. TÉTEL 1. állítását. 

F. J. ANSCOMBE tétele némi változtatással azt mondja ki, hogy ha / / , , fa,..., fa,,... azonos eloszlású független valószínűségi változók, amelyekre 
létezik a következő határeloszlás 

(36) lim P 
П->00 I 

••• + »„— na 
bn6 P(x), 

ahol ó < 1 és vt(0 £jt< oo) nem negatív egész értékeket felvevő valószínű-
ségi változók sokasága, amelyek függhetnek a ( fa} változóktól, és amelyekre 
tetszőleges s > 0 esetén fennáll 

t-
(37) 

akkor 

(38) 

lim P -С < f I L 

lim P 
t-yœ 

) fai-fa+•••+&,•->',a 
P(x). 

bcôt>.à 

A fentiek szerint nyilvánvaló, hogy ha (37) helyett az erősebb 

v t —ct x 

(39) lim P 
tu < s = 1 

feltevéssel élünk, akkor fennáll az is, hogy 

( 4 0 ) >% + <%+- + faf-act>-
lim P 
(->03 bcótu x = P(x). 

HA feltesszük, hogy vt független a { f a , ) változóktól, akkor R. L. DOBRUSÍN 
[5] tételéből is következik (40). 
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A 2. TÉTEL 1. állításának bizonyítására a (38) tétel alkalmazható, ha 
feltesszük, hogy >9-n — (ti\n—ß£„ és vt jelöli a (0, t) időközben előforduló 
A - + B átmenetek számát. Ekkor ugyanis 

( 4 1 ) m—í+fi- 7f+ß  

és vt/t—>\/(a + ß). Továbbá a centrális határértéktétel szerint fennáll 

lim P j + § Х [ = Ф ( 4 
«-•СО 

Innen (38) szerint 

lim P — __1 s x / = Ф(х), 

a + ß 

t-r со 

ami (41)-re való tekintettel az 1. állítást igazolja. 
Végül megjegyezzük, hogy a 2. TÉTEL többi 12 állítása ilyen módon 

nem bizonyítható be, kivéve a 6. állítást A = ß speciális esetben. 

3. § . A ß(t) várható ér tékének asz imptot ikus v i s e l k e d é s e 

Legyen rövidség kedvéért M {ß(t)] = B(t) és M {«( f )} = A(t). Nyilván-
valóan A(t) + B(t) = t és így A(t) aszimptotikus viselkedésének ismerete meg-
adja a B(t)-ét és viszont. Az (1) képlet szerint explicit alakban kiszámítható 

t 
(42) M {ß(t)}= j [ l - 0 ( f , x ) ] r f x . 

о 
Ha bevezetjük a 

03 30 
y(s) = j esxdG(x) és f ( s ) = J e rdH(x) 

о 0 

Laplace-Stieltjes transzformáltakat 3í(s) + 0-ra úgy (42)-böl könnyen nyerjük, 
hogy 

0 
és innen 

1 1 - y ( s ) 
(44) I e sldA(t) 

s \—y(s)y(s) 
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A (43) és (44) képletek segítségével meghatározhatjuk M {/?(/)} és 
M {«(/)} aszimptotikus viselkedését t—> ос-re. így a következő tételeket nyerjük: 

4 . T É T E L : Ha a + ß< <x>, akkor 

(45) = 
(-со / (C + ß 

Ha ß< ос és G(x) kielégíti (g?)-at, akkor 

(46) H m M { / ( / ) } ^ J s inr r - / , 
(-•со t Azt 

Ha a < oc és H(x) kielégíti (h,)-at, akkor 

(47) H m M { « ( 0 1 = a sin jtYj_ ^ 
í- CD t Вж 

Ha G(x) kielégíti (g)-at és H(x) a (h?)-at, akkor 

(4«) , i m M {/?(/)} ВГ( l - y ä ) 

( 4 9 ) ) Z T N - F A F B > H A * = * 

és 

(50) M{«(Q} АГ(\ yj) 
<50) l ^ T - ВГ(\ -у2)Г( 1 - 7 l + 7ä) ' ha 

B I Z O N Y Í T Á S : Szorítkozzunk valós S > 0 értékekre. H A G(x)-re fennáll, 
hogy « < ос, akkor 

7 ( s ) = 1 — « 5 + 0 (5) , ha s - » 0 

és ha (y3) áll fenn, akkor 

7(s) = 1 — А Г( 1 — 7O5-0 + 0 (s'o), ha 5 — 0. 

Hasonlóan, ha H(x)~re fennáll, hogy ß< 00, akkor 

ßj(s)= 1 — ßs + o(s), ha s —* 0, 
és ha (Л,) áll fenn, akkor 

(p (5) = • 1 — в Г ( 1 — 7a) SYS + о ( s + , ha s 0. 

Ezek segítségével valamennyi esetben meghatározhatjuk | e"'dB(t) és 
0 

со 
j e'sidA(t) aszimptotikus viselkedését S — • 0-ra. Valamennyi esetben C / S + Î Ш 1 ) 

0 
alakú aszimptotikus kifejezést nyerünk 5—»-0-ra. Mivel B(t) és A(t) a / -nek 
nemcsökkenő függvényei tehát jól ismert Tauber-t ípusú tételből következik, 
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hogy B(t) illetve A(t) aszimptotikus alakja C + 1/Г(р). Ily módon megkapjuk 
a ( 4 5 ) — ( 5 0 ) k ép l e t eke t . 

A fentiekhez kapcsolódnak a következő eredmények. Vezessük be a 
következő valószínűségeket P,<(t) P {§(/) £ В ) = P { x ( f ) 1} és PA(t) = 

= P { í ( / ) £ A } P { z ( 0 = M - Nyilvánvalóan PA(t) +PB(t) = 1, valamennyi 
t értékre. Most bebizonyítjuk a kővetkező tételt. 

5 . TÉTEL: Ha « + / ? < — , akkor 
t 

( 5 1 ) H M | J " P J L ( U ) Ä U = - ^ - . 

0 
Ha « + /?< — és F(x) = G (x) * H(x) nem rácsos eloszlás-függvény, akkor 

ß 
(52) ШРА1) a + i i . 

BIZONYÍTÁS: Mivel Pn(t) 1 — P A ( t ) tehát elegendő a megfelelő állítá-
sokat PA(t)-re bizonyítani. Jelölje F,,(x) az F(x) eloszlásfüggvénynek önma-
gával való n-szeres konvolűcióját és legyen Fu(x) = 1, ha хшО és F„(x) = 0, 
ha x < 0 . Ekkor a [0,/] intervallumban előforduló B - t A átmenetek várható 
száma, ha feltesszük, hogy / = 0 időpontban B - t A átmenet történt, 

CD 
M(/) = 2 > „ ( 0 -

11=11 
Most a teljes valószínűségi tétel szerint felírható, hogy 

СО ' * 

(53) PA(t) = 2 I [\-G(t-y)]dF„(y) = ) [ 1 -G(t-y)]dM(y). 
"=°Ô ó 

Ha a + ß< —, akkor fennáll 

г m(0 1 

(54) hm — ± J - = — — , 
t-t CD I « -f" P 

(S. TÄCKLIND [21]) és ha « + /?< — és F(x) nem rácsos eloszlás, akkor vala-
mennyi h > 0-ra :' 

(55) Hm ^ + b ) - M ( t ) „ _ 1 
v t—tcc h a + ß 
( D . BLACKWELL [2] ) . 

(51) bizonyítása. Fennáll 
t t-x 

I I PA(u)du = -\ ( (\-G(y))dy dM(x), 
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és innen tetszőleges т-val ( 0 < т < / ) 

N f p N - X a m ä y S Т / А О Л S и ш . 

о о 

На most először í - > » és azután т a k k o r (54) szerint fennáll, hogy 
t 

1 = 
t-ycd 

0 
ami egyúttal (51)-et is igazolja. 

11. MEGJEGYZÉS: (51) fennállása (45)-ből is következik, ugyanis 
t t t t 

(56) M { f l Q } = M { f *(u)du} = Jm{%(u)}du = JP{z(u) = l}du = fPj,(u)du. 
0 0 0 0 

(52) bizonyítása: írjuk (53)-at a következő alakban 
tl 2 t 

(57) Pa(t) = F [1 - G (t-y)} dM(y) + F [1 - G (t-y)] dM (y). 
Ö t/2 

Itt a jobboldal első tagja zérushoz tart, ha •<». Ugyanis 
tl 2 

0Ф |[1 - G ( t - y ) ] d M ( y ) ^ ± . 1 - 0 1 ~ 

0 

és itt (54) szerint 

M l4r 

2 

l i m * < ' > - 1 

t-y a t a + ß 
és mivel cc < » , tehát 

lim /[1 — G ( 0 ] = 0 

is fennáll, 
со 

0 Ф / [ 1 — G ( 0 ] ^ J x í / G ( x ) — 0 , ha /—»• oo, 
t 

következtében. Az (57) jobboldalán álló második tagról könnyen kimutatható, 
hogy l / (« + /?)-hez tart, ha tekintetbe vesszük (55) fennállását. így (52) is 
igazolást nyert. 

12. MEGJEGYZÉS: Megemlítjük, hogy [18] dolgozatunkban bebizonyítot-

tuk, hogy o~a-\-ol< œ esetén fennáll 

9 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i V I I / 3 - 4 
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13. MEGJEGYZÉS: A ( 4 3 ) é s ( 5 6 ) k é p l e t t e k i n t e t b e v é t e l é v e l a z t n y e r j ü k . , 

h o g y 

0 

E b b ő l a k é p l e t b ő l k i t ű n i k , h o g y h a f o l y a m a t u n k r a v o n a t k o z ó a n i s m e r j ü k a 

G ( x ) e l o s z l á s f ü g g v é n y t é s a PB(t) v a l ó s z í n ű s é g e k e t ú g y i p ( s ) e g y é r t e l m ű e n 

m e g h a t á r o z h a t ó . H a p é l d á u l 

1 1 - r * - ' , h a х ш О , 

, h a x < 0 , 

a k k o r 7 ( s ) = / / ( Я + s ) é s í g y 
CD 

s^je 8' PB(t)dt 

V(s)= 1 -
l[\—s\estPB(t)dt} 

6 

\p(s) m e g f o r d í t á s á v a l H(x) e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z h a t ó . 

Magyar Tudományos Akadémia 
Matematikai Kutató Intézete. 
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